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Einleitung. 

I n  einer un te r  demselben Titel  erschienenen Abhand lung  1 ha t  der Verfasser  

topologische E igenschaf ten  der Fl~chen vom Geschlecht  p > I in ihren Beziehungen 

zu der  universel len Uber lagerungsf lgche und zu der  F u n d a m e n t a l g r u p p e  un te r such t  

und  auf  das a l lgemeine F ixpunk tp rob l em angewandt .  Diese Un te r suchungen  

werden im Folgenden  wei tergef i ihr t  und jedenfal ls  in einer bes t immten  Rich tung  

zum Abschluss gebracht .  Die Be t r ach tung  wird dabei  der e infacheren  Sprech- 

weise ha lber  auf  topologische (d. h. e ineindeut ige und stetige) Abbi ldungen der 

Flgche auf  sich beschr~tnkt. Dass  das keine wesent l iche E inschr~nkung  is%, er- 

g ib t  sich aus dem kiirzlich Ton H e r r n  H. K ~ E s ~  ~ bewiesenen Satze, dass jede 

stetige Abbi ldung  einer Fl~iehe vom Geschlecht  p > i auf  sieh, deren Abbildungs-  

g rad  yon o verschieden ist, sieh s te t ig  in eine topologische A b b i l d u n g  iiber- 

f i ihren liisst. 

Als Bild der  universel len t2berlagerungsfl~ehe der Fl~che ~ vom Geschleeht  

p > I wird  das I nne re  q) des Einhei tskreises  E der  Ebene einer komplexen  Var iablen  

x benutzt .  Die Deck t r ans fo rma t ionen  der  t?berlagerungsfl i iche sind l ineare Sub- 

s t i tu t ionen yon x vom hyperbol isehen Typus  mi t  G r u n d p u n k t e n  auf  E und bilden 

in ihrer  Gesamthe i t  die F u n d a m e n t a l g r u p p e  F der Fl~ehe ~. Eine topologisehe 

Abbi ldung  v ~  tier Flgehe auf  Sich w i r d  nun  yon einer abz~hlbaren Fami l ie  yon 

topologischen A b b i l d u n g e n  yon q) auf  sieh i iberlagert ,  deren iVIitglieder Sieh nur  

u m  Deck t r ans fo rma t ionen  unterscheiden.  Eine solche >>T-Funktion>> t q) geni igt  

e inem Sys tem yon Funkt iona lg le iehungen  

t ( f(x))  ~ - f z ( t  (x)), 

wo f ein beliebiges E lement  yon F u n d  die Zuordnung  yon f ~  zu f e inen Auto-  

Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseiligen Fl~ichen, Acta mathematica 
Bd. 5o, S. I89--358. Hinweise auf diese Arbeit werden im Folgenden mit I u n d  der betreffenden 
Paragraphenzahl oder Seitenzahl angegeben. 

Nach brieflicher Mitteilung yon Herrn KNESER. 
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morphismus I yon F bezeichnet. Ist  k t eine andere fiber ~ liegende T-Funktion, 

also k ein beliebiges Element yon F,  so induziert diese den Automorphismus Jk-1, bei 

dem f in kfz/~ -1 fibergeht. Fiir variables /c entsteht so eine vollsti~ndige Auto- 

morphismenfamilie, deren Mitglieder sich nur um innere Automorphismen unter- 

scheiden, und diese Familie bestimmt die Klasse der Abbiidung vq~. 

In den ersten beiden Absehnitten dieser Arbeit wird nun die einzelne T-Funk- 

tion tO der Untersuchung unterworfen. Diese l~sst sich durch eine nur yon I 

abh~ngige topologische Abbildung des Randkreises E auf sich zu einer topologi- 

schen Abbi ldung  t (@+E)  der abgesehlossenen Kreisscheibe auf sich erg~nzen 

(I, 28). Dabei finden alle die.~enigen Eigenschaften der Flieheuabbildung �9 9, die 

gegeniiber stetiger Abgnderung yon , invariant sind, also Eigenschaften der Ab- 

bildungsklasse sind, ihren Ausdruck in der Randabbildung t E. - -  Wir  beschrgnken 

uns auf den Fall, wo die Orientierung bei , ~  und daher auch  bei t(@+E) er- 

halten bleibt, w o  also I >>yon erster Art>> ist (I, 9). 

Im ersten Abschnitt wird auf Grund der Struktur der Fixpunktmenge der 

Randabbildung t E eine Einteilung aller T-J~nktionen in endlich viele Typen 

erzielt. Zwei Funl~i0nen desselben Typus haben dabei homSomorphe Randfix- 

punktmengen. Der Fall, in welchem t E  die identische Randabbildung, also I d e r  

identische Automorphismus ist, ist schon in I, 42 vollst~ndig untersucht, und es 

wird daher yon diesem Fall abgesehen. Die Menge der >>Fixelemente>> des Auto- 

morphismus /, d. h. derjenigen Elemente h von F,  fiir die h i =  h ist, bildet eine 

Untergruppe H(I )  yon F, die jedenfalls immer die Identitgt enthglt. Es sind nun 

die fo!genden beiden Fglle zu unterscheiden: 

a) H(I)  besteht nur aus der Identit~it. Unter diesen Typus fgllt z. B. der 

Fall, in welchem t E  fixpunktfrei ist. Es k5nnen aber auch ffir H ( I ) = I  Rand- 

fixpunkte vorkommen, die dann eben nleht Grundpunkte sind, wie etwa das 

Beispiel I, 49 zeigt. Hier ergibt sich nun (w 6), dass die Anzahl dieser Randfixpunkte 

immer endlich und gerade ist, und zwar ist diese A~zahl ~ 4 (2p -- I). Dabei wech- 

self die Verschiebungsrichtung der Randpunkte b e i t E  in den durch die Rand- 

fixpunkte bestimmten Restin~ervallen ab; man kann daher die Randfixpunkte in 

>>anziehende>> und >>abstossende>> einteilen. Das durch die anziehenden Randfix- 

punkte allein (oder die abstossenden allein)bestimmte, nichteuklidisch-konvexe 

Polygon mit Nullwinkeln enthi l t  keine zwei beziigIich F iquivalenten Punkte, 

bedeckt also einen gewissen Flgchenteil yon q~ einfach. 

b) H{I) besteht aus mehr als der Identitgt. Es gibt also eigentliche Fix- 

elemente bei /,  deren Grundpunkte dann Fixpunkte yon t E  sind. In diesem 
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T'all ergibt sieh (w IO), dass die Fixelementgruppe H stets eine fi'eie Gruppe ist. 

Fiir die Anzahl v ihrer freien Erzeugenden gilt dabei: I ~ v <= 2 p -  I. Die ab- 

geschlossene ttiille der Menge der Fixgrundpunkte wurde in I, 29 Ms die Gesamt- 

heir der beziiglich H singul~ren Punkte bestimmt. Im FMle ~ > I i s t  diese Menge 

perfekt und nirgends dicht. Auf dieser Punktmenge l~sst sich ein nichteuklidisch- 

konvexer Bereich J mit unendlich vielen Randseiten aufbauen, indem man die 

Endpunkte .~edes der abz~hlbar vielen RestintervMle der Menge durch eine nicht- 

euklidische Gerade verbindet. J wird als das >>Kerngebiet>> yon I bezeichnet. 

Es gibt nun (w 8) auf  der F15che ~ einen yon endlich vielen doppelpun~tlosen, unter 

einander nicht homotopen und zu einander fremden Kurven berandeten Bereich d; der 

von J unendlich oft iiberdeekt wird. H ( I )  ist die Gruppe der Decktransformationen 

von d iiber d, also die Fundamentalgruppe yon d. Der Bereich (~ enthfilt Mle die- 

jenigen geschlossenen geod~tischen Linien auf q~ (ira Sinne der yon �9 iibertra- 

genen nichteuklidischen Metrik), die yon den Achsen der Elemente yon H iiber- 

deckt werden, und d ist der kleinste Bereich mit dieser Eigenschaft, i~dem seiue 

Randkurven selbst solche geodh'tische Linien sind. In  besonderen F~llen kann d uus 

der gunzen, l~ngs einer oder mehreren geschlossenen geod~tischen Linien aufge- 

schnittenen Fl~che r bestehen. -- Weiter ergibt sich (w 5), dass ein bez~Tglich H 

regulh'rer Punkt nicht Hh'ufungspunl~t yon Randfixpunkten sein kann. Wenn Mso 

die durch die Menge der singul~ren Punkte bestimmten RestintervMle nicht fix- 

punktfrei sind, so kSnnen sie doch nur isolierte Randfixpunkte enthMten, und 

deren Anzahl in einem ~'undamentalbereich yon H ist endlich und gerade (w 7 und I I). 

Auf diese lassen sich dann anMoge Betrachtungen wie unter a) anwenden. 

Man bemerkt, dass die Unterscheidung der beiden F~lle a )und  b)fiberfliissig 

wird, wenn man den Sprachgebrauch einfiihrt, die Gruppe, die nur aus der Iden- 

tit~t besteht, Ms die >>freie Gruppe mit Null Erzeugenden>> zu bezeichnen. Die Fix- 

elementgruppe H (D eines nicht ident ischen Automorphismus 1 ist dann stets eine 

freie Gruppe mit v Erzeugenden, w o o  ~ v ~ 2 / 0 -  I i s t  und beide Grenzf~lle mit 

dem Gleichheitszeichen wirklich vorkommen. Auf dem zu E gehSrigen Tell der 

Begrenzung eines FundamentMbereichs yon H -  dieser FundamentMbereich ist 

fiir v=~o die ganze Kreisscheibe - -  liegt dann stets nur eine endliche, und zwar 

gerade Anzahl 2 ~ yon Randfixpunkten, wobei auch / ~ = o  sein kann. - -  Man 

kann auf demjenigen Teil der l~andfixpunktmenge einer T-Funktion mit mehr 

Ms zwei Randfixpunkten, der aus alien nichtisolierten Fixpunk~en und Mien 

isolierten beiderseits anziehenden Fixpunkten besteht, einen nichteuklidisch-kon- 

vexen Bereich D aufbauen, den wir d~s >)Hauptgebiet>> der T-Funk~ion nennen 
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(w 3). Ein wichtiges Hiilfsmittel der Untersuchung ist dann die Tatsache, dass t~ 

durch jedes Fixelement auf sieh und dutch jedes andere Element yon F auf 

einen ganz ausserhalb P~ liegenden Bereieh abgebildet wird. Das Kerngebiet z/ 

ist ein echter Teilbereich yon Y2 oder mit ~ identiseh. 

Im zweiten Abschnitt werden diese Ergebnisse auf das Fixpunktproblem 

angewandt, soweit sich dies auf die einzelne T-~unktion bezieht. Die Menge der- 

jenigen Fixpunkte yon ~v, die yon der Fixpunktmenge yon t q) iiberdeckt wird, 

wird zu einer Fixpunktklasse zusammengefasst (I, 3I). Sie finder sich in einem 

Fundamentalbereieh yon H(I )  einfach vor (I, 33), da die Fixpunktmenge yon tq) 

sich bei allen Fixelementen und bei keinem anderen Element yon F reproduziert. 

Als Index der Fixpunktklasse ist die totale Arcusvariation des Richtungsvektors 

yon x nach t(x) bei Umlaufung eines Fundamentalbereichs yon H definiert (I, 37). 

Durch eine u der in I, S. 341--343 durehgefiihrten Betrachtung 

wird nun gezeigt (w I3--i4)  , wie man bei der Bestimmung des Index die even- 

tuell anf dem Rande des Fundamentalbereichs yon H liegenden isolierten Rand- 

fixpunkte auf kleinen BSgen umgehen kann. Der Index i erweist sich dabei als 

allein vom Typus der Ba~dabbilduug abhh'ngig, und zwar ist er 

wenn wieder v die Anzahl der freien Erzeugenden der Fixelementgruppe und 

tt die halbe Anzahl der zu ihrem Fundamentalbereich gehSrigen Randfixpunkte 

ist. Man sieht, dass ein positiver Index sich nur mit i ~ I im Falle der fix- 

punktfreien Randabbildung (v = tt = o) ergeben kann. Berficksiehtigt man noch 

die Beschri~nkung, die sich ffir v u n d #  aus den obengenannten Eigenschaften 

des Bereiches ~ ergeben, so ergibt sich (w I 5), dass der Index i einer Fixpuukt- 

klasse bei einer Flh'che yore Geschlecht p > : der Bedingung 

geniigen muss. Der Fall i = o  erfordert v =  :, t t - - o  oder v = o ,  re= I. T-Funk- 

tionen vom Index o haben also iraraer genau 2 Randfixpunkte, wobei diese zwei 

periodische oder zwei aperiodische Restintervalle (I, :4) bestimmen kSnnen. 

Man kann dieses Ergebnis noch besonders anschaulich machen, indem man 

die T-Funktion durch SpiegeIung an E zu einer topologischen Abbildung der 

ganzen komplexen x-Kugel K erweitert (I, S. 284) und dann die Fl{iche K z = K  

rood H( / )  ableitet (I, 30). K1 ist eine geschlossene Fl~ehe yore Geschlecht ~, die, 
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w e n n  S die Menge tier bezgl. H singul~ren Punkte bedeutet, yon K - - S  mit tier 

Randmenge S iiberlagert wird, wobei H die Gruppe der Decktransformationen 

yon K - - S  fiber K~ ist. t(x) tuf t  eine Abbildung tK~ v~ Kr auf sich hervor, 

die zur Klasse der Identit~t gehSrt (w I2). Auf KI  liegen endlich viele geschlossene 

einfache und zu einander fremde Kurven, die yon den reguliiren Punkten yon E 

fiberdeckt werden, und auf diesen befinden sich 2t~ isolierte Fixpunkte yon t K• 

yon denen jeder den Index + I hat. Under Beriicksichtigung dieser Tatsache, 

sowie der Symmetrie in beiden Kugelh~lften ergibt die BIRKHOF~sche Formel 

den obigen Wert  fiir den Index der T-Funktion. Wenn man fiberdies noch yon 

den obengenannten 2# Fixpunkten je einen anziehenden mit einem abstossenden 

zur Vereinigung bringt, etwa dutch ein schlauchartiges Ansatzstiick, fiber das 

bin sich die Abbildung fixpunktfrei fortsetzen l~ssL so erh~lt man eine nur yon 

I abh~ngige geschlossene Hiilfsfl~che K} vom Geschlecht v +re, auf welcher die 

Abbildung eine Deformation ist (w 16). Wegen der Spiegelung an E ist dann 

die H~lfte des BIRKHOFFschen Index 2 - - 2 ( v + # )  der Index i = I - - v - - t t  der 

T-Funktion. Ffir i = I  ist K} eine Kugel, fiir i = o  ein Torus, fiir i < 0 eine 

Fl~che vom Geschlecht q, wo 2 ~ q ~ 4 2 ) -  2 ist. Man kann also sagen, class jede 

Indexbestimmung bei einem (die Orientierung erhaltenden) Abbildungsproblem in 2 

Dimensionen auf die Anwendung der BIRKHOFFschen ['ormel auf eine gewisse Hiilfs- 

flSche hinauslduft, die nur yon der Klasse der betrachteten Abbildung abhh'ngt. 

Im dritten Abschnitt wird nun die vollst~tndige Familie derjenigen T-Funk- 

tionen untersucht, die eine gegebene Abbildung ~F iiberlagern. D~bei kommt 

nur je ein Repr'~tsentant ffir jede Isogredienzklasse in Betracht (I, I8 u. 3I). 

Die entscheidende Tatsache ist hier die, dass die Itauptgebiete fiir zwei ver- 

wandte Automorphismen ganz ausserhalb yon einander liegen, also auch die yon 

ihnen iiberdeckten FF, ichenteile auf ~ nebeneinander Platz finden miissen (w 17--I  9). 

- -  Dadurch ist zuniichst wieder ffir eine ziemlich ausgedehnte ]~[enge yon h b- 

bildungsklassen dus Fixpunktproblem vollsti~ndig gelSst, n~mlich fiir alle diejenigen 

Klassen, die durch ))Verschraubungen)) l~ngs eines Systems yon zu einander 

fremden einfachen Kurven erzeugt werden kSnnen; deren Kerngebiete machen 

n~mlich ganz q~ aus (w 22). - -  Es ergibt sich nun hier die gruppentheoretische 

Folgerung, dass in einer Automorphismenfamilie nur endlich viele nicht-zyklische und 

zu einander nicht konjugierte Fixelementgruppen auftreten kSnnen (w ~9), indem 

n~mlich fiir die Anzahlen ~ ihrer freien Erzeugenden gilt: 

i 
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Aus der Anordnung der ttauptgebiete kann man Riickschliisse auf die 

>> tt~ufigkeit ,) der einzelnen Typen yon T-Funktionen innerhalb einer vollst~ndigen 

Familie ziehen und dies zu der ALEXXlqDEaschen Indexsumme ~ in Beziehung 

se~zen (w zo--2  0. Da eine Fixpunktklasse mit einem yon Null verschiedenen 

Index mindestens durch einen Punkt  vertreten sein muss, ist die Minimalzahl 

der Fixpunkte bei einer  gegebenen Abbildungsklasse ~ der Anzahl Z der unter 

einander nicht isogredienten Automorphismen mit i 4= o in der zugeh5rigen Familie. 

Aus i ~ I folgt nun sofort Z ~  ~, was natiirlich nur fiir ~ > o eine wirkliche 

Aussage enth~lt. Wenn aber ~ <  o und dabei einen numerisch grossen Wert  

hut (und man kann leicht Beispiele fiir beliebig grosse negative Werte  yon 

angeben), so zeigt es sich, dass >>fast alle>) Klassen mit negativem Index zu ~ mit 

dem Summanden - - I  beitragen. Genau gesproehen ergibt sich so (w 2o): 

Z ~ ~, falls ~ ~ o, 

Z ~  I, falls - - 4 ( P - -  I)~.~O, 

falls ~<: --4(P--  I). 

Auf diese Weise ls sich also die Klassenzahl Z ~r~it Hiilfe der Indexsumme 

nach unten abschStzen, eine Tatsache, die um so bemerkenswerter ist, als Z eine 

Invariante der Abbildungsklasse ist, also fiir zwei Abbildungen die gleiche ist, 

wenn die zwei Bilder e ine rbe l i eb igen  geschlossenen Kurve stets miteinander 

homotop sind, wiihrend ~ eine Inwriunte  einer umfassenden Gesamtheit yon Ab- 

bildungsklassen ist, indem nur die Homologie start der Homotopie fiir die Bilder 

einer Kurve vorgeschrieben wird. 1 Die Frage, ob sich uuter Verwe~dung von 

auch eine Absch~itzung yon Z naeh oben gewinnen liisst, muss hier often gelassen 

werden, da sie aufs engste mit der noch ungelSsten Frage zusammenh~ngt, ob 

es Automorphismen gibt, fiir weiche s~mtliche Potenzen fixpunktfreie Randab- 

bildungen ergeben, m. u. W. ob es Fixpunktklassen mit dem Index + I gibt, die 

sich bei beliebig hoher Iterierung der Fls als Fixpunktklassen mit 

diesem Index behaupten. 

1 Die B e d e u t u n g  dieser  Ta t sache  h a t  auch  Her r  It .  HOPF mi r  gegeni iber  he rvorgehoben .  
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I. ABSCHNITT. 

Einteilung der Automorphismen in endlieh viele Typen. 

I. Hiilfss~tze. 

Um sparer die Darstellung nicht unterbrechen zu miissen, schicken wir 

einige elementare Hiilfsbetrachtungen voraus. 

Es seien h~ und he zwei hyperbolisehe Substitutionen, die den Einheitskreis 

E der Ebene der komplexen Variablen x in sich transformieren, also ihre Grund- 

punkte auf /~ haben. Sie sollen keinen Grundpunkt gemeinsam h~ben, und die 

positiven Grundpunkte yon h~ und h~ sollen durch die negativen Grundpunkte 

nicht getrennt werden. Unter dem >>Bogen b zwischen den positiven Grund- 

punk~en>> soll derjenige E-Bogen zwischen diesen Grundpunkten verstanden wer- 

den, tier die negativen Grundpunkte nicht enth~lt. Durch h2 wird b auf einen 

Teilbogen h2 b yon b abgebildet, der ~n den positiven Grundpunkt yon h2 stSsst. 

Durch hi wird h e b auf einen Bogen hi he b abgebildet, der ein innerer Teilbogen 

yon b ist. Also bleibt ein innerer Punkt yon b bei hi he fest. Durch Betrach- 

tung tier inversen Operation folgt ebenso, dass ein innerer Punk~ des Bogens bl 

zwischen den negativen Grundpunkten yon h~ und h2 bei h~ he fest bleibt, hlh 2 
ist also eine hyperbolisehe Substitution, deren positiver bezw. negativer Grundpunkt 

ein innerer Punkt yon b bezw. b~ ist. Durch Anwendung auf die Elemente der 

Fundamentalgruppe F formulieren wir den 

Htilfssatz 1- Sind f l  und f~ zwei Elemente yon t7 mit nicht zusammen- 

fallenden Grundpunkten, und werden die positiven Grundpunkte yon f l  und f~ 

durch die negativen Grundpunkte nieht getrennt, so ist der positive Grundpunkt 

des Elements f~f~ ein innerer Punkt  des Bogens zwischen den positiven Grund- 

punkten und der negative Grundpunkt yon f l  f,2 ein innerer Punkt  des Bogens 

zwischen d e n  negativen Grundpunkten yon f l  und re. 

- -  Es sei he ine  hyperbolische Substitution mit Grundpunkten U (h) und V (h) 

auf E, A die Achse yon h und D der zu A senkreehte Durchmesser yon E. Die 

Kreise des Kreisbfischels mit Nullkreisen in U(h) und V(h) werden bei h vert~uscht 

(>>Niveaulinien>> der >>Str5mung>> h). Unter diesen gibt es einen U(h) umschlies- 

senden Kreis C, dessen V(h) umschliessendes Bild h C mit C beziiglieh D sym- 

metrisch liegt (vgl. I, S. 2oo). C und h C mSgen die >>Kongruenzkreise>> yon h 

heissen, da das euldidische Linienelement auf C bei h kongruent transformiert 
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wird. Nun sei d eine hyperbolische Substitution mit der Achse D und dem 

Endpunkt P von D als positivem Grundpunkt. Dann ist dhd -1 eine hyperbo- 

lisehe Substitution, deren Verschiebungsl~tnge gleich der yon h ist, deren Aehse 

dA ist und deren Kongruenzkreise die Kreise dC und dhC=-dhJ -~ .  ~C sind. 

Das Aussere des Kreises J C wird also durch dhd -1 auf das Innere des Kreises Sh C 

abgebildet. L~sst man nun die Verschiebungsl~nge yon d unbegrenzt wachsen, so 

konvergieren d U(h),d V(h), dC und dhC gegen P, und man sieht, dass fiir ein 

mit grosset Verschiebungsl{inge ein Punkt, der nicht Zu der unmittelbaren Um- 

gebung yon P gehSrt, durch dhd -~ in die unmittelbare Umgebung yon P verlegt 

wird. Dasselbe gilt dann allgemeiner ffir irgend eine Folge h~ yon hyperbolischen 

Substitutionen gleicher Verschiebungsi~nge, wenn beide Grundpunkte yon h~ mit 

wachsendem n gegen einen beliebigen Punkt  P von E konvergieren. Bei Ver- 

gr5sserung der Verschiebungsl~inge einer hyperbolischen Substitution ziehen sich 

die Kongruenzkreise enger um die Grundpunkte zusammen. Das obige Resultat 

gilt daher auch, wenn yon der Folge h~ nicht Gleichheit der Verschiebungsl~nge 

vorausgesetzt wird, sondern nur, dass die Verschiebungsl~nge fiir alle h,~ eine 

positive untere Schraake hat. Das ist insbesondere fiir alle Elemente yon F 

der Fall (I, S. 2o8): 

Hfilfssatz 2: Wenn f ~ , ~ =  I, 2 , . . . ,  eine solche Folge yon Elementen von 

F ist, class beide Grundpunkte yon f~ mit wachsendem n gegen einen Punkt  P 

yon E konvergieren~ so gilt 

lira f ~ x = P  (I a) 
, t l ~  o0 

fiir jeden yon P versehiedenen Punkt  x. 

- -  Aus der Definition des Begriffes der >>Fundamentalfolge~> (I, S. 230 ) 

ergibt sieh, dass die Folge S~ des Hiilfssatzes z eine zu P gehSrige Fundamental- 

folge ist. Sehon daraus folgt die Giiltigkeit yon (I a) fiir alle nieht auf E gele- 

genen x. Es kommt hier aber gerade auf die Erweiterung der Giiltigkeit yon 

(I a)  auf E-Punkte an, und zwar im Falle des ttiilfssatzes z also auf alle yon P 

versehiedenen E-Punkte. - -  Wir  betraehten nun allgemeiner eine zu einem E- 

Punkt  P gehSrige Fundamentalfolge fi~. Fiir die positiven Grundpunkte in der 

Folge gilt dann V(fT~) --' P fiir n --~ o, (I, S. z3 I). Uber das Verhalten der Folge 

der negativen Grundpunkte U (fi~) ist damit noch nichts gesagt. Nun werde vor- 

ausgesetzt, class U(f,)--~ Q fiir n--~ oo. Der Hiilfssatz 2 handelt yon dem Falle 

Q ~  P. Wir setzen daher jetzt voraus, dass Q ein yon P versehiedener Punkt  
2--28583.  Acta mathernatica. 53. Imprim~ le 2 janvier 1929. 
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yon E ist. Die Folge der Aehsen yon den konvergiert dann gegen die niehteu- 

klidische Gerade Q P. Es sei a ein mit E konzentriseher kleinerer Kreis, der 

QP  und also aueh alle Achsen der Folge yon einer genfigend hohen Nummer 

an schneider. In jedem vollstiindigen System yon iiquivalenten Aehsen in F gibt 

es nur endlich viele, die in das Inhere yon a eindringen. Jedes Element der 

Folge f,, ist also hSehstens in endlich viele andere Elemente der Folge trans- 

formierbar. Also wiiehst die Versehiebungsliinge in der Folge fn fiber alle Gren- 

zen (I, S. 209). Wenn also G, und fnC,, die Kongruenzkreise yon fi~ sind, so 

gilt G,-* Q und fn C,,---~ P. Jeder yon Q versehiedene Punkt  wird also yon allen 

geniigend spiiten fi, in die unmittelbare Umgebung yon P verlegt: 

Hiilfssatz 3: Wenn fi,, n =  1 , 2 , . . . ,  eine solehe Folge yon Elementen yon 

F i s t ,  class j7 (fi,)--~ P nnd V (fn)---4 Q ffir n--* oo, sO gilt 

lim f ~ x  = xP (I) 

ffir jeden yon Q versehiedenen Punkt  x. 

Dieser Hfilfssatz umfasst den Hfilfssatz 2 fiir Q = P. Uber das Verhalten der 

Punktfolge f .  Q ist in beiden Fiillen niehts ausgesagt. Falls f~ Q nieht gegen P 

konvergiert, sei Q als der Ausnahme2ounkt der zu P gehSrigen Fundamentalfolge 

f~ bezeiehnet. Falls fn Q--~P, also (I) ausnahmslos ffir alle x gilt, wird gesagt, 

dass die zu _P gehSrige Fundamentalfolge fi, keinen Ausnahmepunkt hat. 

2. Anordnung iiquivalenter Randfixpunktmengen. 

Es sei eine T-Funk~ion tx  gegeben (1,2 0 . Sie bildet das Inhere @ des 

Einheitskreises E topologisch auf sich ab und genfig~ der Funktionalgleichung 

t f x  = f z  t x. (2) 

Die Korrespondenz f - -~ f z  ist ein Automorphismus I yon F (I, 22). tO wird dutch 

eine allein yon I abhiingige topologisehe Abbildung t E yon E auf sieh stetig 

abgesehlossen (I, 28). Wir  besehriinken uns durehweg auf den Fall, dass die 

0rientierung b e i t  erhalten bleibt, also I yon erster Art ist (I, 9); dann wird aueh 

bei der topologisehen Abbildung ,T  der Fliiehe ~v auf sieh, fiber der tO liegt, 

die 0rientierung erhalten. Welter  wird in diesem und dem ni~ehsten Paragraphen 

die Annahme gemaeht, dass die Randabbildung t E  mehr Ms zwei Pixpunkte hat. 

Die Fixpunk~menge der Randabbildung sei allgemein mit M bezeiehnet. M i s t  

abgeschlossen. Der Fall, dass M ganz E ausmaeht, also I der identisehe Auto- 
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morphismus ist, ist in I, 4 2 vollstiindig behandelt und bleibt h iufor t  ausge- 

schlossen. Dann ist M nirgends dich~. Ferner ist dann die Gruppe H(I) der 

Fixelemente, d. h. der bei I sich selbs~ entsprechenden Elemente yon F eine echte 

Untergruppe yon F, die jedenfalls immer die Identitiit umfasst. 

In diesem Paragraphen wird nun die Lage yon M relativ zu einer dami~ 

iiquivalenten Menge f M  untersucht, wo f ein beliebiges Element yon F ist. Zu- 

ngchst zeigt (2), dass Fixpunkte durch ein Fixelement wieder in Fixpunk~e ver- 

legt werden. Ist  also f l = f ,  so ist f M =  M. Wir nehmen daher f •  an. 

Dureh wiederholi~e Anwendung yon (2) folgt 

t~ fx=fr ,~ t~x ,  n ~ o. (3) 

Wendet man dies auf einen Punkt  m yon M an, so kommt 

t n fm-~ f [n  t n m = A ; , m .  (4) 

Wit  untersuehen nun die Elementfolge fi,~. Wegen f l  q=f  gehSren die Grund- 

punkte U(f )  und V ( f )  zu tier Menge E - - M ,  die aus endIich oder abziihlbar 

vielen Intervallen besteht. Die Endpunkte des b e i t  fixpunktfreien Intervalls u, 

in dem U = U(f)  liegt, sind die Punkte 

U + = l i r a  t '*U und U - = l i m  t - n U ,  n - - ~ .  

Ebenso seien die Endpunkte des Intervalls v, das V =  V ( f )  enth~ilt, mit 

V + = l i m t  nV und V - = l i m t  - , ' V ,  n -*~z ,  

bezeiehnet. Da nun 

t~ V ( f )  = V(f~,) ] 
n ~ < o  

t ~ U (f)  = U (f• / 

is~, folgt naeh ~ I, dass f in ftir n -+  ~ eine zu V + gehSrige Fundamentalfolge 

mit U + als einzigem eventuell vorhandenen Ausnahmepunkt und fiir n - - + -  

eine zu V- gehSrige Fundamentalfolge mit U- als einzigem eventuell vorhan- 

denen Ausnahmepunkt ist. Ist  nun m ein yon U + und U-- verschiedener Punkt  

yon M, so folgt aus (4) und Hiilfssatz 3: 

lim t'~fm -~ lira f l~ m ~ t V+ fiir 
( V- fiir 

~t ----~ o~  

gt----+ - -  ~ 
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Daraus folgt, dass f m  ein innerer Punkt  yon v ist, denn da M mehr als 2 Punkte 

enthiilt, ist v das einzige bei t fixpunktfreie Intervall, das V + u n d  V- zu End- 

punkten hat. Also gilt: 

Satz 1; Wenn die Randfixpunktmenge M einer T-Funktion mehr als zwei Punkte 

enthdlt, so liegt die aus ihr dutch ein Nieh#Fixelement f hervorgehende 

Menage f M ganz i~ demjenigen fixpunktfreien Intervall, das den positiven 

Grundpu~k t yon f enthSlt. Doeh kSnnen die beiden Punkte yon M, die 

dasjenige fixpunkt~'eie Intervall begrenzen, welches den uegativen Grund- 

punkt von f enthdlt, ei~e Ausnahme bilden. 

3. Hauptgebiet eines Automorphismus. 

Nun bleibt die Sonderstellung der beiden Punkte U + and U-n igher  zu 

untersuchen. Dabei sind je nach der gegenseitigen Lage der Intervalle u und v 

drei Fi~lle zu unterscheiden. 

Fall a) u und v sind dasselbe In~ervall, das also beide Grundpunkte yon f 

enthglt. Es i s t  U + = V + u n d  U-  = V-. Das durch Hinzufiigung der Endpunkte 

abgeschlossene Intervall v heisse ~. Ersetzt man t durch t -1, was ja fiir die 

gegenseitige Lage yon M und f M  ohne Bedeutung ist, so vertauschen sich V- 

and V +" Wit  kSnnen daher annehmen, dass die vier Punkte V , U( f ) ,  V(f) ,  

V + auf v in dieser Anordnung liegen. (Fig. I.) Dann liegt f V + in v. Liegt auch 

f V- in v, so liegt eben ganz f M  in v, und der Ausnahmefall des Satzes I trit t  

nicht ein. Wir  verfolgen also die Annahme, dass f V- ausserhalb v fiillt, und 

fragen zungchst, ob f V - =  V + mSglich ist. Dazu schieben wir folgende allge- 

meine Betrachtung ein: 

Es sei fiir irgend eine T-Funktion t (q) + E) ein Fixpunkt p and ein Nicht-Fix- 

element f gegeben. Soll dann auch f p  ein Fixpunkt bei t sein, so ergibt sich: 

tp = p  

andererseits wegen (z): 

also 

t fp =fp,  

tfp =/ i  tp =flp, 

f - 1  l i p  = p. 
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Nun ist h = f - ~ f r @  i, da f nicht Fixelement ist. Also ist p Grundpunkt, liegt 

also auf E und gehSrt, da er Fixpunkt ist, zu der Randfixpunktmenge M. Somi~ 

ist h ein Fixelement. f p  ist Grundpunkt yon f h f  -1, and das muss also ebenfalls 

ein Fixelement sein. f verlegt also die Grundpunkte des Fixelements h = f - i f i  in 

die davon verschiedenen Grundpunkte des Fixelements f h f  -1 _~_f• 
In unserem Fall a) folgt hieraus f V - #  V +. Denn die Punkte U(f) und 

V(f~) umschliessen in v die Punkte V(f)  und U(f• unabh~ngig davon, ob die 

Achsen Yon f u n d  f• einander schneiden oder nicht. Die positiven Grundpunkte 

der beiden Elemente f - 1  und fz  werden also yon den negativen Grundpunkten 

derselben nicht getrennt, und dann ist der negative Grundpunk~ yon f - l f z  auf 

Fig. 1. 

Grun4 yon ttiilfssatz I eiil Punkt  yon v (zwischen V( f )und  U(J~)). f -~ f I  kann 

also nicht Fixelement sein. 

Endlich bleibt die Annahme zu verfolgen, dass f V-ausserhalb  ~ f~llt. Die 

Gleichung 

lim t'~f V -  = lira fi,~ V-  = V + 

bleibt in Kraft, da V - :  U -  fiir n--* + ~ nicht Ausnahmepunkt ist. Somit ist 

V + auch Endpunkt eines zu E - - v  gehSrigen fixpunktfreien Intervalls, dessen 

Punkte bei t gegen V + strSmen. Wir sagen: V + ist ein isolierter, beiderseits 
anziehender Fixpunkt. Nun f~llt auch f - 1 V  + ausserhalb v. Ersetzt man also fiir 

einen AugenbHck t durch t -1 und f durch f - l ,  so folgt aus dem eben bewiesenen, 

dass V -  bei t -1 ein isolierter, beiderseits anziehender, also bei t ein isolierter, 
beiderseits abstossender Fixpunkt ist. Zusammenfassend kSnnen wir also sagen, 

dass M im Falle a) entweder ganz oder bis auf einen isolierten, beiderseits ab- 

stossenden Fixpunkt durch f in v verlegt wird. 



14 Jakob Nielsen. 

Beziiglich der folgenden F/ille bemerke man, dass die Gleiehungen 

t '*fU - =fz'* U- -~ V + ]. n--+~ (5) 

t - '*f  g + = f •  ~ U + --+ V -  (6) 

gelten, da U-  nicht Ausnuhmepunkt fiir ff,~ und U + nicht Ausnahmepunkt 

fiir f i--n (n---++~) ist. Wenn nun 'u und v verschieden sind und die Versehie- 

bungsrichtung b e i t  in diesen Intervallen auf E entgegengesetzt ist, so folgt sofort 

aus (5) und (6), dass sowohl f U -  als f U  + und somit ganz f M  in v liege. - -  

Damit erledigt sich zuni~chst der 

Fall b) u und v haben einen Endpunkt gemeinsam, und dieser ist entweder 

U - - ~  V-  oder U + ~ V +. Dann ist niimlich die Verschiebungsrichtung bei t in 

u und v entgegengesetzt, also liegt f M  g~nz in v. - -  Die Fis U - =  V + and 

U + - - V - ,  bei denen also die Verschiebungsrichtung in den beiden aneinander- 

stossenden Intervallen u und v dieselbe ist, sind, wie aus dem im ni~chsten Para- 

graphen hergeleiteten Sa~ze folgt, mit der Annahme yon mehr als zwei l~andfix- 

punkten unvertris - -  Es bleibt der 

Fall c) u and v stossen nicht an einander. U +, U-, V + und V- sind also 

vier verschiedene Punkte auf E. Wean die Verschiebungsriehtung be i t  in u und 

v verschieden ist, so liegt, wie oben bemerkt, f M  ganz in v. Wir nehmen also 

an, dass die Verschiebungsriehtung in ,u und v auf E zyklisch dieselbe ist, dass 

also U-  und V- dureh U + u n d  V + ge t rennt  werden. (Fig. 2.) 

Hier besteht nun die MSglichkeit, dass f U - - ~  V +. Dann ist U-, wie oben 

gefunden, Grundpunkt eines Fixelements h ----f-1 f i ,  und zwar muss U-  der positive 

Grundpunkt dieses Elements sein, wie sich aus Hiilfssatz I u n t e r  Beriicksichtigung 

der L~ge der beteiligten Achsen ergibt. Also ist u ein periodisches Intervall (I, I4) 

und U + der negative Grundpunkt yon h. V- bezw. V + sind negativer bezw. 

positiver Grunclpunkt des Fixelements 

hi = f h  f - '  _=_ f+ f - 1  

Wenn diese Sachlage eintritt - -  und d~ss sie vorkommen kann, zeigt etwa dus 

Beispiel 2 in I, S. 247 - -  so hat man den Full, wo M und f M  sich >>beriihren)), 

niimlich ein Paar zusammengehSriger Grundpunkte gemeinsam huben und durch 

diese yon einander getrennt werden. Und dus ist der einzige Fall; in welchem 

M and f M  fiir ein Nicht-Fixe!ement f Punkte gemein haben k5nnen. In <liesem 
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Fall sind die vier Punkte U-,  U +, V- und V + singul~i.re Punkte beziiglich einer 

nicht zyklischeR Fixelementgruppe (I, 29), also nicht isolierte Randfixpunkte. 

Wenn f U- nich~ in ~ liegt, so folgt, ganz ebenso wie oben, aus (5), dass 

V + ein isolierter, beiderseits anziehender Fixpunkt und U -  ein isolierter, beider- 

seits abstossender Fixpunkt is~. Ebenso folgt aus (6), dass U +, wenn f U + nicht 

in ~ liegt, ein isolierter, beiderseits anziehender und V-  ein isolierter, beiderseits 

abstossender Fixpunkt ist. 

4" 

j -" 

Fig. 2. 

Zum Zwecke tier Zusammenfassung dieser Ergebnisse wird die folgende 

Begriffsbildung eingefiihrt: 

Definition: Besteht die Randfixpunktmenge _M = M (t) ~ M (I) einer den Automor- 

phismus I induzierenden T-Funktion t aus mehr als zwei Punkten, so 

soll u n t e r  M*-~M*(t):M*(I) diejenige Teilmenge yon M Versfian- 

den werden, die aus M durch Fortlassung uller eventuell vorhandenen 

isolierten, beiderseits abstossenden Fixpunkte entsteht. 

Yon den Endpunk~en eines fixpunktfreien Intervalls ist hSchstens der eine 

ein wegzulassender Punkt. Jeder ]=I~ufungspunkt yon wegzulassenden Punkflen 

is~ daher auch H~ufungspunk~ yon nicht wegzulassenden Punkten; man brauch~ 

ja nur jedem der wegzulassenden Punkte einen der beiden nicht wegzulassenden 
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Punkte zuzuordnen, die mit ihm zusammen ein Intervall begrenzen. M* hat also 

dieselbe tt~ufungsmenge wie M, und ist ebenfalls abgeschlossen. Aus (2) folgt, 

dass ein Fixelement h einen isolierten, beiderseits abstossenden Fixpunkt wieder 

in einen ebensolchen iiberfiihrt. Also ist auch h M * ~ M *  fiir jedes Fixelement h. 

Nun kann man das Resultat der Untersuchung der obigen drei F~lle fol- 

gendermassen zusammenfassen: 

Satz 2: Wenn die zu einem Automo~Thismus I gehb'rige Ra~dfixpunktme~ge M(I)  

aus mehr als zwei Punkten besteht, so ist f M *  (I) fiir jedes Fixelemeut f 

mit M*(I) identiseh und fiir jedes Nieht-Fixelement f ganz in einem dutch 

Hinzufiigu~g seiuer Eudpunkte abgesehlossenen Teilintervall yon E - - M *  

enthalten. Wenn 111" und f M* fiir ein Nicht-Fixelemeut f Punkte gemein 

haben, so haben sie genau ein Paar zusammengehb'riger Fixgrundpu~kte 

gemein und werden im Ubrigen dutch dieses yon einander getrennt. 

Die 1Vienge M* ist, wie schon bemerkt, abgeschlossen. Sie enth~lt mindestens 

zwei Punkte, da M mehr als 2 Punk~e enthal~en soll und yon den Endpunkten 

jedes Restintervalls yon M h5chstens einer wegzulassen ist. Nun verbinde man 

die Endpunkte jedes der endlich oder abz~hlbar unendlich vielen Restintervalle, 

aus denen E - -  M* besteht, durch einen zu E orthogonalen Kreisbogen. Dasjenige 

Teilgebiet ~2 yon O, das im gusseren aller dieser Kreise liegt, ist ein im Sinne 

der nichteuklidischen Metrik konvexes Gebiet, dessert Randseiten unbegrenzte 

nichteuklidische Gerade sind. Es kann vorkommen, dass M* nur aus zwei Punkten 

besteht, und in diesem Fall entsteht ja kein Gebiet, sondern nut  eine nichteu- 

klidische Gerade. Es wird nicht zu Missverst~ndnissen fiihren, wenn auch in 

diesem Fall der einheitlichen Ausdrucksweise h~lber von einem (strichfSrmigen) 

~)Gebiet)) ~2 gesprochen wird. P. h~ngt nur yon I a b ,  da die Randabbildung nur 

yon I abh~ngt. 

Definition: Das soeben definierte Gebiet ~----~2(t) = ~2(1) wird als das ~>Haupt- 

gebiet)) des Automorphismus I oder der T-Funktion t bezeichnet. Es 

wird nut  dann von einem ]-Iauptgebiet gesprochen, wenn die zuge- 

hSrige Randabbildung mehr als zwei Fixpunkte hat. 

Da M* durch ein Fixelement yon [ auf sich selbst abgebildet wird, ist das- 

selbe fiir ~2 der Fall. Da nach Satz 2 fiir ein Nicht-Fixelement f die Punktmengen 

M* und f M *  sich auf zwei zu einander komplement~re B5gen yon E verteilen, 

haben T2 und f~Q keine inneren Punk~e gemeinsam. Doch kSnnen sie l~ngs 

einer gemeinsamen Randseite an einander stossen, wie aus dem Schluss von Satz 
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folgt. Eine Randseite yon 12 geht also durch ein beliebiges Element aus ~' 

entweder wieder in eine Randseite von 12 oder in eine ganz ausserhalb 12 gelegene 

Gerade fiber; sie schneider also keine tier mit ihr ~quivalenten Geraden. ffede 

Randseite yon 12 liegt also fiber einer offenen oder geschlossenen, doppelpunkt- 

losen, geod~tischen Linie auf der Fl~che 9~. Zwei auf diese Weise entstehende 

geod~tische Linien auf r sind entweder ganz identisch oder treffen einander 

nicht. Diese geod~tischen Linien beranden auf ~ ein Gebiet co, das yon 12 fiber- 

deckt wird. Zwei mit einander ~[quivalente innere Punkte yon 12 miissen laut 

einem Fixelement ~quivalent sein. 12 fiberdeckt also eo einfach, falls H(I . }= I, 

sonst unendlich oft: 

Satz 3: Das Hauptgebiet 12(1) ist die universelle UberlagerungsflSche ei~es yon 

doppelpunktlosen und zu ei~ander fremden geoda'tisehen Linien berandeten 

Gebietes co [I) auf  der FlSche q~. Die Fixelementgruppe H (I) ist die Gruppe 

der Decktransformationen von 12 (I) iiber oJ (I). Falls I kei~e Fixelemente 

hat, ist ~o einfach zusammenhS~gend. ~ after strichf6rmig aus, wenn 12 

dies rut. 

- -  In spezieUen F~llen kann co die ganze l~ngs einer geschlossenen geod~- 

tischen Linie (oder mehreren solchen) aufgeschnittene Fl~che ~ ausmachen. So 

ist w(A) im FaUe des in I , I  5 behandelten Au~omorphismus A die l~s der 

Achse des Elements b~ aufgeschnittene Fl~che q~. Dorb ist n~mlich M perfekt, 

also mit M* identisch, und alle zu M komplementiiren Restintervalle sind perio- 

disch und werden yon den Achsen solcher Elemente iiberspannt, die in b~ trans- 

formierbar sind. 12 und a~112 berfihren sich l~ngs der Achse yon b~. Die Fun- 

damentalgruppe von w (A) ist die freie Gruppe H(A)~{b~ ,a~ ,  b~, . . . ,ap,  bp}. 

4. E in  Sa iz  i iber i so l ierte  R a n d f i x p u n k t e .  

Eine Fl~iche q~ yore Geschlecht p ls sich durch 2p + 2 geschlossene ein- 

fache Kurven in vier einfach zusammenh~ngende Teilbereiche zerlegen, z. B. so, wie 

dies in Fig. 3 durch die p + I Konturkurven und die p + I eingezeichneten Kehl- 

kurven geschehen is~. Das System dieser 2p + 2 Kurven heisse :~. Mit jeder 

dieser Kurven ist genau eine geschlossene geodiitische Linie (ira Sinne der yon 

(P fiber~ragenen nichteuklidischen Metrik) auf g0 homotop, n~mlich die.~enige, die 

yon den Achsen aller Elemente aus der durch die betreffende Kurve bestimmten 

Elementklasse fiberlagert wird (I, 4). Jede dieser geod~tischen Linien ist doppel- 
3 -  28583. Acta mathematica. 53. Imprim~ le 2 janvier 1929. 
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punktlos, da es die mit ihr homotope Kurve aus 2 ist. Zwei dieser geod~tischen 

Linien schneiden einander einmal oder keiumal, je nachdem die mit ihnen homo- 

topen Kurven aus 2 einander einmal oder keinmal schneiden. Wi t  kSnnen daher 

das Kurvensystem v der Fig. 3 als aus geschlossenen geodiitischen Linien gebildet 

annehmen. Die iiber 2 liegenden Achsen in q) zerlegen q) in unendlich viele 

Gebiete, yon denen je vier in einem Punkt  zusammenstossende einen Fundamen- 

talbereich yon F ausmachen. 

Nun sei P ein beliebiger Punkt  yon E und R der nach / ) f i ihrende Radius 

yon E. DurcM~uft ein Punkt  x den Radius R in der Richtung auf P zu, so 

passiert er unendlich viele der Gebiete, in die q) zerlegt ist. Der von x fiberdeckte 

Punkt  uuf ~ muss also mindestens eine der Kurven yon 2" unendlich oft fiber- 

Fig, 3. 

kreuzen. R schneider also ein System yon unendlieh vielen mit einander ~iqui- 

valenteu Achsen. Da nur endlich viele mit einander i~quivalente Achsen in einen 

mit E konzentrischen kleineren Kreis eindringen, muss die Folge yon s 

R schneidenden Achsen sich um P zus~mmenziehen. Orientiert man die ausge- 

w~hlte Kurve aus 2, so kann man unterscheiden, ob R die betreffenden Achsen 

yon links nach rechts oder yon rechts nach links schneidet. Eines yon beiden 

muss unendlich oft vorkommen, und man kann sich auf eine unendliche Teilfolge 

mit lauter gleichsinnigen Schnitten beschr~nken: 

Hiilfssatz 4: Zu jedem Punkte  P yon E l~sst sich eine Folge yon in einan- 

der trausformierbaren, primiiren Elementenfi~ yon F so bestimmen, dass U(fi,)~ P 
und V( fn )~  P und die Konvergenz dieser beiden Punktfolgen gegen P yon ent- 

gegengesetzten Seiten erfolgt, und ferner die yon den Achsen von fn fiberlagerte 

geschlossene geod~tische Linie auf r doppelpunktlos ist. 

- -  Nun sei i o ein isolierter Rundfixpunkt einer T-Funktion t, und es sei 

~ngenommen, dass die Randpunkte bei t auf der einen Seite yon P fort und 
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auf der anderen Seite g e g e n ~ a  strSmen. Das ist der Fall, wenn P der einzige 

Randfixpunkt yon t i s t ,  oder wenn zwei verschiedene fixpunktfreie Intervalle 

mit zyklisch gleicher Versehiebungsrichtung in P zusammenstossen. Wir  bestimmen 

nun eine Folge yon iiquivalenten, sich auf P zusammenziehenden Achsen so, 

wie in Hfilfssatz 4. Die Grundpunkte derselben gehSren schliesslich alle zu den 

an P stossenden fixpunktfreien Intervallen. Es sei 1 ein solches Element der 

Folge und lx das ihm bei dem durch t induzierten Automorphismus I ent- 

sprechende Element. Nach der Voraussetzung fiber die Verschiebungsrichtung 

schneiden sich die Achsen yon 1 und lr (Fig. 4)- Nun seien ~. bezw. ~' die ge- 

Fig. 4. 

schlossenen, doppelpunl~losen, geod~tischen Linien auf r fiber denen die Achsen 

von 1 bezw. l• liegen. Alle Achsen der benutzten Folge liegen fiber ~, die Achsen 

aller bei I entsprechenden Elemente iiber s Der Schnittpunkt eines zusammen- 

gehSrigen Achsenpaares liegt also fiber einem Schnittpunkt yon ), und s und y o n  

diesen gibt es nur endlich viele. Mindestens einer yon diesen muss also in der 

Folge unendlich oft benutzt werden. Wir  kSnnen also die benutzte Folge so 

einrichten, dass alle Schnittpunkte zusammengehSriger Achsenpaare unter einan- 

der ~quivalent sind. :Nun sei Q der Sehnittpunkt der Aehsen yon 1 und li und 

f Q  der Schnittpunkt eines sp~teren, d.h. enger auf P zusammengezogenen Achsen- 

paares. Dann sind f l f  -1 und f l i f  -1 die beiden in 1 und l• transformierbaren 

Elemente, deren Achsen sich in f Q  schneiden. Anderersei~s soll das letztere 

Element dem ersteren bei 1 entsprechen. Also ist 
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und somit 

oder 

f i l l  f 7 1  = f l l f  -1 , 

- - 1  4 '  I n  
, ] 1 ~ I  

f~ =fl'~ (7) 

fiir irgend ein n, indem wir l und damit auch l~ als primgr (I, S. 209) annehmen kSnnen. 

Da 1 durch f in f l f  -1 transformier~ wird, liegt V(f)  auf dem P ent- 

hultenden Bogen zwischen den Grundpunkten yon f l f  - I u n d  U(f )  auf dem 

/) nicht enthaltenden Bogen zwischen den Grundpunkten yon 1. Da 1i durch f 

in f l i f  -1 transformiert wird, folgt ebenso, dass V(f)  bezw, U(f) zwischen den 

Grundpunkten von f l l f  -1 bezw. lx liegt. Also lieg~ V(f) auf dem P enthaltenden 

Bogen zwischen U(flrf  -1) und V ( f l f  -1) und U(f) auf dem P nietit enthaltenden 

Bogen zwisehen U(1) und V(lx). Siehe Fig. 4, wo die Achse yon f nicht einge- 

zeiehnet ist, um fiber die gegenseitige Lage yon V(f) und P niehts weiteres vor- 

auszusetzen. Da nun V(ft) entweder mit V(f) zusammenf~llt (n~mlich wenn 

P-~ V(f) ist) oder in der Figur rechts yon V(f) liegt, so zeigt Hfilfssatz I, dass 

in (7) nur Exponenten n ~ o  in Frage kommen. 

Nun soll gezeigt werden, dass die in Frage kommenden Exponenten n aueh 

nach oben beschrgnkt sind. Zun~chst folgt aus (7) dutch Ausfibung yon 1-1 

und hintere Multiplikation mit 1-~: 

f r -~=f  1-'~. (7 a) 

Nun sei N eine so grosse positive Zahl, dass l~TP zwischen V(l) und V(ll) und 

l -~P zwischen U(l) und U(l~) fiillt. Dann fitllt f l ~ P  zwischen V ( f l f  -I) und 

V ( f l l f  -~) undfl-'VP zwischen U ( f l f  -~) und U(flrf-~). Durchf/~" wird der Bogen 
�9 , 2V 

zwischen P und V (l• auf den in lhm enthaltenen Bogen zwlschenf/s P und V(fl•  -1) 

abgebildet, also enthglt der letztgenannte Bogen V(fl~). Durch f l  -iv wird der 

Bogen zwischen P und U(1) auf den in ihm enthaltenen Bogen zwischenfl-~'P 
und U( f l f  -~) abgebildet, also enthiilt der letztgenannte Bogen V( f l -~ .  Nun 

liegen V(fl-1), V ( f )  und V(fi) entweder alle drei in P oder alle drei in dieser 

Reihenfolge auf derselben Seite yon P. Somit ergibt sich, dass n in (7) und 

(7 a) un~erhalb des Wertes N bleiben muss. Dabei ist N nur yon der gegen- 

seitigen Lage von P und den Achsen yon 1 und lr, aber nicht yon f abhgngig. 

Nun lasse man f eine solche Elementfolge durchlaufen, dass f l f  -~ die oben 

eingefiihrte, sich auf P zusammenziehende Achsenfolge ergibt. Zu jedem f ge- 
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hSrt dann ein n gem~ss (7). D a n  unabh~ngig yon f besehr~nkt ist, lassen sich 

zwei verschiedene f ,  etwa f '  und f ' ,  finden, zu denen dasselbe n gehSrt. Aus 

' n 

folgt 

f ,  f ' - i  = ( f ' f - 1 ) z .  

Also ist f ' f - '  ein Fixelement 4 I. Angenommen, die Achse von f '  I f  ''-~ um- 

sehliesse P enger, als diejenige yon f ' l f  '-1. Das Fixelement f ' f  -~ transfor- 

miert die Achse von f I f  ' -1 in die Aehse yon f ' " l f  ''-~, hat also seinen positiven 

Grundpunkt auf dem P enthaltenden Bogen zwischen den Grundpunl~en v o n f '  I f  ''-1. 
Auf diesem Bogen ist aber 19 der einzige Fixpunkt. Also ist P Grundpunkt des 

Fixelements h ~ f ' f  -1. Also hat t E  genau zwei Fixpunkte, n~mlich die Grund- 

punkte yon h; g~be es n~mlich noch einen von diesen verschiedenen Fixpunkt 

Q, so w~ren alle Punkte h'Q auch Fixpunkte, und diese wiirden sich fiir n--*~ 

gegen P h~ufen; P sollte aber isoliert sein: 

Satz 4: Es gibt keine Randabbildu~g mit nur einem Fixpunkt. Wenn eine Rand- 
abbildung einen isolierten Fixpunkt mit gleicher Verschiebungsrichtung in 
den beiden anstossenden fixpunktfi'eien Intervallen besitzt, so besitzt sie 
genau zwei Fixpunkte, und diese sind die Grundpunkte einer zyklischen 
Fixelemen tgruppe. 

Dass der in Satz 4 genannte Saehverhalt wirklich vorkommen kann, zeigt 

das Beispiel 9, I, S. 33 I. 

5. Regul~ire Randflxpunkte. 

Wenn ein Automorphismus I vorgegeben ist, so lassen sich die Punkte 

yon E in bezii.glich H(I) reguliire und singul~re einteilen. Dabei heisst ein Punkt  

reguliir, wenn sich zu ihm eine solche Umgebung u bestimmen l~ss~, dass alle 

aus u durch die Elemente 4= I yon H(I) hervorgehenden Punktmengen zu u fremd 

sind, andernfalls Singular. Alle Grundpunkte yon Elementen yon H sind singu- 

lar, desgleichen alle t t~ufungspunkte yon solchen, und damit ist die Menge 

S =  S(I) der singul~ren Punkte erseh5pft ([, 29). Ist  H(I )=  i, so ist S leer. Ist 

H(I) zyklisch, so besteht S aus 2 Punkten. Enthglt H(I) mehr als eine zyklische 

Gruppe, also mehr als ein prim~res Element, so ist S perfekt und nirgends dicht. 

Die Restmenge E ' S  besteht aus Intervallen, die als >> Regularit~tsintervalle ,> 
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bezeichnet seien. S ist eine T e i h n e n g e  der Rundf ixpunktmenge M und, wenn M 

mehr  als 2 Punl~e  enthiilt, sodass 3/* definiert ist, such von 21/*, da S in diesem 

Fall  keine isolierten Punk t e  yon M, also keinen P u n k t  yon M--M* e n t h i i l t . - - N u n  gilt: 

Sa tz  5:  Ein reguldrer Bandfixpunkt ist immer isoliert und beiderseits anziehend 

oder beiderseits abstossend: 

Um diesen S~tz zu beweisen, machen wir yon dem Fl~icheninhalt in der 

nichteukl idischen Metr ik  Gebrauch und bezeichnen diesen fiir i rgend ein Polygon 

mit  Ar(~) .  [st  ~ ein Dreieck, so ist bekannt l ich 

A = k Z), 

wo 2 die Winkelsumme von ~ bedeutet  und k eine Kons tan te  ist. Wi r  setzen 

/ c=  I- und haben die Fli~chenmessung dadurch so normiert ,  dass e in  Dreieck mit  

l au te r  Nullwinkeln (d. h. die aus drei sich auf E beri ihrenden Or~hogonalkreis- 

bSgen gebildete Figur) die Einhei t  des Fl~chenmasses hat.  Fiir  ein beliebiges 

Dreieck ~3 ist nun  

A = I - , 
7b" 

und fiir ein beliebiges n-Eck !13,~ (durch Zerlegung in n - - 2  Dreiecke) 

(8) 

wo ~ die Winkelsumme des n-Ecks bedeutet.  In  I, 3 wurde ein 4p-Eck mit  

der Winkelsumme 2 z als Fundamenta lbere ich  yon /"  konstruiert .  Also best immt 

sich der Fli~cheninhalt der Fliiche ~ vom Geschlecht  p > I im Sinne der yon 

i iber t ragenen Ne t r i k  kons tan ten  negat iven  Kri immungsmasses  aus (8) zu: 

Ar  (9) = 4 (P- -  I). (9) .  

Nun  sei P ein reguliirer Randf ixpunkt  und u eine solehe dureh einen Ortho- 

gonalkreis zu E abgegrenzte  Umgebung yon P, dass alle aus u durch die Ele- 

mente  4= I yon H(I)  hervorgehenden Punk tmengen  zu u fremd sin& Im Gegens~tz 

zu der Behaup tung  des Satzes 5 nehmen wir an, P sei Hi~ufungspunkt von M 

und damit  aueh yon 21/*. Man wiihle in u eine beliebige Anzahl  n yon Punk ten  

aus M* und maehe diese zu Eckpunkten  eines niehteuklidiseh-konvexen n-Eeks 
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~ mit Nullwinkeln. ~n ist ein Teilbereich des ttaup~gebietes t2(I), da seine 

Ecken l~andpunk~e dieses konvexen Bereichs sin& Nun betrachte man f u n  fiir alle 

f : ~  I aus F. Ist  f n i e h t  Fixelement, so l i e g t f ~ , ,  ausserhalb ~ ,  d a f t 2  ausserhalb 

t2 liegt (w 3)- Is t  f Fixelement, so liegt f ~  uusserhulb ~ ,  d~ ~ in u liegt. 

~ iiberdeckt also einen Teilbereieh yon ~ einfach. Daraus ergibt sich ein Wider- 

spruch gegen (9), da nach (8) 

und n beliebig wihlbar  ist. Also ist P ein isolierter Randfixpunkt. Als reguli- 

rer Fixpunk~ ist P nicht Grundpunk~. Also folgt aus Satz 4, dass P beiderseits 

anziehend oder beiderseits abstossend sein muss. Dami~ ist Satz 5 bewiesen. 

In I, 34 wurde bewiesenl dass ein beziiglich H(I) regu]~rer l~andfixpunkt 

P nicht ]~ufungspunkt  yon Fixpunkten yon t q) sein k~nn, wenn t eine beliebige, 

I induzierende T-Funktion ist. Dieser Satz is~ jetzt dahin erweitert, dass P 

nicht }t{iufungspunkt yon  Fixpun]~ten yon t ( ~ + E )  sein kann. Erweitert man t 

naeh I, S. 284 durch Spiegelung an E zu einer auf der ganzen komplexen 

x-Kugel K definierten Funktion t K, so ist P ein isolierter Fixpunkt yon t K. 

6. Typenbildung fiir H(I) -~  i. 

Hun sei H ( I ) ~  I vorausgesetzt. I hat also keine eigentlichen Fixelemente. 

Die singulire Menge S ist leer, und E besteht ganz aus reguliren Punkten. Dann 

kann es nur endlich viele Bandfixpunkte geben, da ein regul~rer Punkt  nach Satz 

5 nich~ H~ufungspunkt yon Fixpunkten sein kann. Wenn es nun iiberhaupt 

Randfixpunkte gibt, so ist nach Satz 5 yon den Endpunkten eines fixpunktfreien 

Iutervalls der eine beiderseits anziehend, der andere beiderseits abs~ossend. Fix- 

puakte dieser beiden Arten miissen also auf E abweehsein, und ihre Gesamtzahi 

muss gerade sein. Sie werde gieich z tt gesetzt. Um M* zu bilden, hat man 

]eden zweiten Fixpunkt fortzulassen und nur die beiderseits anziehenden zu behalten. 

M* besteht also a u s t t  Pun~en .  Dabei ist, damit iiberhaupt yon M* die Rede 

ist, tt ~ z anzunehmen, da ]a M in diesem Fall mehr ale 2 Punk~e enthalten solL 

Das Hauptgebiet  Y] (I) ist also ein tt-Eek mit Nullwinkeln. lqach (8) ist 

Ar  (t2) =- t , - -2 .  (Io) 

Naeh Satz 3 soll ~ in unserem Fall ein einfaeh zusammenh~ngendes Gebiet eo 

auf 9~ einfaeh iiberdeeken. 
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Also ist 

Aus (9) und ( IO)  folgt somit 

--<_ A , ' ( r  

# ~ 4 p - - 2 .  (Ii) 

Die Gesamtzahl der Randfixpunkte ist also ~ 8 P - - 4 .  

Satz  6:  Die zu einem Automo~phismus erster Art  ohne eigentliche ~ Fixelemente 

gehN'ige Bandabbildung hat 2 #  abwechselnd anziehende u~d abstossende 

~u Dabei ist 

o < = , u ~ 4 p - - 2 .  

Je nach dem Zahlwert yon # ergibt sich somit f i ir  solche Automorphismen 

eine Einteilung in 4 P - - I  verschiedene >>Typen>>. 

Von den 2 # Randfixpunkten ist keiner Grundpunkt ,  da es keine Fixelemente 

gibt. Das im Falle tt > I definierte Gebie~ eo (I) auf ~ artet  fiir tt = z strichfSrmig 

aus, indem es aus einer offenen, doppelpunktlosen, geod~tischen Linie besteht. 

Im Falle tt > 2 sind die Randseiten yon to offene, doppelpunktlose, einander nicht  

treffende, geod~tische Linien, yon denen je zwei aufeinanderfolgende asymptotisch 

gegen einander verlaufen und dabei einen unendlich langen >~Zipfel>> des einfach 

zusammenh~ngenden Gebietes w bilden. Zwei solche Zipfel verlaufen auf ~ nicht  

asymptotisch gegen einander. Denn das wiirde heissen, dass die ihnen entspre= 

chenden Eckpunkte yon ~ ~quivalente Punkte  w~ren; wegen  des Fehlens yon 

Fixelementen miissten sie einander bei einem Nicht-Fixelement entsprechen, und 

das wird durch Satz z ausgeschlossen, da sie nicht  Grundpunkte  sind. 

Beziiglich der Realisierbarkeit der verschiedenen Typen im Falle des Satzes 

6 sei Folgendes bemerkt:  Ein Beispiel fiir tt = o finder man in I, 44, ein Beispiel 

filr Ft : I hat  man in dem Automorphismus A '  des Beispiels 3, I, S. 25 I. Fiir 

tt = 2, also strichfSrmiges ~o-Gebiet, liefert der Automorphismus /,3 des Beispiels 

I4, I, S. 354 ein Beispiel. Fiir tt > 2 verweisen wir auf den Automorphismus 

J = P  des Beispiels 13, I, S. 347, fiir den r e = 4  bei p =  2 is t .  Ich  bemerke 

aber ausdriicklich, dass mir  kein Beispiel fiir den Eintr i t t  des Gleichheitszeichens 

in (I I) bekannt  ist. I n  diesem Falle muss, wenn er i iberhaapt vorkommen kann, 

das Gebiet to die Fl~che q9 bis auf eine Nullmenge yon sehr komplizierter Struktur  

erfiillen. 

D. h. y o n  der  Ident i t~t t  versch iedene .  
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7. Typenbildung fiir zyklisehe H(I). 

l~un werde angenommen, class H(I) zykliseh ist. h sei das primi~re Fix- 

element, also t t (I)= {h}. U(h) und V(h) sind die beiden einzigen singulgren 

Punkte (Fig. 5). Zwisehen dem zu E orthogonalen Bogen a, der die Achse yon 

h schneider, im tJbrigen aber beliebig gewi~hlt isL und h a wird ein Fundamental- 

bereich ~ ffir H abgegrenz~. Wir  betrachten eines der beiden RegularRittsinter- 

l \ 

F i g .  5. 

valle zwischen U(h) und V(h), etwa das in der Figur links liegende. Durch A 

und hA wird in diesem ein Fundamentalstiick beziiglich H abgegrenzt. Dies 

enth~l~ nach Satz 5 nur endlich viele Fixpunkte, und die.se sind beiderseits anzie- 

henri oder beidersei~s abstossend. Diese beiden Arten miissen abwechseln, und 

ihre Anzahl auf dem Stiick (A, hA) muss gerade sein. Wenn n~mlich der erste 

Punkt  P (siehe Figur 5) anziehend is~, so ist es auch h P, da die T-Funktion t 

mit h vertauschbar ist. Die Anzahl der Fixpunl~te auf (A, h A) sei 2 ~1. 

Falls ~ i > o  ist, h~t die Randabbildung unendlich viele Fixpunkte mit 

H~ufungspunkten in den singul~ren Punkten U(h) und V(h). Man bride ihr 
4 - -  28583.  Acta maShe*na$1ea. 53. I m p r i m 6  le 2 j a n v i e r  1929. 
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Hauptgebiet t~ (~ 3), das auf den anziehenden Punkten allein so aufgebaut ist, 

wie es in der Figur 5 durch einige Randseiten von ~ fiir /*~ ~ 3  angedeutet ist. 

Derjenige Teil yon Y2, der zu ~ gehSrt und links yon der Achse yon h liegt, ist, 

wie aus der Figur ersichtlich, ein (tq + 4)-Eck mit der Winkelsumme 2 z, indem 

es #1 Nullwinkel hat und die iibrigen Winkel zwei Paare yon Supplementwinkeln 

bilden. Der Fl~cheninhalt desselben ergibt sich daher aus (8) zu #~. Ebenso ist 

/*~ der Fl~cheninhalt des rechts yon der Achse liegenden, ~ und ~ gemeinsamen 

Polygons, wenn 2 tt~ die Anzahl der Randfixpunkte auf dem Bogen (B, h B) ist. 

Y2 und ~ haben also ein Fli~chenstiick v o n d e r  GrSsse /* = / ' 1  + tt~ gemeinsam. 

Naeh Satz 3 iiberdeckt dies das Gebiet ~o (1) auf 9 genau einfaeh. Aus 

und (9) folgt nun 

A r (~o) _< A r (9o) 

/* =< 4 P - - 4 -  

Die Gesamtzahl 2/* der zu ~ gehSrigen, d. h. nicht singuli~ren und beziiglich H 

nicht ~Lquivalenten Randfixpunkte ist also =< 8(p- - I ) .  Zwei verschiedene yon 

diesen kSnnen nach Satz z auch nicht durch ein Nicht-Fixelement in einander 

iibergefiihrt werden. 

Satz  7: Die Anzahl der untereinander nicht dquivalenten regul&'en Fixpunkte bei 

der zu eiuem Automorphismus erster Art  mit zyklischer Fixelementgruppe 

gehb)'igen Randabbildung ist 2/*, wobei 

o ~ / * ~ 4 P - - 4 .  

Je nach dem Zahlwert von l* ergibt sich somit f i ir solche Automorphismen 

eine Einteilung in 4 P--3 verschiedene Typen. 

Je nach der Aufteilung von /* in zwei zu den beiden RegularRi~tsintervallen 

gehSrige Summanden th und /*~ li~sst sich diese Typeneinteilung verfeinern. 

Man kann sich den Satz 7 dadurch veranschaulichen, dass man analog wie 

in I, 3o die Fl~che K 1=  K mod H bildet, wo K die Kugel der komplexen x-Werte 

bedeutet. K 1 ist ein Torus. Auf K s liegen zwei geschlossene Kurven, die yon je einem 

der Regularitiitsintervalle unendlich oft iiberdeckt werden. Die eine wird z. B. 

von dem Bogen (A, h A), die andere von dem Bogen (B, h B) genau einmal fiber- 

deckt. Eine I induzierende T-Funl~ion t ruft auf K 1 eine zur Klasse der Iden- 
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tit~t gehSrige 1 Abbildung t K 1 hervor. Auf den beiden genannten Kurven h~ngt 

t nur yon I u b ,  und 2re ist die Anzahl der auf den beiden Kurven liegenden 

Fixpunk~e yon t K~, die den Randfixpunkten in ~ entsprechen. 

8. Kerngebict eines Automorphismus. 

Nun wird schliesslich der Fall untersucht, in dem H(I)  mehr uls eine zyk- 

lische Gruppe enth~lt. Die Menge S der beziiglich H singul~ren Punkte ist per- 

fekt und nirgends dicht. S ist eine Teilmenge yon M und, du S keine isolierten 

Punkte, also keine Punkte yon M - - M *  enth~ilt, auch eine Teilmenge yon M * .  

Nun verbinde man die Endpunkte jedes der unendlich vielen Regularit:,itsintervalle, 

die E - - S  ausmachen, durch eine nichteukiidische Gerade. So entsteht ein nicht- 

euklidisch-konvexer Bereich z/ mit unendlich vielen Seiten. Da Se ine  Teilmenge 

von M* ist, ist J ein Teilbereich des Hauptgebietes t2. (Fiir M ~  M * ~  S ist 

J =  ~.) Ist  fz4=f ,  so iiberdecken ~/ und f d  einander nicht, da t2 und f~2 ein- 

under nicht iiberdecken. ]st fz~--f,  so ist nicht nur f M * ~ M * ,  sondern auch 

f S ~ - S .  Denn S ist die abgeschlossene Hiille der Menge der Fixgrundpunl~e 

(I, 29) , u n d  da die Menge tier Fixgrundpunkte dutch ein Fixelement uuf sieh selbst 

abgebildet wird, ist dasselbe mit S der Fall. 

Definition: Das soeben definierte Gebiet J - ~  J ( t ) =  J ( I )  wird als >>Kerngebiet>> 

des Automorphismus I oder der T-Funktion t bezeichnet. Es wird 

nur dann yon einem Kerngebiet gesprochen, wenn die Fixelement- 

gruppe des Automorphismus mehr als eine zyklische Gruppe umfasst. 

Dam Kerngebiet ist ein Teil des Hauptgebietes und kann speziell mit 

diesem identisch sein. 

Wenn J und f z /  fiir f z ~ = f  an einunder stossen, so miissen t~ und f ~  an 

einander stossen, da ~/ in t2 enthalten ist. Wenn  umgekehrt Y2 und f t 2  an ein- 

under stossen, so folgt aus Satz z, dass dies l~ngs der Achse eines Fixelements 

geschieht, also stossen auch J und f J  an einander. 

Ein Fixeiement h bildet S auf sich und daher auch die Menge der Regu- 

larit~tsintervalle auf sich ab. Ist  i ein solches und haben i und hi Punkte 

gemein, so ist hi ~ i, also sind die Endpunkte yon i Grundpunkte yon h, und i 

kann als >)periodisches l~egularit~tsintervull>> bezeichnet werden. (Vgl. I, I4, wo 

die gleiche t3berlegung uuf E - - M  ungewandt ist, und I, 29) Nun soil im 

S i e h e  S a t z  I2 .  
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n~chsten Paragraphen gezeigt werden, dass jedes Regularit~tsintervall periodisch 

ist. Die Menge E - - S  verh~lt sich also in dieser Beziehung anders als die Menge 

E - - M ,  bei der auch aperiodische Intervalle vorkommen kSnnen; so sind ja z. B. 

im Falle des w 6 alle fixpunktfreien Intervalle aperiodisch. Aus dem genannten 

Satz ergibt sich nun folgender Sachverhalt: $ede Randseite yon J ist eine Achse, 

liegt also fiber einer geschlossenen geod~tischen Linie auf 9~. Diese ist doppel- 

punl~los, weil die Randseite yon J keine mit ihr ~quivalente Achse schneider, 

wie aus der oben besprochenen Lage yon J und f J  folgt. Zwei verschiedene 

yon diesen Kurven auf 99 sind aus dem gleichen Grunde zu einander fremd. 

K e i n e  zwei yon ihnen sind homotop, ohne identisch zu sein, da jeder Kurven- 

typus nur eine geschlossene geod~tische Linie enth~lt. Also ist ihre Anzahl 

endlich, da q~ ein endliches Geschlecht hat. Es gib~ also nur endlich viele unter 

einander nicht ~quivalente Regularit~tsintervalle. Entsprechend dem Satz 3 haben 

wir nun den folgenden Satz: 

Satz 8: Das Kerngebiet J (I) eines Automorphismus I, dessen Fixelementgruppe 

mehr als eine zyklische Gruppe enthSlt, ist die universelle Uberlagerungs- 

flh'che eines von endlich vielen doppelpu~ktlosen und zu einander fremden 

geschlossenen geodgtischen Linieu berandeten Teiles ~ (I) yon ~. Die Fix- 

elementgruppe H(I )  ist die Gruppe der Decktrausformationen yon zt iiber ~. 

enth~lt alle Achsen von Fixelementen, da deren Grundpunkte Randpunkte 

des konvexen Gebietes J sind. ~ enth~lt also alle den Fixelementen entspre- 

chenden geschlossenen geodi~tischen Linien. Man beweist leicht folgenden Satz 

fiber die Verteilung dieser Achsen, den wir hier ohne Beweis angeben, da er im 

Folgenden nicht verwendet wird: Sind i und j zwei Intervalle auf E, yon denen 

jedes singul~re Punkte enth~lt, so gibt es ein Fixelement, yon dessen Grund- 

punkten der eine in i, der andere in j liegt. 

9. Periodischer Charakter der Regularifiitsintervalle. 

In diesem Paragraphen geben wir den Beweis des oben schon verwendeten 

Satzes: 

Satz 9: Jedes Regularitiitsintervall ist periodisch. 

In dem Falle einer zyklischen Fixelementgruppe ist der Satz richtig, da es 

alsdann genau zwei singul~re Punkte gibt, die zusammengehSrige Fixgrundpunkte 

sind, also zwei periodische Regularit~tsintervalle bestimmen (w 7). 
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H(I) enthalte also mehr als eine zyklische Gruppe. Dann gibt es keine 

isolierten singul~ren Punkte, also keine aneinanderstossenden Regularit~tsintervalle. 

Je zwei Randseiten yon J haben also eine gemeinsame Senkrechte. Zwei sich 

trennende Paare yon Randseiten yon z/ haben gemeinsame Senkrechte, die ein- 

ander schneiden. Die L~inge mindestens einer yon diesen muss dann oberhalb 

einer gewissen, nur yon der Metrik abh~ngenden Kons~an~en liegen. Denn man 

Fig. 6. 

bilde ein Dreieck mit den Winkeln z, z und o und spiegele dieses fortgesetzt an 
4 2 

den Seiten, die den Winkel ~ einschliessen. So erh~ilt man acht um den Schei- 
4 

telpunkt dieses Winkels angeordnete Dreiecke, die zusammen ein Nullwinkel- 

viereck bilden. Die gemeinsamen Senkrechten gegeniiberliegender Seiten halbieren 

einander und stehen senkrecht auf einaader und haben die L~nge x, wenn - 
2 

die zwischen den Winkeln z und z liegende Seite des Ausgangsdreiecks ist. Als 
4 2 

die obengenannte Konstante k~nn man dann z. B. diese Liinge x nehmen. 
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Nun  sei a i rgend eine Randsei te  yon J und h i rgend ein Fixelement.  

Da nn  ist auch h a  eine Randsei te  yon J .  W e n n  ha yon a verschieden ist, also 

a nicht  die Aehse yon h ist, so sei q (a, ha) die gemeinsame Senkrechte  yon a 

und ha, die als das >>zu a und ha gehSrige Querstfick yon J~> bezeichnet sei. 

q(h'~a, hn+la) ist das Bild yon  q(a, ha) bei h n. Nun  zeichne man (Fig. 6) die 

Randsei ten  hna yon J ffir alle n ~ o  und alle q(h ~a, h n+la). Alle diese Quer- 

stficke und alle zwischen ihnen ver laufenden >>Seitenstficke~>, d . h .  TeilbSgen der 

h ~ a, bilden zusammen eine in q~ verlaufende einfaehe Kurve,  deren Enden  gegen 

U(h) und V(h) streben, und die wir als die >>h--a-Kette~ bezeichnen. (Sie ist in 

Fig. 6 etwas s tarker  ausgezogen.) Nun  sei fl eine yon allen hna verschiedene 

Randsei te  yon d auf derselben SeRe der Aehse yon h, wie a. /~ liege z. B. 

zwisehen h - l a  und a. Dann  liegt hfl zwischen a und ha .  Also sehneiden 

q (fl, h fl) und q (a, ha) einander.  Von diesen beiden Querstfieken kann daher  

hSehstens -eines <:x sein. Nun  bezeichne man als eine ~)ausgezeichnete Kette~ 

eine solche, deren Querstfickl~nge < x ist, die zugehSrige Achse als eine ~>aus- 

gezeichnete Achse~> und die geschlossene geod~tisehe Linie auf ~, fiber der diese 

Aehse liegt, als eine >>ausgezeichnete Kurve>~. Is t  die h - - a -Ke t t e  ausgezeichnet,  

so ist h ein pr imates  Element.  Denn  ist h ~ k n, n ~ I, so werden a nnd k ~ a durch 

k a und /d ~+~ a ge t rennt ;  die Querstficke q (a, k '~ a) und q (ka, lc '~+~ a) schneiden also 

einander;  sie sind gleich lang, da sie durch k aus einander  hervorgehen,  und ihre 

Li~nge muss also > x  sein. - -  Somit  kann es, wenn die h - - a - K e t t e  ausge: 

zeichnet  ist, auf derselben SeRe der Achse von h keine zweite ausgezeichnete 

Ke t t e  geben. 

Zu einer ausgezeichneten Achse gibt es also hSchstens zwei ausgezeichnete 

Ket ten ,  n~mlich eventuell  auf  jeder  SeRe eine. Durch  ein Fixelement  wird eine 

Ke t t e  in eine Ke t t e  mit  gleicher Querstiickl~nge, also eine ausgezeichnete in eine 

ausgezeichnete t ransformier t .  W e n n  h durch ein Nicht-Fixelement  f in ein Fix- 

e lement  h~ : f h f  -1 t ransformier t  wird, so sind die Achsen yon h und h~ Rand- 

seiten yon J ;  und wenn J rechts yon der ger ichte ten Achse yon h liegt, so 

liegt es links v o n d e r  Achse yon h I (Satz 2). h sowohl wie hi geben also nur  

auf  einer SeRe zu Ket tenb i ldung  Anlass. Wenn  sie beide ausgezeichnet  sind, so 

gehSren die beiden ausgezeichneten Ke t t en  zu verschiedenen Seiten d e r  ausge- 

zeichneten Kurve,  fiber der die beiden Achsen liegen. W i r  fassen zusammen:  

Zu jeder  ausgezeichneten Kurve  gehSren ein oder zwei Systeme yon ~quivalenten 

ausgezeichneten Ket ten,  und damit  ein oder zwei Wer te  ffir die Liinge der zuge- 

hSrigen Querstficke. 
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Nun nehme man im Gegensatz zu der Behauptung des Satzes 9 an, dass es 

eine Randseite a yon J gibt, die nicht Achse ist, die also ein aperiodisches 

Regularit~tsintervall begrenzt, ha ist fiir jedes Fixelement h eine yon a ver- 

sehiedene Randseite yon J .  f a  ist fiir jedes Nicht-Fixelement f eine ganz 

ausserhalb J liegende Gerade; denn z/ und f J  k5nnen sich nach Satz 2 

h5chstens l~ngs einer Achse beriihren, a enth~lt also keine zwei ~quivalenten 

Punkte. 

Nun sei ~ eine Abstandslinie Zu a i m  Abstande # auf derjenigen SeRe yon a, 

auf der J liegt. Z sei der zwischen a und Z verlaufende Abstandsstreifen. Es 

soll zun~chst gezeigt werden, dass das Z und J gemeinsame Gebiet einen unend- 

lichen Fl~,icheninhalt hat. Angenommen fl und 7 (Fig. 7) seien zwei Randseiten 

E E 
Fig. 7. 

von J ,  die ~ schneiden, also aus Z zwei nicht zu J gehSrige Zweiecke abtrennen. 

Fiir die L~nge des Stiickes B C, das auf Z zwischen fl und 7 abgeschnitten wird, 

gibt es eine positive untere Schranke. (Ms solche kann man z. B. dasjenige Stiick 

nehmen, das auf Z zwischen fl' und 7' abgeschnitten wird, wenn ~r und 7' zwei 

Gerade s ind,  die mit a zusammen ein Nullwinkeldreieck bilden.) Die ;~ schnei- 

deaden Randseiten von z/ h~ufen sich also nirgends auf 4, sondern kSnnen sich 

h5chstens gegen die Endpunkte yon 4, also yon a, h~ufen. Es seien nun ~und 7 

zwei aufeinander folgende. Sei B der 7 zugekehrte Schnittpunkt zwichen fl und Z 

und C der ~ zugekehrte Schni~punkt zwischen ~, und Z. B' und C' seien die 

Projel~ionen yon B und C auf a (Fig. 7). Dann hat die Figur, die yon dem 

Stiick B'C' auf a, dem Stiick B C  auf Z und den beiden Loten BB'  und CC' 
begrenzt wird, einen Fl~eheninhalt grSsser als eine nur von Q ~bh~ingige positive 

Zahl. Dies Flfichenstiick ist Z und J gemeinsam. Selbst wenn nun unendlich 

viele Randseiten yon z/ in Z eindringen, so gibt es doch zwischen je zwei auf- 
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einanderfolgenden ein Fl~chenstiick dieser Art. Also hat  das Z and J gemein- 

same Gebiet einen unendlichen Fli~cheninhalt. 

Nun hat ein Fundamentalbereich yon F einen endlichen Fl~icheninhalt (siehe (9)). 

Also gibt es in dem Z und A gemeinsamen Gebiet zwei ~quivalente innere Punkte 

P und Q. Da J mit seinem Bilde bei einem Nicht-Fixelement keine inneren 

Punkte gemeinsam hat, so muss Q-~ h P sein, wo h ein Fixelement ist. Man 

fiille yon P die Senkrechte P P '  auf a. Ihr  Bild bei h ist die Senkrechte Q Q' 

von Q auf die yon a verschiedene Randseite ha  yon J .  Es ist . P P ' <  0, da 

P in Z liegt, also auch Q Q ' <  0- Andererseits is~ Q yon a u m  weniger als Q 

entfern~, da Q in Z liegt. Also kommen a und h a e inandern~her  als 2 Q. Nun 

w~hle man (~ < x und bestimme ein Fixelement h so, dass (Fig. 8) 
2 

A B = q ( h - ~  a,a) < zQ < z. 

Das Bild yon A B  bei h ist das yon h A  auf a nach h B auf ha ffihrende Quer- 

stfick q (a, h a). Das in der Figur stark ausgezogene Querstfick A B und Seitenstfick 

> o) eine ausgezeichnete B h A  bildet mit allen seinen Bildern bei allen h n (~ 

Kette. Also ist h primer. Das stark ausgezogene Stfick A B h A  enthiil~ keine 

zwei ~quivalenten Punkte ausser den Endpunkten. Denn das Seitenstfick enth~tt 

als Teilbogen von a keine zwei ~iquivalenten Punkte;  kein Punkt  des Seitenstficks 

kann mit einem Punkt  des Querstiicks ~quivalent sein, da ein Randpunkt yon J 

nicht mit einem inneren Punkt  yon J ~quivalent ist; endlich kann das Querstfick 

keine zwei ~quivalenten Punkte enthalten, da es sonst durch ein mit ihm ~qui- 

valentes Querstiick geschnitten werden miisste, und das ist ausgeschlossen, da 

seine L~nge und daher auch die seiner ~quivalenten < • ist. h bestimmt also 

einen Kurventypus ohne Doppelpunkte. Die ausgezeichne~e Kurve k, fiber der die 

Achse yon h liegt, ist also doppelpunktlos. 

Nun w~hle man 201 kleiner als die beiden Querstiickl~ngen, die zu k ge- 

hSren ,  zeichne die Abstandslinie )~ im Abstande Q1 yon a und betrachte den- 

jenigen Tell des entstehenden Abstandsstreifens, der in der Figur links yon hA hB  

liegt. Dieser Abstandshalbstreifen Z 1 hat auch unendlichen Fl~icheninhalt und 

gibt also zu derselben Betrachtung Anlass, wie frfiher Z. Er hat mit J ein 

unendliches Gebiet gemeinsam. Es gibt also ein Element h i so, dass h 1 a und 

h71a in Z 1 hineinragen, und so entsteht eine ausgezeichnete h l - -a-Ket te ,  da 

2 Q~ < 2 Q < z. Das in der Figur 8 stark ausgezogene Fundamentalstfick A1B~ h~A~ 

dieser Kette  enth~lt ausser den Endpunkten keine zwei ~iquivalenten Punkte. Die 
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Achse des prim~ren Elements h I liegt also fiber einer doppelpunktlosen, ausgezeieh- 

neten Kurve k 1. ?Jberdies treffen k und kl einander nicht. Denn dieselbe Be- 

traehtung wie oben zeigt, dass auf den beiden in der Figur stark ausgezogenen 

Fundamentalstficken beider Ketten zusammen ausser den beiden Endpunktpaaren 

keine zwei ~quivalenten Punkte vorkommen. Dass /~ und /c I aueh nicht etwa 

identiseh sind, ist durch die Wahl yon Q1 gesichert, da die zu )~1 gehSrige Quer- 

Fig. ~ 8. 

stfickl~nge der hl--a-Kette ldeiner ausfitllt, ~ls die eventuell beiderseits zu k 

gehSrigen Querstfickl~ngen. 

Nun w~hle man 2q~ kleiner als die beiden zu kl gehSrigen Querstiickli~n- 

gen, konstruiere damit eine h~--a-Kette, die eine neue ausgezeichnete Kurve 

k s bestimmt, und setze dieses Verfahren beliebig lange fort. Dadurch erh~lt man 

beliebig viele verschiedene, doppelpunktlose und zu einander fremde, geschlossene, 

geod~tische Linien auf ~0. Keine zwei solche sind untereinander homotop. Dies 

Ergebnis steht im Widerspruch zu dem endlichen Geschlecht yon ~. 

Damit ist Satz 9 bewiesen. 
5 -  255B3. Acta mathematica. 53. lmprim6 le 3 janvier 1929. 
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Io .  Freiheit der Fixelementgruppe. Konstruktion ihres Fundamentalbereichs. 

Wir setzen auch weiterhin voraus, dass H(I) mehr als eine zyklische 

Gruppe umfasst, und bilden nach Satz 8 das yore Kerngebiet J fiberlagerte Gebiet 

auf ~0. Wenn zwei Randseiten yon J bei einem Nicht-Fixelement korrespon- 

dieren, so ist die yon ihnen iiberlagerte geschlossene geodiitische Linie auf ~0 mit 

beiden Seiten an der Berandung yon ~ beteiligt und z~ihlt als 2 Randkurven 

yon 6. Sei r ~  I die Anzahl der Randkurven yon $ und q das Geschlecht yon 6. 

Fig. 9. 

Es ist q<p, da es immer Randkurven gibt. Fiir q = o  ist r>~3, denn wenn 

schlicht ist, so ist r=~ I, da eine geschlossene geodiitische Linie nicht zusammen- 

ziehbar ist, und r +  2, da zwei geschlossene geod~tische Linien nicht homotop 

sind. Also ist stets 

~ 2 q + r - - I ~ 2 .  

Nun soil ein Teilbereich Jo yon J kons~ruier~ werden, der d genau einmal 

iiberdeckt, indem wir ~ nach dem Vorbild des Enzyklop~dieartikels 1 durch Quer- 

schnitte zerschneiden. Siehe zum Folgenden Fig. 9 und io. Der bequemen 

1 iF[. DEHN u n d  P. HEEGAARD, Ana l y s i s  s i tus .  Math .  E n z y k l .  I I I ,  I, I, S. 200. I n  der For-  

me l  u n t e n  a u f  S. I98 i s t  r s t a t t  2 r zu  lesen.  Durch  A u f s c h n e i d e n  l i ings e ines  Q u e r s c h n i t t s  wird 

K u m  I kleiner .  
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Ausdrucksweise halber nehmen wir in den Figuren und im Text an, dass q =  I 

und r ~ z ,  also ~ =  3 ist; das Verfahren ist aber natfirlich ganz allgemeiu. 

Es seien a o und/~o die beiden Randkurven yon d(I) (Fig. 9}. Der vom Punkte 

p~ auf a o zum Punkte p~ auf ao geffihrte nicht zerstfickelnde Querschnitt 7o ver- 

wandelt d in ein schlichtes Gebiet mit 3 Randkurven. Der yon p~ auf ~o nach/~  

auf a o gefiihrte Querschnitt V~ verbindet die beiden durch 70 entstandenen a o- 

~0 

\ 

/ \ 
/ \ 

# 

F i g .  10. 

Stiicke. Endlich wird noch der Querschnitt ~o yon p~ auf a o nach  p~ auf ~o ge- 

fiihrt. Dutch diese 3 Querschnitte wird ~ in ein einfach zusammenh~ngendes 

Gebiet verwandelt. Man kann diese drei Querschnitte fiberdies "~ls die kiirzesten 

Linien ihres Typus w~hlen; dann werdeu sie geod~tische Linienstiicke, die auf ao 

bezw. ~o, die ]a geschlossene geod~tische Linien ~uf ~0 sind, senkrecht stehen. 

Die MSglichkeit hiervon iiberlegt man sich leicht direkt; sie ergibt sich im ?Jbrigen 

aus der entsprechenden Konstruktion in @, die wir jetzt verfolgen. 

Es sei a (Fig. IO) irgend eine derjenigen R~ndseiten yon d ,  die fiber % 

liegen. Ist  a o so orientiert, dass es ~ zur Linken hat, d~nn hat  a ebenfalls d 
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zur Linken. P1 sei i rgend einer derjenigen Punkte  von a, die fiber/91 liegen. 

Nach diesen beiden Wahlen  ist nun das Gebiet ~o, das (? einfaeh fiberdeckt, vSllig 

bestimmt, indem wir das aufgeschnit tene ~ yon Pl aus und mit  70 beginnend so 

umlaufen, dass ~ zur Linken liegt, und den Weg des laufenden Punktes  in @ 

yon P1 aus verfolgen:  W~ihrend xo auf ~ 70 durchl~iuft, durchl~uft  d e r  dariiber 

liegende P u n k t  x in �9 die Gerade 7 und endet in einem Punkte  Pe fiber pc a u f  

einer mit  a ~tquivalenten Randseite al yon d .  Dabei ist 7 senkrecht auf a und 

a 1. W~hrend  x o auf a o von P2 n a e h p 3  l~uft, l~uft x auf a 1 yon Pe naeh P~ 

(fiber P3), dann setzt eine Gerade ~ fiber To an u.s.f. In  dem Augenblick, in 

dem x o zum zweiten Mal P5 passiert, tr ifft  X in Ps' a u f a  ein; denn dann (abe t  

auch e rs t  dann) ha t  x o einen Weg  durchlaufen,  der mit einem Bogen yon a o 

zusammen ein einfach zusammenh~ingendes Gebiet berandet, d.h. homotop Null 

ist. Der Leser verfolgt ohne Schwierigkeit an Hand  der Fig. 9 und IO die 

korrespondierenden Wege yon x o auf  q~ und yon x in @ und sieht die Allge- 

meingfil t igkeit  dieser Kons t rukt ion  fiir beliebiges q und r, indem man immer 

eine beliebige, aber lest  gew~hlte Randkurve a o von d dem Querschnit tsystem 

zu Grunde legt. Diejenigen Randseiten des rechtwinkligen Polygons Ao, die auf 

Randseiten von J liegen, ergeben zusammen eine genau einmalige i)berdeckung 

der Randkurven yon 8. Die fibrigen Randsei ten von Jo  sind Querstficke yon J ,  

die zu je zweien bei einem Fixelement korrespondieren; in Fig. Io sind die 

Achsen der drei Elemente hi, h e und h3, soweit sie in Jo  verlaufen, durch Striche- 

lung gekennzeichnet und dadurch die Korrespondenz der Querstficke 7 und y' u.s.f. 

angedeutet .  Jeder  Einheit  in q entspricht ein Elementepaar,  jeder Einheit  in 

r - - I  ein Element. Die Anzahl dieser Elemente ist also v. 

Denl~t man sich nun die zu E orthogonalen Kreise, die die Querstficke 7, 

7', u.s.w, tragenl volt ausgezogen, so treffen sie einander nicht, wie aus ihrer 

Orthogonali t~t  zu den Seiten yon d folgt. Das Teilgebiet ~ yon �9 + E, das 

ausserhalb aller dieser Kreise liegt, ist ein Fundamentalbereich ffir die yon h i , . .  :,h, 

erzeugte Gruppe { h l , . . . , h , } ,  und diese Gruppe ist somit eine >>freie Gruppe>>, 

d.h. es bestehen keine nicht-identischen Relationen zwischen hi, . . . ,  h,. Da {h i , . .  :, h~} 

von Fixelementen erzeugt wird, ist sie mit  H(I) identisch oder eine echte Unter- 

gruppe von H(I). Im  letzteren Fall  bride man eine Zerlegung yon H naeh 

{h~,.. . ,h~}. Die Anzahl der mit  einem beliebigen Punkte  von ~ laut  Fix- 

elementen ~tquivalenten, ebenfalls in ~ gelegenen Punkte  ist gleich dem Index 

dieser Zerlegung, also yon dem ausgew~hlten Punk t  unabh~ngig. Ffir einen 

Punk t  von Jo  ergibt sich diese Anzahl zu I, da ~/o der Durchschni t t  yon J und 
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ist und zufolge seiner Konst rukt ion  keine zwei iiquivalenten Punkte  enthi~lt. 

Also ist 

H ( I ) =  { h , , . . . ,  h,}. 

7g 
d 0 ist ein 4 v-Eck mit  der Winkelsumme 4 v " - = 2 ~ ~. 

2 
Nach (8) ist daher 

Ar (do) --  Ar (6(I)) = 2 ~ -- 2. 

Aus Ar (~)<= Ar (el) und  (9) foigt  nun 

~ 2 p - - I .  

(13) 

(14) 

Dass hierbei das Gleichheitszeichen vorkommen kann ,  zeigt das Beispiel 2, I, 15; 

in diesem i s t  ~ die lgngs der dem Element  bl entsprechenden geschlossenen 

geodiitischen Linie aufgeschnit tene Fliiche. 

Satz  10: Enthiilt die Fixelementgruppe eines nicht-identischen Automorphismus mehr 

als eine zyklische Gruppe, so ist sie eine freie Gruppe. F~Tr die Anzahl 

ihrer freien s gilt 

2 <__ ~,<__ 2 j o - -  I .  

Dabei ist ~ :  2 q + r - - I ,  wenn q das Geschlecht und r die Anzahl der 

Randkurven des yore Kerngebiet d (!) iiberdeckten Gebietes 6 (I)aufq~ ist. 

I I. Typenbi ldung fl it  n ieht-zykl i sche  H(I). 

Nun betrachte man ein Regularit~ttsintervall i. h sei dasjenige primi~re 

Fixelement,  dessen Grundpunkte  i begrenzen. Man vergleiche z u m  Folgenden 

wieder Fig. 5, indem man diese jetzt  so auffasst,  dass U(h)und V(h)nicht mehr 

isolierte singulgre Punkte  sind, dass aber alle iibrigen singulgren Punkte  und 

damit  auch das Kerngebiet  d in der Figur  rechts yon der Achse yon h liegt. 

Diese Achse wird dutch die yon h erzeugte Gruppe {h} auf sich und durch jedes 

andere Fixelemen~ auf eine andere Randseite yon d abgebildek Also wird auch 

die yon ihr begrenzte Halbebene O1, die in Fig. 5 links yon ihr liegt, (lurch {h} 

auf  sich und durch jedes andere Fixelement auf eine zu �9 1 fremde t talbebene 

abgebildet. Einen Fundamentalbereich fiir H(I) in tP 1 bilden, heisst also, einen 

solchen fiir {h} in q)l bilden, und das geschieht dutch die beiden Geraden a 
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und h a der F igur  5. Nun  wiederholt  sich die Be t rach tung  des w 7: Auf dem 

Fundamentals t f ick  A hA gibt es nur  eine endliche und zwar gerade Anzahl  2 th 

yon Randfixpunkten,  die abwechselnd anziehend und  abstossend sind. I s t  th > o, 

so greif t  das t t aup tgeb ie t  $2 tiber das Kerngebie t  J liings der be t rachte ten  Rand- 

s e r e  yon J hinaus, also greif t  auch eo fiber ~ l~ngs der entsprechenden Rand- 

k u r v e  yon d "hinaus. Um diesen [etzten ~berschuss  zu messen, haben wir den 

obigen tJberschuss yon t2 tiber J zu messen, so welt er einem Fundamenta l -  

bereich yon {h} angehSrt .  Das ist das (/*l+4)-Eck der Fig. 5, desseu Fliichen- 

inhal t  in w 7 zu /*L berechne~ wurde. 

Dasselbe wiederholt  sich nun in allen nicht  mi t  i und nicht  unfer  e inander  

itquivalenten Regulari t i t ts intervallen.  Deren  Anzahl  ist r, wenn r die Anzahl 

der R~Lnder yon ~ ist (wobei eine geschlossene geod~,tische Linie zweimal als Rand- 

kurve zi~hlt, wenn sie beiderseRs ~ berandet). Man erh~lt also r Zahlen t t l , . . . ,  #r. 

Jeder  Randkurve  yon ~ ist also ein solcher #i-Wert  zugeordnet.  Zwei Rand- 

kurven yon 8, die in einer beiderseits berandenden Kurve  zusammenfallen,  haben 

fibrigens beide ihren t:~-Wert gleich Null, wie aus Satz 2 folgt. 

Man lasse sich nicht  dadurch ~ituschen, dass ~ im Fall  der Fig. IO nur  2 

Randkurven  hat,  aber Jo  an 6 Randsei ten  yon J stSsst. Denk t  man  sich die 

die Querstficke t ragenden  Geraden der Fig. IO vervollstiindigt, so ents teht  auf 

der Aussenseite yon fl ein solcher Fundamentalbere ich,  wie wir ihn soeben ftir 

{h} in Fig. 5 be t rachte t  haben;  denn P~ und P'6 sind iiquivalent bei dem zur 

Achse fl gehSrigen primiiren Element.  Die auf  den Randsei ten a bis a 4 stehen- 

den Stticke ergeben aber erst zusammengenommen einen solchen Fundamenta l -  

bereich. Man denke sie sich etwa iiquivalent verlegt so, dass sie alle an a stossen 

und nebeneinander  angeordnet  sind. Dann  werden die iiussersten Eckpunkte  auf 

a iiquivalent. Es sind also nur  zwei / ,i-Werte da, einer ftir die Randkurve  flo und 

einer ftir die Randkurve  a 0 yon ~. 

Nun  setze man 

# ~ / ~ 1  + /*2 + "" + tr (15) 

Man erh~lt Ar(~o), indem man zu Ar(~)  die zu den einzelnen Randkurven  von 

gehSrigen tdbersehtisse yon ~o fiber c~ hinzuffigt,  deren Fl i icheninhal t  einzeln 

zu /,~ berechnet  wurde. So kommt  wegen (I3) und (I5) 

A t ( o ( ! ) )  = 2 + # ,  (i6) 

und wegen Ar  (~)~  A r  (~p) und (9) 
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2~, + tt <= 4 p - - z ,  (I7) 

wodurch (I4) versch~rft wird, falls t~ > o. 

Zwei reguEire Randfixpunkte sind nach Satz z hie mRtels eines Nieht-Fix- 

elements ~quivalent. Jeder regul~re Randfixpunkt ist nach Konstruk~ion mit genau 

einem der obigen 2 t~ Punkte mittels eines Fixelements ~quivalent. 

Satz 11: Bei einem Automorphismus I, dessen Fixelementgruppe H(I)  mehr als 

eine zyklische Gruppe umfasst, gilt f i ir die Anzahl ~, ~ 2 der freien Er- 

zeugenden von H und die Anzahl i~ >= o der untereinander nicht h'quiva- 

lenten regulSren Randfixpunkte die BeschrSnkung (I7). Je nach den 

Zahlwerten von ~ und t~ ergibt sich somit fiir solche Automorphismen eine 

Einteilung in endlich viele Typen. 

Diese Typeneinteilung l~sst sich verfeinern, indem man einerseits nach der 

Verteflung yon ~ auf Geschlecht q und Ri~nderzahl r von ~ gem~ss der Formel 

v--~ z q + r - - I ,  andererseits nach der Verteilung yon tt in r Summanden gem~i~s 

(I5) , den r unter einander nich~ ~quivalenten Regularit~ttsintervallen entsprechend, 

sondert. 

l~Ian kann wieder, wie in w 7, die Flache K 1 ~ K rood H bilden, indem 

man zun~chst den Fundamentalbereich ~ yon H durcb Spiegelung an E auf das 

~ussere T yon E erweitert. ~ ist dann das Aussere der 2 v roll ausgezogenen, 

zu E orthogonalen Kreise, die die Querstficke der Figur i o tragen. Diese ent- 

sprechen sich paarweise bei je einem der ~ erzeugenden Fixelemente. K 1 ist also 

eine geschlossene Fl~iche vom Geschlecht ~ .  Auf ihr liegen r geschlossene Kur- 

yen, die yon den Regularitiitsintervallen iiberlagert werden. Eine $ induzierende 

T-Funktion ruff eine zur Klasse der Identit~t gehSrige ~ Abbildung yon K~ auf 

sich hervor, die auf jenen r Kurven nur yon I abh~ngt und dort die z u Fix- 

punkte hat, die als Randfixpunkte in ~ auftraten. 

12 .  Zusammenfassung. 

Eine unendliche zyklische Gruppe ist die freie Gruppe mit~ einer Erzeugen- 

den. Wir verabreden den Sprachgebrauch, als >>]reie Gruppe mit Null Erzeugen- 

den>) die nur aus dem identischen Element bestehende Gruppe zu bezeichnen. 

Ihr  Fundamentalbereich ist ganz �9 + E oder, wenn wir das Aussere T yon E 

S i e h e  S a t z  12. 
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mit  in Bet rach t  ziehen, g a n z  K. Dann  lassen sich die bisherigen Resul ta te  fol- 

gendermassen zusammenfassen:  

Es sei I ein beliebiger nicht  ident ischer  Automorphismus erster  Ar t  und t 

eine I induzierende T-Funktion.  t erhi~lt die Orient ierung.  Dann  ist die Fix- 

e lementgruppe H ( I )  stets eine 

zeugenden gilt  wegen (I4) 

Die Fl~che 

freie Gruppe. Fiir die Anzahl  v der freien Er- 

o _--~ v _--~ 2 j o -  I. (I8) 

K •  K mod H ( I )  

is~ eine gesehlossene Fl~che vom Geschlecht  v, also ffir v = o eine Kugel,  ff ir  

v ~ I ein Torus,  sonst eine Fl~iche von h5herem,  aber 2 p - - I  n icht  fibersteigen- 

den Geschlecht.  Auf  K• liegen r geschlossene Kurven,  die von den r Systemen yon 

un te r  e inander  ~tquivalenten Regulari t i i ts intervallen fiberdeckt werden. Sie mSgen 

die >>E-Kurven>> yon /s heissen. Ih re  Punk te  sind die einzigen Punk te  von Kz, 

die nicht  fiber Punk ten  von ~ liegen. Mit der hierin l iegenden Veral lgemeinerung 

kann  man Kx eine Uberlagerungsfl~che yon q~ nennen. .  Ffir v = o ist r ~-~ I, indem 

ganz E die E-Kurve  auf  K~ ausmacht.  Ffir v =  I is~ r =  2. Fi ir  v > I ist 

I ~ r ~ zp ,  wie aus v = 2 q + r - -  I und (I4) folgt, und hierbei kann das Gleich- 

heitszeichen nach jeder  der beiden Seiten vorkommen.  So ist im Falle des Auto- 

morphismus I im Zusatz I,  S. 357 das Element  k ein F ixe lemenk dessen Achse 

die einzige Randkurve  yon 6 (I) fiberlagert;  also r =  I, w~hrend q = i und v = 2 

ist. Anderersei ts  definiere man den Automorphismus /1 durch 

ai ~ ai bi 
It: i =  1 , 2 , . . . , p .  

bi ~ hi, 

Dureh  Vergleieh mit  dem Beispiel 2, I, S. 247, ergibt  sieh sofort, dass 6 (I1) 

dasjenige schlichte Gebiet  ist, das aus !iP durch Aufschneiden lgngs der p zu ein- 

ander  fremden,  yon den Achsen der Elemente  bi fiberlagerten geschlossenen geo- 

d~tischen Linien entsteht .  Es ist also r = 2p. Dabei  ist q - -  o, also v = 2 p - - I .  

In  der Ta t  wird H (Il) dureh die 2p  Elemente  bi und aibia7 -1, i =  I, . . . , p ,  

erzeugt, von denen sich mittels der Grundre la t ion  von F genau eines el iminieren 

l~isst, wodurch die fibrigen frei werden. 

Die T-Funkt ion  t K ruff  eine topologisehe Abbildung von K i a u f  sich hervor  

(die wir direkt  als t K• bezeichnen); denn sie genfigt der Funk~ionalgleichung 
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t f x  = f i t x  (~9) 

fiir alle x auf K und alle f in F, insbesondere also aueh der Funktionalgleichung 

t h x  = h t x  (20) 

fiir alle x auf K und alle h in H(I).  Nun zeigen wir allgemein den 

Satz 12: Die A bbildung t K i  gehSrt zur Klasse der Identith't. 

Um dies zu beweisen, ist zu zeigen, dass es eine yon einem Parameter ~, 

o ~ Z ~ I, s~etig abbh~ngende Schar yon stetigen und eindeutigen (abet nich~ 

notwendig eineindeutigen) Abbildungsfunktionen s~ (x) gibt so, dass s o (x) ~- t (x) und 

s 1 ( x ) ~  x ist und s~ der (20) entsprechenden Funktionalgleichung 

sxhx -~ hsxx  (21) 

fiir alle x und alle h aus H geniigt. Denn (2I) ist die notwendige und hinreichende 

Bedingung dafiir, dass sx(x) fiir jedes ~ eine stetige Abbildung s~.Kz bestimmt. 

Dagegen ist na~iirlich nicht davon die Rede, dass sx einer (I9) entsprechenden 

Funk~ionMgleichung geniigt. Das ist schon dadureh ausgesehlossen, dass So (x)=t (x) 

der Gleiehung (19) und s l ( x )=  x der Gleichung 

fiir alle f geniigt; und es gibt ja Elemente f ,  fiir die f~ 4: f i s t .  

Wir werden s~ so konstruieren, dass es, ebenso wie s o und s~, @ in sich, E 

in sich und T in sich transformiert. Dazu konstruieren wir s~ in q)+ E und 

setzen fest, dass der Spiegelpunkt an E eines beliebigen Punktes in den Spiegel- 

punk~ an E des Bildpunktes iibergehen soll. 

Falls nun v = o ist, so ist h in (2 I) nur die Iden~it~t. Es ist also gar keine 

Funktionalgleichung zu efffillen. Die Behauptung is~ in diesem Fall eine unmit- 

telbare Folge des TiETZ~schen Deformationssatzes, und sz ist also sogar als 

topologische Abbildungsfunktion w~hlbar. 

Also sei v > o angenommen, i sei ein RegularW, itsintervall, das yon den 

Grundpunkten des prim~ren Fixelements h begrenzt wi rd .  L sei die Achse yon h 

und Z die von L und i begrenzte nichteuklidische Halbebene. Die Gruppe { h} 

bildet Z auf sich ab. Z rood { h} ist ein mit einem Kreisring homSomorpher 

Bereich. Man kann wieder die Figur 5 benutzen. Dabei sei noch angenommen, 

dass dort a zu L senkrecht sei. Dann ist z. B. das Kreisbogenviereck A C h C h A  
6 - - 2 8 5 8 3 .  Acta mathematica. 53. Imprim6 le 3 janvier 1929. 
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ein Fundamentalbereieh fiir { h } auf Z. Diesen bride man auf  das Einhei tsquadrat  

einer u - -v -Ebene  so ab, dass die durch U(h) und V(h) gehenden Kreise in die 

Geraden v = K o n s t ,  und ihre Orthogonaltrajektorien in die Geraden u = K o n s t .  

iibergehen. Diese topologische Abbildung heisse ,. Dann  setze man 

wenn 

(h (x)) = + v),  

(x) = v) 

isr Dadurch ist Z durch ~ auf  den Parallelstreifen o =< v_--< I abgebilde~. Nun 

liegt ja eine Abbildung ti yon i auf sich vor, die der Gleichung thx=htx ge- 

niigt. , t - ~  ~- i  ist eine Abbildung der Geraden v-----I auf  sich, bei der der Punk t  

(u, I) in einen P u n k t  (u + Z (u), I) fibergeht und Z (u) eine stetige periodische Funk- 

tion yon u mit  der Periode I is~. Nun sei 2, die dutch 

u'--Uv,:v + evZ(u) } o<~8<< 

definierte Abbi ldung  des Parallelstreifens auf  sich und 

die durch Transformation mit  , -~  sich ergebende topologisehe Abbildung yon 

Z auf  sich, die stetig yon dem Parameter  ~ abhgngt,  a, ist fiir alle , auf L die 

Identi t~t .  o o ist in ganz Z die [dentit~Lt. o~ ist in i die Abbildung t -1. a, ge- 

niig~ wegen der Periodizit~t yon Z (u) fiir alle , und alle x in Z der Gleichung 

.,hx=ha x. (22) 

Fasst  man nun in (22) h nicht  mehr als das bisherige bestimmte Element,  son- 

dern als ein beliebiges Fixelement auf, so wird die Definition yon a, auf alle mit  

Z l a u t  H(1) ~quivalenten Bereiche ausgedehnt;  diese greifen ja  nicht  iiberein- 

ander. Gibt es noeh andere Regularit~Ltsintervalle (ist also r >  I), so wimble man 

eins yon diesen und verfahre mit  ihm und allen seinen laut  H(I) ~quivalenten ebenso 

und setze d i e s  r Male for~. [st  v >  I, so bleib~ a, noch im Kerngebiet  J zu 

definieren und wird dort fiir alle Werte  yon ~ gleich der Identifier gesetzt. Nun  

ist a, in ganz q )+  E definiert und geniigt dort fiir alle e und alle h aus H der 

Gleichung (22). 
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Nun setze man 
+ + 

t, geniigt (20), da sowohl t wie a, dies tun. Es ist to--t. Die Funktion tl geniigt~ 

(20) und ist auf E die Identit~t. Damit ist der erste Tell der Deformationsauf- 

gabe beendet. Auf K• gesprochen kann er kurz dahin charakterisiert werden, dass 

man die Abbildung auf allen E-Kurven yon K1 in die Identit~t deformiert. Die 

Stetigkeit erheischt dabei nur, dass man die n~chste Nachbarschaf~ dieser Kur- 

yen in MRleidenschaft zieht. Wir  haben diese Nachbarschaft bis ans Kerngebie~ 

reichen lassen; an dessen Rand hSrt die Deformation gerade zu wirken auf. 

Nachdem nun durch Deformation die Funktion tl erzielt ist, die auf E die 

Identit~t ist, bei der also die euklidische Entfernung yon Punkt  zu Bildpun.k~ 

bei Ann~herung an E gegen Null geht, ist es leicht, durch fortgesetzte Defor- 

mation zur Identit~t zu gelangen, ohne (2o) zu ver]etzen. :Man braucht dazu nur 

jeden Bildpunkt yon q) in der Zeiteinheit mit gleichfSrmiger Geschwindigkeit 

und geradlinig (beides im Sinne der nichteuklidischen Metrik) auf sein Urbild 

losmarschieren zu lassen und wie in I, 27 zu schliessen, dass (20)in jedem 

Zeitpunkt befriedigt ist, sodass wirklich eine stetige Xnderung der Abbildung auf 

Kr vor sich g e h t . -  Man sieht, dass die vorherige Behandlung yon E und seiner 

Nachbarschaft nStig war, um bei dem letzteren Verfahren Unstetigkeit des Pro- 

zesses an E zu vermeiden. 

Damit ist Satz i2 bewiesen. 

Nun betrachte man die regul~ren Randfixpunkte von t. Diese sind nach 

Satz 5 isoliert und auf E beiderseits anziehend oder abstossend. Sie zerfallen 

in endlich viele Systeme yon beziiglich H ~quivalenten. Die Anzahl 2re dieser 

Systeme ist gerade, tt ist im Zusammenhang mit v beschr~nkt durch 

(23) 

Diese Relation ist die Zusammenfassung yon (I I), (I2) und (I7). # kann definiert 

werden als die halbe Anzahl der zu einem Fundamentalbereich ~ yon H gehSri- 

gen Randfixpunkte. Auf K• kann man tt folgendermassen erklEren: Die Fix- 

punkte der Abbildung t Kz unterliegen der in I, 31 definierten Klasseneinteilung. 

Als die >>Hauptklasse>> yon tK• sei diejenige Fixpunktklasse yon tKr  definiert, 

welche von der Fixpunktmenge yon t K iiberlagert wird. Dann ist 2 tt die Anzahl 

der auf den E-Kurven gelegenen und zur Hauptklasse gehSrigen Fixpunkte von 

t K• Wenn eine ]~-Kurve einen solchen Punkt  enth~lt, so enth~lt sie nur Fix- 
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punkte der Hauptklasse; denn wenn ein Regularitii*sintervall einen Fixpunkt 

enth~Llt, so kann es offenbar keinen Punkt  enthalten, der bei t in einen andern, 

aber mit ihm laut H iiquivalenten iibergeht. Fixpunkte der Hauptklasse auf 

den E-Kurven sind isolierte Fixpunkte yon t Kz. Dies folgt aus ihrer Isoliert- 

heir auf E und I, 34. 

Falls # + v > I ist, wird yon einem tIauptgebiet t2 (I) gesprochen. Der 

Flitcheninhalt des yon Y2 auf ~ iiberdeckten Gebietes eo ist 

Ar(a~)=2 v + t t--  2. (24) 

Vgl. (io), (i6) u n d w  7. Aus (24) und (9) folgt (23). Ar(co)=o e r fo rde r tv=o ,# - - z ,  

d a v  + # > i sein soll. co wird yon t2 einfach oder unendlich oft iiberdeckt, .~e 

nachdem v : o  oder v > o  ist. 

Falls v> I ist, wird yon einem Kerngebiet J ( I )  gesprochen. Der Fli~chen- 

inhalt yon ~ : J  rood H ist nach (13) und wegen v >  I: 

Ar (d) -- 2 (v -- I) > o. (I3) 

Je naeh den Werten der beiden charakteristischen Zahlen v u n d #  ergibt 

sich eine Einteilung ailer Automorphismen erster Art in Typen, deren Anzahl 

wegen (23) endlich ist. Dasselbe gilt aueh noch, wenn man fiir v > o  die Typen 

weiter unterteilt, so wie dies in w 7 u n d w  I I angegeben ist. 

Die Abhandlung I enthitlt zahlreiche Beispiele fiir die verschiedenen Typen, 

jedoeh kein Beispiel, in dem v > o  und gleichzeitig u > o  is~. Fiir diesen Fall ist 

mir bisher kein Beispiel bekannt. 

II. ABSCHNITT. 

Indizes der verschiedenen Typen. 

i S. Verhalten der Abbildung in der Umgebung yon Randfixpunkten. 

Es sei t eine T-Funktion, die den Automorphismus I induziert, P ein beziiglieh 

H (I) reguls Punkt yon E und u eine Umgebung yon P, die keine zwei laut 

einem Fixelement i~quivalente Punkte enthiilt. 0 sei der Punkt x :  o, f ein Element 

yon F, u n d f 0  liege in u. Es ist t f O : f i t O .  Die nichteuklidische Entfernung 

des Punktes f 0 yon seinem Bild bei t ist also gleieh der Entfernung der Punkte 

0 and f - i f i  t O. Nun sei k ein yon f verschiedenes Element y o n / 7  und k 0 Hege 
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in u. Das Element  k f  -1 ff ihrt  f O  in k 0 fiber, ist also kein Fixelement ,  da beide 

Punk te  in u liegen. Aus 

k f -~ + (k f -~)r 
folgt  

also 

]~--1 ]C~=~=f--l f i  ' 

k -1 kI t 0 =~f - l f [  t O. 

ISt nun  C eine (beliebig grosse) positive Konstante ,  so gibt es in einem Kreis  

um 0 mit  dem Radius C nur  endlich viele m i t t  0 iiquivalente Punkte .  Also gibt 

es nur  endlieh viele mi~ 0 i~quivalente Punk t e  in u, deren Abstand yon ihrem Bilde 

bei t unterhalb  C liegt. I s t  nun  r der Radius eines Kreises um 0, der einen 

Fundamenta lbere ich  B yon F ganz umschliesst,  und  B der Radius eines Kreises 

um tO, der tB  ganz umschliess~, so l iegt  jeder  P u n k t  x yon u einem P u n k t e f 0  

n~her als r u n d  tx  dem Punk te  t f O  n~her als R. Der  Abstand et (x) yon x und 

tx  wiichst also fiir x - ) P  fiber alle Grenzen. •fir solche P,  die nieht  F ixpunkte  

yon t sind, ist dies selbstverstiindlich. Der  folgende Satz ist daher  wesentl ich 

eine Aussage iiber reguliire Fixpunkte der RandabbJldung:  

Sa tz  13 a: Ist P ein regulh'rer Randpunkt yon t und C eine beliebige Konstante, so 

gibt es eine solche Umgebung u v o n  P, dass der nichteuklidische Abstand 

e, (x) yon x und tx f~Tr alle x in u oberhalb C liegt. 

Ganz anders ist das Verhal~en der reellen Funk t ion  et(x)der komplexen 

Variablen x, die die nichteuklidische En t f e rnung  yon x nach tx  angibt,  bei Ann~- 

herung  an einen singulSren Randpunkt .  Sei e ~ o das Minimum yon et (x) in q). 

Da  ffir alle Fixelemente  h 

et (hx) = et (x) 

wegen t h=ht ,  so n immt  et seinen Wer tevor ra t  in einem FundamentMbereich ~ yon 

H(I)  an. Alle zu E geh5rigen Randpunk~e yon ~ sind reguliir, und et wi~ehst 

bei Anni~herung an diese nach Satz 13 a fiber alle Grenzen. e [ i s t  stetig a n d  

n immt  somit jeden W e r t  ~ e in nicht  auf E l iegenden P u n k t en  yon ~ an. N u n  

hiiufen sich die mit  ~ laut  H iiquivalenten Bereiche gegen jeden singuliiren 

Punk~. Also gilt: 

8a t z  13 b:  Die Abstandsfunktion et (x) nimmt in jeder Umgebung eines singul&~en 

Punktes jeden ~Vert, den sie iiberhaupt in q) annimmt, unendlich oft an. 
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Neben diese S~ttze fiber die Entfernung yon x nach t x  sol1 nun ein Satz 

gestellt werden, der etwas fiber die ~)Richtung yon x nach tx)) in der N~he eines 

regul~ren Randfixpunktes aussagt. 

Es sei P ein reguliirer, beiderseits anziehender Fixpunkt auf E. Auf Grund 

des Hfilfssatzes 4, @ 4, bestimmen wir eine solche Folge In yon in einander trans- 

formierbaren prim~ren Elementen yon F, dass die Achsen dieser Folge P immer 

enger umschliessen, indem ffir wachsendes n V(I,) yon der einen Seite her und 

U(1,~) yon der anderen Seite her monoton  gegen P konvergiert. Die Folge soll 

so sp~t beginnen, dass alle U(ln) in dem einen, alle V(l~) in dem andern der an 

P stossenden fixpunktfreien Intervalle liegen. Dann trifft, da P beiderseits anziehend 

ist, die Achse yon l~,z nicht die Achse yon l~, sondern liegt ganz auf der P zuge- 

kehrten Seite dieser Achse. Wir betrachten nun die Achsenpaare yon In und 1~,i 

fiir alle n. Es kann vorkommen, dass die aus zwei solchen Paaren gebildeten 

Figuren ~iquivalent sind, n~mlich wenn es ein Element yon T' gibt, das l~ in l~ 

und gleichzeitig l~i in lnI transformiert. Man zerlege die Achsenpaare in voll- 

sti~ndige Systeme untereinander ~iquivalenter. 

Nun werde zun~chst angenommen, dass jedes solche System nur endlich 

viele Achsenpaare enthiilt. Dann kann man eine Teilfolge der l,~ so ausw~hlen, 

dass sie zu lauter untereinander nicht ~quivalenten Achsenpaaren fiihrt. Diese 

werde wieder mit 1,,, n-= I, 2 , . . . ,  bezeichnet, l~ wird kurz mit 1 bezeichnet, l~ ist 

in 1 und also In • in lz transformierbar. Sei fn ein solches Element, dass 

ist. Die letze Gleichung zeigt, dass fn nur bis auf eine willkiirliche Potenz yon 

1 bestimmt ist. Nun transformiere man das Achsenpaar yon In und l ~ l : f ~ •  1 

mit l~f~T 1. ]3ann erh~lt man die Achsen der Elemente 

und diese bilden also eine mit dem Achsenpaar yon 1,~ und L~I ~quivalente Figur. 

Nun sei A ein Punkt auf der Achse yon l, und also das Segment yon A bis I A 

ein Verschiebungsstfick auf dieser Achse. Dann kann man v so w~hlen, dass die 

gemeinsame Senkreehte der Achsen yon ln' und l die letztere zwischen A und lA  

trifft. Dann muss der kfirzeste Abstand d(l, l,/) der Achsen yon l und l~' mit n 

fiber alle Grenzen wachsen, da nach Voraussetzung die Achsen der l~' alle ver- 

schieden sind und eine unendliche Menge ~quivalenter Achsen sich nur gegen E 
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h~uft. Also w~chst auch der Abstand d(1,~,l~i) der Achsen yon l~ und l~• mit  n 

fiber alle Grenzen. 

Nun  i s t  das Bild der Achse yon 1 bei t eine Jordankurve in q), die wegen 

t l x  ~ l ~ t x  

durch l• mit  sich selbst zur Deckung gebracht wird, also in einem ibs tandss t r e i f en  

zur Achse yon /1 verlguft. Sei e das Maximum ihres Abstandes yon der Achse 

yon /i. Das Bild der Aehse yon l~ bei t begleitet dann ebenfalls die Achse yon 

lnI in einem Abstand ~ Q. Ffir alle diejenigen Wer te  yon n, ffir welche d (/,,, l~) > Q 

i s t ,  wird also die Achse yon 1,~ yon ihrem Bild bei t nicht  mehr getroffen. 

Fiir alle Achsen der Folge yon einer gewissen Stelle an liegt also das Bild der 

Aehse bei t ganz auf der P zugekehrten Seite der Achse; und der Abstand der 

Achsen yon ihrem Bild wRehst dabei in der Folge mit  n fiber alle Grenzen. 

W e n n  andererseits die obige Voraussetzung nicht  erfiillt ist, so gibt es in 

der ursprfinglichen Folge yon Achsenpaaren mindestens ein unendliches System 

untereinander  gquivalenter Paare. Dann werde dies als Teilfolge ausgewghlt und 

wieder mit  

11 = 1, l~,l~, .. 

bezeichnet. Sei f~ das (eindeutig bestimmte Element, das 1 in l~ und zugle ich  

lx in l~.x transformiert ,  i u s  

Z ,  l z f~  -1 = 1,, i = (fi, / j2~-l)l = L [ l I f ~  1 

folgt (analog wie in:(7), w 4) 

--1 n '  
f , ,  f,,, = l , .  (2S) 

Hierbei ist n' ein yon n abhi~ngender Exponent,  und  zwar sind die zu vet- 

schiedenen Wer ten  yon ~ gehSrenden Werte yon n' verschieden. Denn man 

nehme an, es sei m 4 : n  und m ' - ~ n ' .  Dann  ist 

also 

--i m t n r --1 
f , . l =  

/ o f ; ,  = 

Das ist aber unmSglich; denn fi~f~m 1 t ransformier t  Im in l~, hat  also einen Grund- 

punkt  auf der P zugekehrten Seite dieser i c h s e n ;  dort ist P der einzige Fix- 
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punkt  der Randabbi ldung,  und P ist nieht  Grundpunkt .  - -  Also gilt  I n ' I n  

ffir n--* ~ .  

Nun  sei q (Fig. I I) ein solches Element  von F,  dessert Achse die Achsen 

yon 1 und 1i t rennt .  Ein  solches gibt es nach I, 5. Dann  liegt die Achse yon 

q1 auf der P zugekehr ten  Seite der Aehse yon lz. Es sei 

.--1 

' o t t  

F i g .  11. 

Die Aehse yon q~ t r enn t  die Aehseu yon l~ und 1,,• Also bilden aueh die qn eine 

Folge yon Elementen,  deren Achsen sieh um P zusammenziehen. N u n  ist 

und  somit nach (25) 

1 ,--1 

- -1  n'  - - n '  
f~ qnzf,~= lr qi 1i 

Die Aehsen dieser le~zteren Elemente  hiiufen sieh mit  waehsendem ]n'] gegen 

die G r u n d p u n k t e  von li, ihr  Abstand yon der Aehse von q wiiehst also fiber 
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alle Grenzen. Also w~ichst auch der Abstand d(q,~,q,~i) der Achsen yon q~ uad 

q~• in die q und l• qzl• durch Transformation mit f~ iibergehen, mit n-iiber 

alle Grenzen. Genau wie oben schliesst nmn daher, dass die Achse yon q~ fiir 

alle hinreichend grossen n ihr Bild bei t nich~ trifle, sondern dasselbe ganz auf 

der P zugekehrten Seite und in beliebig grossem Abstande hat. 

Genau ebenso sieht man fiir einen regul~ren, beiderseits abstossenden Fix- 

punkt Q, dass man Q umschliessende Achsen finden kann, die ihr Bild bei t 

nicht treffen, sondern dieses ganz auf der yon Q abgekehrten Seite und in beliebig 

grossem Abstande haben. 

Satz 13 c: In  beliebiger Ndhe eines reguldren Randfixpunktes P gibt es P um- 

schliessende Achsen, die ihr B i ld  b e i t  nicht treffen, sondern dies ganz 

au f  der P zugelcehrten oder yon P abgekehrten Seite haben, je uachdem 

_P beiderseits anziehend oder beiderseits abstossend ist. Uberdies kann 

dabei noeh f i ir  den Minimalabstand der Achse yon ihrem Bild eine 

beliebig grosse untere Schranke vorgeschrieben sein. 

Es sei ausdriicklich hervorgehoben, dass man hieraus nicht schliessen kann, 

dass jeder einen etwa beiderseits anziehenden regul~ren Randfixpunkt geniigend eng 

umschliessende zu E orthogonale Kreisbogen sein Bild bei t umschliesst. Dies 

zeigt schon das I, S. 341--343 durchgefiihrte Beispiel3 Man setze den betraeh- 

teten Automorphismus -//'--~I und l =  a 1 b~ a7 -~. Dann ist 

l I  : h i ,  

l~ -~ a-V 1 bl al, 

l• a-/1 b7 -1 . . . a7 -1 b7 -('~-2) a; -1 �9 bl �9 al bl (n-2) �9 . .  b l  a l .  

Nun setze man mit der obigen Bedeutung 

Dann ist 

~nI ~ 11 n. 

Diese beiden Elemente gehen aus 1 und 1i durch Transformation mit 

1 Ich  benu tze  die Gelegenhe i t ,  u m  r i ch t igzus t e l l en ,  dass  auf  S. 342 und  in  dem ers ten  Ab- 

s c h n i t t  auf  S. 343 yon I s t a t t s  i ibera l l  a71s zu  lesen ist .  

I n  der  l e t z t e n  Zei le  auf  S. 343 i s t  V(a ln  ) zu lesen.  

7 - -  28583. Acta mathematica. 53. Imprim$ lo 4 janvier 1929. 
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f ~  a7 -i b7-1 . .  a~ -1 bT(n -2) aV 1 

hervor. Man  hat hier also den Fall einer Folge von lauter unter einander ~qui- 

valen~en Achsenpaaren. Nun kann man nach Satz i2, I, S. 275 eine T-Funktion 

t bilden, die I induziert und bei der ein Punkt  der Achse yon 1 in einen Bild- 

punkt iibergeht, der auf der yon der Achse yon 1i abgekehrten SeRe der Achse 

yon 1 liegt. Dann trifft die Achse yon 1 ihr Bild bei t, also trifft jede der sich 

um den regul~ren Randfixpunkt P+ zusammenziehenden Achsen yon In ihr Bild 

b e i t .  Um die in Satz 13 c angegebene Eigenschaft des regul~ren Randfixpunktes 

P+ naehzuweisen, wurde daher in I, S. 342 ein Element 7 = a~ bl und alle fi~ 7f~  -1 

b enutzt. Dabei entspricht 7 dem obigen q; seine Achse trennt die Achsen von 

1 und l~. 

Ein Fixgrundpunkt kann nicht die in Satz 13 c yon dem Punkt  P ausge- 

sPr0ehen e Eigenschaft haben, denn et (x) i s t  auf der ganzen in dem Punkt  en- 

denden Fixelementachse beschr~nkt. 

14. Indizes der verschiedenen Typen. 

Nun haben wir alle ttiilfsmittel beisammen, um die Indizes der dutch die 

verschiedenen Typen yon T-Funktionen dargestellten Fixpunktklassen zu bestim- 

men. Wir  k5nnen dabei die Darstellung kurz halten und im Ubrigen auf die 

Abhandlung I verweisen, wo tells in der allgemeinen Theorie, teils in durchge- 

rechneten Beispielen die benutzte ]~Iethode ausfiihrlicher dargestellt ist. 

Es sei t eine den nicht identischen Automorphismus I induzierende T-Funk- 

tion, �9 ~ o  die Anzahl der freien Erzeugenden der Fixelementgruppe H(I) ,  ~ ein 

Fundamentalbereich yon H und t t ~ o  die halbe Anzahl der zu ~ geh5rigen (re- 

gul~ren) Randfixpunkte. Wir  sagen dann, t ' (bezw. I) sei vom ))v--tt-Typus)). 

Der in ~ gelegene Teil der Fixpunktmenge yon tq) wird die durch t dargestellte 
Fixpunktklasse genannt (I, 31--33) und mit Ht bezeichnet. Keine zwei Punkte yon 

Ht sind beziiglich F ~iquivalent. Ht ist ganz in einem mit E konzentrischen 

kleineren Kreise C, also im Durchschnitt yon C mit ~ enthalten (I, 34). Sel H 

die Fixpunktmenge yon t (O+E)  und ( P §  mit W bezeichnet. Ist  x ein 

Punk~ yon W, so wird als ))Richtungspunk~)) 

z (x, tx )  = z, (x) 
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der Punk~ yon E bezeichne~, in dem die yon x nach tx  zeigende nich~euklidische 

Italbgerade auf E st,Ssst (I, 35). Als >>Richtungsfunktion~ ~t(x) wird die reelte, 

nur rood I best.immte Funkt,ion 

I 
(x) = 2 l o g  

bezeichnet,, zt und ~t sind fiberall in W, und nur dork definiert und stet,ig. 

Als ~Index>> i(t) wird der Wert, des Int,egrals fd t bezeichnet,, welches in 

posit,ivem Umlaufssinn l~ngs einer einfachen Kurve in W genommen wird, die 

ganz IIt und keinen anderen Punkt  yon H umschliesst. Ist  der Rand yon 

fixpunktfrei, so kann das Integral l~ngs des Randes yon ~ genommen werden. 

Ffir ~ o  is~ ~ = @ ,  also E der Rand yon ~. Ffir ~ > o  besteht, d e r R a n d v o n  

t,eils aus 2~ Ort,hogonalkreisbSgen in @, den >>q)-Randseiten>> yon ~, t,eils aus 

2~ BSgen yon E ,  den ~E-Randseitem> yon ~. Ffir v ~ I  sind in Fig. 5 a und 

ha als die beiden O-Randsei~en gew~hlt. Ffir v > I sind in Fig. Io die O-Rand, 

seit,en diejenigen OrthogonalkreisbSgen, welche die Querst,iicke 7, 7' u. s. w. t,ragen. 

Diejenigen Stficke der O:Randseit,en, die ausserhalb C liegen, sind fixpunk~frei. 

Von den innerhalb C verlaufenden Stficken kann man das nicht wissen. Man 

mache aber fiber t die I, S. 298 als >>Annahme a)> bezeichnet,e Vorausset,zungi 

Unter den Rest,gebieten tier Fixpunktmenge der Fl~chenabbildung ~ ,  fiber welcher 

tO liegt, soll eines dasselbe Geschlecht, p wie q~ haben. Dann kann man die 

innerhalb C verlaufenden St,ficl~e der @-Randseiten yon ~ so ab~ndern, dass sie 

in W liegen; wie dies ausgeffihrt werden kann, is~ in I, 47 beschrieben. - -  Wenn 

eine E-Randseit,e Fixpunkte ent,hiilt, so lmnn man sie z. B. durch den]enigen 

Bogen von C ersetzen, der die selben beiden O-Randseiten verbinde~. (C sei so 

gross gew~hlt, dass C alle q)-Randseiten schneider.) So erh~lt man eine einfache 

gesehlossene Kurve, welehe genau IIt umschliesst. Der Index i(t) ist also eine 

wohldefinierte ganze Zahl, die es nun zu best,immen gilt,. 

Man betrachtte zun~chst ein zusammengeh5riges Paar yon q)-Randseiten, 

et,wa a und ha in Fig. 5. x durchlaufe a yon A nach B. Wir kSnnen a so 

w~hlen, dass A und B und damit auch hA und hB nicht' Fixpunkt,e sind. zt(A) 

ist. der Punkt, tA und zt (B) der Punl~ tB. Also ist 

B 

f 
A 

pos ( tA-~ tB) + 2k~,  
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w o k  eine nicht n~her bekannte ganze Zahl ist und pos (tA ~ tB) den in posi- 

tivem Umlaufssinn yon tA nach tB fiihrenden Bogen < 2z  yon E bedeutet (wie 

I, S. 337). Nun ist 

(hx)  = hz (x), 

da h Fixelemeng ist. Also ist 

mit demselben k. 

h B  

h A 

Also ist 

= pos (thA --* thB) + 2 k z  

E 

Fig. 12. 

B h A  

A h B  

pos (tA -~ tB) pos (thA -~ thB) 

= p o s  (tA--> tB) + pos (thB--~ thA) -- 2~. 

Diese Betrachtung gilt fiir jedes der v Paare yon q)-Randseiten. 

Sodann be~rachte man eine E-Randseite, etwa in Fig. I2 die yon A nach B 

fiihrende. Sie enthalte Fixpunkte. Diese sind nach Satz 5 in endlicher Zahl 

vorhanden und abwechselnd anziehend und abstossend. In Fig. I2 ist je ein 

anziehender und abstossender angenommen; die Verschiebungsrichtung in den 

fixpunk~freien Intervallen ist dutch Pfeile ausserhalb E angegeben. Dann um- 

schliesse man auf Gruud yon Satz 13 c den anziehenden Fixpunkt P durch eine 

Achse P1 P~, die i h r  Bild umschliesst, und den abstossenden Fixpunkt Q durch 

eine Achse Qt Q~, die yon ihrem Bride umschlossen wird; fiberdies w~hie man 
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diese Achsen so nahe  bei P und Q, dass sie g~nz ausserh~lb C verluufen. Die 

durch diese Achsen abgetrennten Teile yon ~ sind dann innerhalb E fixpunktfrei. 

Nun ist (vgl. I, 40) 

Pt 
f a  

2 7 ~ f  = pos ( tA --* tP1) , 
d 

A 

QI 

f 2~ = pos (tP~--*tQ1) , 

/�89 

Ferner ist 

/:r 

2 ~ f  = pos (tQ~ ~ tB). 
Q~ 

I)2 

2 ~ f  = vos ( t p ~  t v~), 
PI  

da zt(x) stets auf dem Bogen P1PP2 bleibt, wenn x die Aehse PIP~ durchl~uft. 

Endlich ist 
Q~ 

2 z f  = pos (tQt ~ t Q ~ ) -  2~,  

Q~ 

da zt(x) stets ausserhalb des Bogens Q1 Q Q~ bleibt, wean x die Aehse Ql Q~ 

durchl~uft. Durch Addition folgt 

.B 

A 

pos ( t A - - - ) t B ) -  2n:, 

wenn man das Integral von A l~ngs E nach P1, von /)1 l~ngs der Achse n~ch 

P2, yon P~ l~ngs E nach Q~, von Q1 l~ngs der Achse nach Q~ und yon Q~ l~ngs 

E nach B fiihrt. - -  Analog verfahre man bei allen Randfixpunkten; jeder beider- 

seits abstossende trggt - - 2 ~  bei. 

Nun addiere man alle Beitr~ge l~ngs des ganzen Randes yon ~. Dabei 

ergibt die Summe aller BSgen pos ( ) genau 2~. Man dividiert mit 2 z und erh~ilt 

i ( t )  = I - -  V - -  # ,  (26) 
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indem yon jedem Paar korrespondierender O-Randseiten und yon jedem beider- 

Seits abs~ossenden Randfixpunk~ eine negative E inhe i t  herrfihrt. 

Satz 14: J e d e  T - F u n k t i o n  yore v - - t t - T y p u s  stell t  e ine F i x p u n k t k l a s s e  vom I n d e x  

1 - - v - - l ,  dar,  

15. Folgerungen. 

Durch das Ergebnis des letzten Paragraphen ist zuniichst der in der Ab- 

handlung I noch nicht allgemein geffihrte Nachweis daffir erbracht, dass der Index 

einer durch eine T-Fun~ion t dargestellten Fixpunktklasse nur yon dem durch t 

induzierten Automorphismus I ~bh~ngt; denn v und tt h~ngen ja nur yon I ab. 

~r sei z~ eine topologische Abbildung yon ~ auf sich. Die Anz~hl der Fix- 

punk~klassen yon ~q~ ist nach I, 32 endlich. Es seien 

tlO, t~q), . . . ,  tnq) 

n T-Funktionen fiber ~ ,  die die n Fixpunktklassen yon ~ darstellen. Zu ihnen 

gehSren Indizes 

i l ,  i~, . . . ,  i,~, 

die nur yon den induzier~en Automorphismen 

11,1~ . . . .  , In 

abh~ngen. Dabei int.eressieren nur diejenigen unter diesen T-Funktionen, deren 

Klassenindizes # o sind, da man nur yon diesen weiss, dass sic fiir jede Abbil- 

dung der Klasse yon ~ nicht-leere Fixpunktklassen darstellen. Diese FixpunkV 

klassen mSgen wesent l ich  heissen, eventuell vorhandene Pixpunktklassen yore Index 

Null ausserwesent l ich.  Nun h~ngt die zu z 9 gehSrige Au$omorphismenfamilie nur 

yon der K l a s s e  der Abbildung zT ab. Man w~hle in dieser Familie ein voll- 

st~ndiges Repr~isentantensystem ffir die verschiedenen Isogredienzklassen, in die 

die Familie zerf~llt (I, I8 und I, 3I). Nur zu endlich vielen, etwa Z v o n  diesen 

gehSrt ein yon Null verschiedener Index. Also ist die Anzahl Z der wesent- 

lichen Fixpunl~klassen und das System der yon Null verschiedenen ganzen Zahlen 

i~, i~, . . ., i z  

invarian~ mit der A b b i l d u n g s k l a s s e  yon ~9~ verknfipf~. Dasselbe gilt dann auch 

yon der Indexsumme (I, 37) 
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=i~+i~+.  +iz. (27) 

kann daher mittels soleher Abbildungen aus der betreffenden Klasse bestimmt 

werden, die den Voraussetzungen genfigen, welche in I, 43 zu der AL~XANl)~.R- 

schen Formel fiir ~ fiihrten. So wird auf diesem Wege auch die invariante 

Bedeutung der ALEXANDEgschen Zahl fiir die Abbildungsklasse erkannt. 

Nach I, 36--37 ist das System dieser I~varianten fiir zwei Fliichenabbildungen 

gleieh, welche durch Transformation mit einer dritten F1;4chenabbildung aus einan- 

der hervorgehen. Das Invariantensystem bezieh~ sich also auf die vollstiindigen 

Systeme gleichbereehtigter Abbildungsklassen yon g0. 

Fiir die Zuhl ~ gilt jedoch insbesondere, dass sie eine Invariante einer viel 

umfassenderen Gesamtheit yon Abbildungsklassen ist. ~ ist niimlich fiir zwei 

Abbildungsklassen, die beide die Orientierung erhalten, dieselbe, falls nur die 

Spur der Exponentensummenmatrix, die zu den beiden Automorphismenfamilien 

gehSrt, denselben Wef t  hat; dies zeigt di.e Formel (50), I, S. 3z2, wo nun ~A = 

ZU lesen ist. 

Nun lassen sich aus (26) welter die folgenden Sehlussfolgerungen ziehen. 

a) Der gr5sste Wer t  von i (t) ist + I. Dieser ergibt sich nur fiir v----~----o, 

also nur fiir T-Funktionen, die auf E fixpunktfrei sin& Positive Beitri~ge zu 

bestehen also nur aus positiven Einheiten. Also folgt aus (27) 

z > (2 s )  

was natiirlich nur fiir ~ > o  eine wirkliche Aussage enth~lt. 

b) i ( t ) = o  ergibt sich nur fiir v = I ,  t t : o  und ffir v = o ,  ~ = I .  ]:)aS sind 

die Fiille, in denen die Randabbildung t E  genau zwei Fixpunkte hat~; diese be- 

stimmen entweder zwei periodische oder zwei aperiodisehe fixpunkffreie Intervalle. 

Bei diesen beiden Typen braueht es keine Fixpunkte yon tO zu geben. Jede 

T-Funk~ion, die nicht zum I--o-Typus oder zum o-- I -Typus  gehSrt, stellt 

not~wendig eine nicht leere Fixpunktklasse dar. 

c) Es bleiben noch die Typen mit v + t t > I .  Hier ist nach (23) , w I2, 

also wegen (26) 

v + / ~  4 P - - e - - v ,  

i ( t ) ~  3 + v - - 4 P ~  3--4.P. 
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Der Grenzfall i ( t ) =  3--42) erfordert ~ = o ,  # =  4io--2. Wie am Sehluss yon w 6 

bemerkt, ist mir kein Beispiel fiir diesen Fall bekannt. 

d) Bei der friiheren Aufstellung der Typen yon T-Funktionen is~ der Fall 

des identischen Automorphismus nicht mi~gerechnet. In diesem Fall ergibt die 

BIRKHOrFsche Formel (I, 42) den Index 

wegen p >  

S a t z  15: 

i ( t ) ~  2 - - 2 p > 3 - - 4 p  

I .  

Das System der Z ganzzahligen yon Null verschiedenen Fixpunktklassen- 

indizes il, i~, . . . ,  iz ist eine Invariante der Abbildungsklasse. lhre Summe 

ergibt sich aus der Formel yon Alexander. Es  ist Z ~  ~. Jeder 

Fixpunktklassenindex liegt zwisehen den Grenzen + I und 3--4P, wenn 

p > I  das Geschlecht der Flffche ist. Der Index + I kommt nur bei 

solchen T-Funktionen vor, die au f  E fixpunktfrei sind. _Fixpunktklassen 

mit dem Index Null k6nnen nur durch solche T-T_'unktionen dargestellt 

werden, die genau zwei ~u auf  E haben. 

I6. Deutung der Indizes  mittels der Formel  yon  Birkhoff .  

Es sei t eine T-Funktion, welche den nicht identischen Automorphismus I 

erster Art induziert. Durch Spiegelung an E erweitere man dieselbe zu einer 

topologischen Abbildung t K  der ganzen komplexen Kugel K (I, 28). t sei yore 

~--#-Typus. Dann ist (w I2) 

K z =  K rood H ( I )  

eine geschlossene Fl~che vom Geschlecht u. Auf Kx liegen r ~ i E-Kurven (w 12). 

t ruff eine nach Satz I2 zur Klusse der Identit~t gehSrige Abbildung t K~ yon 

Ks auf sich hervor. Die ttauptklasse (w ~2) unter den Fixpunktklassen yon 

t K z  -- und das ist nach I, 42 die einzige wesenth'che Fixpunktklasse yon t K •  

enth~l~ 2tt isolierte Fixpunkte auf den E-Kurven yon tKz .  

Durch Spiegelung an E werden die Achsen P~P~ und Q1Q~ der Fig. I2 zu 

vollen zu E orthogonalen Kreisen 7P nnd 7e, yon denen der ers~e sein Bild tTP 

ganz umschliess~, der zweite yon seinem Biide tTe ganz umschlossen wird (wenn 

man als Inneres dieser Kreise auf K und KI  die P bezw. Q zugekehrte Seite 
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rechnet). Nun sei a eine beliebige topologische Abbildung yon typ auf 7Q, deren 

Umluufssinn so gew~hlt ist, dass wenn x t TP so durchl~uft, dass P zur Idnken 

tiegt, der Punkt  ax 7~ so durchl~uf~, dass ~ zur Rech~en liegt. Nun ist at eine 

Abbi!dung yon 7P auf Yq und ta eine Abbildung yon tTp auf t7q. Diese erweitere 

man irgendwie zu einer topologischen Abbildung des Ringbereichs zwischen 7P 

und tTP auf den Ringbereich zwischen 7q und tz~. Sodann lasse man das Innere 

yon tTP und yon 7~ aus K1 fort und bringe jeden Punkt  x yon tTP mit dem 

Punl~ ax auf 7~ zur vereinigten Lage. Die entstehende geschlossene Ffiiche ist 

wegen des fiir a gewfihlten Umlaufssinnes zweiseitig und hat ein am ~ hSheres 

Geschlecht als K• Man w~hle nun einen neuen anziehenden und einen neuen 

abstossenden Fixpunkt auf den E-Kurven beliebig aus, verfahre mit diesen ebenso 

und setze das Verfahren /~ Male fort.. So erh~ilt man eine geschlossene zwei- 

seitige Fi~che K~ vom Geschlecht v §  und die fiir diese vorliegende Abbildung, 

die wir auch weiterhin als t K* bezeichnen, gehSrt zur Klasse der Identit~it. 

(Mit anderen Worten: Wir haben yon den 2/~ auf den /~-Kurven liegenden 

isolierten Fixpunkten der Hauptklasse yon tKs  je einen anziehenden mit einem 

abstossenden zur vereinigten Lage gebracht, den Vereinigungspunkt schlauch- 

art.ig erweitert und die kbbildung t K• an der Vereinigungsstelle fixpunktfrei 

gemachk) 

Nun hat t K~ nach I, 42 nur eine wesentliche Fixpunktklasse, und diese 

hat den Index 2--~ (/~ § ~), d~ # + ~ das Gesehleeht yon K~ ist. Von den Fix- 

punkten dieser wesentlichen Klasse liegt keiner auf E. Die innerhalb und ~us- 

serhalb E liegenden Fixpunktmengen sind Spiegelbilder in E. Die yon Fixpunlden 

yon t q) iiberdeckte Fixpunktmenge yon t K~, also auch yon t Kt ,  hat somit den 

Index i ~ - - / ~  in tJbereinstimmung mit (26). 

Fiir /~ = o ist natiirlich unter K~ die Fli~che K~ selbst zu verstehen. 

Satz  16: Der Index einer Fixpunktklasse einer die Orientierung erhaltenden Ab- 

bildun9 einer qesehlossenen Fliiehe q~ yore Gesehleeht 19> I kann immer 

durch Anwendung der BIRKHOFFsehen Formel auf  die fiTYehe ~o selbst 

oder eine gesehlossene HiilfsflYehe Kr oder K~ bestimmt werden. Die 

Hiilfiflh'ehe hh~gt dabei nut v o n d e r  Klasse der bet;'aehteten Fla'ehen- 

abbildung ab, und ihr Gesehleeht ~gbersteigt we9en (23) hie den 

Weft 4P--  2. 

8 -  28583. Acta rnathematica. 53. Imprim6 lo 4 janvier 1929. 
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I I I .  ABSCHNITT. 

Untersuchung vollstiindiger Automorphismenfamilien. 

17. Verwandte T-Funktionen und Automorphismen. 

Sei t eine T-Funk~ion, welehe der Funktionalgleichung 

t f  x = f r t x  (29) 

genfigt, wo I ein nieh~ identiseher Automorphismus erster Art ist. tO liege 

fiber ~9~. t E  enthalte mehr als zwei Fixpunk~e; es gibt also ein Itauptgebiet  

t2(t)~-t2(I) = s Nun wghle man ein bestimmtes Element 1 4 = I yon F aus und 

bilde die mig t verwandte T-Funk~ion lt. Sie liegt ebenfalls fiber ~0 und indu- 

zier~ den mit I verwandten Automorphismus 

J = I t - 1 ,  

bei welchem f in lf~ 1-1 fibergeht, wie (29) zeigt. Unser n~chstes Ziel ist, je nach 

der Auswahl von 1 etwas fiber den Typus yon J auszusagen, und insbesondere 

die relative Lage der Hauptgebiete t~(I) und t2(J) zu bestimmen, falls auch 

7.u J mehr Ms zwei l~andfixpunkte gehSren. 

Wenn es nun ein solehes Element f yon F gibt, dass (vgl. I, x S) 

so ist wegen (29) 

u n d e s  ist 

1 =f f~- l ,  (30) 

1 t = f  t f  -~, 

J =  Iof l I~f 1, 

wo Iof der f entsprechende innere Automorphismus ist. In diesem Fall werden 

die Automorphismen I und J und ebenso die T-Funktionen t und It nach I, I8 

isogredient genannt. In diesem Fall ist speziell 

l t E =  f t f -~  E,  

also gilt ffir die Randfixpunktmengen M: 

M (1 t)--- M ( f t f  -1) = f M ( t ) ,  
also auch 
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und 

M* (lt) = f M *  (t) 

t~ ( J ) =  t~ (it) = f  t2 ( t )= f t~ (I). 

In diesem Fall wissen wir bereRs aus dem ersten Abschnitt, dass Y2 (J) und Y2 (I) 

einander nicht iiberdecken; f i s t  ngmlich wegen (30) nicht Fixelement bei L -  

Dass diese beiden Hauptgebiete das auch im allgemeinen Fall nicht tun, wird 

in dem folgenden Paragraphen gezeigt werden. 

Weml man ferner drei solche Elemente 11, le und f hat, dass 

ist, so ist wegen (29) 

l~ == f ll d{1-1 

12 t = f l ]  f/--1 t ~--~ f(11 t ) f  -1, 

also l~ t und l~ t und ebenso die durch sie induzierten Automorphismen J~ und J~ 

sind isogredient. Dann ist 

~(J~) = / ~ ( J , ) .  

Die zugehSrigen Fi~elementgruppen sincl konjugierte Untergruppen yon F,  indem 

(vgl. Satz 8, I, S. 26o) 

H(J~) = f H(J~) f-- ' .  

Nun wenden wir uns zu der Frage nach dem Typus yon I t fiir verschiedene 

Wahien yon 1 und nehmen zun~Lchst an, dass 1 Fixelement bei I i s t .  Dann enth~lt 

I, 17 die vollsti~ndige Antwort auf unsere Frage, die so formuliert werden kann: 

Satz 17: Ist  l t - t l ,  und ist die Achse yon l nicht l~andseite yon ~(t), so ist It yore 

Typus v =  I , l*=o .  Is t  die Achse yon l Randseite yon ~(t) ,  so kann It 

einem Typus v + ~ > I angeh6ren. In  diesem letzteren Fall haben ~ (t) und 

g](lt) die Achse yon 1 als gemeinsame Randseite und sonst keinen Punkt  

gemeinsam, l kann dabei nut  eine ganz bestimmte Potenz des zu dieser 

Achse gehSrigen primdren Elements sein. Alle anderen t)otenzen desselben 

fiihreu wieder zum Typus v-~ I, # ~ o. 

Es sei nun hinfort angenommen, dass 1 nicht Fixelement bei /Fist. Die 

Folge der Elemente lzn fiir aile n ' is t  in w 2 untersucht worden, wo f statt 1 steht. 

Bezeichnet man, wie dort, die Endpunkte der fixpunl~freien Intervalle, die die 

Grunclpunkte yon 1 enthalten, mit 
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U + =  l im t ~U(1) ,  / 7 - =  lim t - ' ~U(1 )  

V + =  l im t n V(1), V - =  l im t - "  V( l )  

so ist  die Folge 1i,~ fiir n---oo bezw. n - ~ - - o c  eine zu V + bezw. V -  gehSrige 

Fundamen ta l fo lge  mi t  U + b e z w .  U -  als einzigem eventuel l  vo rhandenen  Aus- 

n a h m e p u n k t  (w 2). Es sei wieder  das f ixpunkffreie  Interval1 U + U -  mi t  u und 

V + V -  mi t  v bezeichnet  und  u + U + + U -  = ~, v + V + + V -  = v gesetzt.  

U m  den Typus  yon I t  zu bes t immen,  ha t  man  die F i x p u n k t m e n g e  der zuge- 

hSrigen Randabb i ldung  zu untersuchen,  und  das geschieht  durch I t e r a t i on  der 

Abbi ldung.  Wiederho l te  Anwendung  yon (29) ergibt  f i i r n  > o (vgl. I ,  17 und  I ,  5o): 

(/t)" = l t l t  . . . .  I t  

- 1 l •  2 . . . .  I t  

= l l i l ~  . . . . .  lx~-I  t ~, 

(lt)-,* = t - 1  l - 1  t - 1  l - 1  . . . .  t - 1 1 , 1  

._ ~ 1  t_  21_ 1 . . . .  t_ 1 l_ 1 

I n d e m  m a n  nun  definiert:  

= r t T ~  . . . .  r 

1~ = ll• l i  . . . . .  l v , - 1  ] '~ 

i n > o  

10 = I ,  

ha t  m a n  fiir alle n-~ o 

(It) '~= 1~ t '~. 

Man ha t  dann  fiir a l l e n  die Rekurs ionsformeln  

/ 
/ (31 ) 

(3~) 

l,,+~ = 1 - / , I =  1,,, �9 1i,,, 

und  daraus  weiter  fiir a l l e n  und m 

(33) 

~,,+~-- ~ .  (l,),~ = ~,. (l~)~,. (34) 
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Schreibt man (33) in der Form 

b n =  ln 1 .  l . ln z ,  

so ergibt sieh die Isogredienz yon lz,* und l bezfiglich I. 

des Satzes 9, I, S. 26I. 

Entsprechend der (]leichung (29) 

h a t  mart fiir .~edes f 

und fiir jedes n 

Also ist 

f J  = ( I t ) f  (It) -~ = 13"~ l -~ 

f j,~ = (lt)"f(It) - ' ~ =  l~ t n f  t -'~ l~ ~ - -  !,~f~, l;?. 

(1%;,. 

Speziell wird fiir aUe n und  m wegen (35) und (34): 

(In)J m --- lm (ln)I m i'm] = ln+m lm 1 �9 
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Das ist d ie  Aussage 

(35) 

(36) 

I8. Verwandte Hauptgebiete. 

Um nun --  mi t  Beibehaltung aller Bezeichnungen des letz~en Paragraphen  -- 

die Randfixpunktmenge yon It zu untersuchen, miissen wir je nach der Lage der 

Grundpunkte  yon 1 drei Fiflle unterscheiden. 

a) Die beiden fixpunkffreien Intervalle u und v, die die Grundpunkte  yon l 

,enthalten, liegen ganz ge t rennt ;  also U +, U- ,  V + mad V -  sind vier verschiedene 

Funkte  auf . E .  

Nach (3 I) ist  l l = l  und l ~ l l •  Die positiven Grundpunkte  yon 1 und  lz 

liegen beide in v, die negativen beide in u. Nach Hiilfssatz I, w I, liegt daher  

V(l~) in v zwischen V(1) und V(l• und U(12) in u zwischen U ( 1 ) u n d  U(lz). 

Welter  ist la = l~ 1i~. Man schliesst daher ebenso, class V(13) in v zwischen V(le) 

und V(/I~) liegt. V(la) liegt niiher an V + als V(12). Denn V(b) und umsomehr 

V(lz~) liegt niiher an V + als V(l~). Ebenso liegt U(l~) in u und  n~ther an U + 

als U(l~). Mittels (33) setzt man diese Schlussweise unbegrenzt  fort.  V(ln) ist 

also mit  wachsendem n eine monoton in Richtung auf V + fortschreitende Punkt-  

folge in v, und U(ln) ist/eine monoton in Richtung auf U + fortschreitende PunkV 

folge in u. Sei /)  der Grenzpunk~ yon V(In) und P '  der Grenzpunkt  yon U(1,). 
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P liegt in v und P'  in u, P und P' sind also versehieden. 1, ist eine z u P  ge- 

hSrige Fundamentalfolge mit P '  als einzigem eventuell vorhandenen Ausnahme- 

punkt (w I). D~ die Aehse yon 1. gegen die Gerade P ' P  konvergiert, wiiehst die 

VbrschiebungsP, tnge yon i ,  mit n fiber alle Grenzen. Nun bilde man mit irgend 

einem yon P '  versehiedenen Punkt, z. B. dem Nullpunkt O, die Punktfolge l, O. 

Naeh tIfilfssatz 3 gilt ffir n ~  r162 

l,~ 0 ~ P, 

also wegen der Stetigkeit von It in �9 + E :  

It l ,  0 - o  l t  P.  

Nun gilt aber wegen (z9),(33) und Hiilfssatz 3: 

It 1,~ 0 = l 1,,z t O =  1 ,,+l tO--~ P, 

da t O # P ' .  Also ist l t P = P ,  also P a l s  Fixpunkt von It ein innerer Punkt  

yon v. Denn es ist tv-= v, and l t :v= lv  ein inheres Teilintervall yon v. (Dass daher 

It  mindestens einen Fixpunkt in v und aus analogen Grfinden mindestens einen 

in u hat, ist yon vorneherein klar.) -- Ffir den Punkt P '  gilt wegen (29), (33) 

and Hfilfssatz 3 : 

l~ 1 0 ~ P ' ,  

t l~  i O - .  t P' ,  

- - 1  P t l j  1 0 = 1,-7~tO = l n + l  ltO---, P , 

da l t O  ein yon P Verschiedener fester Punkt  ist. Also t P ' = P ' ,  und daher 

P ' =  U +, da t i m  Inneren yon u keinen Fixpunkt hat. 

Ferner i s t  naeh (3~) l-1--1-}-• Also tiegt V(l_~) in u und U(1-1) in v. 

Fe~ner ist 1-2 = / - 1  lT-~z. Also liegt V(1-2) in u zwischen V(l-1) und V(1}~) u. s. w .  

Man sehliesst, dass ffir n ~  ~r V(l_ , )  eine monoton in Richtung auf U-  fort- 

sehreitende Punktfolge in U mit einem Grenzpunk~ Q und U (l-n) eine monoton 

in Richtung auf V-  fortschreitende Punktfolge in v mit einem Grenzpunkt Q' ist. 

Dabei hat  man: 
l_,~ 0-~  Q, 

l t l _~  O-~  l tQ ,  

l t l - ~  0 = l(1-~)ztO = l-,,+1 tO --~ Q, 



also l tQ-~ Q und Q ein innerer Punkt  yon st. 
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Andererseits 

l--1 _~ 0 - - ,  q ' ,  

o - '  t Q', 

--1 tl:~ 0-~ (ls : 1 -1  -~+1 ltO --~ Q', 

also t Q' = Q' = V-. 

II" 
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r4' 

Fig. 13. 

Je nachdem nun die u bei t in u und v entgegengesetzt 

oder gleich ist, hat  man die beiden F~lle der Figuren 13 und I4, in denen u 

und v starker ausgezogen sind. 

Nun sei R irgend ein Fixpunkt~ yon t. Dann gilt wegen (32): 

(l t)~i:t=lnt~R~_lnl:t__~{P "fiir n---~oo, falls R # U  + 

fiir n o - - o o ,  falls R # V -  

Fiir jedes R # U + und =~ V- folgt somR, dass das R enthaltende Intervall 

zwischen P und Q bei I t fixpunktfrei ist. Das ist auf / t : V  § und / ~ U -  

anwendbar. In  Fig. 13 sind also /} und Q die einzigen Fixpunl~e yon lt. In 
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Fig. I4 ist das in der Figur rechts liegende Intervall P Q  fixpunkffrei bei lt. 
Liegt in dem linksliegenden Intervall P Q  der Fig.  14 ausser V -  und U + noch 

ein weiterer Fixpunl~ bei t (der dann natfirlich zwischen V -  und U + liegen 

muss), so ist auch dies ganze Intervall PQ fixpunktfrei bei lt. In allen F~lien 

gilt auch hier 

(lt)" V = =  l" V -  ~ P "[ 
fiir n--~ ~ .  (37) [ 

(it)-- u + = z_. u+ QJ 

v* _ _ _ .  P 

V,§ 

W 

~t 

Fig. 14. 

Wenn also It ausser P und Q noch andere Randfixpunkte haben soll, so muss 

zun~chst der Fail der Fig. I4 vorliegen, und ferner daft  zwischen V -  und U + 

kein anderer: Fixpunl~ yon t liegen, also V -  und U + miissen bei t regul~re 

Fixpunkte sein (da sie ja nicht die einzigen Fixpunkte yon tE  sind); V -  muss 

also beiderseits abstossend und U + beider~eits anziehend sein. Alle yon /) und 

Q verschiedenen Fixpunkte von lt,E liegen wegen (37)zwischen V - u n d  U +. 

Bei der Bildung yon M*(t) ist jedenfalls V -  aus M(t) fortzulassen; und bei der 

Bildung yon M* (lt) ist jedenfalls der beiderseits abst0ssende Fixpunkt Q aus 

M(lt) fortzulassen. Also liegen M*(t) und M*(lt) auf E getrennt. Also fiber- 

decken ~(t) und ~(lt) einander nicht. 
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P und Q sind regul~re Fixpunkte yon lt, also nieht Grundpunkte. (In dem 

Fall, wo sie nicht die einzigen Randfixpunkte yon It sind, f o l ~  dies schon daraus, 

dass sie isoliert sind.) Um das zu sehen, verbinde man zwei Punkte A und B 

der beiden E-BSgen, die E--z~--~  ausmachen, durch einen Orthogonalbogen a. 

Siehe Fig. I3 and I4. Da der Punkt  

l~V+---- l ~ t .V+  = ( l t ) " V  + 

in beiden Figuren ffir alle n > o reehts yon P liegt, ist dasselbe mit l~ B der Fall. 

I,~A lieg~ links yon P. In a umschtiesst also P und zwar mit wachsendem n 

immer enger. Nun ist bach (33) 

l t l ,  a -~ l (1,,)i t a = l~ 1i,~ ta . 

lz, is~ ffir n - - ~  eine zu V + gehSrige Fundamentalfolge mit U + als einzigem 

eventuell vorhandenen Ausnahmepunkt. ta ist ein Jordanbogen, der den Punkt  

t A  zwischen U u und V-  mit dem Punkt  tB  zwischen U +- und V + verbindet 

(das obere Zeichen fiir Fig. I3, das untere ffir Fig. I4). Also lieg~ l in ta  ffir 

genfigend grosses n beliebig nahe bei V +, und der Abstand yon libra und a 

w~chs~ daher mi~ n fiber alle Grenzen. Dasselbe ist daher mit dem Abstand der 

beiden aus ihnen durch 1,~ hervorgehenden BSgen lna und l t l~a der Fall. P wird 

also beliebig nahe yon OrthogonalbSgen umschlossen, die ihr Bild bei It ganz auf 

der P zugekehrten Seite in beliebig grossem Abstand haben. Nach dem letzten 

Absatz in w ~3 kann P also nieht Grundpunkt sein. 

Satz 18 a: 1st 1 nicht Fixelement bei dem zu t gehSrigen Automo~Thismus und 

sind die b e i t  fixpunktfreien Intervalle u und v, die die Grundpunkte 

yon 1 e~thalten, i~cl. Endpunkte verschieden, so ist It im Allgemeinen 

yore Typus ~ : o ,  t t -~I .  Nur  wenn die lntervallendpunkte V -  und U + 

benachbarte reguliire Fixpunkte yon t sind, kann It mehr als zwei Ra~d- 

fixpunkte haben. Das Hau~tgebiet t2 (l t), das es in diesem Fall  gibt, 

iiberdeckt nicht t2 (t). 

Insbesondere ist It immer vom Typus ~ o ,  te=1,  wenn t einem Typus ~ > I 

angehSrt und die Grundpunkte yon 1 in verschiedenen Regularit~tsintervallen liegen. 

b) u = v ,  also U + = V  +, U - ~ V - .  

Zungchs~ werde angenommen, dass die Punkte V - ,  U(I), V(i), V + in dieser 

Reihenfolge in ~ liegen (Fig. I5). Dureh It wird das Intervall von V + bis V(1) 

auf ein inneres Teilintervall und das Intervall yon U(1)bis  V - a u f  ein dies 
9 -  28583. Acta matkematlca. 53. Imprim~ le 4 janvier 1929. 
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In terval l  umfassendes In terval l  abgebildet.  In  jedem dieser beiden Interval le  gibt 

es daher  mindestens einen inneren Punkt ,  der F ixpunkt  bei It ist. Sei A i rgend 

ein P unk t  in v zwisehen den Grundpunk ten  yon l. t A l iegt  in der F igur  reehts 

yon A. Falls t A  noch zwisehen den Grundpunk ten  yon 1 liegt, l iegt  l t A  reehts 

yon tA .  Falls t A  rechts yon V(1) liegt, l iegt l t A  aueh rechts yon K(1). In  

jedem Fall  l iegt also l t A  reehts yon A. Das zu v gehSrige In terval l  zwischen 

U(l) und K(l) ist also einschliesslieh seiner Endpunkte  f ixpunktfrei  bei lt. Sei 

P Q  das vollst~ndige bei It f ixpunktfreie  Interval l ,  yon dem es ein Teil ist. I n d em  

It den Automorphismus J = I r - 1  induziert ,  bilden die Elemente  ljn fiir n - ~  

Fig. 15. 

eine zu P und fiir n - - ~ - - ~  eine zu Q gehSrige F u n d a m e n t a l f o l g e . -  Der  P u n k t  

t P  l iegt zwischen P und F +, t -~ Q zwischen Q und V- .  Nun  hat  man  ffir n--~ ~ : 

( l t ) n t - l Q  = (lt) 1~,-11Q = 5,1,-1 (lt)'n-1Q = / j . ~ - i  Q--) .p, 

(It) "~  t P  = (lt) - n  t( l t )  -x  P = (It) - n  [-1 p = l- f•  P = l-j-~ P ~  (2. 

Also begrenzen P und Q aueh nach der anderen Seite ein f ixpunktfreies Interval l ,  

sie sind also die einzigen F ixpunkte  yon lt. I t  is~ also entweder  vom Typus 

= I, tt = o, oder ~ = o, tt = I. Dies ist unabhitngig davon, ob t E  mehr  als zwei 

F ixpunkte  besitzt, oder nicht.  

Alsdann werde angenommen,  dass die Punk te  V +, U(1), V(I), V -  in dieser 

Reihenfolge in ~ liegen. (Fig. I6.) Hier  machen wir yon tier Annahme Gebrauch,  

class t E  mehr  als zwei F ixpunkte  hat.  Nach  w 2 und 3 liegt 1M(t) in v hSchstens 

mit Ausnahme yon 1 V +. W e n n  auch l V + in v liege, so wird alas In terval l  E - - v  

dureh t a u f  sich und weiter  dureh 1 auf ein Teil intervall  yon v, also durch It  
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auf ein ganz zu ihm fremdes Intervall abgebildet, ist also fixpunktfrei bei lt. 

Wenn 1 V + aber ausserhalb v f~llt, so muss nach w 3 der Punkt  V + beiderseits 

anziehend und V -  beiderseits abstossend sein. A und B seien die anderen End- 

punkte der an V + u n d  V -  stossenden, yon v verschiedenen, b e i t  fixpunktfreien 

Intervalle. Dann f~llt l V + zwischen B u n d  V -  und 1A zwischen V -  und V(1). 

It bildet also das Intervall  yon V + bis A auf das Intervall  yon 1V + bis IA, und 

das Intervall  yon A bis V -  auf das Intervall  yon lA bis 1 V -  ab. Beide Inter- 

F i g .  1 6 .  

valle and daher auch das Gesamtintervall E - - v  sind also bei It fixpunktfrei. 

In jedem Fall muss also die gesamte Fixpunktmenge yon I t E  in v liegen. Falls 

It mehr als zwei Fixpunkte hat, so iiberdecken sich demnach t](lt) und t~(t) nieht. 

- -  Man kann ~ueh in diesem Fall genauere Aussagen fiber die Lage der 

Randfixpunktmenge M(lt)  yon It machen. Dabei ist zu unterscheiden, ob die 

Achsen yon l und l~ einander schneiden oder nicht. Insbesondere kann l t E  

fixpunktfrei, also It vom Typus ~ = t t = - o  sein. Auf die n~ihere Untersuchung 

dieser Verh~iltnisse soil aber in dieser Abhandlung nicht eingegangen werden. 

8atz 18 b: Liegen die Grundpu~kte von 1 in demselben beit  fixpunktfreien I~tervall 

v u~d ist in dem zu v geh6rigen Intervall zwischen diesen Gm~ndpunkten 

die Verschiebungsrichtuug b e i t  und 1 die gleiche, so ist It vom Typus 
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- - ~  I, ~ ~ O, oder ~ = o, # = I. Si~d diese Verschiebungsrichtungen ent- 

gegengesetzt und hat t E  mehr als zwei Fixpunkte, so kann auch l t E  

mehr als zwei Fixpunkte haben; in diesem Fall iiberdecken ~(t)  uud 

~ (lt) einander nicht. 

c) Es bleibt  der Fall ,  class u und v zusammenstossen.  Da  t mehr  als 

zwei Randf ixpunkte  haben  soll, kann  das nach  Satz 4 nur  so geschehen,  dass 

entweder  U -  = V - ,  oder  U + = V + ist. 

p t - _  $~ § _ 

6L 
Fig. 17. 

st 

Es  sei U -  = V - .  Sei j = E - -  u - -  v - -  U -  der  U -  nicht  en tha l tende  B o g e n  yon 

U + bis V +. j enth~l t  M*(t). Nach  Satz 2 l iegt  l j  ganz in v. Also ist l t j = l j  

zu j f remd:  Die ganze eventuell  vorhandene F ixpun l~menge  von l t E  l iegt  also 

in u + v. Also i iberdecken sich ~( t )  und Y2(lt) nicht.  

Sodann sei U + - - V  +. Man ha t  die Fig. I7, die aus Fig. 13 durch  Zu- 

sammenf i ih rung  der P u n k t e  U + und V + en t s t eh t .  Genau  wie im Fal l  a )d ieses  

P a r a g r a p h e n  schliesst m a n  nun, dass fiir n--~ ~ die Folge  l~ eine zu P und 

1-~ eine zu Q gehSrige Fundamenta l fo lge  mi t  U + bezw. V -  als einzigem Aus- 

n a h m e p u n k t  ist. Dabei  ist P ein P u n k t  in v zwischen V(I) und V + und Q ein 

P u n k t  in u zwischen U(l) und U - .  Nun  gil t  en tsprechend wie in a): 
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P fiir n--~ 
(lt),~U-=-l,~t ~ U - =  l~ 

U----~ [ Q .  ffir n - - * -  

Also ist das U -  enthaltende Intervall P Q fixpunktfrei bei l t. Ferner fiir n ~  ~ :  

(lt) -~  V+ = l_ ,~t  - ~  V+ =l_ ,~  V + ~  Q. 

Also is~ das zu u gehSrige Intervall yon V+ bis Q fixpunktfrei bei lt. Abgesehen 

von dem isolierten beiderseits abstossenden Fixpunkt Q liegt also die ganze Fix- 

punl~menge yon l t E  a u f  dem Bogen yon V + (exel.) bis P (incl.). ~(/t) und 

~(t) iiberdeeken einander also nieht. 

Satz 18 c: Liegen die Grundpunkte von l in aneinanderstossenden b e i t  fixpunkt- 

freien Intervallen, und haben sowohl t wie It mehr als zwei Fixpunkte 

auf  E, so iiberdeeken t2(t) und ~2(lt) einander nieht. 

Wenn eine 

zu einem Typus, 

negativen Index; 

19. Folgerungen. 

T-Funktion t mehr als zwei Randfixpunkte hat, so gehSrt sie 

fiir welehen v + u > I ist, sie h~t also naeh (26), w I4, einen 

und umgekehrt. Aus den S~tzen 17 und I8 a - -c  folgt nun, 

dass die t tauptgebiete zweier verwandten T-Funktionen yon negativem Index ein- 

ander nie iiberdecken und nur im Falle des Satzes 17 l~ngs einer Randseite 

aneinanderstossen kSnnen. Isogrediente T-Funktionen haben ~quivalente Haupt- 

gebiete. Sind tl und t 2 zwei verwandte, aber nicht isogrediente T-Funktionen, 

so ist kein innerer Punkt  yon s (tl) mit einem Punkt yon s (t~) ~quivalent; 

wohl aber kSnnen ~ (t~) und ~q (t~) iiquivalente Randseiten haben. Die von einem 

t tauptgebiet  t~( t )= t~ (I) iiberdeekte Punktmenge 

o~(t) ~-- ~o (I) = .Q (t) mod H(I)  

mSge ein ,>ttauptgebiet auf q~ heissen. Analog kann yon ~)Kerngebieten auf 9~,~ 

gesproehen werden. - -  Man hat somit;" 

Satz 19: Ist ~ eine Abbildung der Fldche 9~ au f  sieh, die die Orientierung er- 

hh'It, und bildet man die (wegen der Endtichkeit der Klassenzahl e~dlich 

viele~) zugehJrigen ,>Hauptgebiete auf  qg~, d. h. die yon den Hauptgebieten 

der iiber ~qD liegenden T-Funktionen mit ~egativem Index iiberdeckten 

Punktmengen auf  ~, so greifen diese nicht iibereinander. Zwei Haupt- 
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gebiete au f  ~ kSnnen ldngs einer geschlossenen geoddtischen Linie aneinander- 

grenzen; in diesem Fall gehen zwei T-Funktionen, deren Hauptgebiete lh'ngs 

einer iiber dieser Linie liegenden Achse in @ aneinandergrenzen, durch ein 

zu dieser Aehse gehSriges Element aus einander hervor. 

Man beachte, dass dabei die Hauptgebiete auf 9 nut  yon der Klasse yon 

abh~ngen. 

Nun betrachte man ein vollst~ndiges System nicht isogredienter :/LFunktionen 

yon negativem Index fiber , 9 .  Sei Z -  ihre Anzahl. (Ebenso sei Z + die Anzahl 

solcher yon positivem index, sodass die ,>Klassenzahl>> 

Z ~ Z - +  Z + 

die Anzahl Mler wesentlichen Fixpunktklassen der Abbildungsklasse yon �9 bedeutet.) 

Sei t, eine solehe T-Funktion. Ffir den Fl~cheninhalt A~=Ar(w(t~)) des zuge- 

hSrigen i-Iauptgebietes auf q~ hat man nach (24), ~ I2: 

A,=-:(,~-~)+~,,. (,~*s~> ~) (3 8 ) 

wenn t, vom v,--#~-Typus ist. Da nun die t tauptgebiete auf q9 einander nicht 

iiberdecken, gilt wegen (9), w 5: 

Z - -  

F, A, _-< A,-(V) = 4 ( p -  ~). (3s a) 

Man hat also: 

Satz 9.0: Fiir die den Typus einer Fixpunktklasse yon negativem Index eharakteri- 

sierenden Zahlen v und tt gilt, wenn Z -  die Anzahl solcher negativen 

Klassen und v~ und tts die charakteristisehen Zahlen der s-ten Klasse si~d, 

(und dabei also vs + Fts > I ist), die Beschrdnkung 

Z - -  

2 ( ~ , - ~ )  + m =< 4 ( p - I ) .  (39) 
, 7 1  

Daraus l~isst sich eine rein gruppentheoretische Folgerung ziehen: v~ ist die 

Anzahl der freien Erzeugenden der Fixelementgruppe H(I~) des dutch t~ indu- 

zierten Automorphismus /.,. Isogrediente T-Funktionen haben konjugierte Unter- 

gruppen yon F als Fixelementgruppen. Betrachtet man nun die Menge derjeni- 

gen Untergruppen yon F,  die als Fixelement~uppen der Automorphismen einer 

vollst~ndigen Automorphismenfamilie anftreten, so zerf~llt diese in vollst~ndige 
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Systeme untereinander konjngierter Untergruppen. Indem man nun yon der 

Familie absieht, die den iden~ischen Automorphismus enthiilt, schliesst man 

aus (39): 

8atz 21: Die Anzahl der untereinander nieht konjugierten Untergruppen vo~ I~', 

die als Fixelementgruppen in einer Automorphismenfamilie auftreten und 

mehr als eine freie Erzeugende haben, ist, wenn v8 die Anzahl der freien 

Erzeugenden der s-ten Gruppe bezeichnet, dutch 

besehrh~kt. 

~-a (v~-- I ) ~ 2p- -2  (40) 

Insbesondere kann es also hSchstens 2p--2 solche Gruppen geben, und dies 

nur, wenn jede genau 2 freie Erzeugende hat. 

20. AbscMitzung der Klassenzahl aus der Indexsumme. 

Ffir die Anzahl Z =  Z + + Z -  der wesentlichen Fixpunktklassen (v,+ps =V I) 

hat man nun wegen 

i , =  l - -  v,--/.,, 

Z Z 

z = Z (, - v . - , . )  = z - (.. + , .) .  
S=I .~1 

wobei die letz~e Summe nur fiber die Klassen mi~ vs + g , >  I erstreckt zu werden 

brauchL 3/fan hat  also 

z -  

Z = ~ + ~, (v, + p,), (4o a) 

indem man die Klassen so numerier~, dass der Stellzeiger s zuni~chst die negati- 

yen Klassen durchli~uft. Da die aus (40 a) folgende Abschi~tzung Z ~ ,  die 

schon in (28), w 15, ausgesprochen ist, nur fiir ~ > o  etwas aussagt, und aus 

~ = o  natfirlich nur Z_-- > o folgen kann, wird nun eine andere Absch~Ltzung ge- 

sucht, die ffir ~ < o Bedeutung gewinnt. 

Man erhiiit unter Benutzung der ffir negative Klassen gfiltigen Arealzahlen 

As aus (38) 
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Z Z -  Z - + Z  + 

8 : 1  s : l  s : Z - + I  

Z 

= ~  (--As-t- r~-- I) + Z + 

also 

Z 

= 

Z -  Z 

y A .+  

S = I  8 = 1  

Wegen (38 a) fo lg t  hieraus 

Z'=~ - - ~ - -  4(p--  i), 

(4I) 

und da es fiir ~ <  o mindestens eine Klasse geben muss, so hat man: 

Satz 22: Die A~zahl Z der Fixpunktklassen mit einem yon Null verschiede~en 

I~dex lh'sst sich mittels der Indexsurn,~e ~, die man aus der Formel 

vo~ ALEXANDEI~ gewinnt, in folgender Weise nach unten abschh'tzen: Es ist 

Z ~  fiir o ~ ,  

Z ~ I fiir - - 4 (p - - I )  =< .~<o, 

Z ~ [ . ~ l - - 4 ( p ' I  ) fiir ~ < - - 4 ( p - - I ) .  

(4 2 ) 

2I. Hiiufigkeit des Typus r = o ,  /~=2.  

Unter den negativen Klassen zeichnen sich diejenigen aus, denen ein strich: 

fSrmig ausgeartetes Itauptgebiet (w 3) entspricht. Ihnen entspricht As=o ,  also 

r e = o ,  # 8 = 2  und i s = - - I .  Ihre Anzahl sei Z~-. Ferner sei Z~-die Anzahl der 

negativen Klassen mit nicht strichfSrmig ausgeartetem ttauptgebiet. Man nume- 

riere die Z wesentlichen Klassen so, dass der Stellzeiger S zuerst diese Z7 nega- 

riven Klassen, dann jene ZT negativen Klassen und zuletzt d ie  Z + positiven 

Klassen durchlis Dann hat man 
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z z y  z i + ' z ~  z 

F, ( - , ) +  
s ~ l  s--1 s ~ Z T + I  Z - + I  

73 

Zi- Zu 

= -  EA + z + .  
S=I S=I 

Jede  der ersten Z C Klassen verbraucht  mindestens eine Fl:~cheneinheit von 9, 

also ist wegen (38 a) 

Z]- --<_ 4(19 --  1). 

Somit  folg~ aus der letzten Gleichung 

Z7 

Z~-  ~ - -  ~.~ - -  8 ( / o - - 1 )  -{- Z v s +  z +  

~_--  ~ - -  8 ( p - - I ) .  

(43) 

Sa tz  23:  Wenn die Indexsumme ~ unterhalb --  8 (p- -  I) liegt, so gibt es mindestens 

I ~] - -  8 (p - -  I) Klassen vom Typus v = o, • = 2. W e n .  e3 ge~?au I ~ ] -  8 ( p - - I )  

solehe Klasseu gibt, so gibt es ausserdem genau 4 ( P - - I )  Klassen yore Typus 

r = o ,  #---~3 und keine weiteren wesentlichen Klassen. 

Denn Z~- ~ --  ~ - - 8 ( p - -  I) e r forder t  nach (43) Z + = o ,  v s = o  und Z-i-~-4(p--  I), 

also A, = I, /~-~ 3 fiir s -~ I , . . . ,  ZT-. 

Nun  kann  man leicht Beispiele fiir Abbildungsklassen geben, deren Index- 

summe negativ und numerisch beliebig gross ist. So erh~lt man  durch Poten-  

zieren der Exponen tensummenmat r ix  des in I, 49 mit  I bezeichnegen Automor-  

phismus der Reihe nach fiir / ,  F ,  I S , . . .  die folgenden ~-Wer te :  

4, o, IO, - -12,  24, - -42,  88, - - I 5 6 ,  298, . . .  

u. s. w. mi~ abwechselndem Vorzeichen und wachsenden numerischen Weaken; 

dubei ist p ~ 2 .  

Fiir  einen im Vergleich zu 8 ( p - - i )  numerisch grossen negat iven W e r t  yon 

sind nach Satz 23 ))fas~ alle)) negat iven Klassen vom Typus v ~ o , / ~ - - 2 ,  t ragen  

also zu ~ mit  einer negat iven  Einhei t  bei. 

Das soeben genannte  Beispiel ist in I, 49 und  51 durchgerechnet .  Der  

Automorphismus J = I ~ ergab sich vom Typus v = o,/~ = 4, also i ~ - -  3 und A = 2. 

Ebenso ergibt  sich, wie in I,  51 genannt  ist, der mit  J verwandte  Automorphismus 

1 0 -  28583. Acta mathematlca.  53. Imprim6 le 27 mars 1929. 
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J ' =  (Ic) 4 yon diesem Typus; und man weist leicht nach, dass J '  und J nicht isogre- 

dient sind. Die beiden zugehSrigen Hauptgebiete haben zusammen den Fl~chen- 

inhalt 4, uncl das ist gleich A r ( ~ ) ~ 4 ( p - - 1 ) ,  da p ~ 2  ist. Da in beiden F~tllen 

~ = o  ist, haben die beiden Hauptgebiete keine gemeinsamen Randseiten. lhre 

Restmenge auf q~ ist eine Iqullmenge. Diese Fixpunktklassen und ihre Haupt- 

gebiete gehSren auch zu allen Potenzen yon J .  Da nun die ~-Werte der Potenzen 

von J s~mtlich negativ sind und mit steigendem Exponenten numerisch fiber al!e 

Grenzen wachsen, so hat J'~ fiir geniigend grosses n ausser diesen beiden nega- 

riven Klassen (mit der Indexsumme - - 6 > -  8 (p--I))  noch beliebig viele weitere 

negative Klassen. Diese mfissen also alle yore Typus ~ = o ,  r e=2  sein, und ihre 

strichfSrmigen Hauptgebiete miissen nebeneinander in jener Nulhnenge Platz 

finden, die von den beiden nicht ausgearteten ttauptgebieten auf q~ fibriggelassen 

wurde. Bei den ungeraden Potenzen yon I vertauschen sich die Endpunkte dieser 

strichfSrmigen Hauptgebiete auf E oder diese unter einander, sodass sie zu 

positiven Klassen fiihren. 

22. A n w e n d u n g  auf  eine besondere Art yon  Abbi ldungsklassen.  

Zum Schluss werde noeh kurz eine Anwendung auf eine besondere Art yon 

Abbildungsklassen gemacht, bei der die LSsung des in I, 37 aufgestellten allge- 

meinen Fixpunktproblems volls~indig durchfiihrbar ist. 

Es sei [ ein Automorphismus yon einem Typus ~ >  I, t t = o .  Dann sind 

Kerngebiet und Hauptgebiet identisch. Sei h ein prim~res Eleiaent yon F, dessen 

Achse A Seite des Kerngebietes J ( I )  ist. Angenommen nun, es gibt einen mit 

I verwandten Automorphismus I 1 von einem Typus ~ > I ,  dessen Hauptgebiet 

l~ngs A an J (1 )  stSsst. A ist dann auch Seite des Kerngebietes J ( I i ) ,  da seine 

Endpunkte Grundpunkte sin& Sei t eine zu I geh5rige T-Funktion. Wir  suchen 

eine zu I 1 geh6rige l :Funktion.  Diese geht nach Satz 19 aus t durch eine 

Potenz von h hervor: 
t 1 : h m t. (44) 

(Vgl. Satz I7. ) Sei j das fixpunktfreie Regularit~tsintervall bei / ,  das zwischen 

den Grundpunkten yon h liegt. Da man die MSglichkeit hat, h durch h -1 zu 

ersetzen, kann man voraussetzen, dass die Verschiebungsrichtung in j b e i t  yon 

V(h) gegen U(h) geht. Alle h m t m i t  m ~ o  sind dann in j fixpunktfrei. Sei P 

ein Punkt in j und a das Teilintervall yon j yon P bis hP. Dann ist ta auch 

ein Teilinterwll yon j. Ferner ist ffir alle Exponenten e 
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th~a = h~ta 

wegen th = ht. N u n  sei mj > o so gross gews dass h"o tu ganz zwischen a und 

V(h) f~llt. Dann  ist h" t ffir alle m ~ m o in j f ixpunktfrei .  In  (44) sind daher  

nur  endlich viele Exponen ten  

�9 o < m < m  0 

zu priifen, und es liisst sieh - -  z. B. mit tels  der in I benutzten Methode der 

Randpunkten twiek lung  - -  eine L6sung fiir m in (44) finden, falls es eine gibt. 

Es kann  n ieht  mehr  als eine geben (vgl. I, I7). Angenommen nun,  man  ha t  

eine gefunden.  Dann  gibt es zwei Mggliehkeiten:  tl kann  mit  t isogredient  sein, 

n~mlieh dann, wenn es ein f so gibt, dass h m = f f i  -1 ist. Dann  ist t l = f t f  -1 und 

J(I~) = f J ( I ) .  Diese beiden Kerngebie te  i iberdeeken also dasselbe Kerngebie t  

auf go. A liegt fiber einer gesehlossenen geodiitischen Linie auf  ~0, die mit  

beiden Seiten zur Berandung  yon d beitri~gt. Es liisst sieh yon vorneherein  an 

de~l Randsei ten  yon z / ( l )  feststelien, ob d eine solehe Doppelr~rtdseite h~t. W e n n  

d nieht  aus der lis einer oder mehreren K u rv en  aufgesehni t tenen ganzen Fliiehe 

~v besteht,  so kaim man A als eine solehe Randsei te  yon d ( I )  wis der eine 

nu t  einerseits berandende Randkurve  yon d entsprieht.  Dann  liegt die zweite 

MSgliehkeit  vor, nitmlieh dass t 1 n icht  mi t  t isogredient  ist; man ha t  also zwei 

versehiedene aneinandergrenzende Kerngebie te  d und d~ auf T. W e n n  nun wieder 

I~ zu einem Typus mi~ ~ t -  o gehSrt,  also ~2 (I~) ~ z/([~) ist, und (i + d~ noeh nicht  

ganz 9~ ausmaehen,  so kann man wieder eine freie Randsei te  yon d + d~ auswiihlen 

und das Ver fahren  fortsetzen.  Des Ver fahren  kann  for tse tzbar  sein, bis die 

Summe der Kerngebie te  auf q9 d + d~ + . . .  + d~v--~ ganz q~ erfiillt. Es brieht  yon 

selbst abin d e m  Angenbliek, wo die erhal tenen Kerngebie te  J + z/~ + ... + J~---~ mi t  

ihren i~quivalenten zusammen ganz q) ausmaehen,  was an der Korrespondenz  der 

t tandsei ten  erkennbar  ist. - -  Mit  andern  Wor ten ,  es handel t  sieh bier  urn die- 

jenigen Abbildungsklassen yon q~, deren Kerngebiete q~ ganz ausfiillen, indem sie li~ngs 

einer gewissen Anzahl yon doppelpunktlosen,  zu e inander  fremden,  geschlossenen 

geodiitisehen Linien an e inander  stossen. 

Wie  lassen sich nun diese Abbildungsklassen eharakter is ieren? W i t  wollen 

eine Abbitdung z00 konstruieren,  die diesem Fall  entsprieht .  ~T soil iiberall auf  

~v die Identitis sein mit  Ausnahme beliebig schmaler r ingfSrmiger  Bereiehe, welehe 

die endlieh vielen Kurven  einsehliessen, dureh '  die die Kerngebie te  begrenzt  wet- 

den. Diese r ingfSrmigen Bereiehe werden so sehmul gewiihlt, dass sie n ieht  

f ibereinander greifen. In  diesen l~ingbereiehen bekommt  die Abbildung den 
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Charakter einer >>Verschraubung>>, d. h. sie ist iihnlieh der in Polarkoordinaten 

(r, 0) folgendermassen zu beschreibenden topologischen Abbildung des Kreisringes 

R l < r ~ R ~  auf sieh: 

r' r + (R~-- r) l~--~--~R'l 1 

0 ' = 0  + 2 z ~ m - -  

die im Inneren des Kreisringes fixpunktfrei und auf den Ritndern die Identitiit 

ist. Die ganze Zahl m i s t  dabei fiir jede Kurve der Exponent m aus der zuge- 

hSrigen Gleichung (44), und das Vorzeiehen yon m, also der Verschraubungssinn, 

ist an jeder Grenzkurve zwischen Kerngebieten richtig zu withlen. Die zugehS- 

rigen T-Funktionen geben dann in ihren Kerngebieten die identische Abbildung 

t x = x  ausser in beliebig schmalen Abstandsstreifen liings der Randseiten. Als 

Fixpunktmenge yon ~q~ hat man N mehrfach zusammenhiingende Bereiche, einen 

in jedem der N Kerngebiete, und sonst keine Fixpunkte. Die Indizes der N 

Klassen sind I - - ~ ,  wenn ~ die zmn s-ten Kerngebiet gehSrlge ~-Zahl is~. Man 

sieht iibrigens leicht, dass man die Abbildung ~q9 so abiindern kann, dass jede 

der N negativen Klassen dureh einen einzigen Fixpnnkt befriedigt wird, ohne 

dass man dabei ausserwesentliche Fixpunktklassen einfiihrt. 

Das Beispiel ~2, I, S. 343 gehSrt unter diesen Fall. Den beiden dort auf- 

gezeigten wesentlichen Klassen entsprechen Kerngebiete, die zusammen q~ aus- 

machen und litngs derjenigen Kurven aneinandergrenzen, die den Achsen der 

Elemente b, c und b -1 c entsprechen. Zu beiden gehSrt ~ - 2 ,  #-~o,  also i ~ - - - I .  

In der dort konstruierten Abbildung sind die 3 Ringbereiche so ausgedehnt ge- 

w~hlt, dass ihre Restmenge auf ~s nur die beiden Kurven der Fig. 19 (I, S. 346) 

sin& Man kann sie aber auch beliebig schmal wiihlen, sodass die Fixpunktmenge 

fast die ganze Fliiche fiillt. 

Satz 24:  Fiir diejenigen Abbildungsklassen, bei denen die zugeh6rigen Kerngebiete 

die ganze Flh'che ausfi~llen, die also dutch Versehraubungen lSngs eines 

Systems von zu einander fremden und untereinander nieht homotopen ein- 

faehen Kurven hervorgebraeht werden k6nnen, ist das allgemeine 2u 

punktproblem vollstiindig lb'sbar. 


