
SUR CERTAINES G NI RALISATIONS DES 0P RATIONS 
INFINITI SIMALES ] LI MENTAIRES. 

PAR 

ANDRt~ ROUSSEL 
STRASBOURG. 

Introduction. 

Duns ee travail nous nous proposons d'dtudier certaines operations de nature 

infinitgsimale qui se .pr6sentent comme des g6n6ralisations naturelles de la 

ddrivation. 

Comme on le salt, la notion de d4riv6e s'introduit en analyse quund on 

cherche s remplager la loi inconnue liant entre elles les valeurs d'une fonction 

�9 qui correspondent b~ des valeurs voisines de la variable, par une loi approch6e 

plus simple, on tol6rant une erreur d'un ordre donn6 s l'avance. O n  suppose, 

en outre, implici~ement que la connaissance de la loi approch~e plus simple, 

permet de remonter dans une certaine mesure ~ celle de la foncti0n elle-m~me. 

Tou~fois,  les id6es prdc6dentes que l'on retrouverai$ s l'origine m6me de l'ana- 

lyse mathdmatique, n 'ont pus 6t6 appliqu6es de la fa~on la plus gdngrule possible. 

Employons le langage g~om6trique pour faciliter notre dxpos6, en faisant corres- 

pondre uux fonctions !es courbes qui en sont la representation graphique. La 

propri6t6 fondamentale des fonctions de l'analyse classique peut alors s'exprimer 

ainsi: en chacun de ses points, la courbe F repr6sentant la fonction ne diff6re 

que d'un infiniment petit du scond ordre d'une droite D passant  par le point 

M r et dont le coefficient angulaire varie d'une fugon continue avec M. 

La donn6e de ce coefficient ungulaire, c'est-~-dire de la d6rivde en chaque point 

M 6quivaut s celle de la droite D qui y passe. 

II est naturel de chereher ~ ~tendre les propri6t6s pr6c6dentes et de conce- 

voir des fonctions telles que pour chacune d'elles la courbe representative corres- 
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pondante puisse, dans le voisinage de chacun de ses points M &re remplac4e 

par une autre courbe qui repr&ente une fonction sans d6riv4e, variable avec M 

tout en appartenant g une famille donn4e K, l'erreur ainsi commise devant ~tre 

d'une grandeur donn~e g l'avance. Le param~tre qui, pour chaque valeur de la 

variable x, dgtermine dans la famille K la courbe C correspondante jouera ainsi 

un r61e analogue g celui de la d&iv~e et pourra donc en ~tre consid&6 comme 

une g~ngralisation. I1 est indiqu~ d'4tudier d'abord le cas off l'4quation des 

curbes C est de la forme 

Y=g~(X)-{- ~. (I) 

Si q~(X.) est g variation born4e, les idles qui sont expos4es ici, pourraient ~tre 

rattach4es sans peine g la c41~bre th4orie de l'int~gration qui a illustr4 M. Le- 

besgue. Nous exclurons donc les fonctions g variation born6e de cette &ude. 

Nous serons alors conduit, dans la premiere partie de ce m~moire g montrer que, 

pour chacune des fonctions ~ appartenant g une classe tr~s 6tendue qui sera 

pr4cis6e ult&ieurement, on peut d6finir une classe de fonctions F, de m~me 

puissance que celle des fonctions g d4rivde continue, pour lesquelles on aura une 

relation de la forme 

F(x + h) -- F(x) =f(x)  {q~ (x + h)-- ~ (x)} + e eo (I h D (2) 

f(x) &ant continue, co dgsignant le module de eontinuit~ de ~0, e d&ignant un 

infiniment petit avec h. 

G~om&riquement, cela signifie qu'en chaque point de la courbe F, il existe 

une courbe de la famille (I) qui repr~sente la premiere avec une erreur infiniment 

petite par rapport au module de continuit4 de la seconde. L'~quation de C estl 

d'ailleurs, pour chaque valeur de x: 

Y : f ( x )  qD ( X) + [F(x)--f(x) q~ (x)]. 

Plus gdn~ralement, on peut prendre l'4quation des courbes C sous la forme: 

et il s'agira de trouver une fonction F telle que 

F(x + h) - -F(x)=r  + h, f)--qD(x, f ) ~  tt, 

f d~signant une fonction continue de x donn~e et # un terme compl~mentaire 
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dont  l 'ordre de grandeur  seru pr~cis~ duns la suite. L' interpr~ta.t ion g~omdtrique 

est, ici uussi, bien claire. Duns le voisinage de x, l ' e r reur  commise en substitU- 

ant  s F l a  courbe C: 

Y = ~  [X, Ax)] + 
off 

no devru pus ddpusser /~. 

Nous  r4soudrons le probl~me pr4c4dent duns des cas part iculiers ~tendus. 

Nous dirons, pour  abr4ger, que les fonctions F sutisfuisant s une relat ion ge la 

forme (2) sont des primitives de seconde esp~ce pour f .  [nversement ,  f seru lu 

dgrivde de seconde esp~ce de F.  

Enfin, nous porterons notre  a t ten t ion  sur un probl~me un peu different  dont  

l 'dtude nous conduira  ?~ la not ion de pseudo-ddrivde, qui fair l 'objet  de la. seconde 

part ie  de ce mdmoire. Prenons ,  pour  chaque valeur de x l '~qu~tion de nos 

eourbes C sous lu forme:  

r = ~ ( x ,  x ) + ~  

m~mes questions qu 'uuparavunt .  Nous serons condui t  g et posons nous les 

5crire iei: 

F(x + h)-F(x)=f(~)g(h) + 
~ v e e :  

g(h)=~(x, x + h)- -~(x ,  x). 

La  d~terminution de F peut  donc se ramener  '~ celle d 'une ~onction u telle 

que l 'on air, uvec une certuine erreur:  

u(x+h)--u(x)=~(x, x+h)--~(x, x). 

Le probl~me reviendru ulors ?~ obtenir  une primit ive de f par  rappor t  "~ u. 

Mais, il est des cus extr~mement  dtendus duns lesquels g, consid~r~e comme 

fonct ion de l ' intervulle h peut  avoir une  expressioll tr~s simple, sans que la 

question qui nous occupe soit susceptible d 'e t re  rdsolue avec uutant  de precision. 

P ou r  en donner  un exemple part icul i~rement  simple, prenons:  

,q(h)=h ~ 

pus de fonct ion continue F satisfaisunt s une relat ion telle que la il n 'existe 

su iwn te  

F(x + h)--F(.)=f(x)h ' +~h ' 
12 - -  28538. Acta mathematica. 53, I m p r l m ~  le 3 avr i l  1929. 
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c'est-s ayan.t une d6riv6e continue par rapport s la fonction d'intervalle h ~ 

consid6r6e. Cependant, il existe, par rapport s chaque fonction d'intervalle g 

des ph~nom~nes g6n6ralisant ceux de d6rivabilit6. Pour  en donner d~s mainte- 

nant une id6e tr~s sommaire, ils consistent darts le fair que le rapport incr6mental: 

~(z  + h)-- F(~) 
g(h) 

diff~rera aussi peu qu'on le voudra, en un nombre de points arbitrairement grand, 

d'une fonction donn~e f qui sera dire alors la ~vseudo-ddrivde de F par rapport s g. 

L'extr~me g6n6ralit6 de cette notion est manifeste, et nous serons conduit 

en 6t~udier certaiaes modalit~s remarquables. Pour terminer, renvoyant ~ un 

travail ult6rieur l'6tude des applications que ron  peut tirer des r6sultats du pr6- 

sent m6moire, nous terminerons on donnant des th6or~mes permettant de con- 

clure s la possibilit6 d'effectuer sur une fonction donn6e ~' certaines operations 

infinit6simales ~tudi6es ici. Ces th6or~mes se pr~sentent d'ailleurs comme des 

g6n~ralisations de propositions connues, relatives ~ l'existence de la d6riv6e au 

sens classique. 

PREMI]~RE PARTIE.  

Recherche des primitives de seeonde esp~ce. 

i. Decomposition fondamentale d'une fonction. Soit ~ une fonction con- 

tinue donn~e. Nous allons montrer que route autre fonction continue f(x) peut 

se mettre sous la forme: 

f(x) =i~ [-1 (x) ~ (x)] +f~ [us (x) ~ (x)l + . -  (i) 

ul, us, u s , . . ,  d6signant des fonctions continues dont chacune satisfait g. nne 

condition de Lipschitz d'ordre un, les j~ dtant des fonctions continues satisfaisant 

des conditions: 

lf;(t) l < ~ ( i -~ ,  2 , . . . )  

ai 6rant le terme g6n6ral d'une s~rie num6rique positive convergente. La s~rie 

(I) scra alors absolument convergente. Nous pouvons en effet supposer ~(x) 

diff6rent de z~ro dans tout l'intervalle (I, 2) off nous supposerons nos fonctions 



Sur certaines g~n~ralisations des operations infinit~simales ~14mentaires. 91 

d6finies; sinon, il suffirait pour 8tre ramen6 ~ ce eas, d 'a jouter  une constante 

convenable "s ~ et les propri6t6s que nous avons on vue ne devant  d6pendre que 

de l 'accroissement de eette fonetion ne seraient pas modifiges. 

Consid6rons la courbe repr6sentant la fonction 

X (I < X < 2 )  
Y = ~ (X) . . . .  

Divisons l ' intervalle (I, 2) en n parties 6gales, par exemple: 

(I, Xl ) , . . .  (Xn--I> 56n:2) 

et eonsidgrons la fonction u,,(x) repr4sentge graphiquement  par la ligne polygonale 

dont  les sommets suecessifs out pour coordonn~es: 

en posant: 
(x. W), . . . ,  (x., y~) 

X~ 
Y~ = ~(xO" 

Etan t  donnd alors un nombre positif arbitraire ~, on peut, en vertu de la 

continuit6 de y, prendre n assez grand pour avoir: 

et, par suite: 

x _ u , , ( x  < ~ r ;  avec I ~ ( x ) ] < M  

(2) 

Ceci posg, donnons nous une fonction continue arbitrairc f ,  et soit une 

s~rie convergente '~ termes positifs: 

~:+a.2+ "" + a~+ ". 

Posons alors: 

Ol1: 

avec, pour p:  assez grand:  

On peut prendre k assez petit  pour avoir: 

l a x  + h ) - A x ) l  < ~1. 

f(x) - f  [up, (x) ~ (x)] = A  (x) 

f (x)=f[uAx)  ~(x)] +f~(~) 

If,(x) l < ~ .  
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Nous pouvons de m6me trouver un entier p.~ assez grand pour avoir: 

en posant:  
IA(x) l < -~ 

A (x) =f~ [up, (x) qD (X)] + A  (x) 

et ainsi de suite ind~finiment. Finalement  on volt que f(x) peut se mettre  sous 

la forme annonc~e (I) ~vec une l~g~re modification dans les notat ions que nous 

venons d'employer. Nous dirons alors que nous avons effectu6 la d~composition 

du premier genre de f e n  fonction de qg. 

On peut donner une autre d~composition de f qui nous permettra  de g6n~- 

raliser certains r~sultats, et s laquelle nous pouvons donner le nom de d~composi- 

tion de seconde esp~ce en fonction de qD. 

Divisons l ' intervalle (I, 2) en ~t parties 

continue v, d6finie de la faqon suivante: 

Xn§ - -Xn  

~gales e t  considd, rons la fonction 

et pour n assez grand la fonction ainsi d6finie v6rifiera encore l 'inggalit6: 

I x -  v. (~) ~ (x) I < ~; 

on en d6duit  comme plus hau t  la possibilit~ de d6velopper f suivant une s6rie: 

~ l ~  ao 

f (x)  = F, f,~[vn(x)~(x)]. 

Nous avons suppos~ pour simplifier que les un et les v,~ correspondaient ~ des 

divisions de (I, 2) en parties dgales. I1 est 6vident qu'il suffit de choisir les 

divisions de (I, 2) en assez grand nombre et assez petites pour que le premier 

membre de (2) tende vers zdro. 

Nous allons appliquer ces d6compositions s la recherche des primitives de 

seconde esp~ce d 'une fonetion. 

2. Formation des primitives de seconde esp~ce d'une fonction donn~e. 

Nous nous appuierons sur une remarque ~vidente: dans une certaine mesure une 
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fonction g d6riv6e continue jouera, par rapport g une fonction sans d6riv6e, un 

rble analogue g celui jou6 pa.r une constante duns la d6rivation ordinaire. Cela 

provient de ee que le module de continuit6 ~o(~)sera, en g6n6ral, infiniment grand 

par rapport s 6. Ceci pos6, consid6rons une d6composition de f par rapport s 9. 

Nous pouvons pr6voir que les fonctions u vont, duns des cas 6tendus, jouer le 

rble de constuntes et nous serons conduit g examiner si l'expression obtenue en 

intdgrant terme h terme lu sdrie (I), 99 6runt truit6e comme une variable indg 

pendante, et les Un comme des constantes, ne repr6senterait pus une primitive 

de seconde esp6ce de f par rapport g ~o. Soit to le module de continuit6 de ~, 

c'est-g-dire lu fonction d'intervalle d6finie par la condition: 

I k l ~  

Nous avons Mors le th6or~me suivant: 

Soit 99(x) une fonction continue dont le module de continuitd co satisfait de la 

condition suivante : 

A tout hombre posi t i f  A on 29eut associer un sombre posi t i f  a tel que, pour 

<-- a on ait: 

w(d) > A" 

Etant  alors donn~, use fonction continue f (x) ,  on peut trouver une infinit6 de fonc- 

tions continues t~(x) qui soient de primitives de seconde dsp~ce pour f par rapport 

& q~, le quotient du module de continuitd de la d(ffdrence de deux quelconque d'entre 

elles par le module de continuit6 de qD tendant vers z6ro avec h. 

Rappelons que _F est une primitive de seconde esp~ce si l'on a: 

F ( .  + + (x)} + (I h I), 

&ant infiniment petit avec h. 

de fonetions 99 relies que: 

Remarquons en outre que la classe tr&s &endue 

satisfait aux conditions de l'6nonc6, comme on le voit facilemenk 

Ceei pos6, consid6rons la d6composition de premiere esp~ce de f(x)]en fonc- 

tion de ~o, soit: 

f(x) ~-fl [u, (x) ~p (x)] + ' "  +fn [u,~ (x) g~ (x)] + " "  
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les u~(x) ayant la mSme signification qu'au paragraphe I. 

t 

F,,(t) = f fi~(t) dt 
1 

Posons : 

et consid4rons lu fonction F(x) dSfinie par l'6quution: 

+ ~ F .  [~n(X) ~ (x)] 
F(x) = ~ -.(-1 

77,~I 

( I  ~ X ~ 2) 

F(x) est une primitive de seeonde esp~ee pour f.  
Tout d'abord la sdrie figurant au second membre de cette 5quation est 

absolument et uniform~ment convergente. En effet on aura, en vertu de nos 

hypotheses: 

I F'~(u"q?) I < M~,fi~(t), (3) 
Un 

car nous pouvons supposer que t varie duns un intervalle fini. Mais nous uvons 

vu, paragraphe I, que If~(t)l restuit infdrieure uu terme g~n6ral d'une s~rie 

num~rique ?~ termes positifs convergente. Donc: 

Et par suite: 

n = l  ] ~n  1 

F ( x + h ) - - F ( x ) = ~  _~. 
n ~ l  

A,~ ~tant la difference des termes g6n~rnux des s~ries: 

F ( ~ +  h) et F(x) .  

On peut dcrire: 

-/1., - -  u,~(xI+ h) {F,~[m~(x + h) q~(x + h)]--T;,[u,,(x) q~(x)]} 

_ F,~ [~.(x) ~ (x)] [~.(x + h) - -  ~,,(~)1 
u.(x) u.(x + ~) 
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ou encore, en uppliquant la formule de la moyenne uu premier terme du second 

membre: 

[q~(x):,(o,,,) 

Donc: 

avec �9 

F,,(,.,~:! ] [u,~(x + h)-,,,,(.)]. u.(x + h) u.(x)l 

ov 

F(x + h)--F(x) - :  ~,f.(O,,)[~(x + h) --  ~0(x)] + R 
1 

[~(xG(o.) F.(.,,~) ] [. .(~+h)-,. .(~)] 

(4) 

0,~ 6rant compris d~ns l ' intervalle qui u pour extr6mitds: 

u,~(x)9~(x ) et un(x+h)qg(x+h ). 

Ceci pos6, lu d6monstration du th6or~me reposeru sur le lemme suivunt, que 

nous allons 6tablir: 

I1 existe un nombre positif M, tel que l 'on uit pour n arbitr~ire: 

un(x + h)--u,, (x) [ 
[ ,o(hi)  < M. (5) 

lqous pouvons supposer, pour simplifier, que la projection sur Ox des sommets 

de la ligne polygonale repr6sentant  u divisent l ' intervulle (I, 2 ) e n  p,~ parties 

6gales. Supposons d'abord: 

I h l > -  I 
/gn 

et ddsignons par (x,, x.2) le plus petit  intervalle dont  les extrdmitds sont des 

points appurtenant  s la division pr6cgdente, qui renforme l ' intervalle (x, X+h) 
son intdrieur. Soit de m4me (x'~, x'~) le plus grand des intervulles analogue qui 

est contenu duns (x, x+h), cet intervalle pouvant se rdduire s un seul point. 

Nous uvons, en supposunt h positif, 

r 1 
x l - x ~ : -  a'o~: x ' , -x l~-I / , I  

, 1 ' I I x .~ - -x~: - -  d'ofi: x2--x2 ~ ,  ,h.  
/gn 
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Si h 6fair n6gatif  on aurai t  des conclusions analogues, en ~changeant x t et ~2. Or: 

l u.(x + h)-un(x) l ~ lu.Cx+ h)-u.(x'~)l + ] Un(X'2)--U,, (X'I) [ + lU.(~'~)--U.(X)I. 

Mais un varie lin~airement dans chacun des deux intervalles: 

(x,, x',); (~, x'~). 
On a donc: 

[ l~n(x-~- h)--Un(X) [ "~ ] Un(X2)--Un(Xt2) [ + [Un(X'2)--Un(X'I) [ -~- [~n(Xtl)--~n(X)l. 

Or, en chaque point de division de (I, 2) on a: 

9o (x~) 

et l 'on volt facilement que l 'on peut dcrire, en d~signant par N une constante: 

l u~(x+h)--un(x) [ --< N I e(x,)--r  ] + N] r  + N I x~--x~ I 

+ N[ ~(.~,:'~)-~(~) [. 

Or: 
x'.~-x' ,  < Ihl; x~-x~<31hl 

et par suite: 
[u.(x+h)--u.(x)[ <_ 3N,o([h[)+ 3N]h[.  

Les conditions de l%nonc6 entra lnent  alors dans le cas actue! la conclusion 

annoncde. Passons main tenant  au cas off: 

Ihl< •  Pn 

A l'int~rieur de (x, x +  h) il y a alors au plus nn point de division x o. Supposons 

qu'il en soit ainsi. Soit X-a l e  point de division qui precede imm~diatement  x o 

et xa celui qui le suit. On a: 

Xo--~<]hl, Ix+h-Xol < lai, 
par suite: 

[un(x+h)--un(x)[ <--[u',(x)[[h[ + [u',,(Xo)[Ih I 
ou encore: 

l u.(~ + h)-~.(~) I -< N~ [ ~(~')J-(x~ I I  x~-~o h l [ q~(x~176 [ I h l + N~ l h l 
+ Yl  Xo-X-~ I 
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c'est-s 

I ~,~ (x + h)-- ~. (x) I -< N~ ~(~'--x~ + N ~ ( x ~  I + G l h l  (6) 
X 1 - -  X 0 .T, 0 " - -  X - -  1 

et des condit ions de l '6nonc6 d6coulent encore la  mbme conclusion, t 

Enfin, si, s l ' in tdr ieur  de ( x , x+h)  il n ' ex i s ta i t  aueun point  de division, 

nous aurons,  en d6signant  par  (Xo, Xl) l ' i n t e rva l l e  form6 de dux points  de division 

successifs qui cont iennent  l ' in terval le  pr6cddent  s son int6rieur:  

lu~(x+h)--u~,(x)l < G~(x'--X~ I + G l h l  
X 1 - -  X 0 

(6') 

et notre  l emme est vrai dans tous les cas. Remarquons  m a i n t e n a n t  que, pour  

n inf6rieur s un ent ier  fixe p, d 'ai l leurs arbi t ra i re ,  on a: 

I Un (X 2[_ h) -- Un (x) ] 
lim I ~(] ft ~ = o (7) 

car  on au ra  pour  ces p fonct ions:  

I~n(x +~)-u,,(~)l < ~ l h l .  

Donnons  alors ~ la re la t ion  (4) not re  a t t en t ion  et  considgrons le premier  t e rme  

du second membre  qui peut  s '6crire:  

p =  [~ (x + h)-- ~ (x)] ~ f , ,  (0,~) 
1 

D'aprbs  ce que nous avons vu au pa rag raphe  I, on a: 

le second membre  de cet te inggalit4 reprgsen tan t  le t e rme  g6ngral  d 'une  s6rie 

convergente.  Nous pouvons alors t rouver  un  ent ier  k tel que, pour  n supdrieur 

k, on air, 6rant donn6 un nombre  posit if  a rb i t ra i re  ~: 

t La quant i t6  

~(k) h 
k e~(h) 

reste infdrieure 'h 2 si h est  compris entre  o e t  2k,  comme il rdsulte des propridtdS du module 
de continuitY. 

1 3 -  28538. Ac, ta mathematlea. 53. Imprim6 le 28 mars 1929. 
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o.) - (0,,) _< ~-. 
1 4 

Consid~rons main tenan t  le terme compl~mentaire de la fo rmule  (4)- 

IRI < F, ~,~ I ~.(x + ~)-,,.,~(x) I 
1 

/?,~ ~tant le terme g6n6ral positif  d 'une s6rie num6rique eonvergente.  On peut  

6erire: 

IRI < ,o(Ihl) Y.~. ~.(~+h)--u.(~) 
~(Ihi) 1 

En ver~u de l ' indgalit6 (5) nous pouvons t rouver  un ent ier  q tel  que: 

l u . (x+ h)--Un(X) 

--r 

Donc pour  tou t  ent ier  n sup~rieur ~ q, nous aurons:  

" lu"(~+h)-"(z) l  ~,(Ihl). IRI < ~,(Ihl)~#,, ~(Ihl) +4- 
1 

(8) 

Nous avons: 

' (x)-  ~f"("~ < s 
1 

Donnons  alors ?~ ~ une valeur f i x e  p ,  sup6rieure ?~ la fois s q r. Nous pouvons, 

en ~enan~ compte de la continuit6 des j~, et de l ' in6galit6 (7), t rouver  un nombre 

positif /~ tel  que: 

Ih, l-<~, 
entra~ne ?~ la fois: 

~,f,,[u,~q~] - -  ,(0,, 
n = l  

< ~ ,  a'o~: x ) -  O. -<~ 

 (Ihi) I - < 4  . 

(io) 

Nous pouvons, d e  mSme, t rouver  un ent ier  r tel que s i n  lui est supdrieur on air: 

(9) 



Sur certaines gdn6ralisations des op6rations infinit6simales @ldmentaires. 

L'indgalitd (9)i- off n 6gale p, devient alors: 

99 

6 

I~[ < 2~(Ih[). 

L'in~galit~ (8) donne alors, en tenant eompte de (m): 

[~v(x + h)-- ~(x)] ~ f,~(0,,) -- [~(x + h) - -  qD(x)lf(x) 
1 

et l'dquation (4) devient: 

I F(x + h)--F(x) --f(x)[qD (x + h)--q~ (x)] I < ~ oJ (I h I) 

ee qni 4tablit la relation g d6montrer. 

Remarque. I1 existe une propri6t6 des op6rations pr&@dentes qui rappelle 

['int@gration par parties. •ous pouvons en effet, d6velopper ~0(x) en fonction de 

f @ ) .  Soit: 
oo 

(~) = y~ ~,,[w.(x)f(x)] 
1 

en supposant que f ne s'annule pas. Dans le cas eontraire, on lui ajouterait 

une eonstante eonyenabie. Consid6rons alors la fonction: 

t 

+ ~ q). [w,~(x)f(x)] = d t )  Z f 
n = l  1 

off l'on a pos6: 
t 

q),,(t) = f~.(t)dt. 
1 

(ii) 

Nous  avons, comme le montre un calcul facile: 

F ( .  + h ) - - F ( . ) 8 ( x ) { q ~ ( x  + h)- -~( . )}  + {f(x + h)--f(x))  ~ ( .  + h) --  ~,,(0,,) 

+ y, ~'.[~.(. + h)-w.(x)] 
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Les raisonnements p%c~dents, appliques s eette expression, m0ntrent que, s i ,  

sans faire aucune hypoth~se sur qD(x) en dehors de la continuitd, on suppose que 

f(x) satisfait aux conditions figurant dans l'dnoncd du th~or6me donn6 dans le 

paragraphe p%c~dent on peut ~crire dans le premier cas: 

F(z  + h)--iv(~)=/(~){~ (z + h)-- ~ (x)} + ~ ~'(I h I) 

~o'(Ihl) gtant le module de continuitd de J~x). 

Observons que la formule (I~) est bien analogue comme nous l'avions an- 

nong~ de la formule classique: 

f fdq~=f99 -- f ~dr 
qui est valable quand f et ~0 out des d~riv~es. 

4. Autres extensions des r6sultats pr6c6dents. Comme nous l'avons vu, 

dans l'introduetion, nous sommes conduit s nous poser le probl~me ggndral 

suivant: Former des fonctions F(x) telles que, grant donn~e une fonction con- 

tinue ~(x, a) on puisse trouver une fonction continue f(x) satisfaisant s la con- 

dition suivante: 

F(x + h)-- F(:~)=r [x + h, f(x)]--~ [x, Ax)] + ~o(I h l), 

co(] h I) grant le module de continuit~ de ~0(x, a) par rapport s x. Nous le dgfi- 

nirons avec plus de p%cision, par la relation: 

~(I h I)=,n~x I~(x + k, .)-- ~(~, ")1 
1.1-< 

M 6taut le maximum de If(x)] dans l'intervalle consid~%. Nous nous bornerons 

s indiquer la solution de cette question darts des cas particuliers, d'ailleurs 

~tendus. 

Nous supposerons d~abord que la fonction q~(x, a) est de la f o r m e :  

[~(x), ~] 

�9 admettant une ddriv~e partielle continue par rapport s ~1. 
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I1 est alors facile de montrer  qu'k toute fonction continue f(x), on peut 
a3socier une fonction continue F possddant la propridtd en question, pourvu que 9~(x) 

satisfasse (~ l'indgalitd fi.qura~t darts l'dnoncd du thdor~me donnd paragraphe 2. 
Nous dirons encore iei que F(x) est une primitive de seconde espSce de f 

par rapport  s +(x, a). 

Consid6rons la fonction: 

�9 ',,,[~,(x), f(~)] 

et soit F sa primitive de seconde esp~ce par rapport  "~ 91(x). Nous avons donc: 

F ( x  + h) -- F (x) - -@ [9, (x + h), f(x)] --  $ I~1 (x), f(x)] + ~ w, (J h J) 

car, comme on le voit facilement:  

F(x + h)-- F(x)~- q)',p [91 (x),/(x)] [9, (x + h) --  T, (x)] + e w, (J h J). 

Or, en d6signant par M un nombre tel que: 

et par ~o le module de continuit6 de 9(x,  a), on a: 

~(Ihl )  < ~ro~,(I h I) 

e$, par suite, la proposition ~nonc6e. 

Plus g6n6ralement, supposons que, pour route valeur de a, 99(x, a) soit une 

primitive de seconde espbce par rapport  s une fonction ~p(x) satisfaisant s la 

condition de l'6nonc6 du th6orbme donn6 paragraphe 2. On a alors: 

9(x + h, a)--9(x, a ) = 9 ' ( x  , a)[~p(x + h)--~p(x)] + ,~o(J h J) 

co(J hi) 6tant  le module de continuitd de ~p, O0'(x, a) la ddrivde partielle de seconde 

espbce de 9 par rapport  s %0, e t e  un infiniment petit  ind6pendant  de a. Soit 

alors F(x) une primitive de seconde espbce pour la fonction 9'ix, f (x)]. On a: 

v ( x  + h)-- V(x)= 9' ix, f(x)l [9 (x + h) -- ~ (x)] + , '  ~ (I h t). 

D'ofi, en comparant  avee l'in6galit6 pr6e6dente, aprbs y avoir remplac6 a pa r f (x ) :  

F(x + h)--F(x)= 9 ix + h, f (x)] - -  9 ix, f(x)] + (e-- e')~o (J h J). 
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Nous pouvons f a i r e ,  encore ici, une remarque analogue s eelle qui termine le 

paragraphe precedent. Supposons que ~0(x, a) air, par rapport  s a une d6riv~e 

continue 9~'(x, a), an sens classique. D~signons par f(x) une fonction de la classe 

d~finie dans le th~or~me du paragraphe z, et soit: 

T'(x)-- ~ [x, f(x)] 

la primitive de seconde esp~ce de ~',~[x,f] par rapport ge f(x). Nous avons: 

F(~ + h)-- ~ ( ~ ) =  ~ Ix + h, A~)] --  ~ Ix,/(x)] 
t t 

+ ~ o [~ + h, ~] - -  ~ ~ Ix, f(x)]} [A~ + h)--f(x)] + ~' ~ (I h I) 

c dgsignant un nombre eompris entre f(x) et f ( x+  h). On a done bien une rela- 

t ion de la forme: 

�9 '(x + h)-- ~ ' (x)= ~ Ix + h, f(x)] -- ~ Ix, f(x)] + el ~o (I h I) 

que.  prouve que F est une primitive de seconde esp~ce pour f par rapport  "~ 

~0(x, a), pourvu que l 'on elargisse un peu la d~finition donn~e au d6but, en y 

remplagant le module de continuitg de 9~ par celui de f l  

5. D6rivat ion par  r appor t  a une fonction. I1 est 6vident que la fonction 

F d~finie par une relation de la forme: 

F (x  + h)-- ~ ' (x)=f(x)[~ (x + h)-- ~ (X)] + ~ w (I h I) 

n 'a  pas n~cessairement f(x) comme d~riv~e par rapport  ~ 9~. En effet, il peut 

arriver, par exemple, que l 'on air ?~ la fois: 

(x + h)--  ~ (x) = o, F ( x  + h)-- F(~) + o. 

C'est pourquoi nous avons employ~ la locution de primitive de seconde esp~ce. 

l~Iais on peut dans des cas ~tendus, associer s route fonction f une fonc- 

t ion F qui admette . f  comme d~riv~e par rapport  s ~, s condition de faire tendre" 

l 'accroissement de la variable x vers z~ro par valeurs particuli~res convenables. 

Cette derni~re restriction est 6videmment essentielle, sinon l 'aecroissement de F 

devrait  ~tre nul  en m~me temps que celui de ~0, /~' serait alors une fonction de 

~0 et il en serait de m~me de sa d~riv~e par rappor~ ?~ ~0. On ne pourrai t  donc 

r~soudre le probl~me g~n~ral de l 'obtention des primitives que pour des fonc- 

tions de la fonction ~. Supposons alors que l'on fasse tendre h vers z~ro en 

lui faisant  emprunter  les valeurs de la suite d~croissante: 

hl, h~, hn , . . . ,  h,~, . . . 



Sur certaines gdndralisations des op6rations infinit6simales 616mentaires. 

Si le rapport." 
hi 

(x § h~)-- ~ (~) 

103 

tend uniform~ment 

que soit i et j :  
vers z~ro, quand i tend vers l'infini, et, si l'on a en outre, quel 

[ q~(X+ hj)--qD(x)[~ M[hJ[ (j <i )  
(~ + h,)-  ~ (x) I h~ I 

M ddsignaut une certaine consta~te, h toute jbnction contim~e f(x) on peut associer 

une fonction continue F(x) telle que." 

lim F(x + hn)--!"(x) 
n :  ~ ~ (x  + h~) - -  qD (x) = A x ) .  

Cet~e fonction F est d'ailieurs donn~e par la m6me expression qui exprime les 

primitives de seconde esp~ce: 

F(x )  = ~ u,, " 
1 

On 4tublirait suns peine eette proposition en adoptant une murche purall~le 

celle que nous avons employee pour les propositions relatives g la primitive de 

seconde espbce. On s'appuiera sur les deux lemmes suivants ais6s g dtablir: 

I. I1 existe un hombre positif fixe K, tel que, pour routes les vuleurs de 

n e t  de i: 

[ u,~ (x + h , ) - -  ~n (*) 

2 .  Si l'on consid~re une fonction •n queiconque, on a: 

~(x  + h,)--un (x) 

Signalons en outre que si l'on suppose seulement que ~(x).~ouisse de la propridt4 

exprim~e par la relation: 

hi 
lim ~ o 
,=| T (x + hi)-- ~ (x) 

on peut 6tendre la propri4t6 pr4c6dente en se servunt d'une d4composition de 

seconde espbce de f en fonction de r I1 y a encore ddrivabilit~ de f par  rap- 
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port s ~ au moins en t ous l e s  points x d'un ensemble de mesure nulle, mais 

partout dense sur (I, 2) la ddrivde f pouvant d'ailleurs ne pas Otre atteinte uni- 

for m~ment. 

Signalons enfin que les proprigt~s analogues s l'int~gration par par~ies, 

signal6es paragraphe 3 s'~tendent eneore au eas actuel, eomme on le volt faerie- 

ment: 

DEUXI]~ME PARTIE. 

Th6orie de la pseudo-d6rivation. 

Nous aurons s utiliser certaines notions relatives aux ensembles de fonc- 

tions, et surtout la notion de pseudo-accumulation que j'ai introduite et dont 

j 'ai ~tabli les propridt~s essentielles dans ma th~se. Pour  plus de ciart~, j'ex- 

poserai donc bri~vement ici cette th~orie en donnant d'ailleurs certains rdsultats 

inddits. 

Soit W un ensemble de fonctionsf(x). Supposons les ddfinies dans un m~me 

intervalle (I, 2). On dit qu'une fonction f0 est une fonction d'accumlation de 

l'ensemble, si, s tout nombre positif ~, on peut faire correspondre au moins une 

fonction de W telle que l'on air: 

[f(x)--fo(X) [ ~-- ~. < - x < -  2) 

Or, en salt que tout ensemble de fonctions dgalement born~es, c'est-~-dire vgri- 

fiant les indgalitds: 

< M 

off M est fixe, n'a pas toujours de fonction d'accumulation. Nous allons montrer 

cependant, qu'il existe dans tons les cas une fonction dont les propri~t~s rela- 

tives s l'ensemble W sont des gdndralisations nature|les des propri~t~s de la 

fonction d'accumulation. Nous poserons la d~finition suivante: 

Soit W un ensemble form~ d'une infinit~ de fonctions f(x),  d~finie# dans un 

m~me intervalle (a, b). Une fonction fo(X) est une fonction de pseudo-accumulation 

de cet ensemble, si, 5 tout hombre positi f  Q et 5 tout hombre entier k e n  peut faire 

correspondre au moins une fonction f(x) de W et p valeurs xl, x~, xa , . . . ,  de la 

variable x satisfaisant aux conditions suivantes: 
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I ~ p > - k .  

2 ~ Les in~galitds 

[f(x~)-fo(~',) l <- e ( i :  i, 2 , . . .  p) 

sont vdrifides. 

3 ~ A chaque division de (a, b) en un hombre fini d'intervalles partials, corres- 

pond un nombre entier m tel que pour k ~--m il existe toujours au moins un x~ 

int~rieur ~ chacun des intervalles de la division considdrde. 

i. Existence des fonctions de pseudo-accumulation. Nous allons 6tablir 

le th6or~me suivant: 

Tout ensemble W renfermant une infinitd de fonctio~s ~galement born~es admet 

au moins une fonction de pseudo-accumulation continue, ou non mais mesurable. 

Repr6sentons graphiquement chaque fonction de W par une courbe d'dqua- 

tion: 

u =f(~) (, -< x -< ~) 

consid~rons alors p par~ll~les h Oy:Llo, J ~ , . . . ,  Z~l_ 1 d'abscisses respectives: 

I ~ X l  ~ X , , ~  -.. ~Xp- , ,  ~ 2. 

Donnons nous un hombre positif arbitraire e. ~qous allons d~finir ce qu'il faut 

entendre par: f i l t r a g e  (~) de W sur  les J i .  Sur J o = O y  les courbes de W 

determinent au moins un point d'accumulation Po. Soit A oB o le segment de 

A o de centre P o e t  longueur ~. I1 existe une infinit6 de courbes de W qui ont 

un point entre A o et B o. Soit W ~ l'ensemble qu'elles forment. Sur J1 les 

courbes de W d~termineront au moins un point d'accumulation P1 et il existera 

un ensemble W 1 extrait de W ~ formd d'une infinit~ de courbes ayant chacune 

un point sur le segment A 1 B~ de J~ qui a pour centre P1 e t e  pour longueur. 

On voit imm~diatement qu'en poursuivant p fois le processus ci-dessus, nous 

finirons par obtenir sur ehaque J i  un segment A/Bi de longueur e eL, d'autre 

part un ensemble W(e) renfermant une infinitg de courbes telles que leurs points 

d'intersection avec les J i  successifs soient situ~es entre Ai et B~. Nous dirons, 

pour abr~ger, que le filtrage (e) de W sur les Ai est l'op6ration qui permet 

d'extraire de W l'ensemble W(e). 

lqous voyons ainsi que cette m~thode de filtrage nous permet d'extraire de 

W un ensemble renfermant une infinit~ de fonctions et prSsentant sur p droites 
1 4 -  28538.  Acta mathematica. 53. I m p r i m $  le 28 m a r s  1929, 
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donn6es p &ranglements successifs 6gaux ~ ~, p pouvant d'ailleurs &re pris aussi 

grand, et ~ aussi petit qu'on le voudra. 

Ceei pos6, soit: 

'~1~ v % ~ . . . ~  / ~  . . . 

une suite d6croissante de hombres positifs tendant vers zGro. Soit IV~ l'ensemble 

obtenu en faisant le filtrage (~:) de W sur Oy et sur la parall~le 's Oy d'abscisse 2. 

Divisons (:, 2) en deux parties 6gales, et par les sommets des 2 intervalles par- 

tiels obtenus, menons des parall~les g Oy sur lesquelles nous effectuerons le 

filtrage (e~) de W e e  qui nous donnera Mnsi un ensemble W~ dont on extraira 

un ensemble W.~ en en fMsant le filtrage (ca) sur les parall~les g Oy d'abscisses 

6gales g celles des sommets des intervMles obtenus en divisant (I, 2) on trois 

parties 6ga les , . . .  et ainsi de suite.  D'une faqon g4n6rMe, pour obtenir W,, 

on divise (i, 2) en n parties 6gales, et par les extr6mit6s des intervMles partiels 

ainsi obtenus, on m~ne des parallbles '~ Oy sur lesquelles on fMt le filtrage (~.,,) 

de W,~-I. 

Nous formons Mnsi une suite 

w : , w ~  . . . .  , w , , . . .  (,) 

d'ensembles off cheque Wi renforme une infinit4 de fonctions appartenant routes 

"2 lVi-,. 
Soit alors O une parall~le g Oy d'abseisse x. Considdrons l'ensemble des 

points d'interseetion de D avee les fonctions de gC,. Cet ensemble est born4, 

inf6rieurement et sup&ieurement. Ddsignons respectivement par I e t  par J sa 

borne infdrieure et sa borne sup&ieure. Nous d&ignons par les-m&nes lettres 

I e t  J les ordonn6es des points I e t  J on a:- 

I ,  < _ 1 ~  . . .  <--M 

J:>J,>>-... >----M 

M dtant un nombre fixe, e e  dernier point r6sultant de l'hypoth~se: 

I f (x )  I < M .  

Les points //  et ~ tendent done respeetivement vers des limites I e t  J e t  le 
.r I J  est int6rieur gt tous les I~ J~. Soit y l 'ordonn& d'un des points [ ou 

J ,  I par exemple. Posons pour chaque vMeur de xl 

fo(*)=y 2). 
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I1 est clair que fo(X) est une fonction de pseudo-accumulation de W. En 

effet, prenons un e positif, et soit k un entier quelconque. I1 existe un hombre 

entier p tel que l'on air: 

~ ~>ep~> ~ p + l >  . . . .  

Soit alors n u n  nombre entier plus grand que p e t  que k. C0nsid6rons l'en- 

semble W,~ de la suite (i) et  d4signons par z/~ une quelconque des n - - I  paral- 

lbles s Oy men6es par les extrdmitds des intervalles partiels obtenus en divisant 

(I, 2) en n parties dgales. Les lettres [ e t  J gardant la m~me signification que 

plus haut, nous avons d'aprbs les propridtds des ensembles de la suite (I): 

~ t J n  < ,~n 

I et J 6rant relatifs ~r la droite consid~r6e. Or, le point I e s t  int6rieur au seg- 

ment L~J~. Doric, si de part et d'autre de 1, nous portons sur d i  des longueurs 

6gales s e, nous obtenons un nouveau  segment h l'intdrieur duquel routes les 

fonctions de W~ ont chacune un point, ce qui dtablit la proposition, le nombre 

pouvant ~tre pris arbitrairement grand. 

Exem291e: consid6rons l'ensemble des fonctions 

y = ( x -  ~)" (~, 2) ( ,  = ~, 2 , . . . )  

il y a une fonction de pseudo-accumulation et une seule ddfinie par les conditions: 

y ~ - O  I <~X<~2 

y = I  X ~ - I .  

Fonctions 4galement continues. Th6or~me d'Ascoli. On sait que les fonc- 

tions d'un ensemble W sont 6galement continues, si, ~ tout e > o, on peut faire 

correspondre un d > o tel que l'in6galitd: 

I x ~ - x ,  I -< 

entraine pour routes les fonctions de W: 

[ f (x~) - f (x~) l  <- ~. 

I1 est alors facile de retrouver cet dnonc6 du s Ascoli: 

Tout ensemble de fonctions dgalement co~tinues et dgalement borudes admet au 

moins une fonetion d'aceumulation continue. 
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Formons  avee les fonctions de W la suite (i). Donnons  nous arbitraire- 

ment  un nombre positif  a. Je  dis qu'i l  existe un ent ier  q tel  que pour  n su- 

p6rieur g q, la valeur absolue de la diffdrence des valeurs correspondant  g u n  

mSme point  x de deux fonct ions quelconques de W reste inf6rieure g a. En 

effet nous pouvons choisir n tel  que pour  n sup&ieur  g q, on air: 

i o )  [f(x")--f(x') ] --< a . 
3 

quelle que soit la fonct ion f de W, x '  et J~" 6rant deux valeurs de x prises 

clans un des intervalles part iels  obtenus en divisant (I, 2) en n parties 6gales 

par  des points d'abscisses x~, xe . . . .  Xn. 

20 ) a'_ __> ,~n :> "" .  
3 

On a, en d4signant par f l ,  .f~ deux fonctions arbitraires de W,,, x"  4rant 

compris entre x~ et xi+~: 

If.~ (x/') - A  (x/') I ( i - - I ,  2, . . . n - - l )  

< - I f i _ ( x / ' ) - f , ( x , ) l  + I L ( x , ) - A ( x , " ) l  + ]/;(x,.)-A(x,)l < ~ + ~ + ~,, <- ~.  
3 3 

I1 en r6sul~e immddiatement  que, sur route droite D ,  les points [ et J conver- 

gent  uni form6ment  vers le mSme point  I ,  dont  le lieu d6finit une fonct ion d'ac- 

cumulat ion de W qui, dtant  la limite de fonctions continues convergeant  uni- 

formdment  vers elle, es~ aussi continue. 

Appl i ca t ion .  On peut  tr~s faci lement  6tablir  le th~or~me suivant  qui rentre  

dans l 'ordre d'id6es dtudid dans ce m~moire et qui mont re  l'u~ilit~ des notions 

pr~cddentes. 

Soit un ensemble W de fonctions continues f(x), it d&iv&s continues. Si W 

admet une fonction d'accumulation f0(x), continue et admettant une d&ivde continue 

fo'(x), cette ddriv& est une fonction de pseudo-accumulation pour l'ensemble W'  formd 

avec les d&iv&s f des fonctions de W. 

z. Continuit~ de la fonct ion de p s e u d o - a c c u m u l a t i o n .  Nous allons 6tablir 

les deux lemmes suivants qui nous serons utiles plus loin. 
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Pour qu'un ensemble U de fonctions ~galement borndes admette une fonction de 

pseudo-accumulation continue, il fau t  et il suffit qu'on puisse extraire de U un en- 

semble W d'une infinitd d'dldments tel qu'5 chaque fonction de W on puisse faire 

correspondre une fonction continue g(x) de ma~i~re ~t satisfaire aux conditions ci- 

dessous : 

I ~ Les fonetions g sont dgaleme~t continues. 

2 ~ A tout hombre positif e et ~ tout e,ntier n donnd, on peut faire  correspondre 

au moin,~ une fonction de W e t  n valeurs de x sati.~aisant aux indgalitds : 

I g ( x , ) - f ( x , )  I -< e ( i =  I, 2 , . . .  n) 

g dtant la fonction associde ~ f .  

On suppose, en outre, quand n augmente inddfiuiment que les valeurs de x 

ddfinies ci-dessous tendent h se r~partir uniformdment sur Ox. 

Les conditions dnoncdes sont suffisantes. En effet, nous pouvons extraire 

de W une suite illimitde S de fonctions: 

f , , f ;  . . . . . . .  , f , , ,  . . .  

dont le terme g6n6ral est la fonetion qui correspond, d'apr~s l'dnonc6, s une 

valeur pour e dgale ~ l'inverse de n. Or, les fonctions associ~es aux termes 

successifs de. S out au moins une fonction d'accumulation continue d'apr~s le 

thdorbme d'Ascoli et cette fonction est aussi une fonction de pseudo-accumulu- 

tion pour W. 

La condition est n6cessaire. Soit ~F une fonction de pseudo-accumulation 

continue, f une fonction vdrifiant les conditions: 

[ f ( x i ) -  F(x~) I < 

quand x a I'une des valeurs suivantes: 

X l ~  X 2 ~  . . . ,  X n ~  . . . .  

A la fonction f faisons alors correspondre la fonc~ion g dont la representa- 

tion graphique s'obtient en inscrivant dans la courbe repr~sentant f la ligne 

polygonale qui a ses sommets projet~s sur Ox aux points de la suite pr~c~dente. 

D'apr~s la d6finition de la pseudo-accumulation et en vertu de la continuit~ de 

F ,  on peut former une suite de fonctions g, convergeant uniform~ment vers 2'. 

Ces fonctions soar donc ~galement continues et l'ensemble des f qu i  leur cot- 



1 l0 Andr6 Roussel. 

respondent possbde bien les propridt6s de  l'ensemble W de l'6none6. D'apr6s ce 

qui pr6ebde, on peut encore dire: 

Pour qu'un ensemble U de fonetions dgalement born&s admette une fonction 

de pseudo-accumulation, continue, il f au t  et il suffit qu'(t tout nombre posi t i f  e et 

tout entier n on puisse faire correspondre une fonetion f de U et au moins n va- 

leurs de x telles que l'on ait: 

pou~wu que : 

ne d@endant que de ~. 

[ f (x~ ) - f (x~ )  [ < e 

I x j -  x,I < V 

(i, j -= I, 2, . .. ,,) 

Les valeurs 2)rdeddentes de x sont, en outre, supposdes tendre ~ se r@artir uni- 

formdment sur Ox.  

2. Introduction de la notion de pseudo-d6rivee. Soit une fonction 

v l,'(.) (, <-x<-2), (,) 

duns la courbe C qui la repr6sente graphiquement inscrivons une ligne polygo- 

nale de n cot6s Cn dont les sommets successifs se projettent sur Ox aux points 

d'ubseisses 

I , X l ,  X~, �9 , . ,  X n - l ,  2 .  

Consid&ons la fonction fn ainsi ddfinie: 

f , , ( . )  = F(x~+,) - v ( * 3  
X i +  1 R X i  

(*,--1 -< x < x,), (2) 

cette fonction f , ( x )  est 6gale g la d6riv6e de lu fonction lg~(x), repr6sent6e gra- 

phiquement par la ligne polygonale (~;~. Consid&ons alors une suite C,, C~ . . . .  , 

C n , . . .  de ces lignes polygonales telles que le nombre des cords de chacune 

d'elles augmente ind6finiment leurs projections sur Ox tendunt vers z6ro. Soi~ 

W l'ensemble des fi~(x) correspondantes. Pour plus de simplicit6, supposons que 

F satisfait g une condition de Lipschitz d'ordre un: 

! F(x  + h) --  F(x) I < MI h l- (3) 

On aura done: 

If.(x) I < M 

quel que soit M. I1 peu$ alors se pr&enter deux cas: 
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I ~ W admet une fonction d'accumulation continue f ( x ) .  

2 ~ W n'admet pas de fonction d'accumulation continue. 

Dans le premier cas, sur lequel nous reviendrons, F(x) admet f ( x )  comme 

d~rivde. 

Pla~ons nous maintenant dans le second cas. Nous savons que W admet 

toujours une fonction de pseudo-accumulation, bornde et mesurable. Le cas off 

W aurait une fonction d'accumulation discontinue rentre dans le cas actuel. 

17 est done naturel de dire que f est une pseudo-d~riv~e de F .  Nous sommes ainsi 

conduit ~ poser la ddfini~ion suivante: 

Une fonction F(x)  admet f ( x )  comme pseudo-d~riv~e par rapport ~ lu f o n c t i o n  

d ' i n t e r v a l l e  qD(~) s'il est possible de satisfaire aux conditions suivantes." 

I. A tout nombre poMtif  e i l  est possible de faire  correspondre un entier n 

et n couples: 

(xl, x/) ,  (x~, x/) ,  . . . ,  (.~,~, x~/) 

de valeurs pour x de mani~re ~ avoir : 

[ ~'(~/) - F(x,) [ 
I 

2. Quand ~ tend ver,r z~ro, n tend vers l'infini, et max I x / - - x ~ [  tend 

vers z~ro. 

3. Si  l'on divise (I, 2) en p intervalles partiels on pourra trouver un hombre 

posi t i f  el tel que, pour s <--s~ il y ait au moins un point x intg~ieur h chacun de 

ces intervalles. 

Plus bri~vement, cela revient ~ dire que le rapport: 

s~(h) 

diffgrera de f ( x )  d'aussi peu que l'on voudra, en des points x en nombre aussi 

grand qu'on voudra, ces point tendant d'ailleurs s former un ensemble partout 

dense sur (I, 2). 

D'~pr~s cette d~fini~ion, si une fonction F satisfait s une condition de 

Lipschitz par rappor~ s la fonction d'intervalle q~((~), soit: 

]F(x  + h)-- F(x) l < :a/I W (h) l (4) 
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cette fonction admet 6videmment une pseudo-d6riv6e eonstituge par un des nombres 

d6riv6s A( x )  de cette fonction par rapport  g 9~. Mais la r6ciproque n 'est  pas 

vraie n6cessairement. Une pseudo-dgriv6e ne coincide pas toujours avec un des 

nombres d6riv6s, mSme sur un certain ensemble. 

Dans ce qui suit, nous considdrerons uniquement  des fonctions qui saris- 

font  g une condition telle que (4). Soit: 

~ , ,  ~ , . . .  d,~, . . .  (S) 

une suite de divisions de (i, 2) e n  I, z, . . .  n, . . .  intervalles partiels quelconques, 

mais tendant  tous vers z6ro. J n  est ainsi constitu6 par la r6union de n inter- 

valles partiels (I, x a ) , . . . ,  (x,~-i, 2). Nous poserons alors la d6finition compl6- 

mentaire suivante: 

La fonction F admet par  rapport de q9 une pseudo-ddmvde f relative ~ la suite 

de divisions." 

~tl, J~, . . .  Jn ,  . . .  

si, ~ tout e posi t i f  et ~ tout entier p ,  on peut assoeier un entier q, au ~oins @al 

it 29, tel que, dans chaque division z~ n de rang supdrieur it q, il y air au moins p 

intervalles partiels cgi, a~, . , .  ap qui satisfassent aux conditions: 

F(x~-4- a,) - -  F(x)  _ f (x) [ < 

I 
8.  

Ces intervalles tendent en outre 5 devenir huh" quand e tend vers zdro et p vers 

l'infini. Enfin, leur r@artition sur Ox doit tendre ~ devenir umforme. 

Plus briSvement, F admet f comme pseudo-d6riv6e relative s la suite S,  

si, p~rmis les quantit6s: 

x,)} 

calcul6es pour t o u s l e s  intervalles partiels d 'une mSme division Jn de (I, 2) il y 

en a, quand n tend vers l'infini, un nombre ind6finiment croissant qui tend 

vers z~ro. 

Nous avons alors le th6or~me suivant, nul lement  6vident s priori: 

Soit F une fonction satisfaisant & la condition: 

IF(x+ h)-- F( )l < MI  (Ihl) I 
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q~ dtant une fonetion d'i~tervalle donnde. I l  est alors possible de faire eorrespo~dre 

route suite S: 

d i ,  A 2 ,  . �9 . Z~n . . . .  

de divisions de (~, ~) en intervalles partiels, une fonetion f (x)  born~e et mesurable 

qui soit la pseudo-ddrivge de F par rapport d q~, et relative ~ la suite S. 

En effet, s chaque terme z/,~ de S nous pouvons associer la fonction fi~(x) 

ainsi d~finie: 

< 
f~(x)-= ~{(xi+l,xi)} 

(I, x~) . . . ,  (x.-1, 2) grant les 

On a bien: 

intervalles partiels de division appartenant s z/n~ 

Wn(x) l < M 

et l'ensemble W des fn admet une fonction de pseudo-accumulation qui r@ond 

la question, en supposant que les opdrations de filtrage aient ~t~ ~ffectu@es sur 

des parallgles s Oy d'abscisses @gales s celles des extr~mit6s de tous les inter- 

valles appartenant aux diverses An ce qui est toujours possible. 

En r~sum@, quand on examine les aspects les plus gdn6raux possibles que 

peut prendre la th4orie de la ddrivation, .on voit que les p r o p r i ~ s  d'une fonc- 

tion F par rapport s une fonction d'intervalle ~v(g) peuvent se cl~sser en deux 

types principaux. /Nous supposons tou~ours, pour simplifier, qu'une condition 

la Lipschitz est satisfaite.) 

i. Ph4nomgnes de d4rivabilit~. 

2. Phgnomgnes de pseudo-d~rivabilitd. 

Ce sont respectivement les.analogues des ph@nom~nes d'accumulation et de 

pseudo-accumulation dans les ensembles de fonctions, le premier cas ~tant un 

cas particulier remarquable du second. Or, si l'on se place au point de rue de 

la thdorie classique de la d~rivation, off la fonction d'intervalle q~(h) est identique 

h, on voit en vertu du c4lgbre thdorgme de M. Lebesgue, que, en supposant 

$ou~ours la condition de Lipschitz satisfaite, il existe une pseudo-d~riv~e qui est 

en m~me temps ici une dgrivde sauf au plus sur un ensemble de mesure nulle, 

rdsultat qui pourrait se d6duire aussi des considerations ci dessus. )/Iais la pro- 

pri~t~ que nous venons de rappeler ne s'6~endrait p~s aux fonctions d'intervalle 

les plus g~n~rales, non additives. Dans ce cas, le ph~nomgne de pseudo-d6riva- 
1 5 - - 2 8 5 3 8 .  Acta mathemat ica .  53. I m p r l m ~  le 30 m a r s  1929. 
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tion subsiste seul e~ il se pr6sente donc bien d'apr~s la proposition pr6c6dente 

comme une g~n6ralisation naturelle de celui de d6rivation. 

3. Formation de fonctions admettant une pseudo-d6riv6e continue donn~e. 

Supposons pour simplifier que la pseudo-d6riv6e donn6e soit 6gale ~ I, le raisonne- 

ment 6rant le mSme dans t o u s l e s  cas. Le probl~me est donc de trouver une 

fonction F(x) ayant par rapport ~ la fonetion d'intervalle continue donn6e, une 

pseudo-d6riv~e 6gale s I. Supposons nos fonctions d6finies dans l'intervalle (0, I) 

par exemple. Soit A 1 le point de coordonn6es I e t  ~(i) .  D6siguons par //1 la 

droite joignant 0 ~ A~. Prenons sur //1 un point A~ distinct s la lois ~le 0 

et de A~, et soit A~ le point dour les coordonn6es (x~, ys) sont respectivement 

6gales ~ x~ et y~+~{(x~, x2)}, x~ 6tant une valeur de x comprise, au sens strict, 

entre x~ et I. Nous d6signerons par //2 la nouvelle ligne polygonale dont les 

sommets successifs sont 0, A~, A~, A~, ces points 6rant rang6s ici par ordre d'ab- 

scisses croissantes. 

Sur le c o t 6 0 A ~  de H~ prenons de mSme un point A~ de coordonn~es (x~, y~), 

distinct de 0 et de A~, et soit A~ le point de coordonn6es x~ et y~+~{(x~, x~)} 

avec (x~<x~<x~). En effectuant des op6rations analogues sur les deux autres 

cot6s A~ A~ et A~A~ de //1 nous obtiendrons deux autres couples analogue au 

couple A~, A~ soit A0, A~ et A s, A~. D6sign0ns par //~ la ligne polygonale dont 

les sommets successifs sont O, A~, A~, A~, A o, A7, A~, A s, A~, A~. l~ous ob~iendrons 

de mSme une ligne polygonale H~ en effectuant successivement relativement 

chacun des cot6s de H~ des op6rations analogues s celles que nous avons effec- 

tu6es sur ceux de H~, et ainsi de suite ind6finiment. La suite de lignes poly- 

gonales obtenue est telle que t o u s l e s  sommets de H~ appartiennent aussi aux 

lignes polygonales d'indice sup6rieur. Si alors nous consid6rons la s6rie: 

off F~ d6signe la fonction repr6sent~e graphiquement par H ,  on voit facilement 

qu'elle converge uniform6ment et d6finit par suite uue fonction F qui admet 

~videmment I p o u r  pseudo-d6riv6e par rapport ~ q~. En effet, tous les sommets 

de H,~ sont sur la eourbe y = F(x), et, d'apr~s la construction indiqu6e plus haut, 

on peut toujours trouver deux sommets de H~ de coordonn6es (al,fll); (a~,~) 

tels que: 
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On 6tend sans peine la m6thode pr6c6dente an cas off la pseudo-d6riv6e est 

une fonction quelconque. I1 suffit de prendre les coordonn6es de A~ 6gales 

x.~ et y4 + f4qD{x4xs} etc. 

On voit ainsi, qu'dtant donnd une fonction d'intervalle 9~(~) on peut, dt route 

fonction f (x)  associer une infinitd de fonctions F telles que chacune d'elles admette 

f pour pseudo-ddrivde par rapport (t q~. 

Observons que, dans le cas actuel, le rapport: 

+ h) - -  F ( x )  

peut ne pas tendre vers f quand h tend vers z6ro mSme par valeurs particuli~res, 

et, en g6n6ral cela n'aura pas lieu, quelie que soit la valeur x Consid~r~e. On 

peut dire que nous avons ici un cas de pseudo-d~rivation pure. 

Remarque. Si l'on prend !i0(~)~(~ ~ il n'est pas possible de trouver une 

fonction ayant pour d6riv6e f (x )  par rapport ~ ~ ~ moins q u e f n e  soit identique- 

ment nuUe et cela que a soit inf~.rieur ou non s I, pourvu qu'il en soit diff6rent. 

Mais, on peut, d'apr~s ce que nous venons de voir, r6soudre le mSme probl&me, 

s condition de remplacer la notion de d~riv~e par celle plus large de pseudo- 

d~riv6e. La pseudo-d6rivation se pr6sente donc bien comme une g~n~ralisation 

naturelle de la d~riv~e. 

4. Pseudo-d6riv6e par rapport a h. Nous nous oecuperons surtout dans 

ce qui suit de la pseudo-d6rivation par rapport ~ h a, l'exposant a 6rant infdri- 

eur ~ un. 

Nous allons 6tablir la proposition suivante: 

A route fonction ayant pour pseudo-d~rivde un par rapport ~ h a on peut faire 

correspondre une autre fonction ayant une pseudo-ddrivde donnde, continue f(x).  In- 

versement ~t toute fonction continue, non identiquement nulle, on peut faire corres- 

pondre une fonction ayant pour pseudo-ddriv~e l'unit& 

En d'autres termes, la recherche des fonctions ayant une pseudo-d6riv6e 

donnge se rambne ~ la recherche des fonctions ayant pour pseudo-d6riv6e un. 

Soit ~(x) une fonction admettant pour pseudo-d6riv~e un par rapport s h a. 

On pourra alors trouver une suite infinie 

X l ~  X 2 ~  �9 �9 . ~  X n ~  �9 �9 �9 
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de valeurs pour x et une suite correspondan~e de valeurs pour h, soi~ 

telles que l 'on air: 

hi, h,_,, hs, . . . ,  h, ,  . . .  

lim ~0 (xi + hi) -- ~ (x,) 
? t ~  0r h i  s 

Effectuons alors la d6composition de f(x) en fonction de 9(x): 

f ( x ) - -  f~(u~9 ) + . . .  + fp(upqD) + . . . .  

d'une valeur finie k de i, il existera deux hombres fixes A et B Or, a partir  

tels que: 

[ q~(x, + h,)- ~(x,) [ 
A< V [<B 

et l 'on montre comme dans la premiere partie, qu'il est possible de trouver un 

hombre posi~if M tel que, pour routes les wleurs  de i sup~rieures s k, on air: 

l u~(x~ + hi) - u,~(x31 ~/  
h ,  a I 

et, d 'autre part, si l 'on donne s n une valeur fixe, le premier membre de l'in6- 

galit6 pr6c6dente tendra vers z6ro avec hi. 

Si nous consid6rons alors la s6rie d6js rencontr6e darts la premiere partie 

de ce travail, soit: 
ov 

F(~) F, F,,(,,. ~o) 
1 i n  

on volt facilement, en reprenant  les raisonnements qui y ont 6t6 fails, que le 

rapport  : 

F(xi  + h i ) -  F(x,) 
hr 

tendra,  i augmentan t  ind6finiment, vers la s~rie: 

ao 

 (xi) _ f ix l  h i ) -   (x,I 
~ = 1  ,v i  hi a 

e'est-s vers f(x).  Donc f est bien une pseudo-d6riv6e de k '  par rapport  ~ h% 
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Soit maintenant F~(v) une fonction ayant pour pseudo-d6riv6e par rapport 

h ~ une fonetion fl(v) non identiquement nulle. ]~{ontrons comment on peut 

en d6duire une fonction g ayant pour pseudo-d6riv6e l'unit6. Puisque f~ n'est 

pas identiquement nulle il existe un intervalle off cette fonction ne s'annule pas 

et off elle reste done sup6rieure en valeur absolue s un nombre fixe n. On peut, 

par une transformation lin6aire 6vidente en d6duire une fonction F(x)d6finie  

dans tout l'intervalle (I, 2) ayant une pseudo-d6riv6e f sup6rieure en valeur ab- 

Effectuons alors la d6eomposition de I :f(x) en fone- solue ~ un nombre fixe. 

tion de F(x) soit: 

et posons: 

avec: 

f(x) n= l  

_r'n ~Un ~ i') 
�9 "(x) = 

n ~ l  Un 

t 

F~(t) = f F , , ( t ) d t  
0 

il est alors facile de voir que F admet l'unit6 pour pseudo-d6riv6e, car on pourra 

faire en sorte que le rapport: 

F ( x ,  + h,) - ~t '(z,) 

hi' 

diff~re arbitrairement peu de l'expression: 

uo 

F(x, + h,) -- _F(x,) ~ _F,,(.,~F) 
ht~ ,=1 

qui, elle mSme, pourra 8tre prise, on vertu des relations pr6c6dentes, aussi voi- 

sine qu'on voudra de l'unit6. 

5. Formation de fonctions admettant l'unit~ pour pseudo-d~riv~e par 
rapport a h ~. Nous supposerons, pour simplifier, que l'on prend toujours h 

positif. 
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Divisons l ' intervalle (I, 2) en 2 '' part ies 6gales et so ien t :  

xl, x~ , . . . ,  x~- ( N =  ~) 

les points de divisions. D6signons par  f n ( x )  une fonet ion d6finie de la mani~re 

suivante:  

f ,~(x) = ( x - - x , )  ~ (x 1 <-- x <-- xs) 

f ,  (x) = f ~  (x~) + ( x - - x ~ )  ~ (x~ < x <-- x3) 
. . . . . . . .  , . . . . . . . .  

fn(X)  = fn(Xi)  A- (X--Xi )  a (Xi ~ X <~ X,+l) 

cette fonct ion est cont inue et elle admet  I pour  d6riv6e par  rappor t  s h en 2 '* 

points de O x .  Posons maintenant"  

On a: 

~n(~) = f ~ ( x ) -  f~_~ (x). 

i = 1  

(6) 

Donc, si xj est un point  quelconque associd ~ f .  on aura, d'aprbs la fa~on 

dont  eette fonet ion a 6td d6finie: 

pourvu que . l ' on  air: 

ho = ~ {~i(~j+ h ) -  ~(~j)} (j = , , . . .  z") (7) 
i = l  

h ~ 2 -n ,  

de m~me, si l 'on se donne un ent ier  p supdrieur s n on aura de mSme: 

h '~ = ~ {9~i(xj + h) - -  ~i(xj)} (j = I, 2 , . . .  2v) (8) 
i = 1  

et tous les x j  de l '~quation (7) fon t  part ie  de ceux relatifs ~ l 'dquation (8). 

Ces valeurs de x relatives s routes les valeurs de n fo rment  un ensemble par tout  

dense q u e  nous d~signerons par  E .  E est d6nombrable.  Soit donc x , , x ~ , x a ,  : . .  

cet ensemble. Nous supposerons que le num~rotage a 6t~ ~ffectu~ de la fagon 

suivante:  on pose 
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I I I I I 
X l = O ,  X 2 = - ,  X a = I ,  X ~  ~ - - - - - ,  X 5 = - - ~  - - ,  X 6 = ~ ,  " ' ' .  

2 4 2 4 ~5 

Remarquons maintenant que ehaeune des fonetions ddfinies par l'~galitg (6) 

a une ddriv~e continue sauf en un nombre fini de points qui lui correspondent. 

Soit alors: 

u,(x), u~(x) , . . . ,  u, , (x) , . . .  (9) 

une suite de fonetions discontinues mais mesurables, dont chaeune est ~gale s I 

sur un ensemble convenable qui sera pr~cis~ ult~rieurement, et ~ z~ro sur l'en- 

semble compl~mentaire du precedent. Nous allons ~ontrer que l'on peut d~ter- 

miner ces fonctions de mani~re que la s~rie: 

9~ 

~,,(x)~ (x)~ 
1 

converge uniform&ment et repr~sente une fonction ayant une d~riv~e, ou plus g~n~rale- 

ment une pseudo-d&'ivde en tous les points de E,  cette d&iv~e ou pseudo-ddrivde 

dtant dgale ~t I. 

Pour d4finir le terme g4n6ral u de la suite (9) nous poserons cette fonetion 

6gale ~ l'unitd dans des intervalles: 

~ n + l  ~ n-~-2 " ' " 

dont les milieux sont respectivement en 

Xn~ X n + l ~  X n + 2 ~  �9 . .  

et dont nous pr@ciserons bientSt la grandeur. Nous la poserons ensuite ~gale ~. 

z~ro darts l'ensemble compl~mentaire de rensemble e. somme de ces intervalles. 

Les cinq lignes suiwntes repr~sentent, pour plus de clart~, les valeurs des einq 

premieres fonctions u.  pour les quatre premiers membres de E:  

~ , (x , )=  ~; ~l(x~)= ~; ~1(x3)= ~; u.(x4)= ~; . . -  

. ~ (x , )=o ;  u~(x~)= ~; -~(x3)= ~ ; u~(x4)= ~ ; . - .  

,3(x~) = o ;  u3 (x~ )  - -  o ;  " 3 ( x 3 )  - -  ~ ; " 3 ( ~ )  = ~ ; " 

, ~ ( = ~ ) = o ;  , ~ ( x . ~ ) = o ; - ~ ( ~ 3 ) - - o ;  , ~ ( x ~ ) = ~ ;  . . .  

~ ( ~ )  = o ;  u ~ ( ~ )  = o ;  , ~  r  - -  o ;  u~ (~ )  = o ;  --. 
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Donnons  

genre: 

nous main tenan t  une s6rie num6rique A termes posi$ifs conver- 

a I + % +  . - - + a ~ +  . " .  

On peut  toujours  astreindre les fonctions u,~ aux conditions suivantes:  

off 

Xp+h 

~p 

< a n  (II) 

p--~ I, 2 , . . . ,  n - - I .  

Donnons  nous en effet une valeur fixe pour  h infgrieure ~ 2-% 

Plagons nous au point  x~ par  exemple, e$ d~composons l ' intervalle 

en 2 intervalles partiels:  

(~1, x~+h) 

(xl, x~+k), (Xl"4- k , Xl + h ). 

Dans le second ~ ' ( x )  est une fonct ion continue. Nous avons: 

a h + k  x l + k  

; un (x) ~n (x) <-- f 99n 
t 

car la ddrivde conserve le 

pet i t  pour  que l 'on air: 

signe positif. Nous pouvons donc prendre  k assez 

(x, + k) - -  < "2 
h 2 '  

k ayan t  dtd choisi de cette faqon, on peut  t rouver  un nombre M tel que: 

Or: 
< i 

x ~ + h  

Xl-'r k e n 

(xl + k <~ x < xl + h). 

< M i n e s .  en 

en ~tant la port ion de l 'ensemble e,~ assoeid s un contenu dans l ' intervalle 

(x 1 + k, x 1 + h). Si nous d~signons par  E1 l 'ensemble des points de  E apparte- 

nan t  ~ I ' intervMle prdcddent, il suffira de prendre  la somme des intervalles de 
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la suite (I I )qu!  correspondent aux points de E~ assez petite pour que le quotient 

par h de l'int6grale (I2) soit inf6rieur s 

I 
-- O~'t/,. 
2 

En effet, on peut toujours faire: 

ao 

h an 
rues e = ~ rues 6 ('~) < (I3) mt 2 M ~  f t .  

m x ~ l  

Ceci pos6, consid6rons une suite ddcroissante de vMeurs pour h p~r exemple 

celle dont le terme g6n6ral est 2 -~, oh p e s t  sup6rieur ~ n. On peut faire en 

sorte que la propridte" pr6c6dente soit vraie pour t ous l e s  termes de cette suite. 

En effet soit: 
/ ~ ,  � 9 0  E,~, . . .  

une suite dont le terme g6ndr~l repr6sente l'ensemble des points de E int6rieurs 

l'intervalle ferm6: 

(x~, x~ + 2-~). 
Soit alors: 

e 1~ e 2~ . . .~ en~ . . .  

une nouvelle suite dont le terme gdn6ral repr6sente l'ensemble des intervalles de 

la suite (Io) qui correspondent uux points de e~. Tous les intervalles de en ap- 

partiennent s en-1. Or, d'apr~s ce que nous avons dit un peu plus haut, on 

peut trouver une suite de nombres d6croissants: 

~ 1 ,  ~ ' ' ' ~  ~ n ~  . . .  

telle que, en vertu de (i3) les relations: 

mes en ~ ftn ( , =  I, 2, . . . )  (I4) 

entralnent l'in6g~lit6 (II), Off h a des valeurs 6gales ~ 2-*. Les 6quations (I4) 

seront v6rifi6es si l'on a: 

1 6 - - 2 8 5 3 8 .  

r u e s  e~ - -  m e s  e I ~ f t2 - -  f t l  

l n e s  e n  - -  I n e s  en- -1  ~ ~ n  - -  f t ~ - - I  

A c t a  m a t h e m a t i c a ,  53. I m p r i m 6  le 30 m a r s  1929. 

(Is) 
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Le premier membre de n'importe la quelle des relations (I5) est 6gal g la 

somme d'une infinit6 d6nombrable d'intervalles extraits de la suite 0o), et les 

intervalles relatifs g deux des relations pr6c6dentes sont distinct. On pourra 

donc satisfaire de proche en proche aux in6galit6 ci-dessus ce qui 6tablit la con- 

clusion. I1 reste maintenant ~ montrer que la propri6t6 en question est vraie 

pour routes les valeurs de h. En effet, on peut associer g route valeur de h u n  

entier q tel que: 

d'ofi: 

Or: 

X 1 -~ 2 - q - 1  ~-- X 1 -~ h <-- x I ~- 2 - q  ~ x I -~ hi 

h~ ~ 2h. 

xl + h :~l + hl 

I } "  , hli f , 
Un(X)~ (x)dx <-- h h l J  u~(x)~'~ (x)dx < 2a~. 

Xl 2~ I 

La propridtd est donc 6tablie pour le point x 1. I1 est clair que l'on peut 

l'4tendre fr un nombre fini arbitraire de valeurs de x. On verrait, en outre, 

facilement que l'on peut choisir les termes des suites telles que (Io) assez perils 

pour que la s6rie: 

1 

soit 

Soit alors xn un point de E,  nous avons: 

uniformgment convergente et reprdsente par suite une fonction continue. 

F(x,, + h) - -  F(x,,) =- S~ + R,, 

i ~ n  Xn+h ~ Xn+h 

X R XI~ 

en posant: 

o0 IRnl<(Zo,)h< h 
~ n q - I  

Or, si l'on prend h assez petit, les n fonctions: 

avec: 

M dtant un nombre fixe. 

(i6) 
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Ul(X), u~(x), . . . ,  u~(x) . . . .  

seront respectivement dgales s I dans l ' intervalle (x,~, x,~+ h). 

D'oh, en tenant  eompte de (I5): 

n 

i~ l  

et, en tenant  compte de (7): 

d o n c  : 

I E(x,~ + h) -- F(x,)  -- hal < M h  

lira F(x~ + h) - -  F(x~) 
h = 0  h ~ 

on volt ainsi que F admet  I pour ddriv~e par rapport  s h a en t o u s l e s  points 

d 'un ensemble E par tout  dense, mais il fau t  remarquer que cette ddrivde n 'est  

pas uniform6ment atteinte. Plus g6n~ra]ement, on peut remplacer la condition 

(I I) par la suivante, bettucoup moins restrictive: 

Xp+h 

Xp 

nous aurons alors pour h assez petit: 

i ~ n  + 1 

et pour n assez grand, le second membre pourra ~tre rendu arbi trairement petit  

sans que l 'on puisse cependant affirmer qu'il y air ddrivation en aucun point 

de E .  I1 y a donc pseudo-d~rivation, mais une pseudo-ddrivation rema'rquable, 

car si 1'oll se donne un hombre positif  arbitraire a, l 'indgalit6 prdc~dente montre  

que l 'on peut, aprbs avoir choisi un  hombre assez grand p ,  trouver alors un 

hombre positif s tel que, pour route valeur de h infdrieure s 4, le premier mem- 

bre de (I 7) soit inf6rieur s a quand x ddsigne un des p premiers nombres de E .  

E tan t  donn6, d'ail leurs,  une division quelconque de ( I ,2)  en intervalles partiels, 

on peut toujours trouver une valeur assez grande pour p de mani~re qu's l'in- 

t6rieur de chacun d'eux il y air au moins un des points x consid6r6s. Nous 
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dirons alors que la pseudo-d4riv6e est forte et nous sommes ainsi conduit ~ poser 

la d6finition suivante: 

Une fonetion F ,  ddfinie dans l'intervalle (I, 2), admet f pour pseudo-ddrivde 

forte par rapport ~ la fonction d'intervalle ~(6), si les deux conditions suivantes 

sont satisfaites : 

I. A tout hombre posi t i f  ~ et it tout entier p,  on peut faire correspondre un 

hombre posi t i f  ~ et au moins p valeurs de x ,  

x l ,  x ~ ,  . . . ,  x ,  ( s )  

de mani~re ~ ee que l'indgalitd h < # entra~ne: 

+ h) F(xi) [ 

q~(h) I 
( i = : ,  : , . . . , p ) .  

2. Etant  donnd une division arbitraire de (i, 2) en intervalles partiels on peut 

prendre p assez grand pour qu'il y alt au moins une valeur de x appartenant ~ S 

intdrieure ~ chacun d'eux. 

Remarquons maintenan~ que les rdsultats du present paragraphe peuvent 

encore s'dtendre, comme on le volt fucilement, au cas off la fonction d'intervalle: 

g((~) ~ ~(Xo, Xl) 

reprdsente, quand, x o restant  fixe, x varie, une fonction ddrivable au sens clas- 

sique dans un certain intervalle autour  de Xo, sauf peut-@tre en ce poin~ lui- 

m@me. En outre, il est facile de montrer  que le proc6d6 utilis6 pour former 

une fonction ayant  l 'unit6 pour pseudo-d6rivde est applicable au cas off la pseudo- 

d~riv6e est une fonction continue quelconque. I1 suffira de remplacer l'dgalit6 

(7) par une nouvelle 6galit6 de la forme 

n 

/ (xk)  g(x~, xk + h) = F,  (~, (x~ + h) - -  ~i(x~)) 
i~ l  

et nous pouvons doric dnoncer le th4orbme suivan~. 

Si  

g(~) ~ g(x l ,  x~), ~ = (xl,  x2) 

est une fonction d'intervalle telle que, si l'on fixe un des hombres Xl, x 2 la fonction 

obtenue en faisant  varier le second air une ddrivde, saul  peut-~tre quand les deux 
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hombres pr~c@dents coincident, on peut alors associer h route fonction continue f (x )  

une infinitd d'autres fonctions continues Fix), admetta~t toutes f pour pseudo-ddrivde 

forte par rapport & ~a fonction d'intervalle g(~). 

Th~oremes d'existence des pseudo-d@riv~es. Jusqu'ici, nous nous sommes 

surtout plac~ au point de cue de la recherche des primitives. Etant  donn~ une 

fonction, nous avons chereh6 ~ lui faire correspondre une fonction 2, admettant 

f eomme ddriv~e g4ngralis4e, de premiere ou de seconde esp~ce, dans la premiere 

partie de ce mdmoire, ou comme pseudo-d~riv~e dans sa seconde partie. Nous 

adopterons pour terminer un point de cue oppos& Etant  donn6 une fonction 2, 

nous chercherons sous quelles conditions il existe une fonction f ayant avec la 

premiere une des relations infinit~simales antdrieurement d~finies. Iqous serons 

ainsi conduit ~ dnoncer des th@or~mes d'existence qui assureront en re@me temps 

le succSs d'un processus permettant th~oriquement, du moins, le calcul de la 

fonction f correspondant ~ 2,. On s~it qu'il existe de tels th~or~mes pour la 

dgrivation classique. Nous allons rappeler l 'un d'eux et nous en donnerons une 

ddmonstration dont le principe nous servira de guide pour ~tablir les gdn~- 

ralis~tions que nous avons en cue. Voici l'~noncd de cette proposition due s 

IM. Brouwer: 

Theoreme de Brouwer. Soit f une fonction satisfaisant quel que soit x ~ la 
condition: 

12,(x + h + k) -- 2,(x + k) -- F(x  + h) + 2,(x)I < Ih[ ~(h, l~) (i8) 

oit ~ d~igne une quantit~ infiniment petite avec Ihl+l]c I. 2' admet alors une d~ri- 

vde continue. 

Soit: 

D1, D ~ , . . . ,  O n , . . .  (I9) 

une suite de divisions de (i, z) en intervalles partiels tendunt tous vers z~ro 

quund n tend vers l'infini. D~signons par 

( I ,  X l ) . . .  (Xi ,  X i + l )  . . . (Xn--1, Xn = 2 )  

les intervuiles correspondant au terme gdn~ral de cette suite. Consid~rons les 

fonctions g~Ix) ddfinies de la mani~re suivunte: 

gn(X) = - ~ ( X i + l )  - -  2 , (X i )  

X~+ 1 - -  X~ 
(xi-<x<x,+l); ( i=  i, 2, . . .  n). (20) 



196 Andr~ Roussel. 

La reprdsentation graphique de chacune de ces fonctions consiste en une 

courbe formde de palliers suceessifs. Considdrons les points de coordonndes 

( I ,  g~7,(I)); (Xl ,  gn (Xl ) ) ;  . . .  (2,  g n ( 2 ) ) .  

Jbignons ces points deux ~ deux dans l'ordre off se prdsentent leurs projections 

sur l'axe des x. La ligne polygonale ainsi obtenue est la reprdsentation gra- 

phique d'une fonction continue f~ associde g g,,. Soit U l'ensemble de toutes 

les g,,  et W celui des f~ qui correspondent ainsi respectivement aux divisions 

successives de la suite (19). Nous dirons pour abrdger que U et W sont les 

ensembles associds g F .  L'dtude de ces ensembles, au point de vue des dldments 

d'accumulation ou de pseudo-accumulation, est intimement lid ~ celle de la ddri- 

vabilit4 de F .  Remarquons d'abord, en vertu de (i8), que la quantitd: 

I gn(x) 

tend uniformdment vers zdro quand n augmente inddfiniment. Ceci posd, on 

peut faire sur l'ensemble des W les deux hypothgses suivantes: 

1 ~ W admet une fonction d'accumulation, finie ou infinie. 

2 ~ W admet une fonction de pseudo-accumulation finie ou infinie. 

Mais, d'apr~s (18) on voit immddiatement que les fonctions de W sont dgale- 

ment continues. Nous pouvons donc retenir seulement la premiere hypothgse. 

De plus, on voit immddiatement que cette fonction d'accumulation f de W e s t  

finie. Sinon, supposons, par exemple, qu'elle soit dgale g + ~ ,  alors, dtant 

donnd un nombre positif arbitraire M, on aurait, g partir d'une valeur assez 

grande de n: 

d'ofi : 

i~?~ 

F ( , )  = > 
i=0 

ce qui est absurde, f e s t  donc finie et continue. On voit sans peine que cette 

fonction est bien la ddrivde de F .  On dtablit facilement, en effet, les relations: 

x 93 

0 0 
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et la proposition est ainsi d6montr4e, l~ous allons eependant donner de ce fair 

une autre d6monstration pouvant s'6tendre s des cas plus ggndraux. Soit a une 

valeur particuli~re quelconque de x. Considgrons le rapport: 

F(~+h)--F(~) (2i) 

Or, on  peut approcher autant qu'on le voudra de a par des points appurtenant 

des extr~mit~s d'intervalles de la suite (I9). Soit b u n  de ces points. A cette 

valeur de b correspond une valeur de h, et le rapport: 

F ( b + h )  - -  F(b) 

pourra ~tre rendu arbitrairement voisin de f .  Mais, en vertu de l'in6galit6 (IS), 
quand b tend vers a la diffdrence des deux rapports pr6c~dents tend vers z~ro. 

Donc, rexpression (z i) tend vers f quand h tend vers z~ro par valeurs parti- 

culi~res. D'ailleurs, dans le cas actuel, comme nous l'avons vu, cette iimite est 

atteinte m~me quand h tend vers z6ro d'une fagon arbitraire. 

G4n6ralisation. Supposons maintenant qu'il s'agisse de la dgrivge par rap- 

port ~ une fonetion ~(x). Nous supposons que l'on fair tendre h vers z6ro par 

valeurs particuli~res h que nous supposerons pour simplifier ind@endantes de x. 

On tire facilement des considerations pr6cddentes le thdor~me suivant. 

Soit F(x)  une fonction ~ la quelle on puisse associer deux suites 

hl~ he, . . . ,  hn, . . .  

gt~  ~2~ ~ 3 ~ "  " "~ ~ n ~ . . .  

(s) 

le terme g6n6ral de la premi~re-au moins tendant vers z~ro, et telles que toutes les 

in6galitds de la forme: 

entra~nent : 

I o) [ F (x  + n) - F(x) I <- A ] ~ (x + n) - q~(x) [, 

oh A ddsigne une certaine constante 

20) I ~ " C - ~ 1 % "  ]-< ~1~/']] ~1'] 
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en 19osant : 

z/1' = fi'(x 1 q- h') -- F(Xl) ; .de" = F ( x  2 -1- h ')  - -  F(x2) 

(~l r = ~(X 1 -~ h') -- ~O(X~); d~" = ~O(X~ + h " ) -  f(X~), 

Og h' et h" sont deux valeurs de h satisfaisant ~ une mOme indgalitd E ,  x~, xe deux 

valeurs quelconques de x et ~ une quantitd infiniment petite avec: 

Ix --Xll+lhl. 

La fonction F admet alors une ddrivde continue par  rapport d 9 pourvu que l'on 

fasse tendre vers zdro l'accroissement de la variable par valeurs h~ satisfaisant aux 

indgalitds E successives. 

I1 suffit pour ~,tablir cette proposition de reprendre notre ddmonstrat ion du 

thdorSme de Brouwer. Prenons pour terme g~n~ral D,, d'une suite de d~compo- 

sitions en intervMles partiels, la division de (I, 2) en intervalles dgaux au terme 

g~n~ral de la suite S f igurant duns l'dnonc6 pr5cddent. Nous formerons encore 

deux ensembles U et W associ~s ~ F ,  les fonctions de l 'ensemble U grant dd- 

finies par les relations: 

(xj <- x < x~+~) 

Xj + l --  xj = h~. 

Si le ddnominuteur est nul, nous poserons, duns le mSme intervalle: 

F(x3+  1) - -  F(x:j) 

de fa?on ~ ce que l 'on air: 

De plus, si l 'on pose: 

- o .  

X j + I  --- X 

nous nous arrangerons pour que l 'on air en mSme temps: 

Ih'~--h,~l ~ a,,, lim h'n 
n = ~  ~ ~ -  I 

ce qui est toujours possible pourvu que ~0 ne soit constante duns aucun inter- 

valle, ce que nous supposerons. On forme ulors les fonctions de l 'ensemble W 

par le mSme procddd que duns la ddmonstrat ion du thdor~me pr~cddent. Les 
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fonctions de W sont alors, en vertu des conditions figurant dans le prdsent 

thdorSme, ~galement continues et borndes dans leur ensemble. Done W admet 

une fonction d'accumulation continue qui est encore ici la d~riv~e g~n~ralis~e de F.  

On peut de mSme donner  de nombreux th~orSmes d'existence de la pseudo- 

ddrivde. L~ m~thode est lu suivante. On considSre l'ensemble U associ~ s la 

fonction donnde F et relative ?~ la fonction d'intervalle consid~r~e. On exprime 

que cet ensemble est borne, ce qui revient ?~ ~crire une condition g la Lipschitz, 

les cas off U ne serait pus born~ pr~sentunt pour la plus part unintdrSt moindre. 

On appliquera alors les crit~res de continuit~ pour la pseudo-d4riv~e que nous 

avons indiqu6s plus haut, et qui se traduiront en imposant ?~ la fonction _F des 

conditions convenables, ~aciles ?~ former. Pour donner un exemple de cette rod- 

rhode, nous ~tublir0ns le thgorSme suivant, relatif g l'existence de 1~ pseudo- 

d~rivde forte. 

Une fonction d~finie darts l'intervalle (~, 2) qui satisfait ~. la condition: 

[ F ( ~  + h) - F(*)I < ~ 1  h [o 

admet une pseudo-d&'ivde .forte, continue si elle jouit en oub'e des propridtds sui- 

vante8 : 

A tout hombre posi t i f  ~ on peut fa ire  correspondre deux autres hombres posit~fs 

tz, fl et ~ ehaque valeur de h sati~faisant 4: 

une suite S: 

I h l < t ,  

X 1~ X2 ,  X 3~ . . .~ X n  

de n valeurs pour x dont le hombre des termes tend vers l'infini quand h tend vers 

z~ro, de telle sorte que, si x' et x"  sont 2 terme8 arbitraires d'une suite queleonque 

S ,  l'indgalit~ : 

I x " - x ' l < ~  

entraine ." 

I F (x"  + h) - F(x") - F(x '  + h + F(*')  I -< ~ I h I o. 

On suppose, de plus, qu'~tant donnd une division arbitraire de (I, 2) en intervalles 

partiels il  y a dans ehacun de ces derniers au moins un point appartenant ~ une 

mOme suite S de rang assez grand. 

1 7 -  28583. Acta mathematica. 53. I m p r l m ~  le 11 m a i  1929. 
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Pour 6tablir cette proposition, il suffit de former les ensembles U associ~s 

F et correspondant s une s6rie de d6composition de (I, 2) en intervalles par- 

tiels, soit: 

D1, D~, D3, . . . ,  D,,, . . .  

de-tel le s o r t e  que, parmis les intervalies partiels de Dn il y e n  ait p dont une 

d e s  extr6mit6s au moins appartiennent s une suite S, p augmentant ind6fini- 

ment avec n. I1 en r6sulte alors imm6diatement la continuit6 de la fonction 

de pseudo-accumulation de U, en vertu d'un th6or~me donng ant6rieurement au 

paragraphe I .  


