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Einleitung. 

Die Theorie der linearen Differenzengleichungen mit einer unabh~ngigen 

Variable hat w~hrend der letzten Decennien durch Untersuchungen yon u. a. 

Pincherle, NSrlund, Birkhoff, GMbrun, Carmichael, Perron feste Konture erhMten. 

Dagegen ist die Theorie der p~r~iellen Differenzengleichungen nur wenig ver- 

arbeitet worden. In der vorliegenden Untersuchung wollen wir ein System fol- 

gender Form betrachten: 

j=n 

~,(x + i, v) = ~ ~,~(x, y) ~j(x, v) 

(i) ~=1 ( i=  i, : . . . .  . )  
j=n 

j = l  

wobei aij(x, y) und b~j(x, y) rationale Funl~ionen yon x nnd y sin& Die LS- 

sungen eines solchen Systems zeigen grosse Analogien mit denen linearer Diffe- 

renzengleichungen mi~ einer un~bhiingigen Yuriable. 

Weiter woUen wir ein System folgender Form betrachten: 

~(x+ 2, v) = ~m(X, y)z(~+ i, v+ i) + ~(x, y)z(~+ i, v) + ~(x, v)z(~, v + i) + 
(2) + a~(x, y)z(x, y) 

z(x, y+  2) = bl(x ,y)z(x+ I, y+  I) + b~(x, y)z(x+ I, y) + b~(x, y)z(x, y-~ I) + 

+ b~(~, v)z(x, y) 

w0bei ai(xl y) und bi(x, y) rationMe Funktionen von x und y sin& 
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Es wird sich zeigen, class ein solches System ohne Schwierigkeit in ein 

System yon der Form (I) iiberfiihrt werden kann. 

Bei den Untersuchungen dieser Systeme handelt es sich um Existenzbeweise 

der L5sungen und deren allgemeine Eigenschaften. Indessen scheint es mir auf- 

schlussreich einen Spezialfall zu untersuchen und diesen mehr in Einzelheit zu 

studieren. 

Bekanntlich kann die Untersuchung einer wichtigen Klasse linearer Diffe- 

renzengleichungen, der so genannten normalen Differenzengleichungen, (lurch An- 

wendung der Laplaceschen Transformation 

= f tX-~v( t)dt 

auf die Untersuehung einer linearen Differentialgleichung zuriickgefiihrt werden. 

Das einfachste Beispiel einer linearen Differenzengleichung, die sich nicht durch 

elementare Funktionen 15sen l~sst, bietet die hypergeometrische Differenzen- 

gleichung: 

(X--g + 2)(X--'~'J- 2)Z(X-]- 2 ) -  [C~-- (C~ +~-~- r + I) (X-~- I) + 2(X+ I)(X'-}- 2)]~(X + I) + 

+ x ( x - r +  ~)z(x)=o.  

Durch die Laplacesche Transformation liisst sich diese auf die hypergeo- 

metrische Differentialgleichung zuriickfiihren: 

t(I--t)v" (t) + [7 - - ( a+~+  I)tlv' (t)--a~v(t)=o 

der yon der hypergeometrischen Funktion 

?l~ov 

�9 ~ (6, .)(~, ~) t, ~ J~ (~, /~, r,  t ) =  X..~ (r, ~-~(i, T/.) ~,=o W ) 

geniigt ist, wobei wir yon dem yon Appell eingefiihrten Symbol Gebrauch machen: 

(~, ~) = ~ (6 + ~ )  (6 + . - i ) .  

Als eine Generalisierung dieser Funktion hat Appell 1, Goursat, Picard, 

Le Vavasseur u. a. folgende Funktionen untersucht: 

1 Siehe dartiber: P. Appell et J. Kamp6 de F6riet: Fonctions hyperg6om~triques et hyper- 
sph6riques (I926). 
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, , ~? ~ .  (~, m + n ) ( ~ ,  m ) ( ~ ,  ~) .,,~ ,~ 
m=o n=o (7 , ,)( , m)(I,  .n) 

~'2( c~,~,/~',7, 7, t, 8) = Z Z ( y , ~ t ) ( j , . ) ( i , m ) ( i , . ~  

F~(,~, ,~', ~, ~', r, t, ~) F,  ~ ('~' '~) ('~' ") (~' ~1 (~'  n)., ,  ,, 
= ~o ~ - ~ ; ~ F , , ) ~ , ~ i  ~8 

m~O 

, (~,  m + ~)(~, ,~ + ~) 

133 

Appell hat gezeigt, dass diese Funktionen folgenden partiellen Differentml- 

gleichungen geniigen: 

I t(I -- t) V't;4-, s(I --t)Vt'  s + [7-- (cz -~-/~+ I)t] V I --~stz:--ct~V = 0 

F I  l S(I--S)V~-~- t(I--8)VI's ~- [7--(a + ~'--~- I)8]V~--~' t v i - - a t ~ ' V = O  

I t t  t t  t t ( - t )  v , , - t~ . , .+  [7-(. + ?+ , ) t ]~ ' , -~sv ' . - .~v  = o 

5~(~-~)v:;+tv'/~+ [y - (~ '+  ~'+ ~)8]v:-~'~'~ = o  

t(I -- t )  Vi~- 8 "~ v's'~-- 2 t3 V't' s -b [ 7 -  (a § -[-, I )t] Y' t --(0~ q-/~-j- I )8 ~;s- a ~ V ~-- O 

F~ ~ ~(~ - ~ ) ~ : : -  t % -  ~ t~.vi' ~ + [/-(~ +~+ ,)~] v:-(~ +~+ ~)tvl- ~ v  = o. 

Diese Gleichungen werden als die hypergeometrischen Differentialgleichungen 

mit zwei unabh~tngigen Vari~blen bezeichnet. 

Man kann jetzt~ solche Differenzengleichungen mit zwei unabh~ngigen Vari- 

ablen betrachten, die sich durch die Transformation 

z(x,y)= f f t~;-lsy-~v(t,s)dtds 

in obenstehende Differentialgleichungen iiberfiihren lassen. Wir wollen die eben 

bezeichneten Gleichungen als die hypergeometrischen Differenzengleichungen mit 

zwei Variablen bezeichnen. 

Wir wollen indessen die Aufgabe begrenzen und nur eines dieser Systeme 
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studieren, und zwar d~sjenige, dus sich durch die obenerwiihnte Transformation 

in d~s System F~ iiberfiihren liisst. Dieses System ist folgendes: 

(x+2--~)(xq-y+2--a)Z(X+2, y) + (X+ I--~)(x+y+2--a)z(X+ I, yq- I)-- 

--[(X~- I--~)(X'~-y"~ I--~) "q- (X-t- 1)(X-Jr 2--Z)]Z(X ,A-I, ~])--' 

--X(X JC I--7)Z(Z, y-b I) q- X(X dr I--~)Z(X, ~ ) :  0 

(~ "Jr- 2 --fl')(X q- y -b 2--~)Z(X, y 4- 2) "~ (y -1- I --/~)(X n t- y -t- 2 --I%)Z(X -~ I, y -t- I) --- 

- -  [(y -~- I - - ~ ' ) ( X  ~- ~J ~- I --1~) -I- (y -~ I)(~] -I- 2 - -~ ' ) ]  Z(X, y -~- I) - -  

--y(y"t" I--~')Z(X-~ I, y) + y(y"t- I ' ~ ' ) Z ( X ,  y ) = O .  

I. 

Betrrmhten wir jetzt ein System yon Gleichungen 

+ i ,  y) = y) 
j=l  

(I) )=n ( i :  I, 2, . . .  7~) 

Zi(X, y ~- I) = Z bij (x, y) ~j (x, y). 
j=l 

Dami~ diese Gleichungen kompatibel seien, miissen wir a~j(x, y)und bij(x, y), 

die so besch~ffene rationale Funktionen yon x u n d  y sind, dass die Determinunten 

]aij(x,y)] und ]bij(x,y)] nicht iden~isch verschwinden , gewissen Bedingungen 

unterwerfen. Wir erhalten die letzteren auf folgende Weise. Wenn mun in 

der ersten Gleichung y mit y + I u n d  in der zweiten Gleichung x mit x +  I er- 

setz~, und dann in die rechten Membra die Werte zj(x, y+ I) und zj(x+ I, y), 
die man aus (I) zieht, einsetzt, erhiilt man 

j=l  k=l 

j=n k=n 
Zi(X ~- I, y'~- I) = Z biJ( x -~ I, y) Z ajk(X, y)Zk(X, y). 

j=l  k=l 

Wenn wir darauf die beiden rechten Membra identifizieren; erhMten wir 

folgende Bedingungen: 



(Sber Systeme yon linearen partiellen Differenzengl. mit zwei unabh. Variablen. 135 

Z aij(x, y-J- I)bjk(x, y) --~ Z bij(x+ I, y)ajk(x, y) 
j=l j=l  

fiir i =  I, 2 . . . .  n und k = I, 2, . . . n. 

Diesen Gleichungen mfissen identisch geniigt sein. Im folgenden wird an- 

genommen, dass diese Bedingungen erfiillt sind. Die Wertesysteme yon x und 

y, fiir welche aij(x,y) und bij(x,y) unendlich werden oder die Determinanten 

l aiJ( x,y) l und I bij(x, Y) I Null werden, bezeichnen wir als die singul~ren Stellen 

der Gleichungen. Wir kSnnen nun immer eine gewisse Anzahl irreductibler 

Polynome q~(x, y) finden, die so beschaffen sind, dass 

~,(x, y) = o 

yon diesen singul~ren Wertesystemen und yon keinen anderen geniigt werden. 

Ausserdem wollen wir alie Wertesysteme, die den Gleichungen 

9~,(x+t~,y+~)=o;  u = o ,  + _ I , + 2 , . . .  ~ - o ,  +_I, +__2,... 

geniigen als singulgr bezeichnen. Dazu kommt noch im allgemeinen x ~  

und y ~ ~ .  

MSgen jetzt z~l)(x, y), i---- I, 2 , . . .  ~; l =  I, 2, . . .  n; n Partikuti~rlSsungen yore 

Systeme (I) s e in .  Wir wollen diese L5sungen ein Fundamentalsystem nennen, 

wenn keine lineare Relation besteht zwischen den LSsungen 

(3) F, n,(~, y) 4')(x, y) = o (i = ~, ~ , . . .  ,) 
1~1 

wobei TL(x, y) periodische Funktionen yon den Vari~blen x und y mit Perioden 

I sind, die nicht sitmtlich verschwinden. 

Betrachten wir die Determinan~e: 

(4) D(x, y)-- 

4~)(z, y), 4')(x,  y), . . . ,  4~)(~, y) 
~(:~)(~, y), 4 ~)(~, y ) , . . . ,  ~(:)(~, ~) 

4 ~) (x, y), 4 ~) (x, y) , . . . ,  ~7)(~, y) 
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so kSnnen wir dieser Bedingung auch eine andere Form geben. Ersetzen wir 

hier x mit x +  I und bedienen wir uns der Tatsache, dass z~)(x, y) LSsungen yon 

(I) sind, finden wir, dass D(x, y) der folgenden Differenzengleichung geniigt 

n(x--~  I, y) - -  I aij(x, y) I D(x ,  y). 

Auf dieselbe Weise erhalten wir 

D ( x ,  y-{-" I) = I bij(x, y)]  D ( x ,  y). 

-(l)(x,y) eine Relation yon der Wir kSnnen jetzt zeigen, dass wenn zwischen z i 

Form (3) besteht, so ist D(x, y) identisch Null. 

Dies folgt direkt aus (3)- Denn, da Ht(x, y) nicht s~mtlich verschwinden, 

muss die Determinante yon z~Z)(x, y), d. h. D(x, y), identisch verschwinden. 

Umgekehrt, wenn D(x, y) identisch verschwindet, dann besteht eine Rela- 

tion (3) zwischen den Funktionen z~Z)(x, y). 
Um dies zu zeigen, bezeichnen wir mit ~pt(x, y) die Unterdeterminante des 

Elementes z([)(x, y) der ersten Spalte yon D(x, y). 
Wir hubert dann 

(5) 

~!') (~, y) ~ ( x ,  y) + ~!~)(x, y) ~ ( ~ ,  y) + . . .  + z(;')(x, y) ~ (~, y) = D (~, y) = o 

z~i) (X, y) ~)1( x, y) "~- Z~2) (X, y) ~]2(X, y) -~ "*" -~- Z(~'a)(X, y)~)'It(/, y)=O 

~)(~, y) ~ ( x ,  y) -(~) x �9 + ~l:')(x, + ~,~ ( , y) ~.~(x, y) + y) ~,, (x, y) = o. 

Diese Gleichungen kSnnen wir auch mit Anwendung des Systems (I) auf fol- 

gende Weise schreiben: 

Z(11) (X, y) [~)1 (X, y) - -  ~)1 (X- -  I, y)] -}- �9 " �9 "~- Z(1 n) (X, y) [~)n (X, ~/) - -  ~)n (X--  I, y)] -}- 

j=n 
l~)l ( X ~  I, y) Z a i j (X - -  I, y)Z~l)(X-- I, y) -{- " " " @ + 

j--1 
j=n 

~- ~ ) n ( Z - - I ,  y ) Z  ( / i j (X- - I ,  y)Z;~)(X - I: y) --~" 0 
j=l 
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(')(x, y)[~,,(x, y ) -~ ,~ (x -~ ,  y)] + Z~I) (X, y) [~)1 (X, y) - -  ~fll ( X - - I ,  y)] "~ " " ' ~- Z n 

~)l(X-- I, y) Z anj(X-- I, y)z~l)(x-- I, y) -~- .. . ~, + 
j--1 
j=n 

q- ~n (X-- I, y ) E  anj (x--  I, y) z} '~) (x--  I, y) --~ o 
j=l 

oder durch Umformung unter Anwendung von (I) und (5) 

zil) (X, y) ~fll(X-- I , y )  ~ - ' ' "  -~ Z(ln)(x, y) ~)?t (X--  I,  y) = a l l ( X - -  I, y ) D ( x - -  I, ~) 

. . . . . . .  o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

n , (n) X~ Z(1)(x ,y)~) , (X--I ,y)  -~' '" q- Zn ( Y ) ~ n ( X - - I , Y )  = a n l ( x - - I , y )  D ( X - - I , y ) .  

Aber da D(x- - I ,  y ) = o ,  so wir4 auch die reehten Membra Null. Wenn 

wir weiter annehmen, dass nicht s~im~liche Unterdeterminanten Null sind, schlies- 

sen wir, dass 

~ ( ~ -  ~, ~) _ ~ ( x ,  .~) ~,~(~- ~, .v) ~,~(x, y). 
~)1 ( X ~  I, y) ~)1 (X, y) ~21 (X--  I,  y) ~)1 (X, y) 

Auf dieselbe Weise erhalten wir 

~)2(~,y--I) ~)~(X,y). ~n(X,y--I) ~)~(X,y) 
~p,(x,y--~) ?l(X,y)' ~l(X,y--~) ~,(X,y) 

Wir kSnnen nun schreiben: 

~l(x, .v) ~ l ( X , 3 '  ~lIX, y) Hi(x, y) 

wobei lI~(x, y) periodische Funktionen von x und y mit Perioden I sind. Setzen 

wit dann in die Gleichungen (5) ~i(x, y) ein, erhalten wir eine Relation yon der 

Form (3). 
W~ren alle Unterdeterminanten Null, kSnnten wir dureh dieselbe Ver- 

fuhrungsweise zeigen, dass schon zwischen z~2)(x, y ) , . . ,  z~n)(x, y) eine Relation yon 

der Form (3) bestehen masse u. s. w. 

Also, wenn D(x, y) nieh~ identiseh Null ist, machen z~t)(x, y ) e i n  Funda- 

mentalsystem uus. 
18 - -  28583. Acta mathematica. 53. Imprim~ lo 11 mai 1929. 



138 Arvid Uhler. 

-(l) X, Wir kSnnen jetzt zeigen, dass wenn z i ( y) ein Fundamentalsystem aus- 

machen, jede L5sung des Systems (I) auf folgende Weise dargestellt werden kann: 

(6) ~,(x, v) = Y, n,(x,  v)4')(*, v) 
/ = 1  

wobei Tit(x, y) periodische Funktionen yon x und y mit Perioden I sind. 

Um dieses zu zeigen, betrachten wir die Determinante 

Zi(X, y), ~ I ) ( x ,  y ) ,  . . . ,  Z~n)(X, y )  

~'1 (X, y ) ,  Z~ 1) (X, y ) ,  . . . ,  2(~ ~) (X,  y )  

. . . .  o . o o o o o o ~ Oo 

Z~,(Z,  y ) ,  ~(1) X ~'(nn)(X, ~, ( ,  v), . . . ,  .v) 

Bezeichnen wir mit ~p~Z)(x, y) die Unterdeterminante des Elementes z~Z)(x, y) 
der ersten Zeilel erhalten wir: 

zdx ,  y) D(x ,  y) = - -  z~ ~) (x, y)g,~)(x, y) . . . . .  z~ n) (x, y)g.,~:')(x, y). 

Aber unter Beachtung von (I) finder man, dass 

Wl. ~) (x, y) 
D(x, yS 

periodische Funktionen yon x und y mit Perioden I sind, woraus das Theorem 

hervorspringt. 

Wir gehen jetzt dazu fiber, die Existenz eines Fundamentalsystems zu 

zeigen. 

Zur Erleichterung der formalen Behandlung wenden wir Matrixbezeichnungen 

an und schreiben (I) folgendermassen 

(7) 
(~(~ + ~, v)) = (~(x, y)) S~(x, :1) 

(~(x, :j + ~)) = (~(x, v)) &(z ,  y). 

Daraus erhalten wir 

(2 ' (X- - I ,  y)) ~-  (Z(X, y ) ) S ; - l ( x  - I, y) 

(~(x, y--~))  = (~(~, V)) S;-~(x, Y--~) .  
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Wir bezeichnen die Koeffizienten yon 

A ~ j ( x ,  y ) ,  bez. B i j ( x ,  y ) .  

Aus (7) erh~lten wir durch Iterstion 

S I - I ( x - - I ,  y) und S~-I(x, y - -  I) mit 

(~(~ + #, y + ~)) = (~(~, y)) T, ,(~,  ~) 

wobei 

(z(x, y ) )T ,~(x ,  y) = (~(x, y))s~(~, y)S~(x  + ~, y) .. .  

"'" S l (X -~ -~ t - -  I, y ) S 2 ( x ~ - # ,  ~ ) ~ , ( x - ~ t ,  y +  i) . . .  

.-. ~(x+F~,  y + ~ - I )  = 

= (z(~, .v))s~(x, y)S~(x, y +  ~)..'. 

�9 s~(~, y +  ~ - , ) S , ( x ,  y + ~ )~ , (~+ ~, y + ~ ) . . .  

. . .  S ~ ( x + t ~ - - I , y + ~ )  

(z(x, y))T_~ _,~x, y) = (z(~, y ) ) s r  ~ ( ~ -  ~, y ) ~ ( ~ - 2 ,  y) .--  

"*" 8~-1 1 ( x - - # ,  ~)~.~2 1 (x--~u, .~--  I ) . . .  S ~  1 (x--~tt, y- -~ ' )  = 

~-- (z(x,y))S.-2-1(x,  y-- I )S~-~  i (x ,  y - - 2 )  --- 

�9 . ~-~(x ,  y - ~ ) s ~ ' ( ~ -  ~, y - ~ ) . ,  s ; - ' ( ~ - , ,  y - ~ ) ;  

(~ (x, y)) r . ,_~(~,  y) = (~(~, y)) s~ (~, y) s,  (~ + ~, y) . - .  

�9 " S l ( x + t t - - I ,  y ) S ~ - ~ l ( x + t t ,  y--I)S.~'  (x +,u, y--2) .." 

�9 .. S 7 ~ ( x + ~ ,  y- -~)  = 

= (~(~, y))87~(~, y - ~ ) s ; ~ ( ~ ,  y - ~ )  .-- 

" ' '  S.~-l(x, ~ j - -~)Sl (X , y - - y ) S l ( X  + I,  y - - ~ )  . . . 

"'" S l ( X - { - f t - -  I,  y ~ v ) ;  

(~(~, y))T_~,,(~, y) = (~(x, y ) )S t '  (x-- ~, y) S r  ~ ( ~ -  2, y) �9 

. . .  s : ~ ( ~ - ~ ,  y ) s ~ ( ~ - - ~ ,  y ) s . ~ ( z - ~ ,  y +  ~) ...  

. . .  S ~ ( x - ~ , y + v - - I ) =  

= (~(x, y))s~(~,  y)~.~(~, y +  ~). ~,~(x, y + ~ - ~ ) ~ ( x - ~ ,  . v + ~ )  

�9 . .  S v l ( x - - l ~ ,  y + ~ ) .  

Aus diesen Definitionen erh~ltel~ wir die inversen Substitutionen: 
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(~ (~ + . ,  y +~))T21(x, y ) =  (~(~, y))Z;-~(z + . ,  y+~,--~)S:~(.~+., y+~,--2) .... 

" '"  S~ -1 (x  A[_., y) 8 1 1  (x  ~- . - -  I ,  ~J) �9 �9 �9 S 1 1  (x, ~J) = 

: (Z(X, y ) ) S ~ - l ( x - ~ - .  - I ,  ~-~-y) S l - l ( x ~  . - - 2 ,  y @ y )  . . .  

�9 "" S - ( - l ( x ,  y - ~ 2 ) S ~ - l ( x ,  ~-~, , - - I )  - . .  S~-~ l ( x , y )  

ll. s. w.  

Wir setzen jetz~ 

(8) (~(x,v))= ~ Y ( f ( .+ . , v§  

oder wenn wir mit Kl~,')(x,y ) die Koeffizienten von T-~l(x, y) bezeichnen 

~=+r te=+~ j = n  

(9) ~i(x,y)= Y, E E~(x . . ,y§  i = ~ , ~ ,  . .~. 
�9 = - - ~  ~=- -~  j = l  

Wenn wir voraussetzen, d~ss diese Reihen absolu~ und gleichmi~ssig kon- 

vergieren, kSnnen wir zeigen, dass sie dem Systeme (7) geniigen. 

Ersetzen wir nil.milch x mit x +  I, erhalten wir 

(~(~+ i, y)) = ~ 2] (/(x+ ~ + . ,  y+~))T-J(~+ i, y) = 

= E Z (f(x+",Y+v))T-~-:I,~(x+I,Y)" 

Aber jetzt hu~ m~n 

~-1 ~(X-~- I,y) S~ -I(x,y) = T - l (x ,y) .  

Hieraus erhiilt man 

(~(~* ~, y)) = (4~, y))S~(x, y). 

Auf dieselbe Weise erhi~lt mun 

(4~, y +  I)) = (~(~, y))S~(x, y )  

Die so gebildeten Reihen geniigen Mso dem Systeme (7)form~lerweisel Wir 
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wollen jetzt die Funktionen j~(x, y) so w~hlen, dass die Reihen absolut und gleich- 

m~ssig konvergieren, und zwar so, dass ein Fundamentalsystem sich bildet. 

Wir setzen x = x ' + i x " ,  y = y ' + i y "  und betmchten den vierdimensionalen 

Raum (x', x", y', y"). Diesem Raum entschneiden wir das Gebiet, ffir welches 

I xl + l y [ -  > C gilt, wobei C eine beliebig grosse positive Zahl ist. Welter ent- 

schneiden wit die Gebiete, die durch I~r(X+#,y+v) l ~< e, # ~ o ,  + I ,  + _ 2 , . . . ,  

v = o ,  _+I, +__2 . . . .  definiert sind, wobei ~ eine positive Zahl ist, die beliebig klein 

gemacht werden kann. Dadurch erhalten wir ein einfach zusammenh~ngendes 

Gebiet, R genannt, in dem vierdimensionalen Raume (x', x", y', y"). 
Wir werden jetzt zeigen, class wir J~(x, y) so w~hlen kSnnen, dass die Reihen 

(9) innerhalb des Gebietes R absolut und gleichm~issig konvergieren. 

Man kann immer eine Zahl M und eine Zahl p so beschaffen finden, dass 

l a~j(x+#, y+~,)l < ~(1~1+ I)V(lv[+ ~)v; [b~j(x+#, y+v)[ < M(I#I+ i)p(lvl+ ~)v 

[A~j(x+g,y+v)[ < M(itt[+ ~)v(H§ i)v; [Bij(x+g, y4v)[ < M(ig[+ ~)')(H+ ~)" 

wenn x und y innerhalb des Gebietes R sind. 

Die Koeffizienten yon T ~  ] (x, y), K(~,~)(~ i~ 'U' y)' genfigen dann der folgenden 

Ungleichheit: 

I gl.~.~")(x, y) l < (M. ,) '~ '+'~'  (~. ~ . . .  I , I ) '  (~. ~ . . .  I~1)' 

(l]//. n)l~l+l:~l e(p+~)(Itd ]ogl~l+l~l ]ogl*'l), 

Wir w~ihlen dann 

sin~(x-a) sin~(.~--b)e_t(x_o)~+(~_b),j; i = l  
fi(x, y) = z(x--a) z(y--b) 

y:i(x, ~) = o i # 

wobei (a, b) innerhalb des Gebietes R gelegen ist. 

D u r c h  diese Wahl  yon j~[x, y) sieht man unmittelbar, (lass die Reihen (9) 

innerhalb des Gebietes R absolut und gleichm~ssig konvergieren. 

Wenn wir jetzt l die Zahlen I, 2, . . .  n durchl~ufen lassen, erhalten wir 

LSsungen z~Z)(x,y), deren Determinante in dem Punkte x = a ,  y = b  den Wef t  i 

annimmt und folglich nicht identisch verschwinden kann. Die Funktionen 

z~)(x, y), l-~ I, 2 , . . .  n, maehen dana ein Fundament~lsystem yon LSsungen aus. 

Sie sind analytische Funktionen innerhalb des Gebietes R und kSnnen folglich 
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nur die singul~ren Stellen des Systems (I) als singul~re Stellen h~ben. 

stenz eines Fundamentalsystems des Systems (I) ist somit gezeigt. 

Die Exi- 

II.  

(io) 

Wir betr~chten jetzt ein System wie dus folgende: 

(x + ~, y) = a~(~, y)2"(x + i, y + 1) + ~ (x, y) ~ (x + :, y) + ~ (x, y) 2"(.% ~ + i) + 

+ ~(x ,  y):(~, y) 

2'(X,~-~2)~-b l(x, y) z(x~- I,~-~- I)-~ 5, 2(x, ~)z(x-~ I,~) -~- b 3(x,y) z(x, y-~ I) -+- 
+ b,(x, y) z(x, y) 

wobei ai(x, y) und bf(x, y) rationale Funktionen yon x und y sind. Es ist leicht 

zu zeigen, dass die LSsung eines solehen Systems auf die LSsung eines Systems 

(I) zuriiekgefiihrt Werden kann. 

Untersuchen wit unter welehen Bedingungen die Gleiehungen (I0) kompa- 

tibel sin& 

In der ersten Gleichung ersetzen w i r y  mit y + I und in der zweiten x mit 

x + 1. In den so gebildeten Gleichungen ersetzen wir z(x, y + 2) und 2"(x + 2; y) 

mit Ausdriieken, die uns (I o) zu Handen geben. Wir  erhalten dadurch zwei 

Gleichungen, aus denen z(x + 2, y + I) und z(x + I, y + 2) bestimmt werden kSnnen, 

wenn nicht a:(x, y +  I) b~(x + I, y) = 1 ist, was zun~chst vorausgesetzt wird. Das 

Resultat sei: 

(If) 

z(x  + 2, y + i) = ;1 (x, y)~(x + i, y + i) + c`2(x, y) 2"(x + :, ~) + c~(z, y)~ (z, y + ~) + 

+ c~(~, y)2"(~, y) 

Z(X -~- I, y "~- 2) ~- dl(X; y)2"(x -~ I, ~] -~- I) -~ d2(x, y )z (x  @ I, y) 2f_ (~3(x, y)z(x, ~ -~ I) @ 

+ d~(x, y)2"(~, y). 

Ersetzen wir hier in der ersten Gleiehung y mit y + I und in der zweiten x mit 

x + I, und ersetzen wir in den so gebildeten Gleiehungen z(x + I, y + 2), z(x, y + 2), 

z(x+ 2, y+ I), z(x+ 2, y) mit Ausdriieken, aus den Gleichungen (I0) und (I I) ge- 

holt,, und stellen die  Forderung auf, dass, wenn die beiden reehten Membra ein- 

a n d e r  gleiehgesetzt werden, die Gleichsetzung zur Identit~t-fiihren soll, so er- 

halten wir die Kompatibil l t~tsbedingungen des Systems (I0). Wir nehmen im 

folgenden an, d~ss diese Bedingungen vorhanden sind. 
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Wir  setzen jetzt 

(~ + i, y)=~o (x, y) 

~(x, ~ +  ~)=  q(~, y) 
~(~+ i, y +  i ) =  ~(~, y) 

und erhalten das System: 

(x + i, y) = p(x, y) 

q (x + i, y) = s(x, y) 

(~+ i, y )= ~(x, .v)s(x, y) + ~(~, y)p(z, 71) + ~(x, y)q(~, y) + c~(x, y)~(x, y) 

~(x, y+  i )=  q(x, y) 

p(~, y+  ~)=~(x, y) 

q(x, y+ Q=b~(x,y)s(x, y) + b~(x, y)p(x, y) + b3(x, y)q(x, y) + b4(x, y)z(x, y) 

s (x, y + I) = d I (x, y) s(x, y) + d e (x, y)p (x, y) + d 3 (x, y) q (x, y) + d 4 (x, y) z (x, y). 

Aber dieses System ist yon der Form (I). Stellen wir jetzt die Forderung 

uuf, duss die Determinunten: 

ca(x' Y)' aa(x' Y) und 
~(~, y), ~,(~, .v) d~(~, y), ~,(~, y) 

nicht identisch verschwinden, kSnnen wir von der Behandlung des Systems (I) 

Gebrauch machen. Bei Ausrechnung yon c~(x, y), c~(x, y), d~(x, y), d4(x, y) finden 

wir, duss die Bedingungen mit folgenden identisch sind: 

und 

aa(x, y + I)[a~(x, y)b,(x, y) -- ~(x, y)a~(x, y)] -- . ,(x,  y)a,(x, y + 1) =~ o 

be (~ + ~, y)[~(~, y)~,(~, y) -- ~(~, y)b,(x, y ) ] -  b4(x, y)t~(~ + I, y)=~ o. 

Vorausgesetzt duss diese Bedingungen erfiillt sind, kSnnen wir schliessen, 

d~ss das System (Io) ein Fundamentalsystem yon LSsungen: zl(x,y ), z~(x,y), 
zs(x,y), z4(x,y ) besitzt, und dass jede andere LSsung uuf folgende Weise dar- 

gestellt werden kann: 

~(x, y) = n~ (x, y)~, (~, y) + n~(x, y)ze(~, y) + ~a(~, :i)~a(x, :t) + n4(~, y)z4(x, y) 
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wobei II~(x, y) periodische Funkt ionen yon x und y mit  Perioden I sind. 

sind die Elemente eines Fundamentulsystems,  wenn die Determinunte 

D,(~ ,y )=  
~(x+~,y),  ~(x+~,y),  ~(~+~,y),  ~(x+~,y)  

Zl(X,y"t" I), Z~(X,y-~-I), Z3(X,~-~-I), Z4(x,y-]-I ) 

Zl(X-~I , y-~ I), Z2(X-~-I , y + I ) ,  Za(X-FI , yH-I), Za(X-{-I , y + I )  

~,(x,y) 

nicht  identisch verschwindet. 

Betruchten wir jetzt  den Fall: 

al(x ,y~- I)~,(x~- I, y) = I. 

Anstut t  (I I) erhulten wir in diesem Fulle nur  eine Gleichung, die z(x+ I, y + I), 
z (x+ I, y), z ( x , y+  I) und z(x, y) enth~lt. Diese Gleichung ist eine Konsekvenz 

yon (IO). W e n n  wir hier z(x+ I, y+ I) 15sen und d e n s o  erhultenen Wer t  in (IO) 

einsetzen, erhulten wir das System: 

(I]) Z(X,y"~2) ---b~(X,y)Z(X"~ I, y) -~ b~(x,~j)z(x,y+ I)-{- b3(,ic, y)z(x,y) 
~(~+ I, y+ ~)= ~(~, y)~(~ + i, y) + ~,(~, .v)~(~, y+ ~) + ~(~, y),~(x, y). 

Wir  gelangen hier ~n die Kompatibi l i tetsbedingungen,  wenn wir in der 

ersten Gleichung start  y y +  I u n d  in der dr i t ten start  x x +  I setzen, und  wenn 

wir unter  Anwendung yon (I3) , die Ident i t~tsbedingungen der rechten Membr~ 

aufstellen, und weiter x mit  x +  I in der zweiten und y mit  y +  I in der dr i t ten 

ersetzen, und auf die vorige Weise verfuhren. Wir  nehmen an, d~ss diese Be- 

dingungen erfiillt sin& 

Wi r  setzen d~nn 

(x + 1, y ) =  l~(x, 3I) 
~(~, y+ ~) = q (x ,  71) 

und erhulten folgendes System: 

z(x+ ~, y)=p(x, y) 

~9(X'~- I, y ) =  ~I(X, y)p(x, y) "~- a2(x, y)q(x, y) § 5~(X, y)Z(X, y) 

(I4) q(x + I, y )=  C,(X, y)p(X, y) + C2(x, y)q(x, y) + Ca(x , y)z(x, y) 
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Z(X, y ~- I ) =  q(X, ~]) 

~(x, y+ ~)= ~(x, y)p(~, y) + ~(x, .v)q(~, y) * ~(~, y)~(~, y) 
q(x, y+ ~)=~(x, y)p(~, y) + b~(x, y)q(~, y) + b~(~, y)~(~, y) 
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das wieder dieselbe Form wie das System (I) h~t. Unter Voraussetzung, dass 

al(x, y+ I). bl(x+ I, y ) =  I, und dass die Determinanten: 

s_~ (~, y), s~ (~, sJ) 
und 

nieht identisch verschwinden, kSnnen wir dunn schliessen, dass das  System (Io) 

drei linear unabh~ngige L5sungen hat, und dass jede andere LSsung folgende 

Form haben muss: 

z(x, y)= nl(x, y)z,(x, y) + ~ (x ,  y)z,~(x, y) + H~(x, y)z~(~, y) 

wobei Hi(x, y) periodische Funktionen yon x und y mit Perioden I sind. 

sind linear unabh~ngig, wenn die Determinante 

n~(x, y) = z , (x+ I, y), z~(x-+ I, y), z~(x + I ,  y) 

~(~, y+ ~), ~(x, y+ d, ~.4x, y+ ~) 

z,(x,y) 

nicht identisch verschwindet. 

I I I .  

Versucht man in Einzelheiten die LSsungen des Systems (IO)Zll unter- 

suchen, wird man finden, dass die erhaltenen LSsungen fiir eine soiche Unter- 

suchung wenig geeignet sind. Man muss eine andere Methode herausfinden. Es 

liegt nahe an der Hand, die Methode zu generalisieren, die l~5rlund 1 beim Stu- 

dium normaler Differenzengleichungen angewandt hat. Bezeichne z(x) eine L5- 

sung einer solchen Gleichung. Bei Setzung 

s 
z(x) = J P~v(t)dt 

Siehe dariiber 5~Srlund: Differenzenrechnung (~924). 

19- -  28583. Acta mathematica. 53. Imprlm~ le 13 mai 1929. 
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kann man, wenn man den Integrationsweg passend wiihlt, aufweisen, dass z(x) 

eine LSsung der Differenzengleichung ist, vorausgesetzt dass v(t) einer gewissen 

Differentialgleichung geniigt. Das Problem ist dann wesentlich auf die LSsung 

yon Differentialgleichungen zuriickgefiihrt. 

Will man jetzt eine Generalisierung dieser ]gethode suchen, empfiehlt es 

sich zu setzen: 

z(x,u)= f f t~-ls~-lv(t,s)dtds 

und das Integrationsgebiet so zu bestimmen, dass wenn v(t, s) einem gewissen 

Systeme linearer partieller Differentialgleichungen geniigt, z(x, y) einem Systeme 

yon der Form (,o)geniigt. Man begegnet aber bier der Schwierigkeit, dass die 

Theorie desjenigen Systems partieller DifferentiMgleichungen, zu dem man in 

dieser Weise kommt, nicht so in Einzelheiten herausgearbeitet ist, wie die Theorie 

der gewShnlichen linearen Differentialgleichungen. Ohne eine Durcharbeitung 

der Theorie dieser Gleichungen vorzunehmen, diirfte man kaum allgemeingiiltige 

Resuttate erzielen. Ich begniige reich damit, einen Spezialfall zu untersuchen, 

um die Methode zu beleuchten. Die Gleichung, die ich vornehmen werde, is~ als 

eine natiirliche Generalisierung der hypergeometrischen Differenzengleichung zu 

betrachten. Gerade wie diese auf die hypergeometrische Differentialgleichung 

zuriickgeffihrt werden kann, kann die hier  zu untersuchende Gleichung auf das 

System partieller Differentialgleichungen zuriickgefiihrt werden, denen yon der 

yon Appell definierten hypergeometrischen Funktion _Fe(a, fl, fl', 7, 7', t, s) geniigt 
wird. 

,. L~sung des Systems partieiler Differentialgleichungen, den, yon 
F2(a, ~, fl', 7, 7', t, s) geniigt wird. 

Ehe wir dazu iibergehen, die hypergeometrischen Differenzengleichungen 

mit zwei unabh~ngigen Variablen zu untersuchen, wird es notwendig sein, eine 

Un~ersuchung der LSsungen folgender Gleichungen vorzunehmen: 

(~s) 
t(~ - t ) ~ ; -  t~'~ + fy - (~ § ~+ ~)~] ~ i -  ~8~'~- ~ v  = o 

~(I -~)G-  t~'~ + E/-(~§ i)4 ~ - / t ~ i - , ~ ' v ~ -  o. 
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Dieses Gleichungssystem ist yon Appell untersucht worden. Die singu- 

l~iren Stellen sind: 

s = a l  s = a J  s = a  J t = I  s t = b t  t=-bl  t = b  J 

wobei a und b beliebige komplexe Zahlen sind. Appell hat die LSsungen von 

(15) in der Form yon Reihenentwicklungen gegeben, die in der N~he yon 

t =  o, s : o  konvergent sind. Im folgenden werden such solche Reihenentwick- 

h n g e n  nStig sein, die innerhalb anderer Gebiete konvergent sind. Wir werden 

diese durch Transformation der yon Appell gegebenen LSsungen erhalten. 

Wir setzen 

(16) v(t,  s) = t2s 'v( t ,  s). 

]:lier kSnnen Z und tt so bestimmt werden, dass auch ~(t, s) einem Systeme yon 

der Form (15) geniigt. 

Setzen wir n~mlich in (15) start v(t,  s) den Ausdruck (I6) ein, erhalten wir, 

nachdem wir den Faktor t~s ~ unterdriickt haben 

t(I--t)~i:--  t s~i '  8 + [2;~ + 7 - - (2~+t t  + a + fl+ I)t]/~ I --(Z + fl)s~] - 

- -  [ ( Z . ~ +  4 ( Z + ~ ) .  Z(Z+f - -~ ) ]  ~ = O 

s(I ,S)~]'~-- ts~i' ~ + [2tt + 7 ' - - (2t t  + ~.-~ a-F fl' 4- I)S]~' - - ( t t  4- ~/)t~'t - 

-- [ ( ~ + , + 4 ( , + ~ ' )  " ( ~ 7 ' - -  I)] ~=  o. . 

Dieses System nimmt dieselbe Form an wie (I5), wenn 

Z ( E + 7 - - I ) = O  und t t ( t t+7 ' - - I ) -~o  

was uns die vier Kombinationen gibt: 

, - o  J . - , - / !  

Die erste Kombination fiihrt uns wieder zum Systeme (I5). Die zweite 

Kombination fiihrt uns zum folgenden Systeme 
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t(~--t)'e;; - tsai' ~ + [2--7--(a + I - - y + f l - ] - I - - J - [ - I ) t ] ~ '  t - -  

- - ( f l +  I - - 7 ) 8 V s - - ( a +  I--7)(fl+ I--~)V=O 
8(I--8)<',~--tSVts+ /y'--(g@ 1--Z+fl'-~-I)8]?~i--fl'tVi--(g+ I--y)/~'V=O. 

Aber dieses letztere ist mit (I5) identiseh, wenn wir in (I5) a mi~ a +  I - -  7, 

mi~ f l + I - - y  and 7 mit 2- -y  erse~zen. Wir  schliessen daraus, dass, wenn 

v(a, ~, fl', 7, 7', t, s) eine LSsung yon (~ 5) ist, auch tl-Tv(a + I --y, fl+ I --y,/~', 2 --y, 7', t, 8) 

eine LSsung isk Die dritte und vier~e Kombination fiihrt uns auf dieselbe Weise 

zu den LSsungen: 

s~-r'v(cc + I - -y ' ,  fl, fl' + I --7' ,  y, z--y' ,  t, s) und 

t~-rs~-r'v(a+ z - - y - y ' , f l +  I - -7 ,  fl' + I - -7 ' ,  2--7,  2--7' ,  t, s). 

Set~zen wit 

v (< ~, ~', r, / ,  t, ,) = F , (~ ,  fl, ~', 7, 7', t, ,) - -  

- ~ v ,  ( " : m + : ) ( ~ . ~ ! ( ? : <  t . . , , ,  
- -  m'~--0 n'~--0 (~V, m) ( j ,  7t) (I, ,~t) (I, ~t) 

so erhMten wir die vier yon Appell gegebenen L5sungen. Wir bezeichnen diese 

mit vl, %, v~ und %. Also: 

(17) 

~1 = F,~(< ~, 9', r, z', t , , )  

v~ = t~-r F~(e + I --7,  fl + 1--7, ~', 2--7, 7', t, s) 

Va = sl-r 'F..(a + I --7',  fl, i f +  I --y ' ,  7, 2--7", t, 8) 

va = t1~ls1--r'F~(a + 2 - - 7 - - y ' , / ~ +  I --~,  fl' + I - -7 ' ,  2 - -7 ,  2 - - y ' ,  t, 8). 

Diese LSsungen sind linear unubh~ngig, und Appell hat gezeigt, dass jede an- 

dere LSsung yon (i5) auf folgende Weise geschrieben werden kann: 

(~8) v(t, s) = A v~ + Bv~ + Cva + Dv4 

wobei A, B, C und D beliebige Konstanten sind. 

Die vier LSsungen vl, v2, v~ und v~ sind durch Reihenentwicklungen dar- 

gestellL die konvergent sind, wenn [t] + ]s[< I. 

Wir k5nnen jetzt vl auf folgende Weise schreiben: 

tt~o0 p 

- -  ~'. (~, ") !-&~-) F ( ~  + , ,  ~, r, t),,,. Vl ~s (7', n) (I ,  '7,) 
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Ebenso kSnnen wir  v2 folgendermussen schreiben: 

I t  ~ e~o r 

v~ = t ~ - , ~  ('~+x-r'')(~'~)-~ . . . . . .  t ;  ( , ~ + x - r + ~ , , y + ~ - 7 ,  z - r , t ) s  '~ . 
,=o (r ,)  ( i, ,~) 

Aber  je tz t  h~t mun 
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F(r) I~(a + i + n--7)  l"(fl + I --7) tl-.,,F(a + I - - r  § ~, fl § 1 - - r ,  2 - -r ,  t ) :  
F ( ~ + ~ ,  #,r, t ) -  r ( 2 - r ) r ( ~ + ~ ) r ( f l )  

_ r ( f l +  ~ - r )  r(,~ + ,~ + i - r )  F(,~ -+ ,,, #, ,~ + ,,~ + f l - r  + ~, i - t). 
r(,~ + n + # +  i - r ) r ( ~ - 7 )  

Koinbin ieren  wit  nun  v 1 und v~, erhMten wir  folglich: 

V 1 - -  

r(r) r(~, + I - r ) r ( #  + i - r )  r (#+  ~ - r ) r ( .  + ~ - r )  
r ( 2 - r ) r ( ~ ) r ( # )  v~= r(r # + ~ - r ) r ( ~ - r )  

- -  F ( # + I - r ) F ( ~ + I - r ) ~ = ~ " : ~  ((~' n + m)(f '  m)(#" n)(a + I -rr '  n) I - - ' s "  

. . . . .  7 - ~  . . . . .  / I - - q  s .  (,9) ~ =  F, ~ " ( ~ + # §  
* T t ~ 0  ~ = 0  

Zwischen v~, v~ und v5 bes teh t  dunn folgende Relat ion:  

z'(r)r(~ + ~ - r ) r ( # +  i - 7 )  / '(3+ i - r )  r(~ + I -7 )  
(zo) ~ " -  r ( z - r ) r ( ~ ) r ( # )  ~ =  r(~ §  ~- r )  r ( ~ - r )  ~~ 

Es ist leich~ festzustellen,  dass die Reihe % konvergier t ,  wenn 

i I - t l <  ~, I ~ 1 <  1. 

D~ vl und ve LSsungen yon (15) sind, ist  uuch % eine LSsung.  

Auf  un~loge Weise  kSnnen wir  du tch  Kombinu t ion  yon v a und va eine neue 

LSsung v~ erhal ten:  

W i r  setzen 



150 Arvid Uhler. 

(2I) V6=81-7' ~,  E (g+ . . . . . .  I--r'~0~+~vt)(/~'~gt)(/{t----- ~ - -  + I - Z " ) ( c ~ + 2 - r - r  '~) 
.,=o n:o" (a+fl+2--Z--z,m+n)(2--Z,n)(I,n~I)(I:~) (I--'t)msn" 

Zwisehen %, v~ und v 6 besteht folgende Relation: 

(ZZ) v3-- r(Z)F(a+ 2--Z--Z')F(fl+ I--7) F(fl+ I--y) F(ct + 2--7--7' ) 
V ( 2 - - Z ) r ( a .  ~--7')r(fl) v~= r ( ~ + f l + 2 - : - 7 - - 7 ' ) r ( ~ - - 7 )  v~ 

v G wird aueh direkt aus v 5 dadurch erhalten, duss man in dieser a mit  a +  I--7 ' ,  

fl' mit  f l '+  I - -7 '  , 7' mit  2--  7' ersetzt und  schliess!ich mit  s l - f  mulbipliziert. Das 

Konvergenzgebiet  ist auch hier 

[ I - - t [  < I, [8[ < I. 

Aus vj und v2 ist aueh eine andere LSsung zu bekommen. M~n hat  n~mlich 

F(a+n,  fl, 7, t) -- F(7)F(I--a--n)r(x--~)  t .  1 7F(a.3 V I--7 +n, fl+ I--7, 2--7, t) -~ 
F(2--  Z) F(Z--a--n) r(r--fl) ~ 

-~_ F ( I - - q - - . ) r ( I - - ~ )  (I--t):--c'--'~--nF(r--ct--., r--~,  r +  I--'Cr I-- t ) .  
r(Z -[- I --a--fl--n)F(I - r )  

Wir erhalten, wenn wir von der Gleichung 

7g 
F(x) F ( ~ - x )  - sin ~ x  

Gebraueh machen : 

r ( r ) r ( ~ - f l ) r ( ~ - , ~ )  F( i - - f l )F( i - -a)  
v~ --  r ( 2 - - 7 ) r ( 7 - , ~ ) r ( 7 - ~ ) v ~ .  = v (  ~ --z) r ( r -  ~) ( ~ - - t ) ' - ~ - ~  

�9 Z " ~ ' ( a - + - I - 7 ' n ) ( f l ; n ) ( 7 - f l ' - m ~ F ( z - a - n + ~ m ) ( I - t )  m~ s ~ n .  
n--~ (J '  ~t)(I, ~?)(I, ~v~t)/'(r + I - -a- -~-- t~  +m) \ I - - t ]  

~ r t ~ 0  - -  

Wir  setzen 

(23) vT=  

m ~  7 t ~  t 

E [ I" 
m=o ,~'~-o (7',n)( I, n)(l ,m)F(7+ : - -a- - f l - -n+m)  ,I t )~\ i__t  ] �9 
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Zwischen v~, %0 und v 7 bes teht  folgende Relat ion:  

F ( 7 ) / ' ( I - - ~ )  F(I--C~) / ' ( I  --ff)_/-'(I - -a )  
(24) V l -  F(z--7)F(7--a)F(7--~) v~= V(t--7)V(7+ I--a--~)vT. 
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Die Re ihenen twick lung  v 7 konvergier t ,  wenn 

I I - t l  < , ,  < i .  

v 7 is t  auch  eine LSsung yon (I5). Aus v 7 liisst sieh noch eine LSsung v 8 erzieten, 

wenn wir  in v 7 a mi t  a+I--7" , fl' mit  f l ' + I - - 7 '  und 7' mi t  2 - -  7 ' ersetzen und 

zuletzt  mi t  s ~ / '  mult ipl izieren.  W i r  erhulten 

1 ' ( 7  + 7 '  - -  a - -  ~ ) ,  _ _  t ) ~ + r  1 

�9 " 

Zwischen v3, v~ und v s bes teh t  fo lgende Rela t ion:  

P(7) r ( I  --~) I'(7'--Cr F(I  --~) F(7'--C~ ) 
V 3 - -  F ( 2 _ r ) F ( r _ ~ _ r , a _ I ) / . ( Z _ f f ) 7 3 4 ~ -  F ( I _ 7 )  F ( Z + j _ c c _ _ ~ ) v  8. 

v 8 konverg ie r t  innerhalb  desselben Gebietes  wie v 7. Die LSsungen vs, v6, 

v 7 und v s sind l inear  unabhi~ngig und machen  somit  ein Fundamen ta l sy s t em von 

LSsungen von (I5) aus. W i r  stellen auch fest, dass fiir reelle t und  s Konver-  

genz vorhanden  ist, jedenfal ls  wenn  

t > o ,  8 > 0 ,  t + 8 <  I. 

W e n n  wir in v~, %, v 7 und v s t und  s, fl und ~', 7 und 7' permut ieren,  er- 

ha l ten  wir  ein dri t tes  F undam en t a l s y s t em yon LSsungen:  

~)9 ~ VI0 ~ Vll ~ ~12 

die auch  konve rgen t  sind, wenn  t > o, s > o,  t + s < I .  

W i r  arbei ten  je tz t  LSsungen  heraus,  die konvergen t  sind, wenn  s < o ,  t >  I ,  

t + s > I  oder  wenn  t < o ,  s > I ,  t + s > I .  Mun ha t  



= I'(l~ -]- I - -  ~ / )  I ' ( a  + n + ,  - -  7) t " - "  ! ~" i ff + ff + 
F(q q-flq- I-- )~ q-t~)/'(I--7) 

Hieraus erhMten wit 
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~(~ -~ Tt, ~, J, t) -- /'(~)I'(~ ~- I q- ~$--~P)I'(~ ~- I --)J) tl__,/ F (  a + I - - 7  ~ n, fl + I - - ~ ,  2 --~', t) : 
r(~-;,) r(~ + .) v(~) 

I--)'q-9,,Ctq-fl-~, I - - ~ * q - , , , ~ )  �9 

r(r)r(r + ~-r)r(~+ ~-r) 
v(2-7) v(.)r(~) 

Vo = t - a  F ( ~  + I--7) V(g-}- I - - r )"  
" /V'(g -+- ~ -  I - - ~ ) / " ( I - - Z )  

~,  (a, m q-n)(_a +_I--7, m§  n) (fl i n) ( t - -  Ilm/s~n 

m=0 

Die Doppeltreihe in dem rechten Membrum ist konvergent, wenn 

I t - - t  w-I+l;I 
Wir kSnnen aus dieser Doppeltreihe eine andere EntMeklung erhalten, die 

unserem Zweek mehr dienlieh ist. Wir se~zen m + n - - p  und sehreiben die Dop- 

peltreihe folgendermassen: 

~'a 0 n=~ (~ q-~+ I - - y , p ) ( j ,  ~/~)(I, ~ ) ( I , p ) , t f f , I - - t ]  

p=m ( C r  'q ) ( t ~ )  p 
= t - - a Z ( a + ~ +  I - - r ,p ) ( I ,p )  I ~  " p=0 

Aber jetzt hat man 

~ I - - - t  " 

Die Doppeltreihe bekommt somit folgenden Ausdruek, wenn wir m star{ p 
sehreiben: 

\ t - - ~ l  

m=~n=mz "~' (q,.~)(aq- I - - ~ , ~ ) ( j ,  ~nq-n)(j--fl ' ,  ~) I t + 8 - - I ~ m  i 8 I n " 
l 

'intO ? --- 
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Diese Reihenentwieklung ist konvergent,  wenn - - - -  + < I, d. h. 

unter  allen Umsti~nden, wenn t und s reell sind, innerhalb des Gebietes: 

s < o ,  t > , ,  t + s > I .  

D a  

F(a+n, a+n+ t-~-n 

hat  man 

V13 ~ V5 

und zwischen vl, v~ und v13 besteht folgende Relation: 

F(7)r(r i -7)r( f l+ 1-7) r(fl+ i -7)I ' (~+ i -7)  

Ersetzen wir jetzt  in v~3 a mi~ a + 1 - - 7 '  , fl' mit  f l '+ I--7 ' ,  7' mit  2--  7' und mul- 

~iplizieren wir mit  s ~-~'', erhMten wir eine neue L5sung: 

{t+8--,~ 1-f 
(29) v14 == s 1-:'' t ~'-~-1 ~ i - - J  " 

y v(.+ - ] "  

die konvergent ist innerhalb desselben Gebietes wie v~. 

Man ha t  

V14 ~ V6 

und zwischen v3, v, und v~, besteht, folgende Relation: 

r(7)r(r + z - 7 - 7 ' )  r(~+ i -7)., _ r(?+ ~ - 7 ) r ( .  + 2 -7 -7 ' )  
(3 o) %-- F ~ - 7 ) I ~ j ~ ( ~  %-- F(a~ ~ 2_7_ 7 ) r(~--7~ v~" 

Weiter  ha t  man 

F(r 7, t)-- r (7) r (~- -g) r ( , - r  t~_.,F(r i--7+-,Y+ I--7, 2--7, t)= 

___ F(I ~ - - ~  -~n-- n + F ( I - f l ) F ( I - a ' n )  I ) ~ / ~ 7 ( I  --t)7-a-n-~V( ~-~' I --~,Tq- I - - q - - ~ - - n , ~  -) �9 

2 0 - - 2 8 5 8 3 .  Acta mathcmatica., 53. Imprlm6 le '3  mai 1929. 
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Folglieh hat  mun 

r(r)  r ( ,  - ~ )  r ( ,  - ~) 
~" - v ( 2  - z )  r ( z - ~ ) r ( r - , )  ~'~ = 

_ r ( ~ - ~ )  t : - : ( ~  - t ) ; ~ - ,  ~. 
r ( ~ - z )  

t / ~  o o  ? t ~ o o  t 

Z Z (,~,~)/,~,.)r(,-,.-.)(y-,~,.~)(,-,~,,~) tt-~Fl ~ V �9 ! . . . . . . . . . . . . . .  

m=0 n=o( r ,9~) ( I ,~ ) [ ' ( r - -g - - f f - -n+I ) (Z+ I- - (~--f l - -Tt ,~)(I , , )  ~ - ~ - I  \ I - ~ t l  = 

F(I  --fl) / ' (I  --g) 
= r ( i - - r )  t : - ' : ( ,  - t ) r - - ~ - t 3 .  

�9 F, Y , ~ i n ~ ( " + ~ ' - - > - ' O ( V " " ) ( ~ ' - - a ' ~ ) ( ' - - ~ " n ) r ( ' ~ + V - - ~ ' + " - - ~ ) [ t - - ~ l ' q  ' * 1"- 
,,,=o ,,=o ~ .  (~', ,~) (,, ~)(, ,  ,,,) ~ - - !  ~7~-tl  - 

= r(,-~)r(,-.) t , ' - ~ ( , - - t ) ~ - o - : -  
F(I--7) F(7 + ~ --a--fl) 

m~oo 

, , ~ o ( ~ , ~ i - ~ - 7 ~ ( i i ~ * '  V * * - ~ ' - ' ~ ' : ' ~ ' '  ~ - t  - -  

Aber jetz~ is~ 

( : F a + f l - - 7 - - m  , , 7 ' ,  = 

I t + s - - I \ r + r ' - ~ - ~ - : ' + ' ~  1 , , s 

l 

(3 I) 

wobei 

Wir erhulten duraus 

.r'(7 ) .F(I --fl) [ ' ( i  - a ' )  .r'(i -- fl) F(I  - g )  
v,  - r ( 2  - r) r ( r -  ~) r ( r -  ~) v~ = V (  ~ - -  r) r ( r  + ~ - ~, - ?) v~,~ 

�9 [ t + s T [ ~ r + r  

m ~ o o  ~ t ~ q , )  r 

z.....a L - ~ /  _ _  t f Z  f *  

.,=o ~,~=o/7• -- --P, m)(y+ I --a--fl ,  m)(y, n)(I, m)(I, u) \ ~ - - ]  \ ~ ]  
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Die Reihenentwicklung (32) ist konvergent, wenn 

t < r  

d. h. fiir reelle t lind s, jedenfMls wenn 

t > I ,  s < o ,  t - l - s > I .  

Vergleiehen wir (24) und (31), tinden wir 

VI5 ~ V 7 �9 

Ersetzen wir jetzt in v15 a mit a +  I--7' ,  ~' mit fl '+ I--7' ,  7' mit 2--  7' und 

multiplizieren wir mit sl-r ', erhMten wir diese LSsung: 

(33} v,6 ---t~-r~.'-~" ( , - - t ) r+, / ---#-I  (t  + s - -  I'V+r'---,,-,s' 
\ t - i ]  

liZ~ao ?l~ ~o 
Z ( ~ +  I - -Cc- - /~ ,~9z+ ' , ) (~- - f l ,  9~t)(I--fl ,  m ) ( I - - - f l ' , ~ )  [ t q - 8 - - I ~ m  t 8 ~,7, 

Zwischen v3, v~ und vls besteht folgende Relation: 

r(r ) ip(l --~) rfr'-- ~ ) I ' ( I  - - ~ )  r(y--cr 
(34) 

Weiter hat man 

VI6 = V 8 . 

Die L5sungen v13, vl~, vl~ und vls sind fiir reelle t und s konvergent, jeden- 

falls wenn t > I , 8 ~ O und t + s > I . 

Wenn wit in diesen LSsungen ~ und fl', 7 and 7", t und s permutieren, er- 

hMten wir vier LSsungen: 

V17 ~ V18 ~ V19 l i n d  Vgo 

deren Reihenentwicklungen jedenfMls konvergent sind, wenn 

s > I ,  t < o  und t + s > I .  
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Im folgenden wird es nStig sein, die KonvergenzverhKltnisse gewisser Reihen 

zu kennen. 

Betrachten wir .~etz~ folgende Reihe: 

(35) ~ ~_J(m+n) ~m~n~ 
m = l  n = l  

wobei a, b und c reelle Zahlen sind. Wir stellen uns folgende Frage: Fiir welche 

Werte von a, b u n d c  ist Konvergenz vorhanden? Um dieses zu untersuchen, 

verteilen wir die Glieder der Reihe auf zwei- 

m=~ n = ~  m : ~  n=m n ~  re=n--1 

Z Z(m+n) ambnc~- Z Z(m+') ambnc+ Z Z (re+n) ambnc" 
m = l  n = l  m = l  n = 1  n ~ 2  m = l  

Aber jetzt hat man 

Z ( m + n ) a n c ~ _ l ~ z a Z (  I + n c <  C ~ l  a . c  
n = l  ? t ~ l  T e ~ l  

wobei C eine positive Konstante ist. 

Aber weiter ist 

n~m 

Z ~C = O(/c+l)  
n : l  

n~m 

= O ( l o g  m) 

n~m 

E#= o(0 

wenn c > - -  i 

w e n n  c ~ - -  I 

w e n n  c ~ - -  I .  

Die erste Reihe konvergiert folglieh unter der Bedingung, dass 

a+b+c<--2 wenn c > - - I  

a + b < - - I  >> c ~ - - I .  

Auf dieselbe Weise l~isst sich die zweite Reihe behandeln. Die Reihe (35) 

konvergiert folglieh unter der Bedingung, dass 
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a + b + c < - - 2  wenn c > - - I  und b > - - I  

a + c < - - I  >) c > - - I  ~ b~<--I  

a+b<--I  >> c--<--I ,> b > - - I  

~ a + b < - - i  
~ e ~ - - i  ~ b ~ - - i .  

i a + c < - - I  

(36) 

Jetz~ ziehen wir folgende Reihe in die Unte r suchung  hinein 

m ~  n ~  

~'ll ~ 1 f t = l  

wobei ' angibL dass m = n  wegzulassen ist. a, b und c gelten immer als reelle 

Zahlen. 

Wi r  verteilen die Reihe auf  zwei, die eine mit  Gliedern, wo m > s ,  die 

zweite mit  Gliedern, wo n > m .  In  der ersteren setzen wir m~-n+p, in der letz- 

teren n--m+ q, und erhaiten so die zwei Reihen:  

Z Z P~(n+2~) bnr Z ~-~ q%m+q) Crab. 
p--1 n = l  q ~ l  m = l  

Abet  jede 

ergibt  sich nun:  

Die Reihe 

yon diesen Reihen ist yon der F o r m  (3S)- Folgendes Resnl ta t  

(3 6) is$ konvergen~ unter  der Bedingung, dass: 

a+b+c<--2 wenn a > - - I ,  b ~ - - I ,  c > - - I  

a--}-c~--I >> a ~ - - I ,  b~---I, c~- - I  

a + b < - - I  ,> a > ~ I ,  b > - - I ,  c--<--I 

t a + b < - - I  ,~ a > - - I ,  b~<-- I ,  c--<--I  
a -]- C < - - I  

b + c < - - I  ~ a~-- - - I ,  b > - - I ,  c > - - I  

/ a + b < - - I  
>> a ~ - - I ,  b > - - I ,  O ~ - - I  

b + c < - - i  

b+e< >> a<----I, b<~--I, c > - - I  
a + C < . I  

immer ,~ a ~  < ~ i, b~<- - i ,  c _  < i. 
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2. Liisung der hypergeometrischen Differenzengleichungen mi t  zwei 

unabMtngigen Variablen. 

(37) 

Wir betr~chten jetz~ folgendes Gleichungssystem: 

(X~- 2--~)(X-~- y-~- 2---~)Z(X + 2, ~) -~- (X-~- I--~)(X"~-y"~- 2--C~)Z(X-~- I, y~- I ) -  

--[(X-~-I--fl)(X-~-y-t-.I--(%) "~-(X-l- I)(X ~-2--Z)JZ(X'~- I, y)--  

--  X(X'~ I--Z)Z(X, y-~- I)@ X(X-~- I--Z)Z(X, y ) : O ;  

(?J-~-2--~')(X-[-~]-~-2--g)Z(X, y@2)-~" (y-~ I--~')(X-~ y-~ 2--g)Z(X~- I, y-~- I ) -  

-- [(y-I- I--y)(X-t-~/-[-I--{~) -[- (y-I- I)(y-~ 2--Z')]Z(X , y-I- I)--  

--  y(y-~- I--r')Z(X'-~ I, y) "[- y(y@ I - - j )Z(X,  y )=O.  

Wir setzen 

(3s) z(x,y)=fft~-lsy-lv(t,s)dtds 

und behal~en uns vor, sparer d~s Integrationsgebiet fiir unsere Zwecke zu ge- 

stalten. 

Wir  erhalten 

(x+ 2)(x+ 3)z(x + 2, y)=(x+ 2)(x+ 3 ) f f  t~+lsV-lv(t,s) dtds" 
d d  

Durch teilweise Integration en~steht 

(x + 2)(x + 3)z(x + 2, y) = (x + 3) f t~+~s~-~v(t, s)ds -- f t~+~s~-Iv'~(t, s)ds + 

+ f f t~+~s~-lv'~;(t,s)dtds. 

In die beiden ersten In~egrale ist die Integr~tionsgrenze einzufiihren. 

Auf anal0ge Weise kann m~n die iibrigen Glieder yon (37) behandeln. 

Das Endresulta~ wird folgendes: 

(X + 2--~)(X-Jr'y-~- 2--g)Z(X,Jr 2, y)+ (X-~- I--~)(X-[-y'nt- 2--g)Z(X'~ I, y-~- I ) - -  

--  [(X'~- I--~)(X-l-yn t- I--a)-1- (X "1- I)(X'~-2--Z)] Z(X-~ I, y)-- 
- x ( x +  ~ - r ) ~ ( x ,  y +  I) + x ( x +  i - z ) z ( x ,  y) = Vl(x,  y) - 
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+ 

(39) 
(y + 2 - - / ) ( ~  -~ 

4- 

wobei 
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f f t~-,(t+~-~)It(,-t)vi:-t~vi', + 

{7-(a + fl+ I)t}vi--~sv:--aflv] dtds; 

y-l-2--C~)Z(X, y-~ 2)4-(yq- I--/~')(X q-y "t-2-- g)Z(9~-[- I, yq- I ) -  

I(y+ ~ -Y) (~+y  + , - ~ )  + (:j+ ~)(y + ~-z')l ~(~, y+ ~)-  

y(y-~ I--~J)Z(X'~ I, y) "~-.~(y~- I'-~')Z(3C, y) = ~2(X, y ) - -  

{~,'-(~ +~' + ~)~) v : - ~ ' t ~ -  ~'~] ~td~ 

(40) 

/ �9 f Vl(X, y) -- (x+ 2) t~+~sY-~(t+s - i)v(t, s)ds - -  t~+~sY-~(t+s -- I )vi( t  , 8)ds § 

f t'~+'sY-l(t + s- - I )v( t ,  s)ds -- f t'~+lsY(t + s--I)v;(t, s)dt--  § 

-- fl / t"r + s - -  I )v( t ,  s)dt--(a + fl + I) f t~+ls~J-l(t + s--I)v(t, s ) d s -  

f Y , 

t '  t '  

f f + z' t.~-ls~(t+s--~)v(t, 8)dt + t~-'s~+i(t+x--~)v(t,s)dt. 
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(4i) 

Wenn jetzt v(t,s) dem Systeme 

t(I--t)vi:-- tSY;: -]- [~ - - (g  ~- fl-~ I)t]V I --flSF: - -  q /~V= O 

t t  t 

~(, -4v ' . ; -  t~v,. + [~, - ( .  + #' + ~)4 v ' . -  ;~' t~ ' , -  , , y v  = o 

geniigt, und weiter das Integrationsgebiet so gew~hlt ist, dass V~(x,y)=o und 

V2(x,y)--o, dann geniigt z(x,y) dem Systeme (37). 

Aber das System (4r) ist identisch mit dem Systeme (I5), dessert LSsungen 

oben untersucht WoMen sind. Diese lassen sich jetzt gebrauchen, um vermittelst 

(38) die LSsungen yon (37) zu finden. Zun~ehst nehmen wir an, dass 

v( t ,  s) = v ,  

wobei 

m . . . . . .  ('~, "~. + ~) (~, m) (~', ,,) tm~, ̀  
~, = F, F, (~, m) (z', ,,) (i, .,) ( , ~ )  

m ~ 0  n ~ 0  

die konvergent ist, wenn I t l  + 14 < I .  Wir gehen jetzt zu einer Untersuchung 

tier Konvergenz der Reihe, wenn s =  I -  t und I > t--> o. Wird das allgemeine 

G lied mit A~,ntm(I--t) n bezeiehnet, so haben wir 

I A, . ,  ,, t"  (~ - t)" I < C(m + .)~ (~ m~ (~-,').~ (~'-'/) (m + .)~ t" (~ - t)" 
re!n! 

wobei C eine Konstante ist. 

M5ge jetzt ~ die grSsste yon den Zahlen ~(fl--7) und ~(fl'--7') sein. 
hat nun 

m~(~s-',')nm(, ~'-','') < (m. ,~)~ < (m +~)2~ 
4 ~ 

M a n  

und erh~lt folglieh 

JAm ,,tm(~--t)"l < C (m +~d~'+'~("-')(m+ ")! t ' (  
' 4 ~ r e ! n !  

-t)". 

Aber ist m +  n = # ,  haben wir 

~!~ .T  tm(I--t)n= I. 
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Wir schliessen dann, dass die Reihe vl innerhalb des Gebietes t >- o, s--> o, 

t+s<--I absolu~ und gleichmgssig konvergent ist, wenn 2 s + ~ ( a ) < o .  Es ist 

ersichtlich, dass die Konstanten 6, fl, / ,  7 und 7' sich immer so ws lassen, 

dassi wenn ~l(x) und 91(y) geniigend gross sind, Vl(X, y) und V~(x, y) Null sind, 

wenn wir als Integrationsgebie~ yon (38) das Gebiet: 

t ~ O ,  8 ~ 0 ,  t-~-8 <- I 

wghlen. Nennen wir dieses Gebiet D. 

Wir  erhalten also folgende LSsung von (37) 

Zl(x, y) = f f t~-~s,-~v~(t, s)dtds. 
1) 

Aber die Reihenentwicklung von v 1 ist unter gewissen Bedingungen inner- 

halb des Gebietes D gieichm~ssig konvergent. Wir kSnnen gliedweise integrieren. 

Unter Beobachtung, dass man hut 

fft~-~sv-~t~s,,cltds= 
D 

erhalten wir 

<(*,v)= 

r(x + ~) r'(v + ~) 
F(x+y+m+ n+ I) 

r(x) r(.v) ~. ~, (6, ~ +.) (#, .,) (~, .)(., .,) (u, -) 
~)  (~V, n ) ( I ,  W?)(I, ~ ) (X@y-[ -  I, On-}-~,) r ( * + v +  ~ ) ~  , ~ ( ~ ,  - - ~  - - - ~  - -  

Der absolute Betrag des allgemeinen Glieds ist kleiner als 

wobei C eine positive Konstante ist. 

Aber eine Reihe mit diesem allgemeinen Glied ist vonder  Form (35). Wir  

k5nnen dann unmittelbar das Gebie~ angeben, innerhalb dessen zt(x, y) absolut 

konvergiert. Wir finden, dass absolute Konvergenz vorhanden i s t  

fiir ~ ( x + f l - 7 ) > o  und ~ l ( y + f l ' - 7 ' ) > o ,  wenn ~t (a '+f l+~-7-7)  I 

>, ~ ( x + # - 7 ) > o  ,, ~ ( y + / - / ) - < o ,  

>, ~ ( x + # - 7 ) < - o  ,, ~ ( y + / - 7 ' ) > o ,  

>, ~(x+~--7)<_o  >> ~R(y+fl ' - -7 ' )~o , 

21 - -  28583. Acta mathematica. 

>> ~}~(X) > ~(CC-~-~'---7"- I) 

'> ~(X) > ~ l ( ~ + / - - / - -  I) 

a n d  ~ ( y ) >  ~R(a+~--7--I). 
53. Imprim6 le 14 mai 1929. 
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Wenn wir anstatt vl die LSsungen v~, v 3 und  v~ anwenden und immer fiber 

das Gebiet D integrieren, erhMten wir durch dieselbe Verfahrungsweise andere 

L~sungen: ~(~, .V), ~(~, V), ~,(x, V). 
Wir erhalten somib folgende LSsungen yon (37): 

~,(~, v)= r(~+v+ , ) , ~  .. (z, ~ i ~ , ~ m - ) ~ , ~ ) ~ u  

r ( z  + ~ - r ) r ( . v )  
~(~' Y)= r(~+~§ 2-7) 

y,  ~, (g+ I--Z, m+#t)(fl+ I--Z, ~n)(~', ?~)(x+ I--7, ~t)(y, .) 
(42) "m~'~=~ -(2~7'~)(7"")(I'm)(I'n)(x+y+2--Y'm+7"l) 

/Y'(~) F('.u + I --7') 
~ ( x ,  v) - r ( x  + v + 2 -  7') 

�9 Z "~' (~+ I - -7"m+~ )(~'-m--)(fl'§ I--7" ")(x' ~t)! ~]+ I ' Z ' " )  
~=o ~ (7,.~)(2-7,-)(,, m)( , , . . ) (~+~:ZSz' ,~:~ 

F(x + ~ "r)  r(y + i--7') 
z~(x,y)= F(x+y+3--7--7')  

�9 Z Z (q+2-7 -7 '~"+" ) ( f i+  I--7''~)(fl'+ I --7 ' ' ) (X+ I - -7 ,~) ( f f+I - - r , . )  
~rt~0 n~0 (2--7, m)(2--7 '  , .)(I, ~t)(I, . ) ( x  q-y + 3 --7--  J ,  ~t-~- . )  

Die Konvergenzverh~iltnisse werden auf dieselbe Weise wie ffir Zl(X,y) 
untersueht. 

Diese vier Partikul~rlSsungen yon (37) machen ein Fundamentalsystem yon 

LSsungen aus. Um dies zu zeigen, wollen wir zun~chst vier andere Partikulfir- 

15sungen heranziehen, die durch line,re Kombinationen mit konstanten Koeffi- 

zienten yon den LSsungen (42) ausgedrfickt werden k5nnen. 

Wir setzen in (38) v(t, s )=v 5 und w~hlen wiederum d~s Integrationsgebiet 39. 

Auch hier kSnnen wir die Konstanten a, fl, fl', 7 und 7' so w~hlen, dass v5 inner- 

halb des Gebietes D gleichm~ssig konvergent ist, und dass Vl(x , y) und V,~(x, y) 
Null werden. Wir kSnnen dann gliedweise integrieren, und well 

f f t.~_~s~_q(i_t)~s~dtd s : F(x)F(y+m+n+ I) i 
J J  F ( x + y + m + n +  I) y+n 

D 

entspringt daraus 
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(43) z~(x,y)= F ( x + y +  ~) " 

(5, "?, § (fl, ~")(#', n)(r § I - -  y, ")(y § I, m § ~) I 

Das Gebiet, innerhalb dessen (43) absolut konvergent isk k5nnen wir dutch 

Vergleieh mit einer Reihe yon der Form (35) bestimmen. Wir  finden, dass wenn 

nur ~(x) gentigend gross ist, und wenn y endlich und keine negative ganze Zahl 

ist, so ist die Reihe absolut konvergenL 

Benutzen wir start % die LSsung %, erhalten wir 

r(~) r(y + z - r ' )  
(44) Z6(x, Y)= 1.(x + y § 2__7, ) " 

~Tt~oO ? ~ c ~  P P ! 

~, ~: (~+ ~-/ ,~+~)(~,~)( /  + ~-r,,~)(r247 z - r - r  ,~)(~+ z - r  ,m+ . )  
,Y...d ~ ~ r p , 

.,=o ?,=o + ~+ 2- -7- -  7 , m + n ) ( 2 - - y ,  7*)(I,~-)(I; 7t)(X § y-I-2--~', m-I- ~t) 

y + i - - 7 ' + n  

Wir kSnnen auch v7 gebrauchen, und erhalten in solchem Fall 

(45) zT(x, Y ) -  F(7 + I --q--f l)  C(x)-F(Y q - r - -q - - f l  q- I) 
F(~:--~t) F(X § y + ~:--cr § I) 

Auf dieselbe Weise erhalten wir, wenn w i r v  s anwenden: 

z z  
(46) zs(x, y) = r ( r + / - ~ - ~ ) r ( ~ + y + r - r  , ~=o ~=o 

(5 + z - z  - / ,  ~) ( /+  ~ - r ' , ~ ) ( r - # ,  .~)r(z + r ' -  r  ~ - -  + ~)(y + r - . - ~  + ~, m) 
(2 - - r '  , ~?)(I, ~)(I, m)kV'(r -[- ~ " - - 5 -  flq- 2 - - n  q-~t)(X q-y q- ~--  g--/~-}- I, m) 

I 

y+n- -7 '  + 

Die Konvergenzverh{iltnisse der Reihen (45) und (46)kSnnen wir durch 

Vergleich mit einer Reihe yon der Form (36) untersuchen. Wir finden, dass 
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wenn O{(x) geniigend gross ist und die Konstanten a, fl, fl', 7 und 7' gewisse Be- 

dingungen erfiillen, die Reihen absolut konvergent sind, vorausgesetzt, dass y 

endlich und keine ganze negative Zahl und nicht yon der Form 7 ' - - I - - n  ist. 

Die LSsungen zs(x,y), zs(x,y ), zT(x,y ) und zs(x,y ) kSnnen durch zl(x,y ), 
z~(x, y), zs(x, y) und z~(x, y) ausgedrfickt werden. Auf Grund der Relationen (2o), 

(22), (24) und (26) gelten n~mlich: 

~Y'(7) F(/~ § I --~)F(fl § I --~) F(~ § I --7) ~'((~ § ~ Z5(X ' y) 
ZI(X, y ) -- F(2__7) F((2)F(/~) Z$(x,y)= ]L'(~§247 I--7)_F ( 

-F(7) F(ff-~ 2--~--J)/W(fl § I--~) Zt (X, y ) 1 ( / ~  I~- ~ - - - - ~ )  Z6 (X, ~/) 
z,~(x,y)- r ( z - 7 ) c ( ~ +  ~-7')F(fl) �9 i t  ~ -~ .  - 7 - ) ' 1  ~ - ~ J  

(47) 
/'(r) F(I --fl) I'(I -- Cr f'(I -- fl) F(I - - : )  

Zl(X,y)- r (2_7) r ( ) , _~ ) r (7_ f l ) z~ (~ , y )=  r(i-7)r(7+ i ~ _ .  ~)z~(x,y) 

F(7)F(I--I~)F(7'--a) r(1---~)r(7'--a) :z (x 
Ztt(X, y) -- g(2--~:/'(y § ? --a--  I)-Fir--fl) z4(x' y) ~- r ( I  --7)g(y+7'--a--fl) s~ , Y). 

Die LSsungen z~(x, y), z6(x,y), zT(x,y ) und zs(x,y ) sind in einer Form gegeben, 

die uns erlaubt, sie fiir grosse Werte yon x zu untersuehen, wenn ~ ( x ) > N ,  

wo N eine gewisse positive Zahl ist. 

Wir  legen zuniichst folgendes Theorem dar: z bezeichne eine positive Zahl 

so besehaffen, dass 

~ 0  - -  

absolu~ konvergent ist. Die Reihe 

Z E (x+~,.~+.) 

konvergiert dann gleichm/issig, wenn ~ ( x +  ~ ) ~ z .  Man hat n//mlich 

m=|174 Am,,, m=~r174 A ..... (z, re+n) 
Z(x+~,.~+.)- ~ ~(~,m+~) (x§ 

Aber bei den gegebenen Voraussetzungen gilt 

I z ( x + I ) ' " ( x + m + n - - I /  I 
(z+ ~)(x+ ~+i) .7. ~ +m+.- i )  
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Wir  erhalten 

~+~,~+~ <- ~ ~ (~,m+.)  
? m ~ O  n ~ O  

Von hier aus gelangen wir zu der Giiltigkeit des Theorems. 

Wei ter  erinnern wir an folgendes Theorem1: Die Reihe 

~ Q O  

5 2 = 0  k ! 

konvergiert  gleichm~ssig innerhalb des Gebietes ~(x)-->z, wobei • eine positive 

Zahl grSsser Ms" die Konvergenzabscisse ist. 

Auf  Grund dieser Theoreme kSnnen wir aus (43), (44), (45)und (46)schlies- 

sen, dass 

(48) 

r(x+y+ i) 
)i_m zs(x, y) F(x)F(y) 

r ( ~ + y + : - z ' )  
a!i--.m~ Z6(X' Y)_Y'(X)I'(y + I--Z') 

r(x+y+7-~-~+ ~) 
l i r a  zT(x, y)r(x)r(y+7-a--~+ i )  = 

= r(r+ i - ~ - f i )  "=~ (~+ i-7,.)(fl', ~ )r (r -~ - - - ) .  i 
r(r-,~) ~o (r',.)(I,~)r(r+ ~ - ~ - ~ - ' )  v+. 

I '(x+Y+7--a--fl+ I) 
~lim ~(~, y)r(/)r(y ~ z - - . - -~+  I )=  

r (z + / - - - ~ )  ~ ~ (~+ ~-z-z',.,)(~'+ i-z',  . ) r (~+z ' -~- . -~)  
= r(z+z'~-d:~-~)~o ( ~ - z ' , . ) ( , , ~ ) r ( z + z ' - ~ - ~ + ~ - . )  

n ~  ao r t �9 ~ _ ~ ( ~ + ~ + I - Z - z , ~ ) ( Y + I - Z , . ) .  i -u~(y).  
Y+n--7' + I n=0 (2--7',n)(I,n) Y+n--7' + I 

Wir  setzen hier voraus, dass x gegen die Unendlichkeit  w~chst, in einer Halb- 

ebene ~ ( x ) >  N verbleibend, wobei /Y eine gewisse positive Zahl ist. 

1 Siehe NSrlund: Sur les s6ries de facult6s p. 346. Acta Math. 37 (I914). 
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Aus diesen Eigenschaften kSnnen wir feststellen, dass zs(x,y), z6(x, y), zT(x,y) 
und zs(x , y) ein Fundamentalsystem yon L5sungen ausmachen. 

Nehmen wir ni~mlich an, dass zwischen diesen LSsungen eine Relation 

bestEnde 

(49) 1I 1 (x, y)z 5 (x, y) + H~ (X, y)z~ (x, y) + I I  3 (x, y)z7 (x, y) + / / 4  (x, y)zs(X, y )=  o 

wobei II~(x, y) periodische Funktionen mit Perioden I sind. 

Wir betrachten dann die Zahlen 

~, ~(2-7' )  ~na ~ ( 7 - ~ - ~ + ~ )  

und ordnen sie nach Gr5sse. Nehmen wir beispielsweise an: 

~ ( r - ~ - ~ +  ~) > ~ (2 -r ' )  > ~. 

Wenn wir jetzt (49) mit 

v(x+y+ ~) 
r(x) r(v) 

multiplizieren und x die Werte x, x + I, x + 2 , . . .  x + n , . . .  durchlaufen lassen, 

kSnnen wir aus (48) den Schluss ziehen, dass l I~(x ,y) ident iseh  verschwindet. 

Wenn wir darauf mit 

r ( x  + ~ + 2 -  r ' )  

F(x) F(y + ~ --7') 

multiplizieren und auf dieselbe Weise verfahren, sehen wir, dass auch H~(x, y) 
identisch verschwinde~. Wenn wir schliesslich mit 

F(x+y+7--a--fl+ I), 
I'(x) r ( y  + i - 7 ' )  

mui~iplizieren und auf dieselbe Weise verfahren, erhalten wir eine Relation 

II~(x, v)ul(v) + n~(x, y)u~(y)= o. 

Aber eine solche Relation kann unmSglicherweise bestehen bleiben, ohne d~ss 

II.~(x, y) und lI~(x, y) identisch verschwinden, da ul(y ) und us(y ) ein Fundamental- 

system non LSsungen der Gleichung sindl: 

1 NSrlund: Differenzenrechnung p. 346. 
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(y--a--fl+7+ 2)(y- fl '+ 2)u(y + 2)-- [(a+fl--7)fl'--(a+ fl--7 + fl' +7'+ I)(y+ I) + 

+ 2(v+ ~)(v+2)]u(v~ ~)+ v(y-r'+ 0~(.v)=o. 

Die Funktionen zs(x , y), z~(x, y), zT(x, y) und zs(x, y) machen also ein Fundamental- 

system yon L5sungen aus. Auf Grund der Relationen (47) schliessen wir, class 

auch zl(x, y), z~(x, y), z~(x, y) und z4(x, y) ein Fundamentalsystem yon LSsungen 

ausmachen. 

Jetzt  zeigen wir, dass zl(x , y), z~(x, y), z3(x, y) und z4(x, y) dureh definite 

Integrale ausgedriickt werden kSnnen, die uns erlauben werden, die analytischen 

Fortsetzungen dieser LSsungen zu geben. 

Wir  schreiben zl(x, y) auf folgende Weise: 

Z l ( X '  Y) = F(X-}-y-[-  Ii ~o:  ' . . . . . . .  riCO= (7 , . ) ( I , . ) ( X +  y +  I , . )  (7,~-n)(I.:m)(x~yyq--I~+~-,.~) 

Aber es l~sst sich leicht feststellen, d~ss 

m ~ z  

Z (~ -~- ~t, T/t) (~, m)(X,  l )  r ( 7  ) I ' (X  + .~ + I  + n) 

1 1 

// . a  + n--1 ( I - -  ~1) x + y--a .~--1 ( I - - . 2 )  7---~-1 (I - -  U t U2) - x  d "1 d u 2 . 

o o 

Wenn wir obenstehendes in ~ ' I ( X ,  y) einfiihren und die Integrationsordnung und 

die Summationsordnung permutieren, was unter gewissen Bedingungen er laubt  

ist, und dann die Summation in Bezug auf n ausfiihren, wird erhalten: 

r(r) r(x) r(y) 

1 1 

"a- - l (  I --?~l)x+Y--aU~--l( I --U2)7--fl--1( I - -  Ul "2) ~ (Y,/~, ~/, ~'1)dUl du2  = 

o o 
1 

.(x) f o1 = - u )  F(x,~,z,  ) (~J,~,z, F(a)F(x+y+ I--a)  u (I x+y-,~ u F ' ' 
0 ~ , 

Dieses Integral hat einen Sinn, wenn ~(a) > o, ~ (x + y- -  a) > -- I, ~ (y + 7--~--  a) > -- I, 

~ ( x + 7 ' - - f - - a ) > - - I  und ~ ( y + 7 ' - - ~ - - ~ ' - - a ) > - - I .  
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Auf analoge Weise erhalten wir IntegrMe fiir z~(x, y), z~(x, y) und z~(x, y). 
Wir haben somit folgende Integrale gefunden: 

(5o) 

1 

~'(~' Y) - -  r(~)r(x+~+ ~-~1 
0 

Z](x,y) = r(CCd- I - - y ) F ( x T y - ~  I - - q )  

1 

f u~-~(~ -u)~+y-~F(x + ~ - r ,  ~+ i - 7 ,  2 -7 ,  u)F(y, ~', 7', u)du 
o 

_F(X) I'(,t/ d- I --~') 
~(x, y)= r(.+ ~-/)r(x+y+ , - ~ )  

1 

f u~-'/(~ --~)~-~F(x,  fl, 7, u)F(y + ~ --7", fl" + ~ .7", 2 - 7", u)du 
0 

F(x+ I--7)F(y+ I--7') 
~(~' Y)= r(~ + ~ - r - z ' l  r(x + y + i - J ) )  

1 

f ua+l--7-"7'(I --u)X+y-a.F(x d- I ---Z, fl d- I --7, 2 --7, U)" 
0 

�9 F(y+ I--7' , fq-  I--7', 2--7',u)du. 

MSge h eine positive 

Wir setzen dann 

wobei 

Zahl bezeichnen, und zwar so beschaffen, dass o < h < I. 

h 

r(x) F(y) f u a - l (  I --u):r+y-aF( x, ~, r ,  u ) ~ ( y ,  ~', 7', u)du ei~)(~' Y) = r(~) r(~ +y  + i -~1 
0 

und 
1 

h 

Jetzt kann geschrieben werden 
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r(x) r(?~) 
(5~) ~,)(x,v) = r ( ~ ) r ( x + ~ +  I - - g ) "  

i f  e 2 z t i a -  I 

C 

ua--l(  I ---U)~+P--aF( x ,  ~, 7, U)s ~t, Z', u ) d u ,  

wobei C eine Sehleife ist, die yon h ausgeht,  den Nullpunkt in der pos i t iven  

Richtung nmschliesst, und wieder in h zuriickkehrt. Hieraus ergibt sich, dass 

z~l)(x, y) eine meromorfe Funktion yon x und y ist mit einfaehen Polen in den 

Punkten x = - - n  ( n = o ,  I, 2 , . . . )  und in y = - - n  ( n = o ,  I, 2, . . .) ,  und dass sie fiir 

alle Werte der Parameter existiert, jedoch ausgenommen, wenn 7 oder 7' Null 

oder ganze negative Zahlen sind. 

Betrachten wir weiter z~2)(x, y) und nehmen wir zun:,ichst an, dass x+f l - -  7 
und Y+fl'--7' nicht Null oder ganze Zahlen sind. 

Man ha~ dann 

und 

F(~, ~, 7, ~) = r(r) r ( r - ~ - x )  / .(7_x )/.(7_~) F(x, if, X+~'+ I--7, I--~A) + 

_]_ J~(7) F(X+ ~--7)(I--~)7--x-(3~'(7--X , 7--[~, 7--~-[- I --X, I --U) 
r(x) r(~) 

F(v, ~,' 7; ~)= r ( / ) r ( / - Y - Y ) v ( y ,  fl,' y +/~' + I - - 7 , '  I--U) + 
r(7'--y) r(7'--fl') 

F(7 ) ,Y+,--7,r~ u~'/ ~'-',F(~' + ~ , - -  J ' , .  - -Y,  7 ' - - 3 ' ,  7 ' - - {  f +  I - - y ,  I - - U ) .  

Fiihren wir diese Ausdriicke in z~2)(x,y) ein, erhalten wir vier Integrale, und 

wenn wir schliesslich Schleifenintegrale introduzieren, erhalten wir, wenn C eine 

Schleife ist, die yon u - - h  ausgeht, den Punkt  u - - I  in positiver Richtung um- 

schliesst, und in u = h zuriickkehrt: 

r(x) r(y) __ ~r(7) r (~--~--~)  r ( / ) r ( / - - y - - ~ )  
~9) (X, y) : /1(~)/"(X -}- ~ /+  I --(~) ~F(7  - - X ) / ~ ( 7 - - ~ ) / ~ ( 7 ' - - f f ) / ' ( ~ / - - ' ~ ' )  " 

I I - - U ) "  
I ":- e 2zi(x+y-a)  

C 

�9 F(y, f l ' ,y+fl '+ I--7', I - -u )du+ 
22 28583. Acta mathematica. 53. Imprim6 le 14 mai 1929. 
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+ r(r') v(y + I 

f ~c~--l(I--u)X+7'--f--aF(x, ~, X + f l +  I--U) " I--~, 

C 
�9 F(7 ' - -Y ,  7'--fl ' ,  7 ' - - f l  '+  I - y ,  I - - u ) d u  + 

+ 
F(X) r(~) F(7'--y) r(Z'--~' ) i--e2~i(y+7--i g-a ) 

f ua'--l(I--u)Y+'i--(J--a~'r(7--X , 7--~,  7--~2[ - I--U)" I--X, 

c 
�9 F(y, fl', y+fl '+ I--7', I --u)du + 

l~(r) F(X q- ~--r)  I'(r') I'(.~l "j- ~ '--r ' )  I 
~- V(a~) I~(~)I~(y) F(~') I - -  g2 . i  (.l+g'--iq--f --a) * 

f ua--l( I - -u )7+r ' -~ - f -aF(~  - x ,  7--fl ,  7 - - ~  + I--X; I--U) " 

c 

�9 F(7'--Y, 7'--fl', 7'--~'+ i - - y ,  I--u)du[t f 

) 

Hieraus  sieht man, dass wenn 7, 7' und 7+7'--f l--f l ' --a nicht  Null  und 

keine nega t iven  ganzen Zahlen sind, z(~2)(x, y) eine meromorfe  Funk t ion  yon x und 

y ist mit  e infachen Polen  in den Stellen x - -a+ f l ' - - 7 ' - - I - - n ,  y = a + f l - - 7 - - l - - n ,  
X = - - n ,  y=- -~ t  ( n : o ,  I, 2,. . .).  

MSglicherweise kSnnten  auch x = 7 - - f l + m  oder y--7 ' - - f l '+m,  wobei m 

eine ganze Zahl oder Null  ist, Pole  sein. Man kann  indessen zeigen, dass so 

nicht  der Fall  ist. Durch  die Relat ionen (47) kann  zl(x, y) durch z~(x, y) und 

zT(x, y) l inear  mit  kons tan ten  Koeffizienten ausgedri ickt  werden. Aber  wie aus 

den Reihenentwicklungen yon z~(x, y) und zT(x, y), die fiir endliche Wer te  yon y,  

Pole  ausgenommen, konvergieren,  hervorgeht ,  ist y = 7'--fl '  + m keine singul~re 

Stelle der Funk t ionen  zs(x, y) und zT(x, y). y=7 ' - - f l '+m kann also kein Pol  fiir 

z~(x, y) sein. Auf  Grund  der symmetr ischen Stel lung yon x und y in z~(x, y) 
kann auch x = 7 - - f l + m  kein Pol  fiir z~(x, y) sein. 

Durch  dieselbe Verfahrungsweise kann  man auch die analyt ischen Fort :  

setzungen der Funk t ionen  z~(x, y), z~(x, y) und z4(x , y) vornehmen.  

Als Resul ta t  ergibt  sich: 

Die LSsungen zl(x , y), z~(x, y), za(x, y) und z~(x, y) sind meromorfe  Funk- 
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tionen yon x und y in der gunzen x-Ebene und in der ganzen y-Ebene. Die 

Pole sind gelegen: 

ffir zl(x,y) in den Stellen: x~---n, y=---n, x=-a+fl ' - -y ' - -I--n,  

y = a  + fl--7-- I --n 

~> Z 4 ( X  , Y )  ~> ~) >> 

wobei n~---o, I, 2, . . .  

3~-7--  I - -n  , ~]~-----n, x=aq-f l ' - -Tt- - I - -~,  
y = a + f l - - y - - I - - n  

x-=---n, y--~7'-- i --n, X ~ - g + y - - j - -  I - - ~ ,  

y~-a+f l~y- - l - -n  

x = 7 - -  I--n, y---7'-- I--n,  x=-a + fi'~- 7' - ~ n ,  
y=-a+~- -7 - - i - -n  

Auf Grund der Relationen (47) kSnnen wir aueh schliessen, duss die Funk- 

tionen zs(x, g), z6(x, y), z;(x, y) und zs(x , y) fiber die ganze x-Ebene und fiber die 

ganze y-Ebene analy~isch for~gesetz~ werden k6nnen, und dass sie meromorfe 

Funktionen yon x und y sind, deren Pole sein kSnnen: 

x=---n, x = 7 - - I - - n ,  x~ -a§  , y = - - n ,  y~-7'--r--n,  y -~a+f l - -7 - - I - -n  

wobei n=~o, I, 2 , . . .  

Die L5sungen zs(x, y), z~(x,y), zT(x,y ) und zs(x,y), die die genannten Eigen- 

schuften besitzen, und uusserdem durch die usymptotischen Gleichungen (48) 

gekennzeichne~ sind, wenn x an die U11endliehkei~, in dem Winkelraum 

- - - ~  u r c x - -  ~ verbleibend, heranriickt, wollen wir als das erste System, 
2 2 

kanonisch in Bezug auf x, bezeichnen. 

Durch Permutation yon x und y und den Parametern fl und fl', y und 7' 

erh~lten wir die LSsungen: 

zg(x, y), z o(x, y), y) und zl (x, y) 

die wir ~ls das erste System, k~noniseh in Bezug auf y, bezeichnen wollen. 

Vermittelst der Integr~le (50) kSnnen wit eine grosse Anzahl Transforma- 

tionsformeln erhMten. 

Hier einige Beispiele: 

Wenn wir die Formeln: 
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~'(X, fl, 7, U) = (I--U)7--"g--xtV(7--X , 7 - - f l ,  7, U) 

t p ~p  r 
/~'(Y, ~', 7 ,  U) = (I--U)7'--fl '--YF(7'--ff,  7 7 ,  U) 

beaehten und diese Ausdriieke in zl(x,y)einfiihren, anMoge Transformutionen 

fiir z2(x, y), za(x, y) und z4(x, y) ausfiihren und dann hypergeometrische Reihen 

einfiihren, erhMten wir LSsungen, in BinomiMkoeffizientenreihen entwickelt- 

I~(7 -Jr- 7 ' - - [ .~- -~ ' - - fZ  n t- I ) I '(X)/'(~/) 
Zl (X' Y) = F(Z-f- j - - ~ - - ~ ' - } -  I)F(X-l-y-]-  I - -O 0 " 

'~=~ '~=~ m + , , ) (7 -~ ,  m ) ( 7 ' - Y ,  "~) ( z - x ,  , , , ) ( / -  v, " )  

m=O n=Ot7 T~t)(7 v , ' ~ ) ( 7 - l - 7 ' - ~ - ~  ' +  I, m + . ) ( I ,  g~,)(I, ~'g) 

(s3) 

$:~(x,y) = I'(7-1- 7 ' - - ~ - - ~ ' - - O :  q- I)s -}- I--7)lF'(y) . 
F(7'--fl--fl' + 2) F(x + y  + I --o:) 

~ = ~ " = ~  "- ' ' m ) ( 7 - . v , - )  ~,  (~ , I--7, m+, , ) (~-~,m)(7-8, . ) (~-x,  ' 
" Z ~ - - -  ~ 7 - ~ ~ - -  .,=o ,~--o (2--7, m)(7, ~)(7 --fl--fl  -r 2, m+n)(I ,  m)(I, n) 

z~(x,v) r(7+/-g-Y-o:+~)r(x)r(y+~-7') 
= I ' ( 7 - f l - f l ' +  2 ) F ( x + y +  i--o:) 

~=~ ~=~ y ~ F ( -  + _ ~ - 7 - - ~ - - ~ , ' ,  m + ~ ) ( 7 - 3 , , ~ ) ( ~ - ~  . . . . .  ', ~ ) (7 -x ,  ~ ) ( ~ � 9  ~ -.~t, ~ ) _  
m=O n=o (7, "~t)(2--7, ")(7--fl--fl + 2, m+n)(I ,  m).(I, n) 

~.(x, y ) =  r(7+ 7 ' - 3 - / - o :  + ~)r(~+ ~-7)r(v  + ~ - 7 ' )  
r ( 3 - f l - / ) r ( x  +v+  ~-o:) 

(2 -7 ,  "~)(2 - / ,  .1 (3 - ~'-  Y, m + .1(~, .~)(i, .)  m = 0  n = 0  

Wir wollen auch zeigen, dass das System (37) eine PartikuliirlSsung besitzt, die 

durch G~mm~funktionen ausgedriickt werden knnn. Die Formeln (5o) kSnnen 

folgendermassen geschrieben werden: 

(~ ' ;"-  dr( . )<(~ ,  v) = 

= f 
r ( x + y +  ~-~) J 

ua--l(I--~)z+y--aJ~(X, fl, ~, ~A)-/~(ff, ~', j ,  U) 6~/A 
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(e~"(~ ~1- ~)r(,~ + ~-r)~dx, v) = 

I~(X+ I--7)]'(.~) ; U a I(I--U)X+y--aul-~/F(X,. + 
- r ~ + ~ - ~ ) ~ ) j  ~-~,~+ ~-~ ,~-~ . .1 .  

C 

(54) �9 F(y,  ~', 7', u)du 

= c(x)r(.~v(x + v + + ~-r')f- ~) u~_.(i-u)~+~-~F(~, ~. 7. ~) 
C 

�9 u 1-~' F(y+ I --7', fl'+ I--7', 2--7 ' ,  u)du 

= r (x  +I'(x+y+l --7) l-'(.~i_u) q- i --•') f ua_l(i __u)x+y_aul_?F( x + I--7, fl* I--7, 

c 
2--7, u)u~-r'F(y+ I - -7 ' ,  f l '+ I--7 ' ,  2--7 ' ,  u)du 

wobei C eine Sehleife ist, die von u =  I uusgeht  und den Nul lpunkt  umschliessK 

Aber jetzt  haben wir folgende Tr~nsformationsformeln:  

F(X, fl, 7, U) -- I'()']F'X--r+'IIF(I--3)ul--~Iti'(X'-~~ ( "~ X--7, flq- I--r, 2--7, U) + 
V(2--Z) r(x) r(Z--fl) 

r (~ -3 ) r ( x+  ~-: ' )u~-~(l-U)~-~-~-F(~-~,7-~,x-~+ , ~) 
+ r (x+  ~-fl)r(~-7) 

F(y, 3 ' , / ,  u) = r ( / ) r ( y - r ' +  i)r(~-3')ul_~,F(v + ~ - 7 ' , /  + ~-r ' ,  2-r ' ,  ~) + r ( 2 - / ) r ( ~ ) r ( / - y )  

F(I--fl')I'(yJc I--7')uf_,,(i_u)r,_y_f F ( l _ f  . 7, i~,.y_~ + i. ~). 
+ v(~+ ~-y )F(~- r ' )  

Wir  erhalten durch Kombinat ionen  von (54) 

r ( ~ ) ( ~ o -  ~)~dx, y ) -  (~'(~ r(r)r(~ -~)r (~  + i -7)~(~,  u) _ 
r (2 - z ) r ( z - f l )  

, ~.,o_~,)_, r ( / ! v ( . -~ ) r (~+~__- / )~ ,  
- (e *J r ( 2 - r ' ) r ( r ' - f l ' )  ~tx, v) + 

+ (e~.,(o_7_~,/_ ~) r(r) V(I --fl)r(r ')r(i --3')r(~ + 2 - r - r ' ) ~ ( x ,  v) = 
F(2--7) F(r--~) F(2--r') Fir'--y) 
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F ( I -  ~3)I'(I--fl'). F(x)I'(x+ I --Z)/'(y) F(~/-~- I--7 ') 
-~- ] ' ( I - -7 ) / ' ( I -  7') F(X-]- I--~)/'(~/~- I--/~')/'(X-J-~/-]- I--a) 

c 

du.  

W ir  kSnnen je tz t  die Schleife C so deformieren,  dass sie yon u =  I aus- 

gehend an einen P u n k t  u =  a, wobei a > I ist, gelangt,  sich weiter  in einem 

Kreis  mit  u : o  als Cent rum bewegt, und an u = a  wieder zuriickkehrt,  um dann 

I 
y o n  u = a  an u =  I weiterzugehen.  Wi r  machen dann die Subst i tu t ion u = -  v 

und erhal ten das In tegra l  

- -  f v--l( t~-- I)~'+~"--/3-~'-aF( I --8,  Z--i ~, X - - ~ -  I, V)F([-- /~ ' ,  r '  ~', ~/--~' + I, v)dv 

c~ 

wobei C1 eine Schleife ist, die yon v =  x ausgeht,  v = o  umschliesst  und in v =  I 

zuriickkehrt.  Abet  der In t eg rand  ist innerhalb dieses Umrisses eine analyt ische 

Funkt ion  yon v mit  Ausnahme ftir den P u n k t  v = o ,  der ein e infaeher  Po l  ist. 

W i t  erhal ten den W e f t  des In tegra ls  dutch  die Cauehysche In teg ra l fo rmeh  

2 7r i e~i (7+~,'--p---f- a+ 1) 

I'(z)F(x+ I.--7) F(y)F(y+ I--r') 
Z(X, ~,/) --- /.iX_~ - I - - /~) /~(y  4- I ~')[ '(X-~- y-~- I--t•) 

ist also eine Part ikuli ir lSsung yon (37). 

Schliesslich wollen wir ein zweites kanonisches Fundamenta l sys tem kurz 

andeuten.  Um dieses zu erhalten,  wollen wir die Entwicklungen v13, v14, v15 

und v16 anwenden.  W i r  kehren zu (38) zuriiek. W i t  setzen bier  v ( t , s ) = v l ~  und 

nehmen das Gebiet  

t>_ i ,  s<_o, t+s>_ i 

als In tegra t ionsgebie t .  W e n n  wir hier  die Pa rame te r  a, /~, f ,  7 und 7', und x 

und y gewissen Be~tingungen unterwerfen,  kSnnen wir gliedweise integrieren.  

W i r  werden dann  veranlasst,  das In tegra l  
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m 1--t f/..1.1 
1 0 

~-7~-- ~--I ~ t - - - I  ~ ~ t t l  d t d s  

zu betruchten. Machen wir 

finden wir, duss dieses ist 

hier die Substitution s = ( I - - t ) w  und dunn t = I ,  
t~ 

1 1 

0 0 

= e ,  iy F ( e t - x - - y ) r ( , , , - F y - F  I ) / ' ( 7 ' - -  if' -Fg,~ q- I)F(.~/-F ,~) 
c ( ~ - x + m +  ~)r(y+7'- f l '  + m + u +  ~) 

Wir erhulten somit die LSsung: 

z~a(x, y) = e ~'y F ( a - - x - - y ) F ( y +  i )F(y)F(7 ' - - f l '  + x) 
F ( ~ - - X +  I ) I ' ( f f -~- j - - /~ '  -~- I) 

(55) 

~=~ "~ ~ ' ' ( 7 ,  .~ + - )  (7 - #, ~,) (v + ~, ~) (v, ~) 
~=o , ~ ) ( ~ +  ~ - x ,  ~ ) ( v  + 7 - ~  + I, ~' +r 

Um die Konvergenzverhgltnisse zu untersuchen, kSnnen wir die Reihe mit der 

Reihe (35) vergleichen. Wir stellen fest, duss wenn y endlich ist, Konvergenz 

vorh~nden ist, voruusgesetzt dass ~ ( x ) <  ~(fl). 

Auf dieselbe Weise kSnnen wir uus v14 eine LSsung erhalten: 

/"(g--X--.y)/'(~ -~- 2 --7')F(y + I --7')/1(2 --fl ' )  
ZH(X' Y) = e'ni(Y+l--~") 1 "(ct--X + 2 - -  7 ' ) F ( y - - - 7 ' - -  J + 3) " 

(56) 

v r v v v v 

m=O n=O (~ _ ~ _ - - ,  - - ~ - - ~  . . . . . .  ~+ ~ - 7 - 7 ,  , . ) ( 2 - 7 ,  m) (2 -7 ,  ,~)(~, -00 ,  -) 

(y + 2 - 7', m)(.v + i - -  7', n) 
�9 p v v 

( . - -x  + 2-7, m)(y + 3--7 --fl . m + ~) 

Ebenso erhulten wir uus v~5 die LSsung: 

zAx ,  y ) =  r  x ) r O . ~ ) r ( r + r ' - ~ - ~ - Y +  i) 
f i r  + i - f l - x ) l " ( v  + 7 + 7 ' - ~ - ~ - Y  + ~) 
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m ~ o  n ~  ~ ~ ~ ~ 

�9 - - - w - -  . . . . .  ~ . . . . . .  

m=O n=O (7+7--a--fl, m)(7+ l--a--fl, m)(g,n)(1,m)(I,n)(7--fl + l-x ,m) 

(57) 
(~J+z-~-~+ i, ~)(.v, ~) 

(y+7+7'--a--,3--fl' + I,m+n) 

Aus v~ erhalten wir die LSsung: 

zl ,  (x, y) = 

= e~,(~+~_~+~ ) r ( , ~ - x - y )  r (y  + 7 - , ~ - ~ +  ~)r(y + ~-7')17(7+ 7 ' - - ~ - f i - f i '  + i) 
/ ' (Z - -~+  I - -X)[ ' (y  + Z - -g - -~ - -3 ' "~  2) 

�9 "~. " ~ . ( Z - - a _ ~ + l , m + ' ) ( r - - l ~ , m . ) ( 1 - - ~ , m ) ( T + 7 ' - - _ a - - ~ - - f f + I , m ) ( I - - ~ ' , n  ) 
m'~"t0 n--~ (Z + I - -C~-- f l ' " ) (Z*Z ' - -q - -~ ," / ) (2 - -Z"? l ) (1 ,~) (1 , ' ) (Z- -~-~-  I--X,~fft) 

(58) 
�9 (y-[-~?+ I - - ~ - - ~ ,  T/I)(y-~" I--Z' ,  ~ ) 

(y+7--a--fl--fl' + z,m+n) 

Gleich wie wir es fiir z13(x,y) getan haben, stellen wit fest, dass die Reihen 

konvergent sind, wenn y endlich ist, und ~ ( x ) <  ~(fl). 

Auf analoge Weise wie fiir das erste System, kanonisch in Bezug auf x, 

erhalten wir die asymptotischen Gleichungen: 

r ( ~ - x +  ~) 
lim z~(x, y)I'(a --x--y) 

~ o o  

"=~ (r - ~ ,  n)(y,.) __ e n i y l P ( ~ +  1 ) r ( y ) F ( f - -  if' + I) ' ' 
r ( y + z ' - / + i )  " ~' (~ ,~)(y+z ' - / -~ l ,~)  

n = O  \ 

r ( ~ - x +  2 - 7 ' )  
~im ~(x,  V) r(~--x--y) = 

= eni(y+l__7, ) F ( y +  2--Z')I '(,y +1  --Z') F ( 2 = ~ ' ) ' ~ ,  ~ (I --~ ' ,  ~ ) ( y +  I--~/ ,  ?~) 

r(r-~+ i-x) 
Y2~ ~'~(x'y) r ( ~ - x - y ) =  

~ "(y -[- ~Y + ~/-- Cr -[- I) 

lim zl~(x , y ) F ~ I ~ ; )  = 
X ~ o o  

~ t ~  t p r �9 ~ .  (~, + ~ - ~ -  ~, ~) ( J - / ,  ~) (.~, ~!. 
t r t 
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= e z i ( y + , / _ a _ ~ + l )  /W(~ + r - -  ~ - - ~ - [ -  I ) F ( ~  -[- I --~Y')/1( r -~- j - -  ( ~ - : f f - - ~ '  -{- I) 
r(y  + z - - ~ . # - Y  + 2) 

7 ~  V V 
~; (z:-~_-~'+ ~, . ) ( i - # , _ ; )  (y + i - ~ ,  ~) 
n=o (i, .) (y + / - , ~ - # - - #  + :~, ~) ( 2 - r ,  -) 

Aber: 

"=~ ( / - -# ' ,  n)(.V, n) 
Z (I ,  . )  ( y - ~ - j - - f f ' d -  I,~q) = F ( y , r ' - - ~ ' , y - } - r ' - - ~  '-]- I I) = r ( y - ~ - j - - ~ ' - ~ -  I ) I ' ( I )  
,,=o ' F ( r ' - Y  + ~) r ( y  + x) 

Ebenso : 

?/= ~ t 
~ .  ( I - - ~ ,  ")  (Y+ I - - 7  , " )  F(y--7'--fl'&3) F(1 ) 
,~:o( , ~ O ( y - z - ~  +3 ,~)  I ' ( 2 - # ' ) r 0 , + 2 - 7 )  

W e i t e r  l~sst sich leicht  feststellen, dass: 

"= ~ (r + / - - - , e ,  .)  ( / -  y,  .) (y, ~,) 
Z ( j ,  ~ ) ( y  .j_ Z ~- r ' - - ~ - - ~ - - Y  "~- I,  ~t)(I,  n) : ?t~O 

r ( / ) c ( y + 7 + / - ~ - ~ - ~ '  § 1) 
r ( y )  F(~/  "J- 7 ' - - ~ - - f f - - ~ " 4 -  I) r ( j - - ~ ' )  r ( f f ' )  

1 1 

. f f tyl-l(i--t '7+f-a-~3-f § W=l(i__tlt,)a+fl-w-,/dtldt2 Vl] v ~ \ 1 v21 

0 0 

_ r ( v + r + r ' - ~ - f l - f l ' +  ~) 
F ( y ) r ( 7 + z ' - ~ - f l - # '  + I) 
1 

f t'~-~( I --t)'z+f-~-~-fF(Y+Y'--a--fl, 7'--fl', 7', t)dt. 
0 

Abet  je tz t  ist 

v v v ~, 
( i - tY + ; - " - s - s '  F (7 + / - ~ -  ?, 7 - fl , 7 ,  t) - F ( . + # - z ,  ~', z ,  t) 

und 

1 
f �9 ' n~oo 

o n=o ( / ,  n)(I, n) 

23--285B3. Acta mathemat~ca. 53. Imprimd lo 26 juin 1929. 

I 
- u l ( y )  y+n 
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wobei ul(y) die Funl~ion ist, die in den asymptotisehen Gleichungen auf Seite I65 

sieh finder. 

Ebenso haben wir: 

~ .  (~_-- C t - - ~ ' q -  I, , , ) ( I  - - ~  ,_9~)(~/q- I ---~ , ,,) = 

,~(~ ,  ',)(v + r - ~ - ~ - Y  + 2, , ) ( 2  - / ,  ,~) 

~ I ~ a ~  v = r ( y + r - ~ - ~ - / +  2) ~, (~+ ~ + ~ - y - 7 ' ,  ~ ) ( /+  ~ - z  ,~) 
iF(, + ~ -7 ' ) r (7  + 7 ' - ~ - ~ - ~ '  + :) ~_o (2--7', ~,) (:, ~,) 

I 
, - ~ (v)- 

y + n + : --7 

Wir erhalten somit folgende asymptotisehe Gleichungen: 

(59) 

, I F ( i f - - X +  I) 
lira z:a(x, y ) 1 , ( a ~ _ ~ _ y ) ~ ( y  ) = e ~' '  

j _  v 

\ F ( a - - x  , 2 - -  7 ) , 
lim zl~(x , y) F(a x -~y) i '~ . l+ i " / )  -~- e'i(u+:--r') 

r ( 7 - ~  + : - x) 
~!imji5 (~, y) r ( ~ - .  -v)iF(v + ; , -  ~ -  ~ + : )  - -  = e ~ ( " + ' , ' - ~ - - I  ~+1)  . u , ( y )  

l " (~ - - f l  q- I - - X )  
lim z:6(x , y) I ' ( a - - x - - y )  F(y  + ) , - -a - - f l  + : ) = e'ni(Y+~--~-, ~+1) . u~(y). 

Diese asymptotischen Gleichungen gelten, wenn y endlich ist und O~(--x)>N,  

wo N eine gewisse positive Zahl ist. 

Aus diesen asymptotisehen Gleiehungen kann man durch die gleiche Ver- 

fahrungsweise, wie die gelegentlich des ersten kanonischen Systems angewandte, 

schliessen, dass zl~(x , y), z:4(x , y), zl~(x, y) und z~6(x , y) ein Fundamentalsystem 

yon LSsungen des Systems (37) ausmachen. Dieses Fundamentalsystem wollen 

wir das zweite System, kanonisch in Bezug auf x, nennen. 

Wir kSnnen auch bier zeigen, dass die LSsungen z13(x,y), z:~(x, y), zls(x, y) 

und z:6(x ,y  ) meromorfe Funktionen yon x und ~ sind. Die entsprechenden 

Reihenentwicklungen konvergieren ffir endliche Werte yon y mit Ausnahme ffir 

Pole, wenn ,~(x)<~(//) .  Wi t  kSnnen jetzt die analytische Fortsetzung fiber 

die ganze x-Ebene hinausstrecken, unter Beobachtung dass die LSsungen der 

Gleichung : 
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(x+ 2-~)(~ + y + 2-~)~(~+2, y) + (~+ ~-~)(~ + y+ 2 - . ) ~ ( ~ +  ~, y+ ~)- 

- [ ( x +  ~-~)(~+ y § ~-~) + (~+ ~)(~+ 2-~)]~(x + ~, y ) -  

-x(x+ i -7 )z (x ,  tl+ ~) + x(x+ ~ -7)~(x, y)=o 

genfigen mfissen. Dann lassen sich die LSs~ngen immer um einen Streifen yon 

der Breite I nuch rechts und so allmghlieh fiber die gunze Ebene hin fortsetzen. 

Singul~i.re Stellen treten dabei in den Stellen 

x = f l + n  uad x + y = a + n ,  n = o ,  I, 2 , . . .  

die einfache Pole sind, ~uf. 

Die Funktionen des zweiten Systems, k~nonisch in Bezug auf x, sind somit 

meromorfe Funktionen yon x und y. Die Pole sind gelegen in den Stellen: 

x = ~ + n ,  x §  y - - - -n ,  y--~V'--I--n, y - - a + ~ - - 7 - - I - - n  

wobei n die Werte o, I, z , . . .  unnimmt. 

Wenn wir im zweiten System x und y, fl und ] ,  y und y' permutieren, 

erhalten wir ein neues Fundament~lsystem von LSsungen: 

~(x, y), ~Az, y), ~,&, y) ~.a zA% y) 

die wir das zweite System, k~noniseh in Bezug ~uf y, nennen  wolten. 

Zus~mmenf~ssend erhulten wir: 

Das System (37) bietet vier Lb'sungen, die ein Fundamentalsystem, kanonisch 

in Bezug auf x, ausmachen, und die durch die asymptotischen Gieichungen (48) 

gekennzeichnet sind, wenn 
717 7~ 

- - - - ~ u r e x ~ - - -  
2 2 

Diese LSsungen sind meromorfe Funktionen yon x und y mit einfachen Polen 

in den Stellen: 

x = - - n ,  x - - 7 - - I - - n ,  x = a + f l ' - - 7 ' - - I - - n ,  y ~ - - n ,  y = 7 ' - - I - - U ,  

y : a + ~ - - 7 - - I - - n  

wobei n Null oder eine ganze positive Zahl ist. 
Welter bietet es vier LSsungen, die auch ein Fu~damentalsystem, kanoniseh 

in Bezug auf x, ausmachen, und die durch die asymptotischen Gleichungen (~9) 

gekennzeiehnet sind, wenn 



180 Arvid Uhler. 

3~< arcx ~ 
2 2 

Auch diese LSsungen sind meromo~fe Funktionen yon x u~d y mit einfachen Polen 

in den Stellen : 

x = ~ + n ,  x + y - - a = n ,  y = - - n ,  y = 7 ' - - I - - n ,  y = a + f l - - y - - I - - u  

wobei n Null oder eine ganze positive Zahl ist. 

Dutch Permutation von x und y, fl und fl', ~ und 7' erhalten wir ferner zwei 

Fundamentalsysteme von Lb'sungen, kanonisch in Bezug auf y, mit analogen Eigen- 

schaften. 

Die Funktionen des ersten kanonischen Systems kSnnen durch lineure l~ela- 

tionen, deren Koeffizienten periodische Funktionen yon x und y mit Perioden I 

sind, in den Funk~ionen des zweiten kanonischen Systems ~usgedriickt werden. 

Diese periodischen Funktionen einmal gefunden, wird es mSglich sein, die asymp- 

totischen Eigenschaften auf beliebigen Radienvektoren zu iiberblicken. Ich gehe 

indessen jetzt nicht auf dieses Problem ein. 


