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Von BOREL und HADA~IAI~D sind wiederholt Fragen aufgeworfen werden, 

in denen es sich um Verallgemeinerungen des Begriffes einer analytischen Funk- 

tion handelte. HADA~ARD hat das Problem insbesondere folgendermassen expli- 

zite formuliert: 
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Man betrachte zu el.net Folge positiver Zahlen m, (~ = I, 2, 3 , . . . )  die Klasse 

Cmder in einem Intervall (a, b} beliebig oft differenzierbaren reellen Funktio~en 
f(x) der reellen Variablen x, die den Ungleichungen geniigen: 

f i i r  eine geeignete (yon f(x) abMingige) Ko,nstante k. l/Vie sollen die rn~ beschaffen 
sei,n, damit jede Funktion der Klasse Cm, die in einem Punkt yon (a, b} niit ihren 

sh'mtlichen Ableitungen verschwi~det, dann auch im ganzen Intervall (a, b} ver- 
schwinden muss? 

Eine solche Funktionenklasse wird als quasianalytisch bezeichnet. 

Der erste wesentliehe Schriflt zur LSsung dieses Problems wurde yon D~z~- 

aoY ~ vollzogen, der den folgenden sehSnen Satz aufstellte und under gewissen 

weiteren Einschriinkungen bewies: Wenn ~, ~ divergiert, so ist die Klasse 

C,~ quasianalytisch. Einen in allen Fitllen giiltigen Beweis dieses Satzes hat 

allerdings erst CxgL~MAZ~ gegeben ", der unmittelbar darauf noch eine weiter- 

gehende Vermutung yon BoRm~ 3 beweisen konnte. * In weiteren Untersuehungen 

gelangte CARL~AW zum folgenden abschliessenden Ergebnis: 

Damit die Klasse C,~ quasianalytisch ist, ist ~otwendig uncl hinreichend, dass 
das Integral 

(2) lg  m~ r ~ 
1 

divergiert. 

Der Carlemansehe Beweis dieses Satzes mit einer grossen Anzahl anderer 

damit im Zusammenhang stehender Ergebnisse hat in der vor zwei Jahren  er- 

schienenen ausserordentlich ideenreichen Schrift yon CXgL~MAN, Les fonctions 

quasianalytiques (Paris, I926, Collection Borel) eine ausfiihrliche Darstellung ge- 

funden. Der Weg, den CARL~MAN dabei einschl~gt, beruht auf der Aufdeckung 

eines Zusammenhangs des obigen Problems mit einer zuerst yon G. N. WATSO~ 

i A. DENJOY, C.R. ,  t. I73 (I92I), pp. I329 ft. 
2 T. CAI~LEMAN, C.R. ,  t. I74 (I922), pp.  373 ft. 

E. BOREL, C.R. ,  t. I74 (I922), pp- 505 ft. 
4 W. CARLEMAN, C.R.,  t. I74 (I922), pp. 994 if" 
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behandel ten Frageste l lung aus der Theorie  der asymptot ischen Reihen. WATSOS 

hat  n~mlich bewiesen 5, dass, wenn fiir eine im Bereich 

2 

bis 

obere Grenze der Quot ienten 

n--1 

'~0  
Z n 

~uf Z ~ O  regul~re Funkt ion  f(z) und eine Zahlenfolge c, ( ~ = o ,  I, 2 , . . . )  die 

I, o<]d<e, larg l---- 2 

mi t  mn bezeichnet  wird, es zur Z~hlenfolge c, nur  eine F u n k t i o n f ( z ) g e b e n  k~nn, 

fiir die m,~<k'~F((~--e)n) grit, un te r  k eine (yon f(z) abh~ngige) positive Kon- 

stante, unter  e eine beliebige positive Zahl verstanden. 

Spgter  ha t  FRITJOF NEVANH~A ~ gezeigt, dass in diesem Satz F ( ( I - -~ )n )  

durch  F(n) ersetzt  werden kann. Hie ran  ~nkniipfend stellt  nun CA~SE~A~ die 

folgende allgemeine Frage:  W e n n  ein Gebiet  G und ein Randpunk t  z 0 yon G 

gegeben sind, welchen (notwendigen und hinreichenden) Bedingungen miissen die 

Kons t~n ten  m~, m ~ , . . ,  geniigen, damit  aus der Regular i t~t  yon f (z)  in G und  

dem Bestehen der Ungleichtmgen 

~ 0  
Z__ZO ]~t 

nb~, z in G, 

die eindeu~ige Best immthei t  yon f(z) folgt?  

Offenbar kann  man die Fruge auch in der e infacheren Form formul ieren:  

Unter welchen .Bedingungen folgt fiTr eine in G regulh:re Funktion f(z) aus 

(3) ( ~ 0 )  n ~ n ,  ~ r  I,  2 , . . .  

f ( z ) ~ O ?  (Das W-Problem oder Bestimmtheitsproblem). Eine Folge ran, fiir die 

dies zutrifft ,  nennen  wir eine W-Folge fiir das Gebiet  G und  den P u n k t  z o. 

G. N. WATSON, Roy. Soc. Trans., London, A 2II (x91x) pp. 279 ft. 
F. NEVAI~LINNA, Zur Theorie der asymptotisehen Potenzreihen, Dissertation, Helsingfors, 

I918, sowie die Fortsetzung dieser Arbeit in Annales academiae sc. Fennicae, A XVI, No. 8 (I92I). 
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Es gelingt nun CA~L~AN, diese Frage fiir den Fall, dass G ein Kreis ist, 

vollsti~ndig zu beantworten, und sein Ergebnis lautet: Fiir die Bestimmtheit yon 
f(z) in diesem Falle ist notwendig und hinreichend, dass das Integral 

r 2~' d r  
(2) lg m~ r ~ 

1 

divergiert. 

I 
Durch die Transformation z = ~  ergibt sich hieraus sofort, dass die Diver- 

z 

genz desselben Integrals notwendig und hinreichend ist, damit ffir eine fiir 

~Rz ~ a > o regul~re Funktion q)(z) aus 

m n  
(4) I ~(~)1 < [7~ '  ~ ~ => a, 

alas identische gerschwinden yon q)(z) folgt. 

Aus diesem Resultat kann CAlL.MAN die oben angegebene LSsung des 

Hauptproblems fiber quasianMytische Funktionen auf dem folgenden Wege ge- 

winnen: Es ist offenbar gestattet anzunehmen, dass der Punkt,  in dem f(x) mit 

allen Ableitungen verschwindet, der Anfangspunkt a = o  ist. Dann kann zu- 

ngchst ffir ein unendliches Intervall (o, ~)  aus jeder dort stetigen und beliebig 

oft differenzierbaren Funktion f(x) mit 

(5) f ( ' ) ( o ) = o ,  If(')(x)l _-</~'m~, ~ ,=o,  I , . . . ,  O ~ X <  o r  

vermSge der Laplaceschen Integraltransformation 

(6) �9 = 

0 

eine ffir {Rz > o  reguliire Funktion gewonnen werden, fiir die ffir ~Rz>--I 

(7) I ~(~)1--<i~i; 

gilt, und die nur gleichzeitig mit f(x) identisch verschwindet, wie aus der be- 

kannten Mellinschen Umkehrformel zu (6) (siehe die Formel (8)wei ter  unten) 

folgt. Dann ergibt sich aus dem Obigen, dass aus f ( x ) ~ o  die Konvergenz yon 

(2) folgt. 



Q u a s i a n a l y t i s c h e  F u n k t i o n e n  u n d  a s y m p t o t i s c h e  E n t w i c k e l u n g e n .  1 8 5  

Umgekehrt  kann man aus einer im Falle der Konvergenz yon (2)exi- 

stierenden fiir ~ z  > a >  o reguliiren Funktion @(z)~o,  fiir die (7) gilt, vermSge 

der Transformation 

a + l + i ~  

( s )  - 2 

ad- 1--izo 

eine fiir o _--< x <  ~ beliebig oft differenzierbare Funktion f(x) erhalten, fiir die 

sich dann leicht das Bestehen yon (5) ergibt, und die, wie durch Anwendung 

tier (zu (6) analogen) Mellinschen Umkehrformel zu (8) folgt, nicht identisch ver- 

schwindet. 

Im Falle eines endliehen Intervalles <o, a) kann man aus einer in diesem 

IntervalI den obigen Bedingungen geniigenden Funktion f(x) dutch die Trans- 

t 
formation x - a T e -  t eine Funktion gewinnen, die fiir <o, oo) den obigen Be- 

dingungen geaiigt, woraus dann wiederum die Konvergenz yon (z) folgt. Wenn 

aber umgekehrt (2) konvergiert, kann aus der im Interval1 (o, zr nicht identisch 

verschwindenden Funk~ion f(x), die den obigen Bedingungen geniigt, dutch eine 

geeignete u des Intervalls eine fiir (o, a) nich~ identisch verschwin- 

dende Funktion f(x) gewonnen werden. 

Die oben angegebene LSsung des auf einen Kreis beziiglichen Bestimmt- 

heitsproblems (es geniigt dann, fiir G I z] < ~, fiir Zo z =  ~ zu setzen)gelingt  

CARLEMAN dutch Betrachtung des Variationsproblems 

fl L I .f(Z) I dz I = Min., (9) ' Z ~ (~-_~)~ 
2 ~  ~=0 

I z l = l  

dessen vollst~ndige L5sung er in ~usserst eleganter Weise mit Eiilfe des Schwarz- 

schen Spiegelungsprinzips gewinnt. Durch die Diskussion dieser LSsung kann 

man im Falle der Existenz einer nicht identisch verschwindenden Funktion f(x), 
die (4) geniigt, die Konvergenz yon (2) beweisen, und umgekehrt im Falle der 

Konvergenz yon (2) aus den LSsungen yon (9) fiir verschiedene n durch eine 

geeignete Auswahl eine Funktion f(x) erhalten, die (4) befriedigt. 7 

7 f ( z )  wird dabei  als fiir ] z ] =< 1 regular  vorausgesetz t  - -  bis eventuel l  auf  z = I. 

2 4 -  28583.  Acta mathematica. 53. I m p r i m 4  le 5 d d c e m b r e  1929. 
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Die ersten zwei Pgragraphen  der vorl iegenden Abhandlung  s sind der Dar- 

s~ellung eines neuen und wesentlieh einfaeheren Beweises der beiden Carleman- 

sehen Haupts~tze  gewidmet.  

D ie  Be t raeh tung  des Variat ionsproblems (9) ha t  im Carlemanschen Beweis- 

ansatz den Zweck, die verschiedenen Bedingungen  (3) zusammenzufassen,  da ja  

in verschiedenen Punk t en  z verschiedene m~ die sch~rfste Schranke in (3)liefern. 

Nun kann man dieser Tatsaehe viel d i rekter  Rechnung  t ragen,  indem man formal  

die Ungle ichungen (3) in eine Ungleichung zusammenfass t :  

If( ) I--< r a i n  IZ- o I - i , 

r 7~ 
under T(r) das Maximum yon - -  f a r  a l l e n  verstanden.  Die explieite Einff ihrung 

~ n  

der Funk t ion  T(r) erweist sieh nun  in der Ta t  nieht  nur  formal  sondern aueh 

saehlieh als ausserordentl ieh zweekmiissig, da man auf diese Weise den Ansehluss 

an den Borel -Wimannsehen Begriff des absolut  grSssten Gliedes einer Potenzre ihe  

erhiilt und anderersei ts  die Ungle iehung (IO) nunmehr  di rekt  mi t  dem Poisson- 

sehen In tegra l  behandeln kann. Die zu T(r) gehSrende Potenzre ihe  ist~ aber 

?~n r k n  

gerade ~ 1 ~ ~ oder al lgemeiner ~ 1 ~ ffir ein ganzes k ~ I .  So ergibb sich ein 

ausserordentl ich kurzer  und natfir l icher Beweis des Carlemansehen Satzes fiber 

das Best immthei tsproblem beim Kreis, wobei die Carlemansche Bedingung der 
oo oo 

f X~ rk~ d r  
Divergenz yon (2) in der al lgemeineren Form der Divergenz yon j lg=~l ~ 

1 

erseheint  (k ~= I), die ffir k :  2 die Carlemansche l ieferL die einfachste Gestal~ 

indessen ffir k ~ I erh~lt. ~ Die yon unserem Standpunkt  natfirl ichste Bedingung 

is~ die~enige tier Divergenz yon 
ao 

( i g  T(,) d,. 
, 1  
1 

8 Diese Abhandlung ist im Ansehluss an ein Seminar entstanden, das ich im W.S. I926/27 
in GSttingen fiber das Carlemansehe Buch abhielt. Die Vorliegende endgfiltige Gestalt hat sie 
indessen erst im W. S. I928/29 erhulten. 

9 Man k5nnte fibrigens die )~quivalenz dieser Bedingungen ffir verschiedene k auch direkt 
einsehen, indem man die tJberlegnngen der pp. 5o--54 des Carlemanschen Buches in geeigneter 
Weise modifiziert. Vgl. auch Nrr. 4, I4 welter unten. 
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woraus die oben angegebenen leicht folgen. - -  Diesen Beweis stellen wir im 

w I (Nrr. I - -3)  der vorliegenden Abhandlung dar. Es li~sst sich dabei im Falle 

der Konvergenz von (2) sogar beweisen, dass es eine im Kreise G samt seiner Peri- 

pherie bis auf z o reguli~re nirgends verschwindende LSsung f(z) yon (3) gibt, fiir 

die [Z--Zo[lg[f(z)[---~o ffir z-~Zo 'gilt, was ffir Anwendungen auf die Theorie 

der quasianalytischen Funktionen im w 2 yon Bedeutung ist (vgl. Nr. 7). In 

der Nr. 4 des w I zeigen wir sodann, dass die Carlemansche und unsere Be- 

E ' -  dingungen fiir beliebige k mit der Bedingung der Divergenz yon ~=1~ fiir 

~ Min l /m,  i~quivalent ist. Dem Naehweis der Aquivalenz dieser Bedingun- 

gen mit  der~enigen der Divergenz yon (2) sind die Betraehtungen der pp. 50--54 

des Carlemanschen Buches gewidmet. Wir schlagen einen vielleicht systema- 

tischeren Weg ein, der zugleich auf die tiefer eindringenden Betrachtungen des 

3 vorbereitet. Unser Beweis ist wohl aueh deshalb yon Interesse, weil bei 

ihm ein neuer Beweis des bekannten Konvergenzsatzes yon CXgLEMA~ (mit ~a~,, 

a , > o ,  zugleich konvergiert auch 2~]/ala~... a, 1~ als einfaches Korrolar heraus- 

fallt. Diese Betrachtungen knfipfen an die Umformungen des Ausdrucks 
r 

V(r)= ~ln(r)dr an, die in der Theorie der ganzen Funktionen seit den Ar- 
J r 
o 

beiten yon Hrn. VALIROI~ geli~ufig sind. ~ 

I r a w  2 (Nrr. 6--IO) gehen wir auf den Beweis des Carlemanschen Haupt- 

s~tzes fiber quasianalytische Funktionen ein, wobei unsere Darstellung in einem 

Punkte yon der Carlemanschen abweicht. Die bereits oben erwiLhnte Konstruk- 

tion einer LSsung yon (3) mit ]z--z0] lg ]f(z)]--~o ~fir z-~Zo gesattet ni~mlieh im 
ao 

flg i'~ T'~) d r  Falle  tier Konvergenz ~on direkt eine im Interval l  {o, a), a > o, nieht  

1 

identiseh versehwindende Funktion f(x) zu konstruieren, die in diesem Intervall 

den Bedingungen (5) (mit k ~  I) geniigt. Will m~n zu diesem Zweeke die yon 

CA~L~AX konstruierte Funktion f*(x) benfitzen, die alas Problem ffir das Inter- 

10 T .  C A R L E M A N ,  p. 112 des oben zitierten Buches. Vgl. den besonders  einfachen yon Hrn. 

LITTLEWOOD he~riihrenden Beweis in d~m ~u tier Fussno te  I I zi t ierten Buch you VALI~ON, p. I86. 

11 Vgl. das zusammenfassende Buch von I t rn .  VALIRON, Lectures on the General Theory of 

In tegra l  Functions,  Toulouse, 1923, insbesondere pp. 3 o, 5o. 
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vall (o, ~)  15st, so muss zuerst das grSsste ~ gefunden werden, fiir das f*(x) 
im Intervall <o, ~} durchweg verschwindet. Erst die Funktion f*(~+x) 15st das 

Problem fiir ein beliebiges, endliches Intervall. Fiir das Carlemanschef*(x)s teht  

nur die Existenz eines ~ <  ~ fest, w~hrend bei uns ~ - - o  ist. 

?Jbrigens beweisen wir direkt die Existenz yon f(x), das (5) mit k =  I er- 

ffillt. Dies legt den Gedanken nahe, als eine Klasse (mr) yon quasianalytischen 

Funktionen die Gesamtheit aller im Intervalle (o, a} beliebig oft differenzierbaren 

Funktionen zu definieren, ffir die allgemein ]f(~)(x)l< Cm~ gilt, wo C eine (von 

f abh~ngige) Konstante ist, sofern eine Funktion dieser Klasse, die in einem 

Punkt  mit allen Ableitungen verschwindet, im ganzen Intervall identisch ver- 

schwinden muss. Aus unseren Betrachtungen folgt, dass die Bedingung der 
0r 

Divergenz yon f l lg  T(r) dr  auch fiir diesen engeren Klassenbegriff nicht nur 

1 

hinreichend, sondern auch notwendig ist. Es ergibt sich daher aus unserem Re- 

sultat, dass man so nur Unterklassen der nach HADA~IAlZD quasianalytischen 

Klassen erh~ilt und man sich also auf diese letzteren, umfangreicheren beschr~n- 

ken kann. 

Mit dem allgemeinen Satz yon CARLE~XN ist auch das oben angegebene 

yon DE,JoY herriihrende spezielle Resultat mitbewiesen. Dagegen gehen wir 

nicht auf den Beweis' des sch~rferen Satzes yon BoR~L ~2 ein, wonach fiir eine im 

Intervall (o, I} mit ihren n ersten Ableitungen stetige Funktion f(s), fiir die 

f(0(o)_-- o (~ : 0, I, . . . ,  n - -  I) gilt und die durch f(I)  ~ - -  I normiert ist ,  stets 

I i i i 
~/~ + V ~  + ~ - - - + " +  ~ < k, M~-~Max]f(')(sll, 

gilt, w o k  eine absolute, yon f(s) und n unabh~ngige Konstante ist. In der Tat 

wiirden unsere Methoden keine wesentliche Vereinfachung gegeniiber den Carle- 

manschen Beweisen dieses Satzes ermSglichen, und wir verweisen daher auf das 

( Carlemansche Bueh, pp. 24--27, 87--91. Bei CAlZLE~A~ ergibt sieh fiir k der 

+ 

1~ Vgl. Fussnote 3. 
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Der Borelsche Satz legt das folgende Analogon beim Bestimmtheitsproblem 

Ii, - so nahe: Ist  f(z) fiir ] z [ ~ I  bis auf z = I  regulgr und ist M a X [ s _ i  

grit, wenn f(z) durch f ( o ) =  I normiert wird, 

oo Z '  
~ 0  

< ~ ,  k absolute Konstante. 

Es ist daher yon Interesse, bereits hier zu bemerken, class, wie wir imw 7 (Nr. 27) 

an einem Beispiel zeigen, dieser Satz nicht richtig ist. 

Die Untersuchungen der weiteren Paragraphen der Arbeit sind aus den 

Versuchen entstanden, das W-Problem fiir mSglichst allgemeine Gebiete zu 15sen. 

In der Tat ist es uns gelungen, d~s W-Problem fiir das allgemeinste einfach zu- 

sammenh~ngende Gebiet G zu 15sen, sofern der Randpunkt Zo, falls er ein mehr- 

facher Rundpunkt ist, von hSchstens abz~hlbarer Mehrfachhei~ ist, und dasselbe 

fiir s ~  gilt, wenn z----oo auf dem R~nde yon G liegt. Dariiber hinaus 

gestattet unsere Methode, das Problem auch z. B. fiir ein mehrfach zusammen- 

h~ngendes Gebiet zu erledigen, sofern die s 0 enthaltende Randkomponente yon 

der Gesamtheit der iibrigen Randkomponenten isoliert verl~uft und z 0 auf jener 

Randkomponente yon hSchstens abz~thlbarer Mehrfachheit ist, und ebenso s-~ ~ ,  

wenn der unendlich ferne Punkt  in derselben Randkomponente wie zo enthalten 

ist. ~brigens wird dabei das Problem in einer insofern allgemeineren Fassung 

behandelt, als anstatt der Ungleichungen (3) die allgemeinere Ungleichung 

(I2) I.f(S) I 
I __S01 = 

zu Grunde gelegt wird, w o b e i  ,,(Z) aueh den Wer t  + ~ haben da.rf. Wenn 

re(Z) fiir alle nicht ganzen ~ gleich + ~ gesetzt wird, erh~lt man speziell die 

Bedingungen (3). Das im w 6, Nr. 26 bewiesene Resultat  (Satz VII) besagt 

(wenn G einfach zusammenh~ngend ist), dass aus (~2) dann und nur dann das 

identische Verschwinden yon f(z) folgt, wenn entweder die untere Grenze yon 

~n(A) nicht positiv ist, oder lira lg~n(A) z--| ~ < or ist, oder das Integral 

2zt  

' ,o ,I 0 
0 
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divergiert, wo (o(u) den Kreis ]U--I I< I auf G konform abbildet. Dabei wird 
~ 13 

under T~(r) SuP m~(~) verstanden. Ffir spezielle Annahmen fiber die Beschaf- 

fenheit des Randes yon G in der N~he von z o l~sst sich diese Integralbedingung 

wesentlich vereinfachen, und in dem wohl hinreichend allgemeinen Falle, dass 

der Rand in z 0 eine, wie wir sagen, >>konforme Ecke mit der 0ffnung za>> bildet 

(vgl. Nrr. 19, 24) ~4, reduziert sie sich auf die Bedingung der Konvergenz yon 

o o  

1 r 

worin insbesondere der Carlemansche Satz als ein spezieller Fall enthalten is~. 

Einige solche Resultate kSnnen wir iibrigens bereits aus dem Carlemanschen 

Satz mit Hilfe geeigneter konformer Abbildungen direkt herleiten, worauf in 

Nr. 5 yon w I eingegangen wird. - -  

Diese LSsung des W-Problems ergibt sich als einfaches Korrollar aus einer 

wesentlieh tiefer eindringenden Untersuehung, die in den ~w 3--5 durchgefiihrt 

wird. Die Form (I2), zu der wir (3) verallgemeinerten, legt n~mlich die allge- 

meinere Frage nach den Eigenschaften der Funktion 

If( )l 
= i 

einer nieht negativen Zahl )~ nahe. Wir bezeichnen eine solche Funktion als 

eine #-Funktion des Gebietes G fiir den Punkt z 0. Und unsere Formulierung des 

W-Problems l~uft offenbar auf die Frage hinaus, wann ein re(g) die Majorante 

einer tt-Funktion yon G sein kann. - -  Es ist uns nun gelungen, eine vollst~ndige 

Charakterisierung der #-Funktionen fiir alle einfach zusammenh~ngenden Gebiete 

zu finden, fiir die z o (und z-~ or wenn der unendlich ferne Punkt  ein Rand- 

punkt ist) kein Randpunkt yon fiberabz~hlbarer Mehrfaehheit ist, -- und dar- 

fiber hinaus fiir sehr allgemeine mehrfach zusammenh~ngende Gebiete. 

la Wir  b e n u t z e n  in dieser  A b h a n d l u n g  d u r c h g e h e n d  die Hausdor f f sche  B e z e i c h n u n g  Sup fiir 

die obere u n d  / n f  fiir die u n t e r e  Grenze. F e r n e r  beze ichnen  wir  das  m o n o t o n e  Z u n e h m e n  bzw. 
A b n e h m e n  gegen  a m i t  I a bzw. ~ a .  I ch  benn t ze  diese B e z e i c h n n n g  sei t  J a h r e n  in m e i n e n  Vor- 

l e sungen .  

14 Dieser  bei  u n s  m i t  Hi l fe  der k o n f o r m e n  A b b i l d u n g  definier te  Begriff  l i isst s ich  auch,  wie 

wir  zeigen,  geome t r i s ch  cha rak te r i s i e ren  m i t  Hi l fe  e in iger  E rgebn i s s e  yon  O. D. KELLOGG u n d  
S. WARSCHAWSKI. 
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Als charakteristische Eigenschaften einer #-Funktion eines einfach zusam- 

menhingenden Gebietes G fiir den Randpunkt  zo, der, ebenso wie der unendlich 

ferne Punkt, wenn er auf dem Rande yon G liegt, hSchstens yon abz~hlbarer 

Mehrfachheit ist, ergaben sich: 

Erstens: eine Eigenschaft, die weder yon G noch yon z o abhs ist: 

lg #(Z) ist eine konvexe Funktion yon Z, deren Endlichkeitsintervall die Form 

hat: o ~ ~ ' ,  wobei ffir ~ '<  ~ t~(~') sowohl end[ich als ~ueh unendlieh sein 

kann, und t t (o) : l imtt(Z) ,  t t (Z ' )=t t (Z '--o) is t .  
l | o  

Zweitens: eine Eigenschaft, die den Zusammenhang yon #(~) ffir hinreichend 

grosse Z mit dem Verhalten des Randes yon G in der Nihe  yon zo zum Aus- 

druck bringt: Bildet z=w(u)  [ u - - i [ <  I konform auf G a b ,  so konvergiert das 

Integral 

2 z  ; ( i i )  
lgT~ ]w(i_eiO ) dO, T#:Sup~.~ott(Z) 

0 

Eine Funktion tt(Z), die diesen beiden Bedingungen geniigt, ist von einem Z an 

stets eine #-Funktion yon G ffir z o. Soll dies aber fiir alle Z ~ o  gelten, so 

muss re(Z) noch eine dritte Bedingung erffillen, die sich auf die Ausdehnung 

yon G bezieht: Is t  R = M a x  I z - -zo l  ffir z auf dem Rand yon G, so ist 

d lg , (z) d l g # ( Z ) > l g  ~ I flit alle i ~ o -  wegen der Monotonie y o n -  kommt es 
dZ = dZ 

nur auf die Ableitung im Punkte o a n - - .  Der Beweis dieses Hauptsatzes 

(Suez VI) wird im w 4 (Nrr. I 5 - - I8  ) erbrach~, woran sich im ~ 5 Betraehtungen 

fiber die geometriseheu Bedingungen dieses Satzes anschliessen, deren Zielerstens 

die Diskussion und Vereinfachung der obigen Integralbedingung (Nrr. I9- -2I ,  

24), zweitens die Verallgemeinerung auf gewisse mehrfach zusammenhs 

Gebiete (Nrr. 22--23) ist. 

Der Beweis des tIauptsatzes ber~ht auf einer Reihe yon Hilfss~tzen, die 

in den w 3, 8, 9 bewiesen werden und unabhEngig yon ihrer Bedeutung ffir das 

W-Problem yon selbsts Interesse sind. u  ullem war es nStig, die Eigen- 

sehaften des fiir eine beliebige positive Funktion tt(i) definierten T~(r) zu disku- 

tieren. Wir  fiihren dies im w 3 durch, indem wir jeder positiven Funktion re(Z) 

eine dazugehSrige Funktion m* (Z) mit demselben T,~(r) und konvexem lg m* (Z) zu- 
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ordnen, die wir als die Wimansehe Minorante yon re(g) bezeiehnen. ~ Daneben 

ist auch der Begriff der Faberschen Minorante 16 yon Interesse, mit dessen tti lfe 

I beziiglichen Formulierungen verallge- die Carlemanschen auf die Reihe ~ f l ~  

meinert werden k5nnen. 

Bei diesen Betrachtungen spielt der Hilfssatz 4 in ~r.  I I eine wichtige Rolle, 

der die Transformation eines Stieltjesintegruls jf(v)dx(v) mit monotoner Belegung 

x(v ) auf ein Riemannsches Integral ff(y(x))dx sicher~, wo x(v)eine >)Umkehrung>> 

yon y(x) ist. Dieser tIilfssatz ist, wie man leicht erkennt, identisch mit der auf 

monotone Funktionen bezfiglichen Spezialisierung eines Satzes yon LEBESGUE 17 

fiber Stieltjesintegrale relativ zu einer Funktion yon beschr~nkter Variation. Wir 

haben es vorgezogen, einen sehr kurzen direkten Beweis dieses Hilfssatzes zu 

geben. Eine weitere Diskussion des Begriffes der Umkehrung einer monotonen 

Funktion wird ers~ im w IO naehgetragen, da sie in dieser Arbei~ nieht explizite 

benutzt wird. 

Sodann handelt es sich um einen Satz aus der Theorie der konformen Ab- 

bildung, der einen Beitrag zur Frage liefert, inwiefern metrischer Zusammenhang 

der Elemente des Randes bei konformer Abbildung des Inneren eines einfach 

zusammenh~ngenden Gebietes auf das Innere eines Kreises gewahrt wird. W~h- 

rend die bisherigen Ergebnisse der Theorie der R~nderzuordnung bei konformer 

Abbildung in dieser Richtung unter ganz allgemeinen Voraussetzungen mehr nega- 

t i r e  Resultate liefern, zeigen wir (Satz A), dass die Gesamtheit der erreiehbaren 

Randpunkte, die in einer Q-Umgebung eines Randpunktes liegen, sieh bei der 

Abbildung auf eine messbare Punktmenge der Kreisperipherie yon positivem Mass 

abbildet, ein Ergebnis, das wohl kaum fiberraschend erscheint, aber aus den 

x5 Eine mit  diesem Begriff zusammenh~ngende Vergleichsmethode zur Untersuchung des 
Anwachsens ganzer Funktionen, die sich im Keime bereits bei BOREL und HADA)[ARD finder, hat  
durch WIMAN besonders weittragende Anwendungen gefunden. Sparer hat VALIRO~ diese Methode 
welter ausgebaut und mit  ihrer Hilfe eine Reihe wichtiger Ergebnisse hergeleitet. Vgl. W~AN,  
Acta math., Bd. 37 (I914), PP. 3o5 ft. und Bd. 41 (r916) pp. I ft. Vgl. ferner VALIRO~TS oben zitier- 
tes Buch. 

16 So bezeichne ich eine Begriffsbildung, die meines Wissens zum ersten Mal in der Arbeit 
yon G. FABER, Beitrag zur Theorie der ganzen Funktionen, Math. Ann., Bd. 7 ~ (I9II), p. 5I be- 
nutzt  wird. 

17 H. LEBESGUE, C.R. 15o (I9IO) pp. 86 ft.; Legons sur l'intdgration, 2. dd., Paris, I928, pp. 

258--260. 



Quasianalytische Funktionen und asympt0tische Entwickelungen. 193 

bisherigen l~esultaten in der Theorie der konformen Abbildung nicht direkt zu 

folgen scheint, und zu dessen iibrigens sehr l~urzem Beweis wir den allgemeinen 

Lebesgueschen Satz fiber die LSsung clef Randwertuufgabe ffir das logarithmische 

Potential herunziehen mfissen. Aus diesem Ergebnis folgt als ein einfaches 

Korrolar ein Satz yon Hrn. RxDo, mit dessen Yersch~rfung sich kfirzlich Herr  

SAKS besch~iftigt hat. Das Sukssehe Ergebnis ist aber wesentlich spezieller als 

dus unsrige, da es z . B .  in dem Fall eines mit einem Einschnitt versehenen 

Kreises niehts liefer~. Hierfiber sowie fiber weitere Anwendungen des Satzes A 

vergleiche man den w 8. 

Im w 9 behandeln wir endlich die Frage, warm sich der Logarithmus der 

Abbildungsfunktion w(z) eines einfach zusammenh~ngenden schlichten den Null- 

punkt nicht enthaltenden Gebietes G auf den Einheitskreis der z-Ebene im Ein- 

heitskreis durch das Poissonsche Integral darstellen l~sst. Es ergibt sich (Satz B), 

dass hierzu im wesentlichen hinreichend ist, duss der Nullpunkt, falls er am 

l~ande yon G liegt, dort nur yon hSchstens abz~hlbarer Mehrfachheit ist. Zum 

Beweis dieses Satzes leiten wir ein allgemeines Kriterium ffir die Darstellbarkeit 

einer im Einheitskreise regul~ren Potentialfunktion durch das Poissonsehe Inte- 

gral her, das such fiir andere Zwecke brauchbar sein dfirfte. Unter der Voruus- 

setzung nitmlich, dass ein im Einheitskreise regul~ires Potential  P(z) am Rande 

nur abz~hlbar viele >> Unbeschr~nktheitspunkte >> besitzt, in deren beliebiger N~he 

es nicht beschri~nkt bleibt, zeigen wir, d~ss fiir die Durstellbarkeit yon P(z) 
durch das 1)oissonsche Integral notwendig und hinreichend ist, dass erstens 

(i--]z])P(z)--)o fiir ]z] ~ I, und zweitens der Mittelwert 

2~ 

0 

d ~ <  C, o ~ r <  I, 

d. h. gleichm~ssig beschr~nkt ist. Der Beweis beruht auf dem Satze, duss die 

zweite Bedingung aliein bereits fiir die Durstellbarkeit yon P(z) durch das 

Stieltjes-Poissonsche Integral notwendig und hinreiehend ist. Diesen Satz habe 

ich vor mehreren Juhren aufgestellt is, wenn auch der Beweis an der zitierten 

Stelle nur skizziert ist. Derseibe Satz ist gleichzeitig mit mir yon PL~ss- 

lS A. OSTROWSKI, Uber  die Bedeutung der Jensenschen  Formel  fiir einige Fragen der kom- 

plexen Funkt ionentheor ie ,  Acts  Szeged, Bd. I (I023) , pp. 8o ft. 

25 -- 28583. Acta mathematica. 53. Imprim6 le 5 d~cembre 1929. 
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~E~ ~9 und EvANs 2~ bewiesen worden. Da ich indessen einen weiteren Zusatz 

zu diesem Satze brauche, habe ich diese Gelegenheit benutzL um meinen Beweis 

ausfiihrlich darzustellen. 

w i. Der Carlemansche Satz fiber W-Folgen. 

I. Fiir eine fiir [ z ] <  R reguliire und im Nullpunkt nich~ verschwindende 

Funktion g(z) lautet bekanntlich die Jensensche Ungleichung: 

( I ,  I) lg I ~(o) I =< f ,g i g ( ~ o )  I dO. 

0 

Is~ nun f(z)in I ~ I ~ R  regulgr und ist ~ = r e  ~" ein Punkt  in I , I < R  m i t f ( g ) # o ,  

so nehmen wir eine lineare Abbildung des Kreises ]z] < R auf sich selbst vor, 

die den Nullpunkt in ~ iiberfiihrt: 

/~ (z+~) 
w(~) = 

R2 + z~ 

Wir wenden dann (I, I) auf g(z)=f(w(z)) an und fiihren ~0 in Rei~=w(Re ie) als 

neue Integrationsvariable anstelle yon 0 ein. Dann folgt 

oder, wegen 

2 ~  

lg If(~)l < ! lg 
0 

R(Rd~ ~)-- Re"P, l~e ~ -  R(Rd~--~) 

d-~ = IR _e ,~ l  ~ - - ~ v ~ - -  R~_2rRcos (~_~0)§  = K ~ ,  @--q~ : 

lO A. PLESSNER, Zur Theorie der konjugierten trigonometrischen Reihen. Inauguraldisserta- 
tion, Giessen (x923) , Mitteilungen des Math. Sere. Giessen, Heft IO. 

~o G. C. EVAh'S und H. E. BRAY, C.R. 176 (I923) , pp. lO42 ft., wo ein schw~cherer Satz be- 
wiesen wird, und G. C. EVANS, C.R. I77 (I923), pp. 241 ft., wo gerade die obige Fassung formu- 
liert und ein dem in is gegebenen ganz analoger Beweis angedeutet wird. Ygl. ferner die Mono- 
gmphie yon G. C. ErAs-s, The Logarithmic Potential, New York, I927. 
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( I ,  2) 

2~ 

lg l f (~ ) l  < ~ figlf(STr = 2~ Rd<;--2~ dq~ : 
0 

2st 

- - -  2.I  f lglf(Rei,,)l 
0 

Hat  insbesondere f(z) keine Nullstelle fiir Izl<R, ~o gilt in (i, i ) u n d  

duher ~ueh in (I, 2) das Gleiehheitszeiehen. IIieraus folgen insbesondere die 

Gleiehungen 

(I, 3) 
I " ~ + z - - 2  

I~--11:1 

' f  r ( I , 4 )  I = - -  ~ I d ; I .  27g ~ - - Z  

l~--11=1 

Hilfssatz 1. Es sei f(z) regulYr, nicht identisch Null und absolut ~ I fiTr 

[ z l ~  ~, his auf z =  I. Dann konvergiert das Integral 

2~ 

f l~ I/(r 1 ~o. ~, 
0 

Fiir I~1< ~, f ( ~ ) r  und I ; 1 < ~ <  ~ l i ae~  (~,~) 

if(c, i _-< isr i .  
0 

~=re", 

folglich fiir hinreichend kleine positive 61, d~ wegen I f l  ~ I: 

< I 9 - 0 )  l g l S m l  = ~ f ,glf(R~'~ do 

und daher fiir R ~ I, du auf ] z l =  I fiir d~ ~ 0 ~  2 z - - d  2 hSchstens logurithmische 

Singularit~ten yon lgf(z) liegen kSnnen: 

21 Es ist  dies ein sehr spezieller Fall eines Satzes yon F. FATOU und G. SZEGO. Unser 
Beweis entspricht  dem Fatouschen Beweis, is t  abet, dem vorliegenden Fall  en~sl)rechend, ganz 
elementar. 
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lg If(~) I < i ; lg If(e'~ , "9--0)dO. 
d~ 

Und da dies fiir alle positiven ~t, ~ gilt, und der Integrand nie positiv wird, 

f o l ~  endlieh 
2 ~  

lg If(~) I --< • / lg If(ei~ K(r ,  "9--O)dO, ~ = r d  ~, 

0 

wo das Integral reehts sieher konvergent ist. Wegen 

(I, 5) 
' e i ~  I - - r  

I + ~ > K ( r ,  , 9 - - 0 )  = }R e i O _  ~ > - -  
I - - ~ "  = = I + r  

ist dann auch 

2 ~  

f ig If(dO) l 
0 

d'9 konvergent, w. z. b. w. 

2. Mi~ E bezeichnen wir den Kreis ]z--I  I <  I. Es sei f(z) regular in E;  

u n d e s  mSgen in E die Relationen gelten 

(=, ~) I f(~)l--< cm44", n = o ,  ,, = , . . .  

fiir eine positive Konstante 

Wir setzen fiir r > o 

C und eine Folge von posifiven Konst~nten ran. 

t2, 2) T(r) = S u p -  �9 
n--> 1 ~ t n  

Satz I. Ist das Integral 

(2, 3) dr 
lg T(r)~Z~ 

1 

divergent, so folgt aus dem Bestehen der Relationen (2, I) f i ir  eine in E reguldre 

Funktion f(z) das identische Verschwinaen yon f ( z ) .~  Konvergiert abe," (2, 3), so 

gibt es eine in E und sogar fi ir [z--I] --< I b i s  auf  z ~ o regul&'e und nicht ver- 

schwindende Funktion f(z),  f i ir  die die Relationen (2, i) durchweg in E e~fiillt sind 

22 W i r  s a g e n  d a n n ,  d ie  F o l g e  m r  se i  e i n e  W - F o l g e  ffir d e n  Kre i s .  
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und fi'ir die sich lg If(z)[ dutch das Poissousche Integral darstelle~z 15sst: 

2 ~  

= _  f  ei3- z-i 23 ]g]f(z)]  I lglf(e,iO)] d~ z=re ir 
2 7~ ei  a - -  2; -} - I 

0 

Beweis :  Wi r  diirfen und wollen annehmen, dass ~ - ~  ~ ist. Denn aus 

lira ] / ~  < R wiirde einerseits folgen T ( r ) =  ~ fiir r > R und damR die Diver- 

genz yon (2, 3), andererseits aber nach (2, I ) I f ( z ) l  < C(RH)nk fiir beliebig 

I 
grosse nk, sodass f(z) fiir I z l <  ~ und daher  identisch verschwinden miisste. - -  

r ~ 
D~her ist T(r) = Sup - -  endlich und stetig ffir endliche r und T(r) ~ ~. Ferner  

n>__l Inn 

1 

bemerken wir, dass (2,3) gleichzei~igmR f lgT(~)drkonvergiert f i ir~edeposi-  
0 

t i re  Kons tante  k und ebenso ~uch gleichzeitig mit fllgT(~])[dz[, da ffir 
.] - | | -  

I z-11 =1 

I ~ I = r,  ~--~ o d r  --* ~ i~t,  w ~ . n  z a ~ n  K r e i ~  I ~ . ~  I = ~ a . r c h l a . f t .  E . d l i o h  d~r-  

f e n  wir annehmen, dass If(z) l ~ I  in E ist;. 

a) Es sei f ( ~ ) ~ o ,  . ~ I [ ~ i .  Dann  folg~ aus dem Hilfssatz ange- 

_ t z +  I \  
w~ndt auf  2"~--z--),  dass das Integral  

2 ~  

o Iz--11=1 

konvergiert .  Andererseits  folgt  uus (2, I) ffir I z - -  I I < I, z ~ o 

23 Der Satz  r f ihr t  yon CARLEMAN her,  b i s  au f  den  letzSen Teil ,  der  die Dar s t e l l ba rke i t  du reh  

das  Po i s sonsche  In t eg ra l  behaup t e t .  
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T 2 i lg ([~]) ~ l g l f  ( ~ ) l +  Const., 

so dass mit (2, 4) aueh (2, 3) konvergiert. 

�9 f ~ ( i )  b) Es konvergiere (2, 3), daher aueh lg 2[z[ Idol 
I z--1 I = l  

, daher aueh 

s'(') ~ - ' f" ~ (.i;I) ~-~'-: 2la;l' 2. 
17--11=1 

wo z ein beliebiger Punkt yon E ist. P(z) ist ein in E regulgres Potential und 
der RealteiI einer in E regul~ren Funktion gl(z), so d~ss, g~.(z)=e gi(~) gesetzt, 

lg [g~(z)]=P(z) ist .  Dann folgt fiir f(z)-~-g~ ( { )  und n ~ o  in ~ nueh (I, 3)fi ir 

[z- -I ]=<I  bis auf z = o :  

g ~ + - -  

2 . 1~.11=1 ~ - -  2 

2 

IdOl- 

z r - - 2  nf 
z 

1r ~ - -  2 

Idr 

z 

i f (  ( , ) ) ~ +  . 

(~)  ' I~"'(~)1 i .n.(i,4,, oder, wegen 2' I ~ 2'~1 ~l" m,~' lg ~ lg 2 ~m,~ 

z 

l~ if(~) i ~ lg (2,~,,) ! f r  
= 12[" ~=J,;-,,=~ r  ; I"r 

IA.)I---- m~l~l ~, 
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w o m i t ,  d~  f ( z )  f i i r  ] z - - I ] ~ I  b i s  ~u f  z =  I r e g u l a r  i s t  u n d  n i ch~  v e r s c h w i n d e t ,  

u n s e r  S,~tz b e w i e s e n  is t .  

3. Wir machen nun yon dem folgenden Satz der Theorie der ganzen 

transzendenten Funktionen Gebrauch: Ist f(z) ~- ~ , a . z  ~ ganz und ist 
~ 0  

Tj(r) ~ Max ] an ]r  ~, ~ ( r )  ~ Max If(z)], so h~t jede der Rela~ionen 
n Iz l  = r  

l g l g  T ( r ) = -  O ( l g r ) ,  l g l g ~ A ( r )  = O ( l g r )  ( r - *  ~ )  

zur F o l g e ,  dass  

(3, ~) 
lg  ~ (r) 
lg  T0-) 
- - - - ,  ~ ( r ~ )  

ist .  ~ Die in Nr.  2 eingefiihrte Funktion T(r) gehSrt offenbar fiir r > o  zur 
oo 

g~nzen Funktion ~(z)~- ~ls T~(r), und d~s zugehSrige ~ ( r )  ist gleich 

oo 

~0(r) = = . . ~ .  a_us aer Konvergenz  yon  (2, 3) folgt~ n u n  riir r T ~ 

e* Beim Beweis kann man sich offenbar auf den FM1 besehr~nken, dass f ( o ) =  I ist, d~ fiir 
eine ganze transzendente Funktion l g r  = o(lg T(r)) ist - -  T(r) w~chst j~ fiir hinreichend grosse r 
sehneller als jede Potenz yon r. Unter dieser Annahme liefert die Formal (2, IO) (Theorem I I) 
des in der Fussnote I I zitierten Yalironschen Bushes: 

) (a) lg T(r) < lg ~J't(r) < lg T(r) + lg 2 N r +  + I , 

wo N(r)>= o und mit T(r) dureh die Relation zusammenh~ngt 

(b) l g T ( r ) = f - h ~ X ) d x .  

0 

Aus(b)  folgt abet N ( r )  l g e = l g T ( r ) u n d  daher 

(e) lg N(r) ~ lg lg T(er). 

Aus lg lg  T ( r )~  O(lgr) folgt daher l g N ( r ) ~  O(lgr) und dasselbe folgt erst reeht aus lg lg ~ ( r ) ~  
= 0( lgr) .  Dann wir4 abet aus (a) 

lg T(r) < lg ~t(r) < lg T(r) + O(lg r) = lg T(r) + o(lg T(r)), 

woraus die .Behauptung ohne weiteres fotgt. 



200  Alexander Ostrowski. 

ao r 

< lg T(o) 7 - '  o, r - -  l g  T(r)  J Q 

so dass aus (3, I) aueh die Konvergenz yon 

(3, 2) f _f 1 r '~ d r l g  ~0 (r) ,-~ 
TYtn r ~ 

folgt. Umgekehrt folgt aus der Konvergenz des letzten Integrals genau ebenso 

wie oben lg~( r )  *o, so dass (3, I) gilt und aueh (2,3) konvergiert. Die 
r 

Bedingung der Divergenz yon (2, 3) ist also ~iquivalent mit der Bedingung 

der Divergenz yon (3,2). Allgemeiner, ist I t > o ,  so konvergiert (2,3)gleich- 
o9 

zeitig mit flg(T(r)k) , und T(r)kist gleieh Tk(rk), wo Tk(r)das zur Funktion 

r n 

q~k(z)----~, . ~  gehSrende T(r) ist. Daher ist die Bedingung der Divergenz yon 
n ~ l  ~ g  

(3, 2) erse~zbar dureh die Bedingung der Divergenz yon 

(3, 3) lg, \ m , d  r ~ '  

wo k > o ,  sonst aber beliebig ist. Fiir k = z  ergibt sich die Bedingung yon 

~ A R L E M A N .  

Genau dieselbe (Jberlegung beweist offenbar, dass fiir ein a >  o und k > o  

die Integrale 

f lg T(r)  d r  und ~ r,~ k d r  
1 1 + -  \ r a n /  ~ 1+~ 

r a 

gleichz.eitig konvergieren und divergieren. 

4. Eine andere Form der Bedingung yon Nr. 2 erhgl~ man folgendermassen: 
n 

Es sei fiir n > o  l / ~  = fl,~, wo nach dem Obigen fl~--~ ~ angenommen werden daft. 
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W i r  ersetzen die Folge  fl, durch  ihre  >>Fabersche Minorante>> ~5, d. h. du rch  die 

Fo lge  der  fl~ = Min  fl~, so dass  fl~ "]" ~ ist. 

SatT. II .  Fib" die Divergenz des Integrals (2, 3) ist notwendig ,end hinreichend, 
q~ 

dass, unto" ~ die Fabersche Minorante der ~-~]/m,~ verstanden, die Reihe 

(4, I) 

divergiert. 

Zum Beweis  ver fahren  

gi l t  offenb~r f l : t ~ - ~  fl .... n, 

n•l 
I 

wir  so: es sei n(r) die Anzah l  der  f l * ~ r .  D a n n  

r 

wegen  fl'* (e) >=e, woraus  fo lgt :  

Es gi l t  anderersei~s,  wegen  n (r) --~ o fiir o _--< r --< e, e > o, 

f lgrdn(r)+n(r)lgr,  
0 0 o 

I I I v(,-) = l g ~  + l g ~  ~ . . . .  + l g ~ . -  + .(,-)lg,-. 

I s t  nun  

r 

r n (r) 

d r ~ l g  , . 

(~)=F,~, ~V 
~ Vgl. Fussno te  I6  sowie  Nr. 14 we i t e r  un ten .  

2 6 - - 2 8 5 8 3 .  A c t a  m a t h e m a t ~ c a .  53. Imprim6 le 6 d6cembre 1929. 
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so ist 

(4, 3) v(,.) = lg  T~(,-) > lg  T(,-)% 

da die Koeffizienten der einzelnen Glieder yon ~p(z) grSsser sind als die Koeffi- 

zienten der entsprechenden Glieder yon r wegen 

p . ~ . . . ~  < ~.~<#~--~,. 

Hun lgsst sich die 
r  

o 

kleine r > o, 

Reihe (4, I) schreiben als 

pal~ielle Integration liefert ffir ein 

R /r 

f dn(r)__ dr + R 
r 

0 o 

das Stieltjessehe Integral 

R > I ,  wegen n ( r ) = o  fiir 

r (r) r Ist umgekehrt Aus der Konvergenz yon folg~ daher die yon j ~ . 

konvergent, SO folgt wegen n(r){ 0r fiir r {  

oO o~ 

~(R)--,~(R)j < i'~(,) = J  7 d ,  -~0, 
R R 

f f #  so dass aueh d r) konvergiert. Die Integrale und dr  kon- 

vergieren und divergieren also gleichzeitig. Beim Beweis dieser Tatsache haben 

wir nur benutzt, dass n(r)T ~ 

Daher ist dieselbe Oberlegung 

und verschwindet in der N~he des Nullpunktes. 

In(r) d V(r) und  aueh anwendbar auf j r ~ d r ~  r 

f V(r) dr r~ Wir sehliessen, dass die drei Integrale 

~6 Die Gleichung V ( r ) - ~  lg l~ ( r )  folgt hier leicht aus der Tatsache der Monotonie der /~*, 
vgl. etwa VALIRON, 1. C., p. 3O. Diese Tatsache ist iibrigens als spezieller Fall in den S~tzen des 
w 3 enthalten, weshalb wit auf ihren einfachen direkten Beweis nicht eingehen wollen. 
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I f n(r)dr 0 dr  (4, 41 d~r (' ) ,,~,Y~ ~2' J ~-~' -- 

0 0 0 

gleichzeitig konvergieren und divergieren. Wir  haben sogar noch mehr bewie- 

sen, niimlich dass diese drei Integrale die gleichen Werte  h a b e n . - - W e n d e t  

man dieselbe i)berlegung auf die Integrale 

r162 ao 

a r{ ' J r * + ~  j 1+- 0 r a 

fiir ein a > o an, so ergibt sich allgemein, dass diese Integrale gleichzeitig kon-  

vergieren und divergieren ~7 und dass iiberdies 

f f =~176 "!") 
�9 rg 

0 0 0 

i s t . -  NUU folgt aus der Konvergenz yon (2, 3) nach (4, 2) auch die Konvergenz 
ao 

yon dr und daher auch yon dr ,  daher auch von , d. h. 

yon (4, I). Umgekehrt~ folgt aus der Konvergenz yon (4, I) naeh dem oben Ge- 
m 

zeig~en die yon f V(~*~)dr, daher nach ( 4 , 3 ) a u c h  die von (2,3), womit der 

Satz I I  vollstii.ndig bewiesen ist. 

Im Laufe des Beweises huben wir insbesondere gezeigt~: Aus der Konver- 

genz yon ~ mit ~,~1" ~ folgt die yon lg ~ t ' ) ~  wo ~p(z)-~ mit 

n 

7~ = V-~* . . .  r ist. Die Anwendung des soeben bewiesenen Resultates auf die 

Folge der 7~, die bereits monoton ist, zeig L dass dann aueh ~, I konvergier~. 

Wir haben damit den folgenden Konvergenzsatz yon CARL~MAX wiedergefunden: 

~7 Vgl. hierzu etwa VALI~O~, 1. C., p. 52. 
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Aus der Konvergenz yon ~ a ~ ,  an>O,  folg~ die yon ~ l / a  la2 . . .  an.~s Aller- 

dings gilt unser Beweis zuerst nur, wenn die a~ monoton abnehmend geordnet~ 

sin& Offenbar ist aber ~ l ) a ~ a 2 . . .  a~ bei jeder ~nderen Anordnung gliedweise 

kleiner und konvergier~ daher a for~iori. 

5. Aus unseren Bedingungen folgt, dass der W-Charakter der Folge m,, 

sich nich~ ~ndert, wenn man jedes mn mit einer Zahl an > o mul~ipliziert, vor- 

ausgesetzt, dass ~a,~ zwischen zwei positiven festen endlichen Konstanten bleiben. 

Darnus folgt ferner: 

S a t z  III.  Ist h(z) eine in E regulSre Funktion, fi~r die [ h-? l in E zwischen 
m ~ m 

zwei positiven endlichen Konstanten bleibt, so ist dafiir, dass aus dem Bestehen der 
Relationen 

If( )l --< C. , . Ih(z)  l", n = o, 

fiir eine in E regulffre Funktion f(z) und eine geeignete Konstante C das identische 

Verschwinden yon f(z) folgt, notwendiy und hinreichend, dass f lg T(r) 
dr 

, -~ diver- 

giert, unter T(r) das S u p -  verstanden. Insbesondere bleibt der Satz [ mutatis 
n>_l m n  

mutandis richtig, weun ~ dutch eiuen beliebigen dutch den Nullpunkt hindurch- 
gehenden Kreis ersetzt wird. 

Dieses Resul~at gestattet es, unsere S~tze sofort auf sehr allgemeine Klassen 

yon Gebieten auszudehnen: 

Es sei G ein einfach zusammenhKngendes Gebie~ in der u-Ebene, das den 

unendlich fernen Punk~ nicht im Innern enth~lt, und P(u-----a) sei ein einfacher 

Randpunkt yon G. Es sei ferner m~ ( n = o ,  I, 2 . . . .  ) eine Folge positiver Zahlen. 

Wir sagen dann, diese Folge sei  eine W-Folge ffir das Gebie~ G und den Rand- 

punk~ P ,  wenn jede in G regulire Funktion g(u), fiir die in G fiir eine geeignete 

Konstante C die Relationen erfiillt sind: 

(5, ,) la(,,)l--< cm, l"-a I 

identisch verschwindet, tFiir a : ~  ist in (5 I ) u - - a  durch I , - zu ersetzen . 
\ U " / 

~8 Vgl. F u s s n o t e  Io. Diese Bewe i sme thode  g e s t a t t e t  e ine wesen t l i che  Y e r a l l g e m e i n e r u n g  de s 

Ca r l emanschen  Konvergenzsa tzes .  
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I s t  nun  G einfach zusammenh~ngend,  ist der Rand  / t  yon G in der N~he 

yon P stfickweise stefiig gekr i immL besitz~ er in P eine Tangente ,  und  is~ ~o(z) 

eine Funkt ion ,  die E derar t  konform auf  G abbildet ,  dass der Iqullpunkfi dabei  

in P fibergefiihr~ wird, so geh t  dabei  g(u) in g(w(z))~f(z) fiber, u n d e s  gi l t  

o < c ~ <  ~ < c , < ~  bzw. o < c , < l z ~ ( z )  l < c ~ < ~ ,  

unte r  cl, c2 geeignete  K o n s t a n t e n  verstanden.  ~9 D a  nun die Bedingungen  (5, I) 

ffir f(z) mit  
If(z) I < d m , ,  I ~, ( z ) -a  [" 

gle ichbedeutend sind, folg~ aus dem Obigen,  dass die no twendige  und hinrei- 

chende  Bed ingung  ffir den W-Char~kter  der m,~-Folge die Divergenz  yon (2, 3) 

is~ - -  bzw. jede der  dami t  nach  dem Obigen ~quivalenten Bedingungen.  

U m  aber  die Fr~ge nach  den W-Folgen un te r  a l lgemeineren VorausseV 

zungen fiber die Besehaffenhei t  des Rundes  yon G in der U m g e b u n g  yon P 

das W-Problem - -  angre i fen  zu kSnnen,  werden wir  die ganze Frages te l lung  

wesenfl ich veral lgemeinern.  Dieser  Ver~l lgemeinerung wird eine Be~rachtung fiber 

Wimunsehe  und  F~bersche 1Vfinorunten voruusgeschickt  werden. Zuerst  uber sol[ 

der Curlemansche Satz fiber quasianalyt ische Funk t ionen  hergele i te t  werden. 

w 2. Der Carlemansehe Satz fiber quasianalytisehe Funktionen. 

6. Hilfssat~. 2. Es sei P(z) eine im Innern des Einheitskreises reguliire 

Potentialfunktion, die dort dutch das Poissonsche Integral mit absolut i~tegrabler 
Belegung a(T ) darstellbar ist: 

2z 

I f I - - r  2 
P(z)-~2~ j a ( ~ ) K ( r ,  ~ - - c p ) d ~ ,  z = r e  '~, K ( r , ~ - - [ p )  = I + r ' - - 2 r  cos (,9--~v) 

0 

Dann gilt fiir [z[ T I gleichmh;~sig in 

(6, I) ( -Izl) = o 

29 Dies ergibt sich leicht aus den S~tzen yon O. D. KELLOGG, Trans. Am. Math. 8oc., Bd. 13 
(I912), pp. lO9 ft. und ist im Falle anMytischer Randkurven nach einem in wesentlich allgemeine- 
ren F/illen gfiltigen Verfahren daraus yon W. F. OSGOOD und E. H. TAYLOR, Trans. Am. Math. 
Soc., Bd. 14 (I913), p. 282 gefolgert worden. Wir besprechen diese S~tze und ihre u 
dutch S. WARSC~AWSKI i m w  5 Fussnote 43. 
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& 

Iieweis. Da  das Integral  f [a (q~)[dg~ eine s~etige Funkt ion  yon ~ ist, ist 

es aueh gleichm~ssig stetig in ~ u n d e s  folgt, dass zu jedem e > o ein d ( e ) > o  

existier~ mi~ d(e)--*o, sodass fiir alle 
e ~ 0  

0"+8(~) 

f l ~ ( ~ ) l ~  < ~  

0--8 (d 

gilt. Ferner  ist 

K(r ,  a -  ~0) - -  

und daher fiir o < r <  I 

I - - - r  2 

( I - - r )  ~ -t- 4r  ~ sin ~ # - f  
2 

2 
K(r, a - - ~ )  < ~ __ r '  

~T 
und ferner, so lange z > l a - w l  ~ ~(~), ~(~) < ~ i~, 

K(r,  ~--~o) < 1 - - r  2 . ~  I - -  ~ ~v 2 

4 r 2 s i n ~ - - r  r" d~(e) 
2 

Hieraus  folgt  aber fiir z = r e  ~~ a(~0) als periodisch mit der Periode 2 z  geeigne~ 

fortgesetzt,  

e+8(e)  2 ~ + o  8(e) 

o--8 (~) 0+ ~ (~) 

e-~)  d~ 

0 +  ~ (e) 2 ~ + :~--d (e) 

e - -8  (~) e +  ct (~) 

D~her ist 

2~ 

[ e ( z ) ]  < I 2 I ~ 2 ( I - - r )  ( 

2 ~  I - - r  
0 

( i - - r ) [P ( z ) [  < e + __C'~(I--F) ~ 
= ~ 2 r ~ ~(e) 
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I ~ r  und folglich, sobald .fi - -  < V ; .  (~(s) w i r d :  

(I-r)lP(z)l_-< ~ ( I+  

7. Hilfssatz 3. 

standen, das Integral 

woraus die Behauptung des Hilfssatzes folgt. 

9-n 
Ist f i ir  positive m~ (n = o, I, 2, ...), unter T(r) Sup ver- 

n>=l m n  

(7, I) 

co 

f lg T(r) -~ 

1 

divergent, so folgt aus dem Bestehen der Relationen fiir ~ z ~ I_ 
2 

(7, z) m ~  

la~(~)l~ c.i~l, , ,  . = o ,  ~,~,3,. . . ,  C=Co~t.,  

fiir eine fiir ~ z  >= I regulSre Funktion O(z), dass O(z) identisch versehwindet. 
2 

Wenn aber das Integral (7, I) konvergiert, so gibt es stets eine nirgends verschwin- 

dende, fi~r ~ z  >_ I_ reguliire Funktion O(z), fiir die fiTr 9tz > ! die Relationen 
2 2 

(7, 2) gelten und f~Tr die iiberdies 

(7, 3) lg{  q)(r)~ --+ o 
r 

mit r T ~ gilt. S~ 

Beweis: Gib~ es eine Funktion a)(z)~o,  die fiir ~ ( z ) ~  I regul~ir ist und 
2 

so setze man @ ( I ) ~ f ( z ) ;  dann i8~ f ( z ) i m K r e i s e E : [ z - - i [ ~ i  (7, z) befriedigt, 

bis auf z - - o  regulgr, ~ o und befriedigg die Rela~ionen 

[ f (z) [~  C ~ l , I  ~, [ z - - i [ < I , n : o ,  1 ,2 , . . . ,  

30 Der auf die Bedingung (7, 3) bezfigliche Teil der Behauptung ist neu, ebenso wie der 
daraus weiter unten hergeleitete Zusatz zum Satz V. Der Hilfssatz 3 bleibt natiirlich richtig, 

I 
wenn - dutch eine beliebige positive Z~hl ersetzt wird. Offenb~r bleibt eine Ab~nderung yon end- 2 

lich vielen mn auf die Konvergenz yon (7, I) ohne Einfluss. 
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sodass nuch dem Satz I das Integral  (z, 3), d. h. (7, I) konvergier~. Ist  umge- 

kehrt  (7, I), d. h. (2, 3) konvergent, so gib~ es nach dem Satz I eine fiir [ z -  I] _--< I 

bis auf z = o  regulgre und nicht verschwindende Funktion f(z), die die Relatio- 

hen (2, I) in E befriedig~, und fiir die dariiber hinaus 

I f ~-bg--2 (7,4) l g l / ( ~ ) l = ~  JglA~)l ~_~ IdOl 
I ; - - 1 1  = 1 

( I ) =  @(z), so ist O(z)fi ir  ~ z  > I regular, ~ o  und geniig~ gil%. Setz~ man f z = 2  

offenbar den Bedingungen (7, 2). Ferner folgt aus (7, 4) 

I ~-FZ 
l g ] f 0  +z)] = ~ f i g  If(i +~)1 m ~ l d ~ l ;  

I~1=~ 

da dies aber eine Darstellung des im Einheitskreise regulgren Potentials lg [f(~ + z)[ 

(lurch das Poissonsche Integral  ist, folgt aus d e m  Hilfssatz z fiir ]z[ ~ I 

( ~ - k l )  lg If(, +~) I - ,o ,  

oder fiir reelle gegen o abnehmende r =  I-~-Z, d .h .  fiir z = r - - I  mi~ r $  o 

r]g If(r) I ~ o, 

daher r l g ] * ( ~ / [ - , . o  fiir r , o  oder, wenn r d u r e h - I  e r s e t z tw i rd , (7 ,3 ) ,w .z .b .w .  
I \ r l l  r 

8. Satz IV. Damit es im I~tervall o ~ x < oo eine stetige und beliebig oft 

differenzierbare, nicht identisch verschwindende Funktion f(x) gibt, mit 

(8, I) f(*)(O)=O (~-~O, I, 2,...) 

(s, 2) If(')(x)l_-<~,, ~ > o ,  ~ = o , I , 2 , . . . , o = < x < ~ ,  

r ~ 
ist notwendig und hinreichend, dass, T ( r )=  S u p -  gesetzt, 

~ 1  ~ 

dr 
(8, 3) lg T ( r ) V  

1 

konvergiert. 
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Da, wie im w I bewiesen wurde, die Bedingung der Konvergenz yon (8, 3) 

mit  der Bedingung der Konvergenz yon 

1 

~quivalent ist, ist Satz IV  mit dem Hauptsa tz  yon CARLE~ANfiir ein unendliches 

Intervall h'quivalent. 

Aus unserem Beweis wird sich zugleich der folgende fiir unseren Beweis 

des Satzes V wesentl iche Zusatz ergeben: 

Zusatz  z u m  Satz  IV. Wenn (8, 3) konvergiert, gibt es eine f i ir  o ~ x <  

stetige und beliebig oft differenzierbare Funktion, die (8, I )  und (8, 2) befriedigt und 

iiberdies in keinem Intervall o ~ x <= a fiir a > o durchweg verschwindet. 

B e w e i s :  Es sei zun:,tchst das Integral  (8, 3) divergent. G~be es dann eine 

fiir o ~ x < .  zr stetige und beliebig oft  differenzierbare Funkt ion  f(x),  fiir die 

(s, ,) und (S, 2), (S, ~) 
Integral  

(8, 4) 

sogar nur yon einem ~ o  an, gelten, so bilde man das 

�9 (~) = f e-~V(x) d~, 
0 

das eine wegen f (x)-~o (x) fiir ~ z  ~ o, daher  auch fiir ~ z ~  _I regul~re Funkt ion  
2 

darstellt.  Durch wiederholte partielle In tegra t ion  folgt  aus (8, 4) wegen (8, t) 

oo 

if ~(~) = ~ e-~Vl~)(x)dx, 

0 

und daher, wegen (8, 2), fiir ~ z  ~ I 
2 

oo 

2 
0 

~ --- O, I , . . .  

Dann aber folgt  aus der Divergenz yon (8, 3), dass naeh dem Hilfssatz 3 

I q ) ( z ) ~ o  sein muss. Da  nun aus (8,4) bekanntlich31 
2 

~ E s  i s t  d i e s  e i n e  d e r  s o g e n a n n t e n  M e l l i n s c h e n  U m k e h r f o r m e l n .  

2 7 -  28583. Acta mathematica. 53. Impr lm6  |o 6 d4cembre 1929. 
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I fe=a~(z)dz f(x)  = 2 , ~  

folgt, muss dann auch f ( x ) = o  sein, womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist. 

9. Es mSge nun (8, 3) konvergieren. Dann gibt es nach dem Hilfssatz 3 

eine fiir ~ z  ~ I regufiire und nieht verschwindende Funkt ion (P(z), fiir die 
2 

(9, I) I ~ ( ~ ) 1 < ~ ,  ~ = 0 ,  1 , 2 , .  })~Z> I 

(9, ~) lg I a~(,')l , o ,  r ~  
r 

gilk Man bilde nun das Integral  

(9, 3) 

1+,~ 

f(x) = 2 z i J  z2 dz. 
~ - - i  av 

Sowohl (9, 3) als auch die rechten Seiten der daraus durch wiederholte Diffe- 

renziation hervorgehenden Formeln: 

�89 

2 7 g i f t  2 /  Z2 d z ,  n : o ,  I,  2, . . .  

!_ir 
2 

konvergieren wegen (9, I) gleichmi~ssig in - - ~  < x <  ~ ,  sodass f(~)(x) fiir 
- - o r  w stetig ist. Aus (9, I) folg~ nun, da auf der In~egra~ionss~recke 

z--I[2  
- - - -  ~ I ist, 

Z 

m~ f d t  
If(.)(.)l < 2 ~  I_+t~ 

--~o 4 

d .h .  (8, 2). Ferner gilt fiir x < o, a > I nach dem Cauchyschen Satz 
2 
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a+r 1+i~ 

i i f  21ri Z2 c l z -  2~vi e~(z_l) q~(Z)z 27 dz. 

Daraus folgt  fiir a--* or f ( x ) = o  ( x <  o), daher auch f('~)(x)~-o ( x <  o), und wegen 

der Stetigkeit  yon f(")(x) fiir x = o folgt  f(n)(o)= o (n = o, I , . . . ) ,  d. h. (8, I). Um 

aber zu beweisen, dass f(x) nicht  identisch verschwindet, beweisen wir zugleich 

allgemeiner, dass fiir f(z) der Zusatz zum Satz IV gilt, d. h. dass f(x) im Inter- 

vall o = < x <  a, a > o nicht durchweg verschwinden kann. In  der Tag folgt aus 

(9, 3) umgekehr t  fiir {Rz > I 
2 

32 

Z 2 -- J" e -(~-�89 
0 

wo das In tegra l  rechts absolut konvergiert,  and  aus dem Verschwinden yon f(x) 
im Interval l  o < x ~ a, a > o wiirde folgen 

(9, 5) 
Z ~ 

a 

Dann gilt  aber, wie wir zeigen wollen, fiir r T ~ 

(9, 6) e or f 0 
a 

Denn es gilt  fiir ein beliebiges s > o  und r > - ~ :  
2 

a-Fe 
[ear fe - ( r -1)Xf (x )dx i<=~ar i f  e -(r 1)Xf(x)dx I 

a a 

el) 

aOce 

<= ea'~(r--�89 J ]f(x) ]dx -~ e ar e --(r'-�89 ~) f e-("-�89 (x-a-~) if(x) ldx <~ 
a a+~ 

8~ Nach der zweiten der sogena, nnten Mellinschen Umkehrformeln. 
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a + e  ao 

a a+}e_ ~ <= "e~ x) l d x  + e'~ 

a a ~ e  

a+e 

=- c~ f ( x )  l d x  + e~e ~ , 
,o 
a 

e - (*-a-~)  [f(x) I d x  = 

so dass fiir r T or 

a+e 

g a 

und daher, wegen der Willkfir yon ~, 

T 

g 

is~, wie behauptet~. 

Daher  folgt  naeh (9, 5) und (9, 6) fiir r 1" 

e ar (1) (r) r~ - ~ o ,  a t +  l g l ( D ( r ) [ - - 2 1 g r - - ~ - - o Q ,  

lim l g [ @ ( r ) [ ~ _  a < o ,  
r 

entgegen (9, 2). 

D~mit  ist der Satz IV nebst  dem Zus~tz vo l l s~ndig  bewiesen. 

IO. Aus dem Satz IV nebs~ dem Zusatz folgt  nun leicht der folgende 

Hauptsa tz  yon CARLEMAN: 

Satz V. Dami t  es eine im Intervall o ~ x ~ a, a > o stetige und belieb~q oft 

differenzierbare nicht identisch verschwindende Funktion f ( x )  gibt mi t  

( io,  i) f f ) ( o ) = o ,  ~ = o ,  I, . . . ,  

(IO, 2) Iff)(x)l =< m,, m , > O ,  ~ = 0 ,  I , . . . ,  

r ~ 
ist notwendig und hinreiehend, dass, T ( r ) - -  S u p -  gesetzt, 

~,>~1 ~n~, 
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oo 

1 

konverglert. 

D~ss es unter  der Voraussetzung der Konvergenz des Integrals  (IO, 3) eine 

Funkt ion  f ( x )  mit obigen Eigenschaften gibt, ist bereits im Zusa t z  zum Satz  I V  

enthalten. Um aber aus der Existenz einer solchen Funkt ion  f ( x )  auf die Kon- 

a t  
vergenz yon (IO, 3) zu schliessen, ffihren wir vermSge der Transformation x -~  I + t '  

die das Interval l  (o, a) in das Interval l  <o, oo) transformierg, die Funk~ion f(x) 

in \~-+~] = ~(t) fiber. Von der Funktfion ~ ~ - ~  werden wir beweisen, dass 

sie in <o, ~ )  den Bedingungen (8, I), (8, 2) des Satzes IV geniigt~, woraus naeh 

Satz IV die Konvergenz yon ( Io ,  3) folgt. 

Wir  haben nur  die GiiRigkeit yon (8, 2) flir ~ > o naehzuweisen. Is t  M~ 

aas l~I~ximum yon If( )(x)l in (o, a), so folgt allgemein aus aer Maelaurinsehen 

En~;wieklung yon f ( ' l (x)  mit dem Int~egralrestglied fiir n > ~: 

93 

�9 f ( X - - ' 8 )  n - v - 1  fl"~)(8) Us, 

o 

(IO, 4) 
-~'n X*~ -~ 

V(,)(Xo)l __< 

�9 ( a t )  
Man erh~lt nun  die n t~ Ablei tung von f ~ an einer Stelle t =  t o, indem man 

to 
in die formale Entwicklung yon f an der Stelle x o - - a - -  

I +tO: 

oo 

(IO, 5) Z f(~)~ (X--Xo) ~ 
v ~ 0  

ftir x - - x  o die Entwicklung von x - - x  o nach Potenzen yon t - - to  einsetz~, das 

Resul tat  nach Potenzen yon t - - to  umrechnet  und dann den Koeffizienten yon 

(t--to) ~ mit ,~! multipliziert. Dabei kommen nur  die ersten n +  I Glieder yon 

(Io, 5) in Betracht.  Das Aggregat  dieser Glieder hat  aber nach (Io, 4) die 

Majorante  



214 Alexander Ostrowski.  

(m, 6) 
( (x-xo)'] _ M.x" 

Die Majorante  der Entwicklung yon - -  
t 

I ~ nach P0tenzen yon t - - t  o ist aber wegen 

gleich 

\ t + t /  i I+tt  = ( - - ~ ) ' - * ( I  + t) "+~ 

or 
I v! I 

~-J v! (I +to) "+'(t-t~ I - - ( t - - to)"  
* = 0  

at 
Setzen wir nun diese Majorante  yon I + t  in (Io, 6) ein, so ergibt sieh 

a'M'*(x~(t--t~ (n+v--I) n! Z v 
'v=O 

und damit fiir qg(<(t0) die Absch~tzung 

[qo(")(to)]<M,~12n--I}a"<M,~2~"a"<m,~(4a+4) '~. 

Daher  folgt  fiir ~p( t )~F ( 4 ~ + 4 )  

I 

I v,(<(t) I _-< m,,(4a+ 4)"(4a+4),~.. - -  m,~, 

w. z. b. w. 

Es sei noeh hervorgehoben,  dass die Bedingung der Konvergenz yon 

(Io, 3) derart; ist;, dass wenn sie fiir eine m~-Folge erfiillt ist, dies aueh fiir alle 

Folgen k~m~ fiir jedes k > o der FM1 ist. 

w 3. Wimansche und Fabersche Minoranten. 

I I. ES sei y(x) eine im Interval l  (x~, x2} monoton wachsende Funkt ion  yon 

x mi~ y(x~)=y~, y(x~)=y~, y(x) kann aber sowoh! KonstanzintervMle Ms aueh 

Unste t igkei tspunkte  haben. W i r  bezeichnen eine im Intervalle  Qh, Y~} definierte 

Funk~ion x(y) als eine Umkeh~funklion yon y(x), wenn die Relat ionen bestehen 



Q u a s i a n a l y t i s c h e  F u n k ~ i o n e n  u n d  a s y m p t o t i s c h e  E n t w i c k e l u n g e n .  2 1 5  

( I I~  I) , , (x  (,~) + o) > ,~ ->_ ~,( .  ( ,~) -  o) ,  v ,  < ,~ < y~, 

( I I ,  2) 

Hilfssatz  4. Es set f(y) eine im Intervall <yi, ye} stetige Funlction yon y, 
ferner sei y(x) eine im Intervall (x~, x~) monotone FunCtion yon x mit y (x i )~y t ,  

y(xe)~-y~. Wir 5ehaupten dann, dass sich das Integral f f(y(x))dx als das 

~=y~ 

Stieltjessche Integral f f(~)dx(v) schreiben lh'sst~ wo x(~) eine beliebige Um~ehrung 

~ Y ~  

von y(x) ist." 

( ~ ,  3) 

Beweis.  Da  x(y) monoton wgchs~ 35, ist das Stieltjessche Integral  auf  der rech- 

ten Sei~e yon (I I, 3) definiert. Fiir ein ganzes n > I zerlege man das Interval l  

<Yl, Y~} in n i~quidistante Intervalle  mit  den Endpunkten  rj0=y 1< ~ < V~ < . . .  < ']n~y~,. 
Dann folg~, x ( ~ ) ~ ,  gesetzt,  

t t i e r  kann man sich rechts ~uf die v beschrgnken, fiir die ~ -1  < ~, is~, da sons~ 

aus ~ , -~=x(~7 ,_ l )=X(W)=~ ,  folgt, dass beide Glieder der entsprechenden Klam- 

mer Verschwinden. /gun folgt  aber fiir die iibrigen Differenzen 

88 Auf den so eingefiihrten Begriff g e h e  ieh ausfiihrlich i m w  Io ein. 

f 3~ Das Integral  f ( y ( x ) )dx  l~sst sieh aueh als ein Riemannsehes Integral  auffassen, in- 

92[ 

dessen kommen wir bier mi t  dem Lebesgueschen IntegrM aus. 
35 Denn w~ire ffir y t < ~ , < ~ < y ~  x ( ~ h ) > x ( ~ )  , so w~ire auch ftir ein e > o  x ( ~ , ) - - e > x ( ~ 2 ) + e  

und daher, wegen (II ,  I) und tier ~onotonie  yon y(x),  

y, >= y(x(yl)--o)  ~ y(x(~,)--e) >= Y(XOl~) + ~) >= y (x (~ )  +o) >= ~l~, 

enSgegen der Annahme. Und ffir Yl, Y~ folgt dann die Monotonie aus (II~ 2). 
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~, ~, --1 'rlv --1 

die Absch~tzung 

';v--1 ~'--1 

= ( ~ + - - ~ - - l ) ( ~ f ( y )  - -  ~ f (y<)) ,  
y(~,,_l+O)<=y~y(r "-0) %. ' l~Y=~h,  

wo ~)~f(y) einen Mit te lwer t  zwisehen den yon f(y) in diesem Interval l  angenom- 
a-<y<=b 

menen Wer ten  bedeutet .  Aus ~,=x(~b,), ~-l=x(~],,-1) und (II ,  I), (11,2) folgt  

aber 

~ , v ~ _ _ y ( x ( v , v ) - - o ) = y ( , v  ) = y (~,v--1 "31- O) = y (X (~,v--1) "+ O) ~ /],v--1, 

so dass die in der obigen Klammer  stehende Differenz der Mit te lwerte  n icht  

grSsser ist als die Schwankung yon f(y) im In terval l  (T+-~, ~+}. W~hl t  man  n 

so gross, dass die Sehwankungen yon f(y) in allen In terval len  yon der L~nge 

Y2--Y~ kleiner  werden Ms ein s > o, so folgt  fiir die Differenz der beiden Seiten 

v o n  ( I I ,  B): 

xl '~1--?h 

woraus wegen der Wil lki i r  yon s (I I ,  3) folgt,  w. z. b. w. 

I2. Es sei m(~) eine ffir ~ o  definierte (auch des Wer tes  + ~  f~hige) 

positive Funk t ion  yon ~, mi~ I n f m ( ~ ) = d >  o un4  lim ~ Ig m(~) ~ Wir  se~zen 

r ~ 
dann fur r > o T=(,') = S . ~  ~ e a o h t e t  ma~,  dass w e g e ~  lg  ~(Z) + + mit  ,~(~). 

z t + fur lest+ ,- und  Z * + g e g e n  o kon~ergiert ,  so fo lgt ,  dass ~m(,') fur 

r z 
jedes r > o eine endliche Funkt ion  yon r ist. Da  ~ mit  waehsendem r mono- 

ton  wEehs~, muss T~( r )g le iehfa l l s  eine monoton wachsende Funkt ion  yon r sein. 

Endl ieh ergibt  sieh leieht, dass T,~(r) stetig ist. Denn wEhlt man ftir ein r ~ o  
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( r +  _< _ _  
Zo>~ so gross, dass re(Z) -- 2 

r + ~ > r l = r + , > r  T ( r l ) = S u p  ' ~ ,  < / - - I  Sup = ~ I  ~-~) T(2") ist, so- 

dass T(r~) T ( r ) -~o  mit ra +r .  Ebenso folgt, dass ffir r t = r - - e ,  r > z e > o  

T(, . , )  = T ( r - - , )  = S u p  

ist, so dass T(rl)--T(r)--~o auch m i t r  1 T r gilt. Fiir r - ~ o  aber definieren wir 

T(o) ~-lira T(r), so dass T(r) auch fiir r • o  stetig ist. 
r [ 0  

Zu unserem re(Z) lassen sich andere ~hnliche Funktionen definieren, denen 

dasselbe T(r) entspricht. Wir  behaupten nun, dass es unter diesen Funktionen 

eine >>kleinste* gibt. Sie wird im Folgenden als die Wimansche Mi~oraute yon 

m(~) bezeichne~ werden. Um unsere Behauptung zu beweisen, geben wit zugleich 

ein Verfahren zur Bildung der Wimanschen l~Iinorante re(Z) yon re(Z) an: Man 

konstruiere zun~chst die Punktmenge ~ ( y : l g m ( Z ) ,  x--Z),  und es sei ~)~* die 

Punktmenge, die entsteht, wenn zu jedem Punkt  (lgm(Z), Z) yon ~ der yon ibm 

senkrecht nach oben gehende tIalbstrahl (y => lgm(Z), x ~ Z) hinzugenommen 

wird. ~rJ~* sei endlich die konvexe Hiille yon ~ * .  Fiir jedes L ~ o setzen wir 

lg re(Z) gleich der Ordinate des Randpunktes yon ~J~* mit der Abszisse ~, und 

fiir alle Z ~ o, denen keine Randpunkte yon ~ *  entsprechen, setzen wit re(Z) 

gleich ~ .  Aus der Konstruktion folgt, dass lg~(~) eine konvexe Funktion yon Z 

ist, und zwar die grSsste konvexe Funktion mit m(~)~m(L). 

W i l l  man nun lgT~(r) ,  d .h .  die obere Grenze yon ~ lg r - - lgm(2)  bestim- 

men, so lege man durch den Nullpunkt die Gerade y ~ - x l g r .  Dann ist lg T~,(r) 

die obere Grenze der Differenzen zwischen den Ordinaten verschiedener Punkte 

dieser Geraden und den entsprechenden Ordinaten des Randes der Menge ~ * .  

Verschiebt man daher die Gerade nach unten um lg T,~(Z), so wird sie zur Stiitz- 

geraden der lVlenge ~j~*. Legt man als0 die Stiitzgerade zur Menge ~ *  mit dem 

Richtungstangens lg r ,  so ist lg T,~(r) sofort auf der y-Achse abzulesen. Daher 

h~ngt Y~(r) nur yon der :Yfenge ~ *  ab und bestimm~ sie eindeutig, wor~us 

wegen m(Z)~m(~) folgt, d a s s  re(Z) in der Tat das kleins~e re(Z) mit demselben 

T~(r), d. h. die Wimansche /YIinorante yon re(Z) ist. Endlich folgt aus der Kon- 

struktion, dass wenn m(o)~l imm(Z) is t ,  m(o)=m(o)  sein muss. Unser gonstruk- 
~ 0  

28  - -  28583. Acta mathematica. 53. Impr im~  lo 9 d~cembre 1929. 
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t ionsverfahren ist offenbar eine Verallgemeinerung der bekannten Hadamardschen  

Konstrukt ion in der Theorie der ganzen Funkt ionen 3~ und ist mit  dieser identisch, 

wenn m(4) fiir alle nicht  ganzzahligen 4 gleich :r ist. 

I3. Es sei nun die obige Funktion m(4) ihre eigene Wimansche Minorante 

(es sei also lg m(4) konvex) und f i ir  4 = 0  sowie fiTr wenigstens ein 4 > o  endlich. 

Dann besitzt m(4) ein Endlichkeitsintervall  o = < 4 < 4 ' ,  zu dem eventuell auch 4' 

gehSrt, derart,  dass ausserhalb dieses Intervalls,  falls ~ ' <  ~ ist, m(4)=  r islb. 

Aus der Konvexit~t  und Beschr:,inktheit yon lgm(4) folgt  nach Jn~sg~, dass m(4) 

im Innern  des Endlichkeitsintervalls stetig ist. 37 Ferner  existiert bekanntl ich 37 

die Derivierte yon lgm(4) yon rechts: D+lgm(4)-~M(4) fiir mile 4, w~Lchst mono- 

ton und ist insbesondere innerhalb des Endlichkeitsintervalles yon m(4) endlich. 

Dabei ist fiir 4 ~ 4 '  M(4) gleich + ~ zu setzen. Dann gilt  M ( 4 + o ) = M ( 4 ) .  3s 

Endlich folgt  fiir 4 ' ~  4 > 41 ~ o 

(41 f M(Z) d4. (I3, I) lg m ( 4 ) -  lg m(41) = lgm(4~ ) ~- 

I 
Aus ~ l g m ( ~ ) - - ~  folgt, dass M(g) ~' ~ ist. Es sei nun  fiir jedes r ~ o  2(r) 

das Meinste ~, fiir das M(g)__>_lgr is~. Dass es fiir jedes r e i n  solches kleinstes 

gibt, folgt aus M ( g + o ) = M ( g ) .  g(r) ist nach Definition der ~Tr. II  eine Um- 

kehrung der Funkt ion  e i(x) von ~. Is t  g' der rechte Endpunk t  des Endlich- 

keitsintervalls yon m(~) - -  endlich, so ist g ( r )=~ '  fiir alle r > e  M(z-~ Aus der 

Definition von g(r) folgt 

2) M(i(r)) >_- lg,-, M(Z(,-)--o) =< lg.,-. 

r 2 
Wir  fragen nun,  wann Tin(r)= Maxm(~- ) ist, d . h .  ob und fiir welche 

a6 Vgl. z. B. VALIRONS oben z i t ier tes  Buch,  pp.  28 f[. Fflr  Di r ich le t sche  Re ihen  vgl.  SUGI- 

~IUI~A, Math .  Z., Bd. 29 (I928), p. 274 ft. 
37 Vgl.  die k lass i sche  A b h a n d l u n g  yon J. L. W.  V. ,lESSEN, Acta  Math. ,  Bd. 3o (I9O5), pp.  

I75 ft. 
as Naeh  e inem b e k a n n t e n  Satz yon  DINI (vgl. DE LA VALLEE-POUSSIN, Cours  d ' A n a l y s e  in- 

f ini t6simale,  3. 6d., I. vol., pp.  9 8 - - 9 9 ;  -CARATH~ODORY, Reelle F u n k t i o n e n ,  p. 534), i s t  der  W e r t  

m(Z + ~) - m (Z) 
yon ~ fiir ~ > o gle ieh e inem Mi t t e lwer t  der  Ab le i t ung  yon  reehts ,  M0~); Wegen der  

Monotonie  von  M()~) folgt  h ie r~us  wel ter  M()~)= M 0 ~ + o ) .  

89 Es  folgt  dies z. B. nach  e inem Satz  yon  LEB:ESGUE (vgl. DE LA VALLI~E-POUSSIbT, l. e. 

p. 272) aus  der  B e s c h r g n k t h e i t  yon  M0. ) .  
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T~(r) ~-m~(Z) ist? Um ein solches Z zu bestimmen, suehe man die Zeichenwechsel 

r ). 
der reehten Derivierten von lgn~(~), d. h. die Zeichenwechsel von lg r--M(Z).~~ 

Das kleinste )~, fiir das diese Difterenz nicht positiv ist, ist aber fiir r ~  o often- 

bar )~(r). Daher wird wegen d e r  Monotonie yon M()~) der )~Maximalwert>> Tm(r) 
r Z 

yon ~ fiir Z =  Z(r) bzw. fiir ) ~ = ~ ' - o  erreicht, und es gilt 

r ). (r) 
3) , m (z 

I 
was auch fiir r ~ e  "~(~ )~(r)=o, T m ( r ) - ~  ein richtiges Resultat liefer~. Ins- 

I r ~' 
besondere folgt T ( o ) ~  lim T ( r ) -  und fiir r > e ~I(z'-~ T,~r)= . 

r l0 m(o)  (Z-oi 
Aus dieser Uberlegung folgt aber noch mehr. Z(r) ist eine monoton wach- 

sende Funktion yon r, braucht aber nicht stetig zu sein. Es sei nun fiir ein 

r > o Z(r--o) < Z(r+o).  Ein solcher Sprung entspricht einem Konstanzintervall 

yon M ( ~ ) ~ l g r ,  und dann ist oftenbar Z(r)~Z(r--o) .  Da dann fiir alle ~ zwi- 

r 2 
schen s und )~(r+o) die rechte Ableitung yon l g ~  verschwindet, is~ 

r z 
m()~) fiir alle diese Z konstan~ und gieieh Tin(r). Auf jeden Fall entsprieht also jedem 

Z < Z' ein r = e  ~(~1, so dass Max gerade fiir jenes )~ erreieht wird. Es ist 

dies eine fiir das folgende besonders wichtige Eigenschaffi yon Wimanschen 

Minoranten, die in der F0rmel e ~.tx(~,l ~-m(Z)T(e ~I(z)) ihren Ausdruek finder. 

Aus (i3, i) und (I3, 3) folgt, da m(o)~  ~ ist, 

(I3, 4) 

(r) 

lg Tm (r) = Z(r) lg r --  f M(Z)dE -- lg re(o). 

o 

40 A u s  d e m  Beweis  des Rol leschen  Satzes  folgt,  dass  w e n n  eine F u n k t i o n  f ( x )  in  e i nem 

P u n k t  xo e in  re la t ives  E x t r e m u m  sowie rechte  u n d  l inke  A b l e i t u n g e n  hat ,  die Wer te  dieser  Ab- 

l e i t u n g e n  die Nul l  zwi schen  s ich e inschl iessen .  Da  fiir die konvexe  F u n k t i o n / z ( ~ )  ~ (lg r )~ , - - lg  m()~) 

fiir )~l > )to 

~'_(Zo) =< j+(Zo) ~ ~_(z,) -<_ ~'+(z,) 

ist ,  folgt ,  dass  bere i t s  /~ '+ (~)=  lg r - - M ( ) ~ )  fiir den  M a x i m a l w e r t  e inen  Ze ichenwechse l  aufweis t .  
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(r) 

f Naeh dem I-Iilfssatz 4 ist aber das IntegraI M(s als das Stieltjessehe 

0 

Integral f l g e d Z ( e  ) zu schreiben, da ~=~(Q) eine Umkehrung der Funktion 

o 

o=eM(~) is~. Durch partielle Integration folgt hieraus, da m(o)r  ist, 

(I3, 5) 

r 

= [ z(e) de lg (m(o) r(r)) J ~ -  . 
0 

- -  Ist aber re(o)= ool so ist fiir ein geeignetes c > o  in (I3, 4) und (I3, 5) die 

untere Grenze der Integrale durch c und re(o) dutch re(c) zu ersetzen. 

Aus (I3, 5) fblgt fiir a > o ,  7 > 0  durch-partielle Integration wie in Nr. 4 

unter Benutzung des ttilfssatzes 4 

r k  T(,-). [ z(,-) T(z) 
(I3, 6) J ~ l ~ a  a '  " =  a" j ~  d r  4- g l g r  1 '~  

T Y 

(I3, 7) 

oo 

[ l g  T(r) f d)~ + alg//~ + 71/a, 

wo die drei vorkommenden Integrale alle zugleich konvergieren und divergieren. 

Dabei muss fiir m ( o ) - ~  in (I3, 6) und (I3, 7) als untere Grenze der Integrale 

irgend eine Zahl 7 > o  mi~ r~(7)< ~ benutzt werden. In  jedem Falle ergibt sich, 

dass die drei Integrale j ~a+5~-ar, j T+~  J , . I  e-~ d~ gleichzeRig konver- 

gieren und divergieren. Genau ebenso ergibt sich, class fiir ein k > o die drei 
o0 oo 

Integrale lgT(r) e * *dr, e dr, k dZ gleichzeitig 
d r 

konvergieren und divergieren. - -  Man kann daher fiir jede Funktion m(~) mit 

den in Nr. i2 angegebenen Eigenschaften notwendige und hinreichende Bedim 

i ] lg T(r) " 2~ T r 
gungen fiir die Konvergenz der Integrale ~ dr  bzw. lg T(r) e-  dr  
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uufstellen, indem mun die Wimansche Minorante yon m(s bildet und die zu- 

gehSrigen Integrale 

r 4(i-) f ~ ~ ~'.~-.~(~.) j - k  r r -~]~dr' e-~M(X)d~' )'(r)er "dr ,  e d2~ 

betrachtet. - -  Im Folgenden 

~]er Konvergenz des Integrals 

03, s) 

besch~ftigen, wo k(O) eine 

(w 6, Iqr. 26) werden wir uns mit der Frage nach 

2 ~  

f i g  Tin(k(0))dO 
o 

nicht negative fiir fast alle 0 in <o, 2 ~> definierte 

Funktion mit integrablem lgk(0) ist. Wit  wollen nun zeigen, dass die Ab- 

~nderung der Funktion m(4) auf einem endlichen Intervall (o, 40} ohne Einfluss 

auf die Konvergenz yon (I3, 8) bleibt, sofern die untere Grenze d l der abge- 

~nderten Funktion m1(4) positiv bleibt. Zun~chst sei bemerkt, dass durch eine 

solche Ab~nderung yon m(4) auch m(4) nur in einem endlichen Intervall beein- 

flusst wird. Denn betrachtet man einen Punkt  (~*, m(;~*)), in dem eine Stfitz- 

gerade an ~)~* unterhalb des Punktes (4*, lgd~) verl~uft, so f~llt ~(4) yon ~* an 

mit ~1(~) zusammen. - -  

Wir  brauchen nur den Fall zu betrachten, in dem die Endlichkeitsintervalle 

(~", s (4:, ~:} yon ~(~) bezw. ml(~) unendlich sind, d. h. s o0 gilt. Denn 

sonst ist ja 
r,V r~, ' 

r.~(r) <= ~ .~d T,~(i.) < ~ , 

so dass (I3, 8) in beiden F~llen konvergier~. Wenn aber ~'-----s = ~ ist, gilt 

lg T,~ (r) 
l g r  ~ '  

r ~ lg ~2(r) 
da fiir jedes k>o Tm(r)~m(k-~, d.h .  lira ~ k  isk Daher gibt es po- 

sitive Z* und ro(s so dass fiir s 1 6 3  ~ ( s 1 6 3  und fiir r>ro(Z* ) 

i, 
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d.h. Tm(r)=T~,(r) fiir r > r  0 isL Fiir r ~ r  o gibt es eine gemeinsame Schranke 

yon ]T,~(r)] and [T~,(r)]. Dann sei M~ die Teilmenge des Intervalles <o, 2 ~ ,  

auf der k(O)~r o ist, M~ die dazu in Bezug auf (o, 2z} komplement~re Menge. 

Dann unterscheiden sich die Integranden yon 

0 0 

nur auf der Menge _]I 1 voneinander, und auf dieser Yfenge sind beide beschr~nkt. 

Daher miissen beide Integrale gleichzeitig konvergieren und divergieren. 

o o  

( l g  T(r) 
I4. Man erh~lt Konvergenzbedingungen fiir j r~+l/~ dr aueh mit Hilfe 

einer etwas einfacher zu bildenden Minorante, die wir als die Fabersche Mi~ora~te 
yon m(~) bezeichnen wollen. Man erh~lt die Fabersche Minorante yon m(~), 

wenn man die grSsste Funktion m*(E) bildet, fiir die fiir alle E > o  m(~)>m*(E) 
lg m* (~) 

ist, und fiir die $ fiir i > o monoton w~ehst. Offenbar gilt ffir m*($) die 

, i 
Bildungsvorschrift: m*(o)=m(o) und ffir 4 > 0  l g ~ l * ( ~ ) - ~ I n f - l g m ( # ) .  Daher 

gilt lg m* (4) ~ ~ ffir 4--~ Gr 

~r lege nun vom Ursprung aus einen yon der positiven y-Achse verschie- 

denen Stiitzstrahl an ~r)~* (er kann auch mit tier negativen y-Aehse zusammen- 

fallen). Ist  sein Riehtungstangens l g r  0 und die kleinste Abszisse eines ~>Be- 

riihrungspunktes~) 40, so ist klar, dass fiir 4 > 4 0  die Fabersche Minorante 

m*(E) yon m(4) mit ~(~) iibereinstimmt. Und da aus m(Z)>~(Z) aueh m*(Z)~ 

>m*(E) foigt, ergibt sich fiir 4>~0 : m(4)>m*(4)>~(4) .  Andererseits gilt aber 

fiir r >  r 0 nach tier Vorschrift der Nx. 12 offenbar: 

= S u p  

r) .  
so dass sich schliesslich T ~ ( r ) =  Sup m*~(~)' r ~ r ~  ergibt. Fiir ro folgt aber aus 

).-->-2o 

der Vorschrift der Nr. I2: Da die Stiitzgrade zu ~ *  mit dem Richtungs- 

tangens l g r  o durch den Ursprung hindurchgeht, ist der auf der x-Achse abzu- 
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lesende Wer t  yon lgTm(r) gleich o, fiir kleinere r aber < o ,  sodass r o das 

kleinste r mit  T(r)>__ I ist. - -  w i r  bemerken endlich, dass, re(o)< ~ voraus- 

1, ~(z) ~(z) 
gesetzt, r l g ~ ( ~  y o n  o an monoton w~iehst, so dass m~(o) ihre eigene Fabersehe 

Minorante yon o an ist. t t ie r in  kommt zum Ausdruek, dass die Beziehung zwi- 

sehen re(Z)-und m*(Z) nieht  invari~nt gegeniiber der Mult ipl ikat ion yon re(Z)mit 

einer Kons tanten  ist, w~thrend die Beziehung zwisehen re(Z) und re(X)in der 

Tat  in diesem Sinne invariant  ist. - -  
2 

Wir setzen nun allgemein f i i r  Z > o  ] /m*(Z)=  fl(Z), so dass fl(Z)~ ~ mit  

Z 1" ~ gilt. Es sei #(r)-~#m(r) die untere Gren~e de~ Z, f~r die #(Z)~r ist. D~nn 
ist offenbar q(r) eine Umkehrung von fl(#). 

Da fiir r>=r  o T m ( r ) = S u p  ist, gilt  fiir ~ > o  
A~ao 

daher fiir s--* o 

(14, I) 

(i( r . ( , . )  > ,. > 

Q --  e) 

Aus der Konvergenz des Integrals  

o o  

l ' l g  r~(r) 
(~4, ~) j ,.,+,/o - - d r  

folgt daher sofort nach (I4, I) und dem Hilfssatz 4 die Konvergenz der IntegrMe 

f Q(r) dQ 
(14, 3) J | T a g r  und fl(o)l/a " 

Umgekehrt  folgt aus der Konvergenz der IntegrMe (r4, 3) nach den tCber- 
oo 
[ F(r) 

legungen in Nr. 4 die Konvergenz yon j ~57~ dr, wo fiir ein e > o 
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c 

oder, 

o,/r) 

c q (c) 

2 

(I4, 4) lg 7(~.)= ~ f lg t~(~,)ds 

e (c) 

gesetzt, 

l r ~q(r) 
v( , - )  = ~, (,-) (1r ,- - 1 r  ~'(o(,))) = ]~ ~ , ~ !  

ist. - -  Aus (I4, 4) folg~, dass lgT(Z) z konvex in Z ist. Da ferner 7(Z) z ~  

J" ig ~ (~) az 
- -  er (c) eine positive untere Grenze besitzt, and lg 7(Z)--* ~ mit  Z--+ r162 ist, 

folgt dass 7(Z) z ihre eigene Wimansche Minorante ist. Ferner ist M(Z) 

-= D + lgT(Z) z =  lgfl(Z+o). Die in Nr. I3 betrachtete Umkehrung Z(r) yon e M(~) 

ist hier offenbar e(r), so dass nach (I3, 3) lgT~(z)x(r)= V(r) ist. Nun folgt 

fiir Z ~ c aus (I4, 4) lg y(Z) ~ lg fl(~), lg 7(Z) ~ =<lg re(Z), sodass lg T~(~)a(r) > 

>-lgTm(r) ist und aus der Konvergenz yon (I4, 3 )auch  die yon ( I4 ,2) fo lg t .  
oo 
[I~ r(,~ d," 

Fiir  die Konvergenz yon j r~+~/~ ist daher die Konvergenz yon (I4, 3) notwendig 

und hinreichend. 

w 4. Der Hauptsatz fiber #-Funktionen. 

15. Es sei nun G ein sehliehtes Gebiet, desse.n Rand den Nullpunkt  ent- 

h~lt. f (z)  sei in G regulgr, ~ o  und beschriinkt. Fiir jedes Z _-----o seize man 

( I 5 ,  I )  
S u , ,  [ f ( z )  ] 

[s = #f(Z) = z i n l ~ [  s �9 

re(Z) kann aueh den Wei~ ~ armehmen. Wir  wollen indessen voraussetzen, dass 

# ( Z ) < w  fiir wenigstens ein Z > o  ist. Is~ ~ Z~+Z~, Z~>o,  L~=>o, so folgt 
2 

su~  If(z)[~ If(z)[ [ / (z)  [ 
w~(Z) = ~nOlV ~ 1 .  ~ ~ Sup j - z ~  �9 Sup [z[~.~ - -  #(Z,)l:(L~). 
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Daher  ist lgtt(J.) eine konvexe Punkt ion  yon ~, auf die also die in w 3 Nr. 13 

angefi ihrten S~itze yon JENSEN und Folgerungen aus ihnen anwendbar sind. Wir  

fiihren noch an, dass aus den Jensenschen Ss die Existenz yon lgFt(s 

fiir o < s < ~ und  yon lira lg re(g) folgg. Natiirlich sind dabei als Grenzwerte 

+ ~ und  --  ~ zugelassen. 

Fiir unser lg re(2) ist das Endlichkeitsiniervall  yon t = o und ~ = t '  begrenzt, 

wo ~' also die grSss~e Zahl is~, fiir die re(g) fiir o ~ g < 2 '  endlich ist. Wir  be- 

haupten  nun,  dass 

(I5, 2) ~t(o) >__-- tim ,u(~) und  fiir L ' <  ~ /~(,1.') ~ p.()~'--o) 

ist. I n  der Tat  folgt  aus der Konvexit~t  yon lgtt(~) fiir o < ,~ < g' und ganze 

positive n 

(:) , 
l - - -  

Z -  =< 

und hieraus ergibt sich fiir n-~oo 

lira/,(~) =< ~(o), g(~'--o) --<_/,(K). 
~10 

Andererseits folgt  aber aus (I 5, I) fiir ein beliebiges z in G 

If(z)l < g( )l l 

und hieraus fiir ~ ~ o bzw. ~ T ~' (wenn)~ '<  ~ ist) 

d. h. 

If(z)l < l~{no~(*), If(z) l < limv(*) [zl  ~', 
Xl ~.' 

]f(z) l -<_ lim/,(~), I'f(z) l < l im ~,(;~) 
~o  Izl ~' = ~r~' ' 

#(o) = Sup If(z) l <~ lira ~(;~), 
z | o  

29  - -  2sss3 ,  AeAa mathemati, ea. 53. I m p r i m 6  le 9 d6cembre  1929. 
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und  daher  naeh (15, 2) ffir s $ o bzw. ~ T ~' 

(~5, 3) t t  (Z) --* # (0) u n d  f f i r  Z' < co t t  ()~) - - .  # (Z') .  

Endlich muss offenbar lgtt(s , ~  mit  )~T ~ 

lg 
tt0L~) ~ C <  ~ ,  so wiirde daraus folgen 

gelten. Denn w~re ffir i ,  $ 

I f ( z ) ]  ~ I z IZ'e ; ' c  = ([ z I eC) ~ 

und fiir Izl<  wfirde hieraus ffir v--->ar If(z)l<=o, f ( z ) ~ o  f o l g e n . -  Be- 

zeiehnen wir nun die obere Grenze yon ]z] auf dem Rande yon G mit  R = R e ,  

so gil~ offenbar ffir jedes ;~>=o 

g(o) = Sup I f (~) l  = lira If(z~) I, 

wo z~ eine Folge von inneren Punkten  yon G i s t ,  die gegen einen Randpunkt  p 

yon G konvergiert.  Daraus ergib~ sich welter fiir jedes 2 > o 

#(o) ~ lira tt(s z,  ];" = # ( s  [z ~ #(Z)/t;', 

woraus lgt t(o ) ~ l g # ( ~ ) +  )~lgR folgt  und ferner 

05,4) 

lg t~ (Z) -- lg ~ (o) _~ lg ~ ,  
i R 

d lg #(~) > d lg/~(o) > l g ~ ,  d lg ~(o) > lg ~ ,  -- = 
dZ = dZ -- dZ 

wo es sich natfirlich ffir ~ = o  um die rechtseitige Ablei tung handelt .  (Es sei 

daran erinnert,  dass R auch + ~ sein kann.) 

16. Das Gebie~ G soll nunmehr  Ms einfach zusammenh~ingend vorausge- 

setzt werden. Der Nul lpunkt  sei ein Randpunk t  yon hSchstens abz~ihlbarer Mehr- 

fachheit .  ~i i s t  auch der unendlich ferne Punk t  ein Randpunk t  von G, so soll 

fiber ihn dasselbe vorausgesetzt werden. 

4i Vgl. fiir e in  e infaches  (ira Wesen t l i chen  yon CARATttl~ODORY herr i ihrendes)  Beispiel  yon 
R a n d p u n k t e n  von i iberabz~hlbare r  Mehr fachhe i t  z. B. E. STUDY, Vorlesungen fiber ausgewi~hlte 
GegenstKnde d. Geometr ie ,  2. Heft ,  Konforme A b b i l d u n g  e infach z u s a m m e n h ~ n g e n d e r  Bereiche,  

Leipzig, I913, pp. 4 I - - 4 2  . 
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Es sei nun f ( z ) r  o in einem Punkte z 0 r ~ yon G, una zwur sei If(zo)[> 
> s > o .  Es sei z=co(u) eine Funktion, die E ( ] u - - I ] <  1) konform uuf das In- 

nere yon G abbildet, und zw~r so, dass u =  I in z o iibergeht. Dann g e h t f ( z ) i n  

f(w(u))~-g(u) fiber, und es gilt in ~ Ig(u) l _--< ~(Z) l ~ ( - ) l  ~, daher aueh 

I 

wo T .  die nach w 3 Nr. I2 der Funktion /~()~) zugeordnete T-Funktion ist. 

Fiir o < r < I  grit nun nach (I , I )  

if lglg(i)l lglg( --rd~ 
0 

Lussen wir hier r g e g e n  I gehen, so folgt  wegen der Beschriinktheit yon I gl  

nach einem bekannten ]=Iilfss~tz yon FATOC 

2 ~  27g 

f lglg( -,.eo)leo <= f lglgl,-  o)l o, 
r ~ l  

0 0 

wo unter dem Integralzeiehen rechterseits die naeh FxToc  fast fiberM1 existie- 

renden R~ndwerte yon g einzusetzen sind und das Integral als ein Lebesguesches 

Integral aufzuf~ssen isL D~her folgt 

if lglg( --e~ 
0 

4~ Dieser Hilfssatz lautet (P. FATOU, Acta Math., Bd. 30 0906), p. 375): Sind f~(x) ( v =  I, 2 , . . . )  
b 

positiv und in ( a ,  b )  L - -  integrabel, und sind die Integrale ff (x)dx beschr~nkt, so folgt aus 

a 

f . (x) ~ f ( x )  
b b 

f f(x)dx <= lim f f,(x)dx; 
~ o v  

a 

offenbar bleibt der Satz richtig fiir eine yon einem stetigen Parameter abh~ngige Funktionenschar. 
In unserm Falle gibt es wegen der Beschrfinktheit yon [g ]  eine Konstante C, so dass 

C--lg[g(i--reiO)[ positiv ist, und das Integral fiber diese Funktion nach O ist in r gleichmKssig 
beschr~nkt, so dass der Fatousche Satz darauf anwendbar ist und das angegebene Ergebnis liefert. 
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und hieraus wegen (I6, I) 

(~6, 3) 2~ lg T~ I du[<= lg-.s 
l u - l l = 1  

Wir  sehen also insbesondere, dass fiir unsere zu f (z)  gehSrende #-Funkt ion 

das I n t e g r a l  
2 ~  

0 

beschriinkt ist. 

I7. Wi r  behaupten nun: 

Satz VI. (Hauptsatz.) Es sei G ein einfach zusammenhh~gendes Gebiet, 

dessen Rand den Nullpunkt enthdlt, und zwar als einen Randpunkt von hSchstens 

abzdhlbarer Meh~fachheit. Ist  der unendlich ferne Punkt ein Bandpunkt yon G, 

so soll auch er als ein Randpunkt yon h6chstens abzdhlbarer Meh~fachheit voraus- 

gesetzt werden. Notwendig und hinreichend, damit es zu einer positiven Funktion 

#(~) yon ~ (o <= ~ < ~ ), die fi ir wenigstens zwei g- Werte endlich ist, eine in G regu- 

ldre und besehrdnkte Funktion f ( z ) ~  o gibt, so dass fi ir jedes ~ >= o 

" ]f(z)  l 'L' 

gilt, ist, dass 

I) lg/,(g) eine konvexe Funktion yon ~ ist mit dem Endlichkeitsintervall yon 

der Form o ~ ) ~ ' ,  wobei f i ir  ~' < oo i,(g') sowohl endlich als auch unendlich sein 

kann, in beiden Fa'llen abe," ~,(o)---- limm(Z) und m(Z')= m(Z'--o) ist. 
11o 

2) Vermit te l t  z = r a ( u )  

konvergiert das Integral 

(I7, I) 

die konforme Abbildu~g yon G a u f  E (] u - -  I ] < i), so 

2~ 

i 0 f,. 
0 

3) F~r  alle s dlg~(~ )>  lg I d~ = ~ ist, wenn mit R = R a  das Maximum von [z I 

au f  dem Rande yon G bezeichnet wird. 
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Die Notwendigkeit  dieser Bedingungen haben wir bereits oben unter der 

Einschri~nkung bewiesen, dass f(z)  im Punkte  z0=  w(I) nich~ verschwinde~. Wir  

wollen jetz~ zuniichst beweisen, dass sie hinreichend sind, wobei es geniigL wenn 

2) fiir wenigstens ein ~o(u) erfiill~ ist. Bei diesem Beweise werden wir yon den 

folgenden Tatsachen Gebrauch machen, deren Beweise (als Si~tze A und B) in 

~w 8, 9 nachgetragen werden. 

A) Bei der Abbildung yon G auf  E bildet sich die Menge aller erreiehbaren 

Randpunkte, die in einer Umgebung eines beliebigen Randpunktes yon G liegen, auf  

eine Menge der Punkte der Kreisperipherie ab, die positives Lebesguesches Mass besitzt. 

B) Die Funktion lg ]w(I--d~ ist integrabel und es gilt die Formel 

2~ 

(I7, 2) lg I I = f lg I --#~ I ~R' ~.~Iei0+U--- I dO 

o 

bzw. 

2~ 
(I7, 2 ' ) l g l  o,(u)l = lg I _~_ I l g l ( i _ d O _ u , ) w ( ~ _ e , O ) 1 9  ~ dO ,  

2 ~ e i ~  - I 
o 

je nach dem ob z =  ~ zu G nicht geh6rt oder ein innerer Punkt yon G i s t .  

letzteren Falle ist u~ der Punkt yon E ,  der auf  z =  ~ abgebildet wird. 

Man bilde nun die Funk~ion 

Im 

2~ 

(I7, 3) ,~9 (U) - -  I f l g  T~r I i) eiO+u--I dO 
27t;. to ( I - -e  i0) e ~ ~  I" 

o 

und darans e s(~l =-g(u), so dass 

2~ 

(17,4) lglg(u) l-- 2:~I lgT~ l~(i_#o)l ~ , o _ . + ,  dO 
o 

ist. Ziehen wir hiervon die mit  ~ multiplizierte Gleichung (17, 2) bzw. (17, 2') 

2~ 

2~ lg[ {~176 I~(,-#~ mr176 
0 

ab, so f01gt 

(~7, 5) lg. Ig(u)l - -  
I ,o (u ) I  ~ 

bzw. 
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(I7, 5') 
2rt 

g ~ ( u ~  ~ -  ;~flg[ [~~176 T ~ ( [ v o ( I - - e i ~  d i~162 I - -  

o 
2,n l ! ) I I I !R d O _ u  d O  �9 --  Z lg --  lg I - -  de--u~ + I 

0 

' 
= #(~)r~--g(~) und (I, 4), dass die reehte Seite 

von (I 7, 5) stets 

2 ~  

< I - - - f lg t t (3 .  ) .~ e~~  dO ~-lg#(2) 
= 27g ~ ' e i O - - u - {  - I 

0 

ist. - -  Was aber den A.usdruck 

([ 1 o o+u_i) 
_ k _  _ ~g ,~ da  (I7,6) Z ]g u__ul [ i - -e~~  d:O--u+i 

0 

in (I7, 5') anbetrifft,  so stellt er eine in E harmonische Funkt ion  dar, deren 

Randwerte  auf  der Peripherie yon E versehwinden, und die in u 1 wegen ,l > o 

gleich + or ist. Daher  ist dieser Ausdruck in E durchweg positiv. Daraus folgt, 
�9 I .q(u) l 

dass sowohl im Falle yon (I7, 5) als such im Falle yon (I7, 5')Sup[~o(u)]-~ ~ # ( ~ )  

ist. Damit  ergibt sich fiir die Funkt ion  f(z), die aus g(u)vermSge der kon- 

formen Abbildung yon E auf G mit  z = w(u) hervorgeht:  

(I7,  7) tt*(~) = Sup If(z)  [ < tt().) ' 
z ing  TZ-[  ~ 

wo /z*(Z) die nach Nr. 15 der Funkt ion  f(z) zugeordnete tt-Funk~ion ist. Um 

aber zu beweisen, dass hier das Gleichhei~szeichen gil~, gehen wi t  so vor: es sei 

zun~chst o < ~ < ~ ' .  Wi r  se~zen dann r~-~e -M(z), wo M(s die im w 3 Nr. 13 

definierte, hier fiir #(~) zu bildende Funkt ion  D+!g#(s  bezeiehnet, so dass 

= ~ ist. Aus der Stetigkeit  yon T folgt, dass es zu jedem s > o ein 

~>o gibt, so dass, sol~nge r~--c~=<r~r~+6 und o<r<R ist, #(A)--~ 
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gilt. Nun folgt aus tier Bedingung 3), dass M(~.)~ lg R ist. Daher ergibt sieh, 

dass o <*'1 =<R ist, so dass es einen Randpunkt P von G gibt, dessen Distanz 

vom Nullpunkt gleich r 1 ist. Die Menge der in der &Umgebung yon P liegen- 

den erreichbaren Randpunkte yon G sei mit M~ bezeichnet, die Menge der ihnen 

entsprechenden Punkte der Kreisperipherie in der u-Ebene mit Ms. Das Mass 

v0n M~ ist nach dem Satze A) > o. In jedem Punkt  von Ms existiert der radi- 

ale Randwert yon Ig(u)l und liegt zwischen r t - -g  u n d r l + g .  Folglich gilt in 

~edem Punkte  ( I . d  e0) yon M2 

(I / I itg0\l/ I ___< 

F ! \-I I 
lg 

und daher is~ naeh dem Fatouschen Satz fiber die Randwerte des Poissonschen 

Integrals auf einem massgleiehen Kern M 3 yon M s 

2~ 

f [  lim _. I l g  [oJ(t--do)[*T,,  ]W(I ei~ ~ J { ~ I  = 
U - - 1 - -  e i 0o 2 7~ 

0 

wenn u aus dem Tnnern yon E radial gegen einen Punkt  I - - e  iO~ y o n  .M- 3 kon- 

vergiert. Da andererseits (I7,6) bei radialer Ann~herung gegen einen Punkt  

tier Peripherie yon E gegen o konvergiert, folgt nach (I7, 5) und (I7, 5'): 

Sup [g(u)[ > t t ( Z ) _ e  ' woraus sich wegen der Willkiir yon ~ die Behauptung 
uinE ~ 
ergot ,  und der Fal[ o < ;~ < )/ ist damit erledigt. 

Aus der obigen Betrachtung ergibt sich noch eine Folgerung, die wir in 

einem sps Paragraphen brauchen werden und daher bereits bier ausfiihrlich 

formulieren wollen: 

Es sei 1--e ieo ein Punkt yon M3, P der entsprechende erreichbare Randpunkt 

yon G, B der einfache Kurvenbogen, auf den sich der in 1--e ;e0 mfindende Radius 

abbildet, und der bis auf seinen Endpunkt P ganz in G verls Konvergiert 

f(z) dann z l~ngs B gegen P ,  so existiert der Grenzwer~ l i m [ ~  und ist ~ ,u(Z)--e. 

Wir erhalten die folgende Eigensehafb der yon uns konstruierten Funk- 

tion f(z): 
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I ~ Zu jedem Z mit o < Z < )/ und jedem ~ > o ~ i t  ~ < #(Z) gehSrt ein erreich- 

barer Raudpunlct P(Z, ~) yon G und ein in P miindender, soust ganz in G verlau- 

fender einfacher Bogen B, so dass, wenn z 15ngs B gegen P t;onvergiert, der Grenz- 

weft von ~ Z  existiert und >= #(~)--~ ist. 

i8. Ffir 4 = 0  bzw. 4 = 4 '  (fiir 4 ' <  ~)  folgt offenb~r die Behauptung sofor~ 

nach dem eben Bewiesenen aus der Stetigkeit von #()~) und t~*(Z) in )0=o (yon 

rechts) und Z = 4 '  (von links). Fiir #(;~) ist ja die Stetigkeit in o und 4' vor- 

ausgesetzt, ffir tt*(Z) in Nr. 15 bewiesen worden. 

Es sei jetzt Z '<  oo und 2 > 4 ' .  Is t  t t(~')= ~ ,  so folgt aus t t (Z ' )=g*(s  ~ ,  

da die Endlichkeitsintervalle yon tt(Z) und tt*(Z)zusammenh~tngend sind, dass 

auch ffir Z>Z '  #(Z)-~t t*(Z)=~ ist. 
Es sei j e t z t  Z'<oQ und # ( ;~ ' )= t t* (Z ' )<~ ,  u n d e s  sei [ o J [ < i .  Es gil~ 

.(z,) 
beliebiges ). > Z' 

Z 1 dem Intervall  <o, Z'} angehSrt. Daraus folgt fiir ein 

I ol = - # ( z f  = t,(zo) ' 

wo #(Zo) = Min it(Z) ist. Daher gilt 

(I8,  I) -- lg ([ oJ ]~ T ( ~ ) )  ~ (Z--Z')lg [ ~  + lg tt(Zo). 

Die erreichbaren Punkte  der e-Umgebung yon z = o  bilden sich auf eine 

Meng e positiven Masses der Peripheriepunkte von E ab, so dass auf dieser 

I I 
Menge bei radialer Ann~herung l i m [ ~  => lg~ ist. Und da (I 7, 6) dabei gegen 

hat l g l ~ ] ,  wiederum nach dem Fatouschen Satz fiber das Pois- O konvergier~, 
I w ~ u ) - I  

sonsche Integral,  wegen ( I7 ,5)bzw.  (I7,5') auf einer 3s positiven Masses 

lg-I+e lgtt(Z~ D~her kann ,-g(!tu)] zw, t )  wegen dei: Willkfir yon R~ndwerte >= (z-z) 

Igl 
e in E nicht beschri~nkt sein, sodass Sup ico(~l - - ~  und #*(Z)=o~ fiir Z>Z '  

ist, woraus wieder #(Z)=tt*(Z) folgt, und unsere Behauptung bewiesen ist. 



Quasianalytische Funktionen und asymptotische Entwickelungen. 233 

Wir bemerken endlich, dass im Falle eines endlichen Endlichkeitsinter- 

valles, d .h .  fiir 4 ' <  ~ ,  die obige Bedingung 2) fiir re(4) yon selbst erfiill~ ist, 

( i )  
sobald re(4) der Bedingung I) geniigt. Denn dann gilt T~ ~ ]  --[w[xtt(4 ) 

i i 
fiir ein 4_<4'. Daher folgt lg T,  I _---- 41g[~]  + ]g~)o) '  wo tt(40)= Minx tt(4) 

2z  

ist. Wegen der Konvergenz yon / l g [ e o ( I - - e i e ) [ d 0  [nach B)] konvergiert daher 
* 1  
o 

2re 

~uch f lg T,  ([ w(i :e~o~) dO, wie behauptet. 
0 

Es sei noch folgendes bemerkt, um die Bedeutung der Bedingung 3) des 

t tauptsatzes: d lgtt(o) > lg I I d4 = ~ zu beleuchten. Ist  d lg#(o)  < d ~ _ _  l g ~  und sind die 

iibrigen Bedingungen des Hauptsatzes erfiillt, so kann man die obige Konsbruk- 

tion der Funkt ion f(z) durchfiihren und gelangt auf demselben Wege zur Un- 

gleichung (I7, 6). Das Gleichheitszeichen in dieser Ungleichung braucht aber 

dann nicht mehr zu gelten, und aus unseren  weiteren Betrachtungen folgt nur, 

If(z) I _ d ss S u p - - . ( 4 )  wird, 8obald ----[z[ ~" d4 = ~ wird. Und dass dies fiir 

kleinere 4 sicherlich nicht mehr  gilt, folgt eben aus der Tatsache der Notwendig- 

keit unserer Bedingungen. Wegen M(4)T or ist aber offenbar auch eine solche 

Funktion it(4) von einem 4 an eine #-Funktion. 

Aus der Betrachtung dieser Nummer  folgt analog wie am Sehlusse von 

Nr. I7 fiir unsere Funktion f(z): 

I I  ~ Zu jedem 4 > 4' und jedem M > o geh6rt ein Randpunkt P yon G und 
ein in G mgndender, sonst ganz in G verlaufender einfacher Kurvenbogen B, so dass, 
wenn z gegen _P ldngs B geht, 

iim If(z) [ > .3i 

ist. 
Endlich heben wir noch die folgende Eigenschaft der yon uns konstruierten 

Funktion f(z) hervor: 

I I [  ~ f(z) hat in G keine Nullstellen. Hieraus folgt aber nun, dass die 

Bedingung 2) fiir alle co(u) notwendlg ist. Denn gibt es in G ein f(z), zu dem 
3 0 -  28583. A a a  mathematica. 53. I m p r i m 6  le 9 d6cembre  1929. 
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/~(2) uls die #-Funk~ion  gehSr~, so is t  die B e d i n g u n g  2) s icher  fi ir  ein w(u)  er- 

fiilit. D a n n  g ib t  es aber  eine F u n k t i o n  f * ( z ) ,  die in G n ich t  ve r s chwinde t  u n d  

~(~) zur  /~-Funktion h~t, so dass n u n m e h r  die B e d i n g u n g  2) frir alle co(u) gilt .  

D a m i t  ist  der  Satz  V I  in  a l len Str icken bewiesen.  

w 5. D i s k u s s i o n  u n d  E r w e i t e r u n g  d e r  g e o m e t r i s c h e n  B e d i n g u n g e n  des  

H a u p t s a t z e s ,  

I9. D e r  geome t r i s che  C h a r a k t e r  der  B e r a n d u n g  g e h t  in unsere  Bedin-  

g u n g e n  des H a u p t s a t z e s  bis a u f  die GrSsse R n u r  in der  F o r m  der  K o n v e r g e n z -  

b e d i n g u n g  f i i r ' d a s  I n t e g r a l  (I7, I) ein. I n  sehr  a l lgemeinen  F~l len l~sst s ich die 

h ie r  in F r a g e  k o m m e n d e  Cha ra k t e r i s t i k  des [~andes du reh  eine einzige K o n s t a n t e  

a u s d r i i c k e n . -  W i r  n e h m e n  in den Nrr .  I 9 - - 2 I  an, dass der  N u l l p u n k t  ein ein- 

f a c h e r  R a n d p u n k t  yon  G u n d  G e in fach  zusammenh~ingend  ist. 

Es  sei der  R a n d  von G in der  N a h e  des l~ul lpunktes  so beschaffen,  dass 

er dor t ,  wie wir sagen  werden,  eine konforme Ecke  mi t  clef Winkelb ' f fnung z a  

(a > 'o )  bildet.  D a r u n t e r  ve r s t ehen  wir  fo lgendes :  1st z ~ - w ( u )  eine F u n k t i o n ,  

die  das  I n h e r e  yon  E so au f  das Gebie t  G k o n f o r m  abbildet ,  d~ss u. ~ o in z - ~  o 

i ibergeht ,  so bleibt  der  Q u o t i e n t  ] oJ (u) [ I - ~ - ~ - - h ( u )  in E in e iner  U m g e b u n g  yon  

u = o  zwischen  zwei fes ten  posi t iven Schranken .  Dies  ist z. B. immer  der  Fall ,  

wenn der  R a n d  in der  N~ihe des N u l l p u n k t e s  yon  zwei strickweise s te t ig  ge- 

k r r immten  K u r v e n ~ s t e n  gebi lde t  wird,  die i m  N u l l p u n k t  den W i n k e l  ~ra mi~- 

e inande r  bilden, wie aus den U n t e r s u c h u n g e n  yon  O. D. KELLOG sowie W .  F. 

OsGoo~) und  E. H.  TAY~OR 29 he rvo rge h t .  ~ W i r  h a b e n  also d a n n  frir I > ~ o 

die K o n v e r g e n z  des I n t e g r a l s  

43 KELLOGG charakterisiert das Verhalten eines Kurvenastes z = z(s) in der Umgebuffg eines 
Punktes _P (s = st) vor allem dutch die l~edingung A ~ :  ]z'(s)-- z'(s~)[ < ~71s--s 11% o < a _-< I, also 
durch die Lipschitzsche Bedingung yon der Ordnung :r fiir die Ableitung yon z(s). s bedeutet 
dabei die Bogenl~nge. Bilden nun zwei solche :~ste im Punkte ~ miteinander den Winkel 7t, so 
b e w e i s t  K E L L O G G ,  d~ss, wenn die beiden J~ste zur Berandung eines einfach zusammenh/ingenden 
Gebietes ergi~nzt werden, die Normalableitung der Greenschen Funktion in der Umgebung des 
Punktes P zwischen zwei positiven Schranken liegt. Hieraus folgern OSGOOD und TAYLOR,  dass 
die Abbildungsfunktion der obigen Bedingung fiir die konforme Ecke mit der ()ffnung 7~ genfigt, 
allerdings explicite unter der Annahme, dass die beiden -~,ste analytisch sind, doch gilt ihre Be- 
grfindung fast ohne jede Xnderung auch bereits unter tier Kelloggschen Bedingung A c~. Ebenso 
ist es leicht, mit Hilfe der Transformation z =  z 'a zu zeigen, dass die Bedingung A ~ auch dann 
fiir die konforme Ecke (mit der ()ffnung 7~e~) ausreicht, wenn die beiden der Bedingung A ~1~ ge- 
niigenden J~ste den Winkel 7te~ miteinander bilden. - -  Das Resultat vonder  konformen Ecke gilt 
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( I9 ,  I) 

$ 

t!~(,_-~:o) 1 [ h,(o) ~ r,, ,~.oI f,g r.,i ~_~,olo, do: f,g r, t~o} do =~ fl~ ( t  ,,"~ 
--5 --5 $ 

U~ 

zu untersuchen, wo 
d 

o<e~Gh~_(O) G e 2 < ~  fiir [ 0 ] = < - < i  ist. 
2 

sin 0 I - ,  so nimmt (19, I) die Form an: 
r 

Setzen wit hier 

d ~.2 I 1" 3 d r I I" 3 

wo h3, h A zwischen zwei posi~iven Konstanten c3, cA, c3<c 4 enthalten sind. Un- 

/ sere Integrale konvergieren zugleieh mit. lg T~(c~r ~) dr  und divergieren zugleieh 

1 
oo 

mit f lg r,~G ~~ dr r3~ Daher folgt als notwendig und hinreiehend fiir die Kon- 

1 

vergenz yon (I7, i) die Konvergenz yon / l g  T~(r) -dl~" �9 i+~' wofiir wir in w 3, Nrr, 
~t 

1 r 

13, I4 weitere Formen der notwendigen nnd hinreiehenden Bedingungen aufge- 

stellg haben. 

20. Es habe zweitens der Rand yon G im Nullpunkt .eine Spitze, die yon 

zwei sich im Nullpunkt beriihrenden KreisbSgen mit den Kriimmungen x~, z~, 

x~>z~, x~- -x~=x gebildet ist. Dabei sollen die Kriimmungen x~, x~ mit ver- 

sehiedenen oder gleichen u genommen werden, je nuehdem, ob die 

allerdings, wie in einer demnw erscheinenden Basler Dissertation von Hrn. S. W A R S C H A W S K I  

unt~r Anderem bewiesen wird, unter viel allgemeineren Bedingungen. Es genfigt, wenn z'(s) l~ngs 
E 

jedes der beiden Kurvenfiste existiert nnd der Bedingnng geniigt, dass ~ /  Iz'(s)~l(sl)[-- ds konver- 
i ]  
0 

giert, so dass z'(s) insbesondere nut  im Punkte _P selbst stetig zu sein braucht. (Ffir die entspre- 
chende Verallgemeinerung des Kelloggschen Satzes fiber die Normalableitnng der Greenschen Funk- 
tion --- wenn die beiden Aste in ~P den Winkel 7~ miteinander bilden, - -  muss das Erffilltsein 
der obigen Bedingung gleichm~ssig in allen Punkten der beiden J~ste verlangt werden.) 
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betreffenden KurvenbSgen auf gleicher SeRe ode r  auf verschiedenen Seiten der 

gemeinsamen Tangente liegen. 

2 ~  

Dann hat ~ co(u) die Gestalt z . = , wo  I~1 = I  u n d  I ~ ( u )  l ----< C in 
I 

lg u + q~ (u) 

E in einer Umgebung von u = o  ist. Daher folgt 

I ~,(i-d~ [2~[ z 

wo I , ( O ) l ~  c,  ist. Daher gilt in jener Umgebung yon u = o  

I I x I I i~(~_e,0) I ~ l g  M _-< c~. 

Da T(r) in r monoton w~ehst, folg~, dass das Integral (I7, I) gleiehzeitig mit 

lg T~ lg [ ~  + C~ dO konvergie~ und glelehzeitig mit  

divergiert. Die Bedingung fiir die Konvergenz eines Integrals yon der Form 

lgT~ lg + c  dO, o < e <  , 
2 

- - $  

erh$1t man aber am einfachsten, 

neue Integrationsvariable einffihrk 

wenn man - - l g  + c----r setzt und r als 

Dann folgt 

2 ~ c  2 ~ r  
2 ~  __ _ _ e  u x 

so dass das obige Integral bis auf einen yon o verschiedenen Faktor gleich 
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oo 

f 2z~r (20, ]g r.(r)e 

wird. Und da das legzte Integral die Kons~ante c nich6 enthi~l~, sehen wir, dass 

fiir die Konvergenz yon (t7, I) in unserem Falle die yon (2o, I) notwendig und 

h inre ichend  ist. Die Konvergenz dieses Integrals is~ also ~quivalent mit der 

Bedingung 2) fiir die #-Funktion im Falle einer yon KreisbSgen im Nullpunkt 

gebilde~en Spitze. Fiir die Bedingung der Konvergenz yon (20, I) haben wit im 

w 3, Nrr. I3, I4 weitere mit ihr gquivalente Bedingungen aufgestellt. 

z I. Ffir die bisher betrachteten Fglle ergibt sich aus den Betrachtungen 

yon w 3 N r .  13 als gquivalent mit der Bedingung 2) des Huuptsatzes die Be- 

_ - / - ~  eM(Zl_~(a) 
dingung tier Konvergenz der Integrale e ~M(Z)d~ bzw. e ~ dZ. 

Da die Integranden beider Integrale fiir M ( Z ) >  o in M(Z) monoton sind, 

bleiben sie konvergent, bzw. divergent, wenn M(Z) in jedem Intervall zwischen 

zwei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zah!en n . . .  n +  I dutch eine Konstante 

ersetzt wird, die zwischen M(n) und M(n+ I) liegt. Man be~rachte nun eine 

neue Funktion re(Z), d i e  fiir ganze ~ gleich #(Z), fiir alle anderen ~ gleich 

oo ist. Wie aus der . in w 3, Nrr. z2, 13 angegebenen Hadamardschen Konstruk- 

tion hervorgeht, ist das zu re(Z) gehSrende M(Z) gleich einem Mittelwert von 

M(Z) im Intervall @, n +  I), sodass es geniigt die Integrale 

o0 

(2 I, 2) lg d r  

r {z 

bzw. 

(2I, 3) e - ~ ' l g  T~(r)dr 

zu betrachten. Wir  erhatten daher im Falle einer konformen Ecke ~ra aus den 

Umformungen des w I Nr. 13 die mi6 der Bedingung 2) des Haup~satzes fiir eine 

/~-Funktion gquivalente Bedingung der Konvergenz yon 

(2I, 4) 

oo oo 
f r n k dr  
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ffir i rgend ein ]~> o. Aber auch im Falle der Spitzenbedingung l~sst sich die 

Bedingung 2) analog auf die Konvergenz yon 

zurfickffihren. Es folgt dies analog wie im w 3 Nr. 3, wenn man die ffir jede 

g a n z e  transzendente Funkt ion  F(z) yon einem r an gel tenden Ungleichungen 

berficksichtigt" 

6) T(,-) <= < 3 T(r) lg 

wo T(r) den absoluten Betrag des absolut grSssten Gliedes der Nullpunktsent-  

wicklung yon T'(z) fiir Izl=~: und ~ ( r )  das Max lF (z )  l bedeuten. 4~ Man hat  
Izl-r  

dann nur  zu beachten, dass aus der Konvergenz yon (2I, 3), iihnlich wie in Nr. 4, 
2 ~  

lg Tin(r) = o ( e ~ ) ,  lg lg Tin(r)= O(r), lg lg T~(2er ) - -  0(r) und daher  die Konver- 

genz des Integrals  
ao 

!g lg T,~(2er) e- ~ dr 

folgt. 

22. Vom Gebiet G wurde bis jetzt  ungenommen, dass es einfach zusammen- 

hi~ngend ist. Es sei nun  G ein mehrfach zusammenhi~ngendes Gebiet, dessen 

Rand  den Nul lpunkt  enth~lt, und es sei die Randkomponente  C, die durch den 

Nul lpunkt  hindurchgeht ,  nicht  punktfSrmig. Dasjenige unter  den yon C allein 

begrenzten einfach zusammenh~ngenden Gebieten, das G enth~lt, sei mit  G* be- 

zeichnet. G* entsteht  also, wenn G fiber die fibrigen Randkomponenten  hinweg 

zu einem einfach zusammenh~ngenden Gebiete erg~inzt wird. Es sei ferner der 

Nul lpunkt  ein Randpunkt  yon G* yon h5chstens abz~hlbarer Mehrfachheit ,  und 

ebenso der unendlich ferne Punkt ,  wenn er uuf C tiegt. Wi r  beweisen nun,  

dass dann jede #-Funktion von G* auch ei~e solche yon Gis t .  Denn es sei #(~) 

eine ff-Funktion von G*, f(z) sei die zu ihr nach dem Verfahren yon Nr. 17 

konstruierte Funkt ion,  deren ff-Funktion sie ist. Wir  behaupten nun, dass die 

44 Diese Relation folgt sofort aus den Relationen (a) und (c) der Fussnote 24 (w I, ]Nr. 3), 
wenn man r so gross annimmt, dass N(r) > I wird, ,'also z. B., wegen (b), sobald lg T(r) > r wird. 
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t t-Funktion /t*(~) von f(z) im Gebiete G mit  #(~) identisch ist. D~ss t t*(~)~tt(~ ) 

ist, ist klar. ]s t  nun o < ~ s  so folgt  n~ch dem am Schlusse yon Nr. 17 her- 

vorgehobenen Resultat  die Existenz eines Bogens B in G r der in einem l~und- 

punkt  P y o n  G* mfindet und lgngs dessen lim If(z) [ > #()~)_ ~ fiir jedes ~ > o ist. 

Da kein Stiick von B zu C gehSrt, gibt es auf B eine gegen P konvergierende 

Punktfo lge  P1, P2, P~ . . . .  , P ~ , . . .  die in G liegt. Da auf dieser Punktfolge  

If( ) I > ist, ist fortiori  (x) , ( x ) -  ffir .ieaes 5, a h. ,* > S = 

Wegen /**()~) ~ /~g )  folgt  hier~us endlich fiir o < ~ < ~' und daher, wegen der 

Stetigkeit  yon /x(/~) und u*(i~), auch fiir o < ~ < ~  ' tt().)=tt*('~). Fiir ) . > ) /  folgt  

aber ebenso uus dem am Sehluss der Nummer  18 Bemerkten tt*(~)> M fiir 

jedes M und daher tt*(;~)= ~ =#() ,) ,  womit unsere Behauptung vollstiindig be- 

wiesen ist. 

Wi r  werden nun un te r  gewissen A n n a h m e n  fiber das Gebiet G beweisen, 

dass  umgekehr t  jede #-Funktion yon G auch eine solche yon G* ist. t I ierzu 

maehen wir die weitere Voranssetzung , dass die Randkon~ponente C yon den iibri- 

gen Randkomponenten yon G isoliert verlguft, d. h., dass kein Punkt  yon C eine 

Hgufungsstel le  yon nicht  auf C liegenden Randpunkten  yon Gi s t .  Dies ist z. B. 

f i i r  ein Gebiet yon endlichem Zusammenhang stets erffillt. - -  Aus dieser An- 

nahme kSnnen wir indessen nur  folgern, dass eine #-Funktion ~t(~) von G auch 

eine solche yon G* ffir hinreichend grosse ~ ist, d . h .  dass es eine t t-Funktion 

/z*(Z) yon G* gibt, die fiir hinreichend grosse ~ mit  tt(Z) fibereinstimmt. Um 

die *Obereinstimmung ffir alle Z beweisen zu kSnnen, miissen wir noch eine wei- 

tere Annahme machen, dass nitmlich die in w 4 eingefiihrte Konstante  R =/gG 

(die muximule Distunz des Randes yore Nullpunkt) fiir G und G* dieselbe isg. 

Es gilt nun offenbar immer /~G ~>--R~.. Dus Gleichheitszeichen gilt, wenn der 

unendlich ferne Punk t  ausserhalb oder auf dem Rande yon G* liegt, braucht  

aber sonst nicht  zu gelten. - -  tJber den Nul lpunkt  wird dabei immer angenom- 

men, dass er yon hSehstens abzghlbarer Mehrfachhei t  ist, und ebenso fiber den 

unendlich fernen Punkt ,  wenn er auf  C liegt. 

Aus unserem Beweis wird sich iibrigens ergeben, dass die Voraussetzung, 

C liege isoliert yon den iibrigen Randkomponenten,  sieh durch weniger ersetzen 

li~sst. Bildet man ngmlich G* konform auf  E ab, so mSgen %, a~ . . . .  , a,, 

endlich viele abgeschlossene BSgen auf der Peripherie yon E sein, die alle Bilder 

des Nullpunkts  der G-Ebene im Innern  enthalten.  R , , . . . ,  R,~ seien die zu- 
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gehSrigen Randstiicke (Kontinua roll Randelementen) au~ C. Start nun am 

zunehmen, dass die  ganze Randkomponente C von den fibrigen Randkomponenten 

yon G isoliert verl~uft, gentigt es anzunehmen, dass R~, . . . ,  R~ yon den #brigen 

Randkomponenten yon G isoliert l i e g e n . -  Bei der Abbildung yon G* auf E geht 

G in ein Gebiet :~ fiber, dessen eine Randkomponente die Peripherie yon E ist. 

Das Gebiet ~ werde nun durch Querschnitte, die keinen Punkt  mit den Kreis- 

bSgen a 1 . . . .  , a~ gemeinsam haben, in ein einfach zus~mmenh~tngendes Gebiet 

~' verwandelt, dem ein einfach zusammenh~ngendes Teilgebiet G* yon G ent- 

spricht, das R 1 , . . . ,  R~ als ~>freie>> Randstiicke hat. Es gilt dann insbesondere 

RG--/~v?. Es sei nun re(Z) eine tt-Funktion in G zu einer in G regul~ren Funk- 

tion f(z), tt*(Z) die zu f(z) in G* gehSrende tt-Funktion. Dann gilt offenbar 

/~(Z)~t~*(~). Bildet man das auf das einfach zusammenh~ngende Gebiet G* and 

auf tt*(Z) beztigliche Integral (I7, I): 

2 ~  

0 

wo co 1 E auf G* abbildet, so konvergiert dieses Integral und daher a fo r t i o r i  

das auf die Funktion tt(Z)~te*(~) bezfigliche Integral 

2 ~  

ii f l  (j ,lI I ~r dO. 
0 

Da nun re(Z) nach Nr. I5 die Bedingungen I) und 3) fiir eine tt-Funktion des 

Gebiets G*~ erfiillt, und die Konvergenz yon (22, I ) d i e  daftir notwendige Be- 

dingung 2) ist, folgt, dass tt(Z) auch eiue u-Funktion des Gebietes G* ist. Wir 

haben also nur zu untersuchen, warm eine t~-Funktion yon G* auch eine solche 

yon G* ist. Nun sind die notwendigen Bedingungen I) und 3) des Hauptsatzes 

ffir tt-Funktionen der Gebiete G* und G* dieselben, wegen B a . = R ~ R c , ? .  Es 

handelt sich also nur darum, zu beweisen, dass die entsprechenden Integrale 

(I7, ~) fiir beide Gebie te  zugleich konvergieren und divergieren. Wir  erbringen 

diesen Beweis in der n~chsten Nummer zugleich unter allgemeineren u 

setzungen. 

23. Wir  beweisen allgemein, dass fiir die Bedingung 2)des  Hau29tsatzes 

nur die Gestalt des Randes in der 7> Umgebung~> des Nulllgunktes wesentlich ist. 
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Ist z. B. G von einer Jordankurve C begrenzt, und is~ G~ ein onderes gleichfMls 

yon einer Jordonkurve C1 begrenztes Gebiet, dessert Rand in der N~he des Null- 

punktes mit einem Stiick C* von C iibereinstimmt, und stossen beide Gebie~e 

von derselben Sei~e on C* on, so sind die KonVergenzbedingungen 2)des Houpt- 

sotzes fiir beide Gebiete ~quivolent. Allgemeiner beweisen wir zun~chst folgendes: 

Es seien G, G' zwei einfach zusommenh~ngende Gebiete in der z-Ebene, die den 

Nullpunkt uls einen Rondpunkt besitzen. Mon biide G konform ouf E ( l u -  I I < I) 

ob, and es mSgen a~, . . . ,  a~ n obgeschlossene KreisbSgen der Peripherie yon E 

sein, die olle Bilder des Nullpunktes der z-Ebene somt ihren tt~ufungsstellen 

gonz im Innern entholten. Diesen B5gen mSgen die Randstiicke R 1 , . . . ,  R~, ouf 

dem Rande von G entsprechen. Wir verbinden nun die Endpunkte jedes Kreis- 

bogens a~ durch einen in E hinreichend nohe on a, verloufenden Querschnitt a~, 

der m i t a ,  zusommen ein Teilgebie~ g, yon E ubgrenzt. Dos Bild von g, in G 

sei ein Teilgebiet G, yon G, dessen Berundung ous R, und einem Querschnitt 

s, des Gebietes G - -  dem Bild yon a~ - -  begrenzt wird. Wir verlangen nun 

doss jedes s, zugleich ein Querschnitt des Gebietes G' ist und class eines der 

Gebiete, in die G' durch s, zerlegt wird, G, ist, sodass R, ouch ein Teil der 

Berondung von G' ist und bei der konformen Abbildung yon G' ouf E in einen 

Peripheriebogen a~' iibergeht, wi~hrend s, auf einen Querschnitt a,' des Kreises 

E obgebildet wird. Wir  sogen donn, doss der Ra~d yon G in einer Umgebu~g des 

Nullpunktes ira Band yon G' enthalten ist, und wir wollen nun zeigen, doss donn 

aus der Ko~ve~ye~z des Integrals 

(23, I) 
27~ 

0 

wo co' die Abbildungsfunktion von E auf  G' ist, die Konvergeuz yon 

2~ 

f ( i )  (23, 2) lg T~, ]~o(i_e~O) j dO 

0 

folgt, wo ~o E au f  G abbildet. 

in der Form 

f 

Zu dem Zwecke schreiben wir dos Integral (23, I) 

lg 1 dOo(z, Zo ), 

3 1 - -  28583. Ac ta  mathematlcct. 53. I m p r i m 6  le 9 d6cembre  1929. 
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wo l~ngs der Berandung yon G' in der zyklisehen Anordnung der Randelemente 

zu integrieren und das Integral als ein Stieltjes-IntegrM aufzufassen ist; 

0o(Z, Z0' ) ist dabei das Argument yon u - - I ,  wenn u der dem betreffenden Rand- 

element z entsprechende Punkt  auf [U--l I =  I i s t .  z0' ist der Punkt  yon G', 

tier in u =  I iibergeht. Da 00(z , Zo') bis auf eine additive Konstante be- 

stimmt ist, 

IntegrMe 

(23, 3) 

geniigt ffir das Stieltjes-IntegrM die Normierung mit Zo'. Da nun 

nach unten beschr~nkt ist, konvergiert zugleich mit (23, I) jedes der 

gr 

Ist O(z, zo) die zu Oo(Z , Zo' ) anMoge Funktion fiir G, so folgt fiir das Integral 

(23, 2), dass es dann und nur dann konvergiert, wenn jedes der IntegrMe 

(:~3, 4) 
R~ 

konvergiert. Unsere Behauptung wird also bewiesen sein, wenn wir zeigen, dass 

fiir jedes v die IntegrMe (23, 3) und (23, 4)zugleieh konvergieren und divergieren. 

Dies beweisen wir, indem wir die zum Gebie~ Gr gehSrende 0:Funktion O~(z, zr) 
einfiihren und zeigen, 

vergenz des Integrals 

dass fiir jedes der IntegrMe (23, 3) und (23, 4) die Kon- 

T i 

notwendige und hinreiehende Konvergenzbedingung ist. Wir betra'chten (23, 4) 

(fiir (23, 3) ist die Schlussweise bis auf die Bezeichnungen wSrtlich dieselbe). - -  

Bildet man E ( [ u - - I [ <  I) mit Hilfe yon z=co~(u) konform auf G~ ub, so dass 

wr(I)=Z~ ist, so entspricht dabei R~ ein Teilbogen fir yon [ u - - I [ =  I, tier ganz 

im Innern die Bildpunkte des Nullpunktes der z-Ebene und ihre eventuellen 

H~tufungsstellen enthiilt. Wir betraehten nun einen abgeschlossenen eehten Teil- 

bogen fir yon fir, der auch noch die auf fir liegenden Bildpunkte des Nullpunktes 

und ihre H~ufungsstellen ganz im Innern enthiilt. Das entsprechende Teilstiick 

yon Rr sei mit Rr bezeichnet. Wir  behaupten nun, dass auf R~ 
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Id0 l o < r  ~ 

ist, so dass die Integrale (23, 4) und (23, 5) zu gleicher Zeit konvergieren und 

divergieren. ~5 Dena es mSge die Umkehrung you z = ~ ( u )  etwa 

(23, 6) 

sein und entsprechend mSge die Funktion 

(23, 7) u =  n ( z )  + ~ = R(z)d~ + 

G auf E so abbilden, dass Y2(zo)=o ist. G, geht bei dieser Abbildung yon G auf 

E in ein Teilgebiet g~ yon E fiber, g~ stSsst an den Kreisbogen a, an. Die 

konforme Abbildung (23, 6) kann durch die Kombination der Abbildung (23, 7), 

die G~ auf g~ abbildet, Und einer konformen Abbildung u l - -9(u) ,  die g, uuf E 

abbildet, ausgeffihrt werden. Dann ist nach dem Sehwarzschen Spiegelungs- 

prinzip !P(u) im Innern yon a~ regular und 9'(u) besehr~nkt und # o; daher gibt 

es zwei positive Konstanten 7~, 7~, so dass auf dem fl~ entsprechenden Bogen 

I~v VOlq. ~ ,  

o<;, ,  =< I ~'(u)I =< ~ <  

gilt. Auf B, gilt nun ~2,(z) + I =9( t2 (z )+  I), d. h. d~ (*,~,) = T(d ~ + I ) - -  i ,  

so dass sich schliesslich die Gleichung ergibt 

o, - -  ~(0),  

die auf fl~ gilt, und in der ~p eine Funktion yon 0 mit 

I V(0) l  = I ~ ' ( r  ~176 + ,)1 

ist, so dass in der Tat uuf R~ 

45 Das letztere folgt aus der folgenden leicht  beweisbaren Transformationsformel fiir Stiel- 
t jesintegrale 

f f(z) d q~(o (z)) = f f(z) qr (0 (z)) d 0 (z), 

wo ~p(y) totals tet ig  ist. In  unserm F~lle kann man ja jedes der Integrale (23, 4), (23, 5) als ein Le- 
besguesches Integral  in 0 auff~ssen, so dass der betreffende Spezialfall der Transformationsformel 
aus der Transformationstheorie der Lebesgueschen Integrale sofort fo]gt. (Vgl. z. B. CA~AT]~ODO~Y, 
Reelle Funktionen,  pp. 559--56o.) 
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Id~ 
o < T t  < i ~ -  _-<7~<~ 

gilt, w. z. b. w. 

Is t  nun auch umgekehr t  der Rand  yon G' im oben definierten Sinne in 

einer Umgebung des Nullpunktes im Rand yon G enthal~en, so sagen wir, dass 

die RYnder der Gebiete G und G' in einer Umgebm~g des Nullpu~ktes iiberei~stim- 

men. Dann folgt  aus dem eben Bewiesenen die Richtigkeit  der am Anfang  die- 

ser Nummer  aufgestell ten Behauptung.  - -  Wird nun  fiber G und G1 noch vor- 

ausgesetzt, dass der Nullpunkt  - -  und eventuell der unendlich ferne Punk t  - -  

ein Randpunkt  yon hSchstens abz~hlburer Mehrfachhei t  und d~ss iiberdies RG = RG~ 

ist, so ergibt sich offenbar aus dem Hauptsatz,  dass jede #-Funktion yon G eine 

solche yon G 1 ist und umgekehrt .  I s t  ~ber etwa Ra  </~.G~, so folgt  uus dem am 

Schlusse yon Nr. I8 Bemerkten, d~ss zwar jede tt-Funktion yon G eine solche 

yon G~ ist, dass aber eine #-Funktion yon G 1 erst yon einem Z an gleich einer 

#-Funktion yon G zu werden braucht. Wenden wit  dies auf die in Nr. zz 

durehgefiihrte Betrachtung an, so folgt  unter  Beibehaltung der dort benutzten 

Bezeichnungen, dass wenn die Bedingung RG=Re* fallen gelassen wird, eine 

t t-Funktion yon G ers~ yon einem 2 an eine solehe yon G* zu sein braueht. 

Fiir Re > RG, muss aber die Aufstel lung der Kri ter ien ffir eine tt-Funktion 

eines mehrfach zusammenh~ngenden Gebietes G ffir das ganze LfntervM1 (o, or 

einer weiteren Untersuchung vorbehalten bleiben. 

24. Wi r  wollen endlich das Resul tat  yon Nr. 19 noch etwas verallge- 

meinern. Sind G und G1 zwei Gebiete, yon denen G 1 in G en~halten ist, und 

die beide den Nullpunk~ und eventuell den unendlieh fernen Punk t  als einen 

Randpunkt  yon hSchstens abzShlbarer Mehrfachhei t  besitzen, so folgt ffir eine 

der Bedingung z) des gauptsa tzes  geniigende Funk~ion tt(Z) aus der Konvergenz 

des Integrals  (I7, I) fiir G die Konvergenz dieses Integrals  fiir Gi, da fiir die 

wie in Nr. 17 mit  #(Z) gebildete Funkt ion  f(z) in G die zugehSrige tt-Punktion 

re*(2) in G~ yon einem Z an re(Z) zur Majorante hut  und ffir tt*(Z) das Integral  (I7, I) 

ffir Gt konvergiert. Sind also die Konvergenzbedingungen yon (17, I) ffir G und 

G1 mite inander  iiquivalent, so sind sie auch ffir jedes ))zwischen>> G und GI lie- 

gende einfach zusammenh~ngende Gebiet dieselben. Und es ist klar, wie man 

dies mit  t I i l fe  der Betrachtungen der Nr. z 3 auf  den Full ausdehnen kann, wenn 

das >)Ineinanderliegen>> sieh nur  auf eine Umgebung des Nullpunktes bezieht. 

Hieraus folgt  nun  die Bedeutung der folgenden Begriffsbildung: Wir  sagen, zwei 
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im Punk t e  z : o  zusammenstossende  Kurvenzweige  A~, A~ bilden dor t  eine gene- 
ralisierte konforme Ecke mit der WinketSff~ung ~ a  (a > o), wenn Aj zwischen zwei 

e inander  ber i ihrenden KurvenbSgen  B~, B~' und ebenso A2 zwischen zwei ein- 

under  berf ihrenden KurvenbSgen  B~, B~' l iegt  und, falls  B~, B :  zwischen A~, A~ 

und  A1, Ae zwischen Bt ' ,  Be' liegen, sowohl B1, B2 als auch BI ' ,  B~' konforme  

Ecken mi t  der  Winke l5 f fnung  ~ a  bilden. D a n n  fo lg t  uus dem oben Bemerkten ,  

dass die Resul ta te  yon Nr.  19 fiir eine general is ier te  konfo rme  Ecke mi t  der 

Winke lSf fnung  z a  gelten.~G 

Bisher  bezog sich die t t -Funkt ion auf  den R a n d p u n k t  z = o  yon G.  I s t  

nun  z o ein bel iebiger R a n d p u n k t  yon G, so ist der Nul lpunk t  der  en tsprechende  

R a n d p u n k t  yon G--zo. Geniig~ der R a n d  yon G--zo den oben fo rmul ie r ten  Be- 

d ingungen,  so nennen  wir  die t t -Funkt ion von f(Z+Zo) in G--zo die zu f(z) und 

dem R a n d p u n k t  z o yon G gehSrende ~-Funkt ion.  Sie l~ss~ sich offenbar  de- 

If( )l finieren als Sup'z--Zo'X~.o ~ ~ u n d  besitz~ die analogen Eigenschaf ten  wie die oben 

behande l te  t t -Funktion,  die zum Nu l lpunk t  gehSrt.  Es ist leicht  zu sehen, wie 

das Gesag~e zu modifizieren isL wenn z 0 der unendl ich ferne Punk~ ist. ~ 

w 6. Das W-Problem. 

25. W i r  sind n u n m e h r  in der Lage,  die in der Ein le i tung  als das W-Pro-  

blem bezeichnete F rages te l lung  in Angri f f  zu nehmen.  

Es sei also G ein Gebie~ mi t  einem R a n d p u n k t  z o yon h5chstens  abz~hl- 

barer  Mehrfachhei t .  I s t  G mehr fach  zusammenh~ngend ,  so soll fiber G voraus-  

gesetzt  werden,  dass die z 0 en tha l tende  R a n d k o m p o n e n t e  C yon den i ibrigen 

R a n d k o m p o n e n t e n  yon G isolier~ liegt. ~s W i t  f ragen,  fiir welche Fo lgen  yon 

posi t iven Zahlen n~. ( n :  I, 2 , . . . )  aus dem B e s t e h e n  der Ung le ichungen  

4~ Die in der Fussnote 43 zitierte Arbeit yon Hrn. WAI~SCHAWSKI wird einige Resultate 
fiber den Zusammenhang des Begriffs der generalisierten konformen Ecke mit dem Begriff der 
gewShnlichen konformen Ecke enthalten. 

~ Es sei noch bemerkt, dass die Definition and die obige Theorie der tt-Funktion sich inso- 
fern verallgemeinern l~isst, als man anstatt z eine Vergleichsfunktion v(z) benutzen kann, die im 
Gebiet G regul~ir und # o, am Rande besehr~inkt und stetig ist und nur in einem Punkte ver- 
sehwimtet. Man kann so die in einigen der obigen S~tze hervortretende Ausnahmestellung des 
unendlieh fernen Punktes aufheben. 

4s Man kSnnte hier ohne weiteres auch die allgemeineren Annahmen zugrunde legen, die bei 
den Betraehtungen der Nr. 23 benutzt worden sind. 
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fiir eine in G regul~re und besehr~nkte Funktion f(z) das identisehe Versohwin- 

den yon f(z) f o l g 0 . -  Die Frageste l lung kann offenbar le ieht  verallgemeinert  

werden:  Es sei X~, X., . . . .  eine Folge nicht neg~tiver monoton ins Unendliche 

wachsender  Zahlen und m~, m~, . . .  eine unendliche Folge positiver Zahlen. Dann 

kann man fragen, warm aus 

{f(z){{z, ~ m,, z in G, (25, 2) I  -z0 

das identisehe Versehwinden vort f(z) folgt. Und 

dureh 

(25, 3) 

~ I ~  2 :  . . . 

(25, 2) kann man offenbar 

If( )l < re(x), in G, o < X < 

wenn m(X)--m~ ffir X=X~ ist und re(X)= ~ ffir andere X gesetzt wird. ersetzen, 

Wir  kSnnen daher  allgemein fragen, warm aus (25, 3) ffir eine positive Funkt ion  

m(X), die fiir alle X > o  definier~ und auch des Wer tes  + ~ f/~hig ist, das 

identische Versehwinden yon f(z) folgt, wenn f(z) als in G regular  und beschrankt  

vorausgesetzt  wird? Nun sei #(X) die zu f(z) und dem Randpunk t  z0 gehSrende 

g-Funktion.  Dann  besagt  offenbar (25,3), class g(~)_--<m(~)ffir alle X > o  gilt. 

Gibt es umgekehr t  eine Funkt ion Ix(X) mit den in w 4 angegebenen Eigepsehaften,  

die zugleich <re(X) ist, so gilt ffir eine dazu gehSrige, mit  Hi l fe  yon G* ge- 

bildete, Funl~ion  f(z)(25, 3), so dass aus (25, 3) das identisehe Versehwinden 

yon f(z) nicht zu folgen braueht.  

26. W a n n  gibt es nun zu re(X) eine Funkt ion  #(X), so dass t t(X)<m(X)ist? 

Es muss dann offenbar In f  m(X)>o  und lgm(X) ~ sein, da dies ja  ffir g(X) 
~._>o Z 

zutrifft. Sodann muss T,~(r) ~ Tz(r) sein, so dass wegen der in der ~qr. 22 unter  

unseren Voraussetzungen fiber G bewiesenen Konvergenz yon (I7, I) auch 

2 ~  

f ( i  ,) lgTm (1- -e  ~~ dO 
o 

konvergiert .  - -  W i r  behaupten  nun, dass die drei eben angegebenen Bedingungen 

auch hinreichend sind, damit  ein #(X) mit m(X)>tt(;t) existiert, so dass also der 

Satz gilt 



Quasianalytische Funk%ionen und asymptotische Entwickelungen. 247 

Satz VII. Dann und nut dann folgt aus dem Bestehen yon (25, 3) in einem 

Gebiet G mit den in der Nr. 25 formulierten Eigenschaften f l i t  eine in G regul(ire 

und beschrSnkte Funktion f(z) das identische Versehwinden yon f(z), wenn 

entweder Inf  m(4) ~ o ist, 
2>_0 

oder lim lg m(s ~_ ~ Z - -  < or ist, 

oder das Integral 

(26, I) 
2 ~  

fl. (, ,) .o 
0 

dive~yiert, wo w(u) den Kreis ]u--I  ] <  I a ~  das ~)Innere~ G* der dutch Zo hin- 

durchgehenden Randkomponente yon G konform abbildet. 

Wir haben oftenbar nm" zu beweisen, dass, wenn das Integral (26, I) kon- 

vergiert und m (4) > d > o, lg rn (4) + ~ fiir 4 T oo ist, es eine #-Funktion des Satzes 

VI (im Sinne der in der Nr. 22 hergeleiteten Verallgemeinerung dieses Satzes) 

gibt, fiir die m(4)~#(4) ist. Ich kann dabei oftenbar G durch das dazu in 

Nr. 22 gebildete Gebiet G* und m(4) dureh ihre Wimansche Minorante m(4) er- 

setzen. Fiir ~()~) %riftt bereits die Eigenschaft 2) des Sutzes VI zu. Ist d~s 

Endlichkeitsintervall yon m(4) unendlich, so kann man durch eine Ab~nderung 

von m(~) auf einem endlichen Intervall erreichen, dass auch die Eigenschaften 

I) und 3) zutreffen, etwa, indem man fiir ein hinreichend grosses 40 die Kurve 

y = l g ~ ( 4 )  iiber dem Intervall <o, ~0) durch ein Stiick einer Stiitzgeraden an die 

Kurve im Punkte 40 ersetzt, die ja beliebig steil gewii.hlt werden kann. Dabei 

bleibt das Integral (25, I) konvergent, nach dem in Nr. 13 Bewiesenen. 

Ist aber das Endlichkeitsintervall yon ~(4) endlieh, etwa (~1, 4~')(often oder 

abgeschlossen), so verbinde man den Punkt  ~ ' +  ~ der 4-Achse mit einem so fief 

liegenden Punkt  der y-Achse, das die gunze Punktmenge y : l g m ( 4 ) o b e r h u l b  der 

bleibt und die Steigung der Strecke grSsser als l g ~  ist. Verbindungsstrecke 

Setzt man lg g(s im Intervall <o, 4i '+ I} gleich der Ordinate des entsprechenden 

Punktes dieser Strecke und fiir 4 > ~1' + I gleich ~ ,  so hat  man dann eine #-Funk- 

tion fiir die it(4)~m()~) ist, womit der Sutz YII  bewiesen ist. 

Oftenbur ist fiir den Beweis der Notwendigkeit einer der drei Bedingungen 
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des Satzes g I [  auch die Voraussetzung entbehrlich, dass C eine isolierte Rand- 

komponente yon G i s t ,  da eine #-Funktion ffir G*, selbst wenn sie keine tt- 

Funktion fiir G ist, sicher Majorante einer solchen sein muss. 

w 7 . .AbMtng igke i t  der ~-Funktion VOll den e inze lnen Werten yon f ( z ) .  

2 7. Wir diskutieren noch kurz die Abhiingigkeit der tt-Funk~ion yon den 

Werten yon f (z )  an den einzelnen Stellen des Gebietes fiir den Fall G ~ E .  

Es sei Sup ] f ( z ) ] = t t ( o ) = I .  Es sei B ein ganz in E liegender (abgeschlossener) 
z i n E  

Bereich, und in einem Punkte z o von B sei ]f(Zo) [ = s > o .  Dann folgt aus 

2 ~  

lg I f(~o) I = lg, =< i f I f ( I  + d~ r eiO -~- ZO-- I_i de 

0 

I ) (vgl. (I6, I) und (I, 5)) wegen lg [/(I +e;~ =< --lg T~ 

0 

D~ wegen lg # (o)=o lg T~,=>o ist, folgt., wenn 2 sin 0 I gesetzt wird, 
2 r 

d.h. 

oo oo 

_f I lg  r #  ( r ) r ~  = lg  I '#  (7") d r  
I 

1 1 r 2 I - -  F~ 
~ 7 4 

- -  i__[ZO__ i [ l g  ~ 

ao 

f lg T.(r) dr ~ ~ +[~--Zo[  < c . ,  7 ~ CO lg  8 '  gO~---CO(ZO)=7~ I - - I I - - g O [  = 
1 

wo CB nur yon B abhgngt. 

Wir se~zen ]/ t : (s163 Nr. I4) 

die wie in Nr. 14 definierte ,>Umkehrfunktiom> yon fi(),). 

wegen # ( s  i,  fl(~)~ i, Q(r)=o ffir r ~ I :  

und bezeichnen mit Q(r) wiederum 

Dann folgt aus (14, I) 
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Ferner gilt 

q r ~ = e  q " ) ~ = e ~  s 
1 I g 

r ,)d,- (dq_(,-) 
J e ( ' ~ =  d , 
1 r--1 

dies ist ~ber naeh dem ttilfssatz 4 (vgl. w 3) gleich 

yds. 
0 

Daher ergibt sieh 

ov 

(27~ I)  f d ~  ~ i g I ~ - C ( z O ) : T ~ ' e  ~) --~ 8 I+lI-~ol  

Ist allgemeiner g ( o ) =  tto nur als > o vorausgesetzt, so geniigt es, 

be~rachten, und man erhElt 

f d~ < clg  tt~~ 
/ ~  (z) 

c ~ e f g  
I+]I--Zo]. 

). 

wegen der Monotonie yon 1 / ~ ( ~ )  folgt hiemus 
/to 

(27, 2) ~ _ ~  I ~ c lg  /*o. 
~q=l 1 / /  # (T/) 6' 

(o1 

D~raus ergibt sich inbesondere z.B. fiir s =  I und z o = I 
32--28583. Acta mathematica. 53. Imprim6 le 13 ddcembre 1929. 

f(z) 
t*o 

249 

Z l ]  
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(27, 3) ~ I ~ e~  lg t*o. 

~o 

Es hat  nun zun~chst den Anschein, als ob hieraus folgte, dass 

,v 

fiir s :  I unterhalb einer absoluten Kons tan ten  liegt. Wi r  wollen aber an einem 

Beispiel zeigen, dass dies nicht  r iehtig ist. Zu dem Zweeke setze man /z,~ (~)= I 

fiir o ~ )~ ~ n und tt,~ ( ~ ) :  oo fiir ~>n .  Das zugehSrige T~ (r) ist offenbar gleich 

I oder : ,  je nachdem r ~  1 oder r >  I i s t .  Die drei Bedingungen des Haupt -  

satzes sind erfiillt (R~ ist gleich 2), und man erh~lt nach dem u  yon 

N r .  17 eine zu tin (~) in E gehSrende Funkt ion  9,~ (z), fiir die 

2 ~  

if (27,4) lg 2-n: lg Tt," ~ l t d o _ z + i  

0 

ist. Dnher gilt fiir lg [~0,,(I)l 

oder 

Ig 

2 ~  Oo 

I r . , ,  dO = - -  - r" 2~oJ lg ~ I 
2 s n  1 I - -  r~ 

4 

n ~" lg?" d r  I 
lg I o,,(i)1 : - -  . = n  lg - ,  

~ . 1  : 1 /  I 7 
1 V I - -  r~ 4 

wo 7 eine positive yon n unabh~ngige Kons tante  > I ist, so dass 

(27, 5) Iw.(I)l--z-'* 

gilt. Ffir f n ( z ) : 7 ' ~ T , , ( z )  gilt daher:  # (Z)=7  ~ fiir o ~ Z ~ n ,  t~(Z)=~ fiir Z > n ,  

(27, 6) 
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daher fiir n--~ 
n n-- I 

?1, 
2 

~2--2_..~ ~ . 

951 

w 8. Zur Ritnderzuordnung bei konformer Abbildung. 

28. Wir  tragen nun den Beweis der in Nr. 17 benutzten S~tze nach. 

Satz A. Es sei G ein einfach zusammenhSngendes Gebiet der u-Ebene. Bil- 

det man G konform auf das [nnere des Einheitkreises K der z-Ebene ab, so liegt 

in jeder Q-Um~ebu~g U e (P) eines belieb(qen Punktes P des Randes R yon G eine 

Menge erreichbarer Punkte, deren Bildmenge auf der Kreisperipherie positives Le- 

besguesches Mass hat. 

Zum Verst~ndnis des Satzes sei zun~chst an folgende Begriffe and Tat- 

sachen aus der Theorie der konformen Abbildung erinnert. Einem in einem 

Randpunkte P yon G miindenden in G verlaufenden Jordanschen Bogen b ord- 

nen wir ein >>Ende>> zu, in dem b miindet. Zwei verschiedene in P miindende 

JordanbSgen definieren dasselbe Ende, wenn sie entweder beliebig nahe bei P 

Schnittpunk~e haben oder keinen Randpunkt >>zwischen sich)> enthalten. Sonst 

sind zwei solche Enden verschieden. Jedem Ende ~1 entspricht nun ein Punk~ 

der Kreisperipherie, derar~, dass einem in ~ miindenden Jordanbogen b ein in 

K verlaufender in ,,~ miindender Jordanbogen entspricht. Ist  b' ein Jordanbogen 

in K, der in ~ miindet und zwischen zwei yon ~ ausgehenden Sehnen verl~uft, 

so en~spricht ihm ein Jordanbogen in G, der im Ende ~)miindet. Verschiedenen 

Enden entsprechen daher auch verschiedene Punkte ~.  Ist  umgekehrt ~ ein 

Punkt  der Peripherie yon K,  in dem die Abbildungsfunktion o~(z)einen radialen 

Grenzwert besitzt, so entspricht ihm in dem eben angegebenen Sinne ein Ende 

yon G. Wie aus dem Fatouschen Satz folgt, haben alle Punkte der Kreis- 

peripherie yon K bis auf eine Nullmenge diese Eigenschaft. Unser Satz be- 

hauptet nun, dass die in Ue(P ) liegenden Enden yon G auf Punkte der Kreis- 

peripherie abgebildet werden, deren Lebesguesches Mass posit ivist .  

Zum Beweis, bei dem P a l s  endlich angenommen werden darf, bilden 

wit eine fiir o < r <  r162 stetig differenzierbare Funktion ~(r), die fiir o--<r-- <-Q 
2 

identisch gleich i, fiir Q < r <  r162 identisch gleich o ist und fiir -Q < r <  Q 
2 

zwischen o und i bleibt. Allen Punkten der um P mit dem Radius r be- 
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schr iebenen Kreis l inie  ordnen wir den W e r t  9(r) zu und  erhal ten  so eine in 

der  ganzen Ebene definierte und sowohl naeh  x als aueh naeh  y s te t ig  

differenzierbare Funk t ion  q)(u), die in Ue(P ) ident isch gleich I ,  ausserhalb  
2 

UQ(P) ident iseh gleich 0 ist, und  sonst  zwischen 0 und I en tha l t en  ist Nach  

dem fundamen ta l en  Satz von L~B~SGVE, gibt  es eine in G regulgre  Potent ia l -  

funk t ion  V(u), die auf  G +  R stet ig  ist und  auf  R mi t  @(u) f ibereinst immt.  49 

V(u) ist sicher ffir h inre iehend kleine q nicht  kons tan t  und  ha t  in j edem Punk t e  

von G einen posi t iven W e r t  < I. - -  Es sei ~ ein P u n k t  yon G, und m a n  bride 

G konform auf  das Inhere  des Einhei tskreises  so ab, dass ~ in den Nullpunk~ 

fibergeht.  D a n n  geh t  V(u) in ein im Einhei tskreise  reguliires Po ten t i a l  U(rd ~) 

fiber. Die den Mengen der e r re iehbaren  R a n d p u n k t e  aus Ue(P ) und G--Ue(P  ) 

en tsprechenden  P u n k t m e n g e n  auf  der Per ipher ie  des Einhei tskreises  seien, ebenso 

wie die en tsprechenden ,%Wer tmengen  resp. mi t  93~, und  ~.o bezeichnet,  ihre 

Masse mi t  2 ~m~ bzw. 2 zm~. 5~ D a n n  l iefert  der Gausssehe Mit te lwer tssa tz  ffir 

2~ 

= (f+ f)<=o,+ If 
0 ~lx ~ . ~  

W e g e n  der BeschrSnkthei t  yon U kann  man  nach einem bekann ten  Satz yon 

LEBESGUE rechts  r gegen I gehen lassen und erh~ilt m l ~  U ( o ) > o ,  w. z. b: w. 

Aus dem soeben bewiesenen Resul ta te  l~sst sich die folgende Ta t sache  

herleiten. (Dabei ist G wieder ein e infach zusammenh~ngendes  Gebiet,  Ue(P) 

die Q-Umgebung eines Randpunk te s  yon G.) 

Satz Ap _Es sei B eine i~ G liegende abgeschlossene Puuktmenge. Es gibt 

ein nut von G, B und U~(P) abhdngiges 7 mit 0 < 7 <  I, so dass, wenn f(z) in G 

reguldr und absolut < M i s t ,  wenn ferner lira I f (z ) ]  bei A~miiherung an die in Ue(P) 

liegenden Randpunkte < ~ ist, dann in B durchweg 

(28, I) I/(z)l < ~ M ' - ~  

ist. 

Denn  bildet  man  G konfo rm auf  das I nne re  des Einhei tskre ises  ab, so bil- 

49 Vgl. H. LEBESGUE, Pal. Rendiconti, Bd. 24 (19o7) , pp. 37I ft. 
5o Dass die Abbildungsfunktion f(z) auf der ~-Menge, die den erreichbaren Punkten yon 

G entspricht, messbar ist, folgt daraus, dass sie eine Grenzfunktion der Folge stetiger Funktionen 
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den sich die erreichbaren Randpunkte aus Ue(P) auf eine Menge der Peripherie- 

punkte e i~ des Einheitskreises ab, wobei die Menge 0)~ dieser ~ ein Mass 

2 z m > o  hat. B geht dabei in eines im Einheitskreise liegende abgeschlossene 

Punktmenge fiber, und f (z)  in eine Funktion g(z), die ffir [ z [ < I  regular ist. 

Unsere Behauptung folgt daher aus dem Satz: Ist g(z)J~ir [z[< I regul&" und 

absolut < M, und ist f i ir  eine Randpunktmenge T)~ positiven Masses 2 z m  lira [ g(z)[ 

bei radialer Annfherung <=e, so gil t  fi'ir [z[ < I 

I-IH~ 
(~s, ~) Ig(~)l =< ~',M~-~, ~, = ~ . 

Zum Beweise von (28,2) benutzen wir ( I :  2) ffir ~ = z ,  R = r ,  ] z ] < r <  I. 

Dann folgt nach (I, 5), da der Integrand < o ist: 

2~ 

0 ~ 

----<r~H]z] m l g  N + - -  lg d~  , 
2 : ~ "  

+ 
oder, wenn allgemein ffir a > o : l g  a = M a x  (lg a, o) gesetz~ wird, 

Hier ist aber der Integrand besehriinkt und konvergiert mit r T I fiir ~ aus 0)~ 

gegen o, so dass nach dem Konvergenzsatz von LEBESGUE fiir r T I folgt 

(:s, 3) lgl.q(~)l < I - I H  ~ 1-[Z[m 1--[Z[m ~M~=i~[z[[z[mlg~, Ig(z)]~el+lzl M I - ~  , w.z.b.w.  

Ferner folgt aus unseren Resultaten die folgende Verallgemeinerung des 

Vitalischen Konvergenzsatzes. (Wir behalten dubei die obigen Bezeichnuagen bei.) 

Satz A~. Ist f~(z) eine Folge von in G regulSren und gleichmh'ssig beschrh~k- 

ten Funktionen, besitzen alle fit(z) in Adem Ende aus der Umgebung Ue(P) Rand- 

werte, und ist die Folge dieser Randwerte konvergent, so konvergiert die Folge fn(Z) 

gleicbmiissig in G. Dieser Satz l~sst sich n~imlich sofort auf Grund des Satzes 

A durch konforme Abbildung auf das Innere des Einheitskreises auf die vor 
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einigen Jahren yon Herrn KHI~TCHI~E und mir aufgestellte VerMlgemeinerung 

des VitMischen Satzes auf Funktionen mi~ konvergenten Randwertfolgen im Ein- 

heitskreise zuriickfiihren. 5~ 

Aus der Relation (28, I) folgt ferner, dass wenn f (z)  in allen Randpunkten 

yon G aus Ue(P) versehwindet, dann f(z)  iiberhaupt identisch verschwinden muss. 

D i e s  is~ mit einem kiirzlieh yon Herrn RADO bewiesenen Sutz ~quivulent: Liegt 

ein einfach zusamrnenhh~gendes Gebiet G im Innern des Einheitskreises, ohne mit 

dem Einhetskreis identisch zu sein, ist f(z)  reguldr in diesem Gebiet, und ver- 

schwinden die Randwerte yon f(z)  in jede~n innerhalb des Einheitskreises liegenden 

Randpunkt von G, so versehwindet f (z)  identiseh. 5~ Allerdings wird hierbei f (z)  

nicht als beschri~nk~ vorausgesetzt. Zeichnet man aber einen konzentrischen 

Kreis, der noch Randpunkte yon G im Innern enth~lt, so ist f (z)  in den im 

Innern dieses Kreises liegenden Teilgebie~en yon G gleichmi~ssig beschr~[nkt. 

w 9. Zur Poissondarstellung harmonischer Funktionen in der Ebene. 

3 o. Wir wenden uns nun zum Beweis des Satzes B. W i . .  k S n n e n  ihn so 

formulien : 

Satz B. Es sei o~(z) eine in Inue~m des Einheitskreises ev. bis au f  einen 

einfachen Pol ~ reguldre und schlichte Funktion, die dort yon o verschieden ist, 

wdhrend es auf  der Peripherie des Einheitskreises hSchstens abzdhlbar viele Punkte 

gibt, in deren beliebig kleine/ Umgebung w(z) beliebig grosset oder beliebjg kleiner 

Werte fdhig ist. Dann gilt, z = r  d ~, r <  I, gesetzt, 

2 ~  

(30, I) lg [co (z)[-~ 2~ f l g  [w(ei~)[ K(r,  ,9--a)da,  

0 

bzw., wenn der Pol ~ auftritt, 

(30, 2) 
2 ~  

I 
lg I o( )l = lg I + Lg I(e'=--~)o~(d")lK(, , a-=)d=. 

0 

5t Vgl. die in der Fussno te  I8 zi t ier te  Arbeit ,  sowie A. KH1NTC~tlNE. Fund.  Math. ,  Bd. IV 

0923), pp. 72 ft. 
53 T. RADO, Math.  Zeitschr. ,  Bd. 20 (I924) , pp.  2 ft. In  e iner  kiirzlich e rschienenen  A r b e i t  

yon Herrn S. SAKS (Acta Szeged, Bd. IV ([928), pp. 51 ft.) wird  e i n e  der  Relat ion (28, t) i ihnliche 
Relation bewiesen,  bei der indessen angenommen  wird, dass ein Bogen des Einhei t skre ises  n i ch t  
zum Rand yon G gehSrt ,  was offenbar wesent l ich  spezieller  i s t  als unser  Resul ta t .  
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Zum Beweis des Satzes B werden wir den folgendei1 potentialtheoretischen 

Satz benStigen: 

Satz C. Es  sei P(r ,  ~9) eine fi;ir r <  I regul&'e Potentialfunktion, die his a u f  

beliebiq kleine Umgebungen yon abzdhlbar vielen Punkten eia~ beschrdnkt ist. Dann  

ist fib" die Darstellbarkeit yon t ) als Poissonsches Integral  mit  der Randwert funk-  

tion ~p(~9) yon P(r ,  &) als Belegung notwendig und hinreichend, dass f i ir  jedes 

(30, 3) ( I - - r ) P ( r ,  a)--~o mit  r T I 

gilt, und dass der Mittelwert yon I PI gleiehmdssig in r besehrdnkt bleibt." 

2 ~  

(30,4)  flP(re')laa c,2  
0 

Zusatz. Die Bedingung (30, 3) lh'sst sich durch lira ( I - r ) l P ( r  , &) [~o  f i i r  

r ~ I ersetzen. 

Zum Beweise des Satzes C 5s benutzen wir wiederum den folgenden Hi l f s -  

satz : 
o o  

Satz D. Ks osei P(r,  &) -~- a o + ~ ,r  n (a,, cos n,9 + b~ sin n~9) eine f i i r  r <  I 
n = l  

reguldre Potentialfunktion. Dann  ist f i i r  die Darstellung von P durch das als das 

Stieltjesintegral geschriebene Poissonsche Integral 

(30 ,  5) , 
P(r, a)-~-• a--a)dl~(u), 

o 

wo l*(a) yon besehrdnkter Schwankung ist, notwendig und hinreichend, dass die 

Mittelwerte (30, 4) von ]P(r, &)] f i i r  alle r < I  beschrdnkt sind: 

5s Dieser Satz h~ingt mi t  den Resul ta ten zusammen,  die Herr  A. ZYGMUND (Math.  Zeitschr.  
Bd. 25 (i926) pp. 274 ft.) fiber die Poissonsche Summat ion  tier t r igonometr i sehen  Reihen er- 
hal ten  hat ,  namen t l i ch  mi t  den Th~orSmes V und VI I. c. auf p. 284. Indessen  Werden bei  diesen 
S~tzen andere Vorausse tzungen fiber die Randfunkt ion  der  be t rach te ten  Potent ia le  zugrunde gelegt.  
Andererse i ts  kann  m a n  aus den Bet rachtungen,  die Herr  ZYGMUND L c., p. 288 entwickel t ,  folgern, 
dass in nnse rm Satze die Voraussetzung,  die Menge der  Unbeschr i ink the i t spunkte  sei abziihlbar,  
n ich t  weggelassen werden kann,  da man  ffir jede sons t  in be t rach t  kommende  Menge tier Un- 
beschr i~nkthei tspunkte  (sie muss  B-messbar  sein) Potent iMe konst ruieren kann,  die unsern  iibrigen 
Bedingungen genfigen, nur  auf jener  Menge Unbeschr~nk the i t spunk te  hubert und sich durch das 
Poissonsche In tegra l  n ich t  dars te l len  lassen.  
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2 ~  

(30,4) a)l c. 
27~ J 

0 

Zusatz 1. Unter dieser Bedingung besitzt t ) (r, ~) f i ir  fas t  alle ~ nach LE- 

BESOUE integrable radiale Bandwerte ~ (# )= / , ' ( a ) .  

Zusatz 2. Is t  P (r, ~9) f i ir  o <--_ ~91 <= ~ <= ~ <= 2 ~ gleichmdssig beschrdnkt, so gilt 
o., 

(a~) - -  # (ai) ~ / / , '  (a) da, so dass # (a) im ob~qen Intervall totalstetig ist. ~ Is t  
f a  

+ 2  
ol 

a 0 = o, so ist #(a) periodisch mit der Periode 2 ~v und das Interval l  (~9~, ,9~)darf 

auch ganzzahlige Vielfache yon 2 ~ enthalten. 

31. Beweis  des Satzes D. W e n d e t  man die Eulerschen Formeln auf die 

Fourrierreihe von P(r ,  a) fiir ~'<1 an, so folgt  aus (30, 4): r'[a+~[ =< 2 C, r'qb.[=<2 C, 

daher fiir r T 1 [an[~  2 C,  bn__--~2 C. Dann konvergier~ aber bekanntl ich 55 

(31 ,  I) Z a n  sin n~9--  b~ cos n a  

fiir fas t  alle ~ gegen eine Funkt ion  # (~9). Daher  besitzt nach dem Abelschen 

Stet igkeitssatz 
OO n 

0 (r, ~9) -~- ~,  r'~ (a,~ sin n~9--b,+ cos n~9) 
n 

fiir r T I fiir fast  alle ~ Randwer te  /~ (~9). Die Menge der ~9, fiir die 0 (r, ~) 

00 
Randwer te  besitzt, sei mi~ 93~ bezeichnet. Nun ist ~-~ = P ( r ,  ~9)--a 0. Daher  ist 

auf  jedem Kreise r =  Const. yon beschr~nk~er Schwankung,  und zwar ist die 

Tota lschwankung yon 0(r, ~9) in ~9 fiir jedes r < I  hSchstens gleich 2 ~ c ( C +  ]%]). 

Daher  ist auch die Tota lsehwankung yon /,(~9) auf ~J~ hSchstens gleich 2 z ( C +  

+[a0[), da fiir jede Folge yon ~ : ~ 9 1 < ~ 9 ~ < . - . < ~ , ~ + ~  aus 93~ 

~ 1 F + ( , % + 1 ) -  tt (.%)1 ----- lira y ,  I0(,', ~.+~)--0( , ' ,  ~-)l 
r t l  

54 Der Satz  D wurde  unabh i ing ig  von A. PLESSNER, G. C. EVANS u n d  dem Verfasser  auf- 

gestel l t .  (Vgl. die in  den  F u s s n o t e n  I9, 20 u n d  I8 z i t ie r ten  Arbei ten . )  Fiir  pos i t ive  Po ten t i a l e  

wurde  der Satz  bere i t s  vor  1/ingerer Zei t  yon  G. HERGLOTZ, Leipz.  Ber. Bd. 63 (I9II1, pp.  5 o i - - 5 I I  
bewiesen.  

55 Dies fo lgt  bere i t s  aus  den e rs ten  Si~tzen fiber die K o n v e r g e n z  yon t r i g o n o m e t r i s c h e n  Re ihen  

bis  au f  eine Nu l lmenge ,  die yon  JEROSCR u n d  WEYL aufges t e l l t  worden  s ind  (Math.  Ann. ,  Bdd. 66 

(I9o9) , pp.  67 ft. u n d  67 (I9O9), pp.  225 ft.). 
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isk Setz~ man nun in jedem Divergenzpunkt ,9 yon (3 I, I) 2 # ( # ) : l i m t t ( # l ) +  

+lim#(#_~), wo # ~ # ,  # ~ $ #  a u f  ~ ist, so is~ die nunmehr fiir alle # ein- 

deutig definierte Funktion #(#) ~uch yon beschr~tnkter Schwankung, da jede 

Summe ~gjltt(#,+~)--t~(,~)] sich durch einen Mit~elwert yon zwei analogen Sum- 

men mit # ,  aus ~ ~bsch~tzen l~ssk tt (~) ist periodisch mit der Periode 2 z .  

Nun folgfi ffir r <  I aus dem klassischen Satz fiber das Poissonsche Inte- 

gral ffir r < ~ < I 

2z  i?(_ ) 
(3~,2) o(,-, e ) = ~  ~, ~ - ~  o(e, ~)d~.  

0 

Aus dem Gausssehen Migtelwertsatz folg~, dass 101 < z ~(C+i~ol)~f i~  , -<  ~ ist, da 

0 auf jedem Kreise r =  Const. wenigstens eine ~qulls~elle haben muss {wegen 
$ 

\ 
2~ 

f ) 0 (r, &) d,~ = o und die Totalsehwankung von 0 hSehs~ens gleieh 2 ~ (C + laol) 

0 

isk Liiss~: mart daher in (31, 2) ~ gegen ~ gehen, so darf naeh dem Lebesgue- 

sehen Konvergenzsatz der Grenzfibergang under dem Integmlzeiehen vollzogen 

werden, ilnd es ergib~ sieh 

2~ 

(31,3) O(r, ~ ) ~  I (K( r ,  ~--a)tt(a)dc~, 
! 

0 

woraus dureh Potenzreihenentwicklung die Eulerschen Formeln fiir - - - - , -  
n n 

folgen, so dass (31, I) die Fourrierreihe yon #(~) ist und daher ffir alle ,9 kon- 

vergierea muss, d a t t  (~) yon beschr~nk~er Schw~nkung ist. Insbesondere besitz~ 

0 (r, ~) f fir alle # tt (#) als Randwert. 

Ferner folgt aus O(r, ~") - -0 ( r ;  ~ ' ) =  l ( P ( r ,  ~)- -ao)d~ , dass, wenn P(r ,  ~) 
d 

0 t 

ffir ~1 ~ ~ ~ ~.~ gleichm~ssig in r beschr~nkt (~  Cx) ist, dann fiir ~l ~ ~'  < 
< ~ " ~  ~ 

10(r, ~ " ) - - 0 ( r ,  ~')1 a " - a '  --<- C,+laol 
3 3 - -  28583. Acta mathematica. 53. I m p r i m 6  lo 13 d6cembre  t929. 
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ist, daher auch 

so dass # (,~) in einem solehen Intervall  der Lipsehitzsehen Bedingung geniigt 

und daher totals tet ig ist. 

Aus (31,3) folgt  naeh einem Satze von FATOU ~, dass P(r,,~)fiir r T I 

gegen /~ '  (,~) = ~ (~) konvergiert ,  sobald ~' (~) existiert, d.h. jedenfal l  fur  fast  alle 

~, womit  der Zusatz 1 bereits bewiesen ist, da ~ (,~) als Ablei tung einer Funkt ion  

yon besehr~inkter Sehwankung integrabel  ist. Wir differenzieren nun (31, 2 )naeh  

,~ und lassen Q gegen I gehen, was wegen der Besehriinktheit  yon 0 naeh dem 

Lebesgueschen Satz erlaubt  ist. Dann  ergibt sich 
2~ 2~ 

P(r 'O)- -a~ ' # - a  O(e'a) da-'  2z 
o 0 

Hieraus  folgt  durch partielle In tegra t ion  
2g 

- a o =  - -  K (r ,  a - -  d , .  
2 ~  

o 

wobei das ausintegrierte Glied wegen der Periodizitiit  yon K und ~ versehwin- 

det, woraus die Formel (3o, 5) sofort~ folgt  57. 

Gilt umgekehr t  die Formel (3 o, 5), wo ~(a) von besehriinkter Sehwankung 

ist, nnd zerlegt man ~ (c~) in eine Differenz yon zwei monoton waehsenden Funk- 

tionen, so sieht man, dass P eine Differenz yon zwei positiven Potent ia len  ist. 

Es geniigt daher, (3 o, 4) fiir ein positives Potent ia l  zu beweisen. Fiir ein solehes 

ist aber die linke Seite von (3o, 4 ) n a e h  dem Gausssehen Mit telwertsatz  kon- 

stant. Dami t  ist die Behauptung  des Satzes D bewiesen. 

Der  Zusatz z folgt  endlieh sofort  aus der Totals tet igkei t  yon ~ (~ ) im Inter- 

vall ,~ < ,~ < '~2 und der Tatsaehe, dass #'  (~) =- ~ (~) ist. 

Um nun den Beweis des Satzes C zu erbringen, bemerken wir, dass die 

Notwendigkeit der Bedi~gu~gen (3o, 3), (3 o, 4) aus dem i-iilfssatz 2 i m w  2, Nr. 6 

und dem Satz D folgt, da ein Poissonsehes Ingegral sieh offenbar aueh als ein 

Stielt jessehes Integral  sehreiben litsst. 

56 Vgl. die in der Fussnote  42 zitierte Abhandlung,  p. 345. 
2z 

I f  57 N~mlich in der Gestalt  P ( r , ~ ) = ~  K(r,~--~)d(~(~)+ao~). 
0 
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Es seien nun die Bedingungen (3 o, 3) und (3 o, 4) erfiillt. Da eine Kons tan te  

stets als Poissonsches Integral  darstellbar ist, diirfen wir a o = O  annehmen. Dann 

ist P in der Form (30, 5) mit  periodischem #(a) darstellbar, und es gelten die 

Zus~tze i und 2 zum Satze D. Es sei die Menge der ~gn, fiir die P ( r ,  ~9) in jeder  

Umgebung  yon eian absolut  beliebig grosse Wer t e  annimmt,  mit  A1 bezeichnek AI is~- 

abgeschlossen und nach der Annahme abzi~hlbar. W i t  setzen nun 9 (~) ~ / ~ p  (a) d a. 
. 2  
o 

(~9) ist totalstetig,  u n d e s  gilt in jedem yon den ~,~ freien abgeschlossenen In- 

tervall # (a")--t* (~9') = ~ (~9")--9 (~9'). Man bilde nun das Potent ia l  

0 o 

und die Differenz 

2re 

if _Px (r, ,9) = P (r, ~9)-- P*  (r, ~) = ~ K (r, ,9-- a) dy~ (a), 

0 

wo tq (a) : /z (a)-- 9 (a) ist. y~ (,9) ist in jedem von den ~9,1 aus A 1 freien Interval l  
konstant.  Yl(~) kann sich daher als eine Funkt ion  yon beschrAnkter Sehwankung 

nur beim Durchgang durch die Punk te  yon A 1 iindern, wenn es dort  eine Un- 

stet igkeit  erster  Art  besitzt. Es sei die Menge der Unstet igkei tspunkte  yon Yl (~) 

mi$ A~ bezeichnet. I s t  A 2' die derivierte Menge yon A~, so ist wegen A,2-4 A 1 
P 

und A 1 ~" A 1 A~+ A.,' in A 1 enthalten und daher abzi~hlbar. Andererseits  ist 

A~ Jr A /  abgeschlossen, muss daherl da es nieht perfekt  ist, isolierte Punk te  be- 

sitzen, die d~nn offenbar zu A~ gehSren mtissen. Es sei a o ein isolierter Punk t  

yon Ae, und es sei 2 z m = y ~  (ao+o)--y~ (ao--o). Es sei ferner  M,o(a) die Funktion,  

die in (ao, u o + z )  gleieh 2 z m i s t  und im Intervat l  (~o + z ,  ~o + 2 z) gleieh o ist. 

Dann gilt, wenn M~o (a) als periodiseh mit der Periode 2 ~ fortgesetzt  wird, 

2~  

2 ~  2 ~  
9n 

1 ]  
0 

= ~ I ~  I-+~ I ~ I--r 2 
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2 ~  

f 4 r  I K (~', ~o- -a)6~t2  (a) -4- m - - - - .  P1 (r~ ao) ~ 2 z  1 - - r  ~ 
o 

Hier  ist tt.2 (~) in a o nunmehr  stetig und hat  sogar in einem Interval l  um ~0 einen 

konst~nten Wert. Nun  konvergiert  ffir r I I ( I - - r )  P* (r, ~0) gegen o naeh dem 
2z 

bereits bewiesenen Teil des Satzes. Ferner  konvergiert  / K ( r ' a ~  ) d tt.~(a) fiir 
. 2  
0 

r--*I gegen o, da ausserhalb jenes Intervalls  um a o K ( r , % - - a )  g le iehm~ssig  in a 

mit  r ~ I  gegen o geht. Daher  folgt aus lira ( I - - r ) ]  P(r ,  ~)] = o  m - - o ,  entgegen 

unserer Annahme.  Folglieh ist die Menge A~ leer, sodass th(a) durehweg kon- 

st~nt ist, woraus P1 (r, # ) ~ o  und  

2 ~  

0 

folgt, w. z. b, w. 

33. Wir  sind nunmehr  im Stande, den Beweis des Satzes B zu erbringen. 

Zu diesem Zwecke wenden wir den Satz C auf  lg  ] co(z)] bzw., wenn co(z) einen 

Pol I. Ordnung in ~ besitzt, auf  lg ](z--~)co(z)] an. Dass die Bedingung (30, 3) 

in jedem dieser F~tlle erfiillt ist, folgt aus den bek~nnten Abseh~tzungen ffir jede 

I 
in ] z ] <  I schlichte und regul~re Funktion,  die auf co(z) anzuwenden sind: 

c o ( z )  o " 

Da im ersten Falle auch co(z)=O ( i - - I z l  ist, folgt dann fiir r T  I 

lg ]co (re'a)[ = 0 (lg (I --r)), (I --r)  l~'[ co (,'Ci8:)]---->0. 

Im  zweiten Falle ist aber co (z) (Z-- ~) beschr~nkt, weft co (z) in der N~he yon I z I -~ I 

beschr~nkt ist, da alle absolut hinreichend grossen Wer te  bereits in einer Urn- 

gebung yon ~ angenommen werden. Dann  gilt 

C 
(i I) c, 
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w o r a u s  w i e d e r u m  f i i r  r T I 

(~-,~) lg 1~'(4 (~-C)l-,o 

fo lg t .  - -  D i e  B e d i n g u n g  (3o, 4) r eduz ie r~  s ieh  uuf  d ie  B e s c h r a n k t h e i t  des  I n t e g r a l s  

2z~ 2re 

fllgl~(re')ll~ b,.w. fll~l~(,'e')(~--C)lla~. 
0 0 

f l  lg If(re")l[ d a  besehr~s in  f i i r  j e d e  P u n k t i o n  f(z), N u n  i s t  a b e r  das  I n t e g r a l  r 

o 

die  s ich  in  [ z [ < ~  als  e in  Q u o t i e n t  yon zwei  in  [ z l < ~  r e g u l ~ r e n  u n d  b e s c h r ~ n k t e n  

F u n k t i o n e n  d a r s t e l l e n  l~sst: 

f(z) = g' (z). ~s 
g~ (4 

Bes i t z t  n u n  co(z) e i n e n  P o l  in  ~, so ist ,  wie  oben  b e m e r k k  o ( z ) ( z - - C )  be r e i t s  

s e lbs t  b e s c h r ~ n k t .  I s t  a b e r  co (z) im ]z ] <  I r e g u l a r  u n d  n i e h t  b e s e h r ~ n k t ,  so gil~ 

i den t i s ch ,  ~o (o) = w 0 gese tz t ,  

Z 

( 4  = 

~(4-~o 

5s Es geniigt offenbar, diesen Satz ffir die Funktionen gx (z) und g, (z) einzeln zu beweisen, 
d. h, allgemein ffir eine in [z[< [ beschrgnkte und regul~re Funktion g (z). Fftr eine solche folgt 

f b  

In~egrMs / Ilg[g(rei~ [dO in r sofort aus der Jensenschen Formel aber die Beschr~nktheit des 
1 ]  

0 

(vgl. die in der Fussnote I8 zitierte Arbeit des Verfassers), wena man, was offenbar erlaubt ist, 
g (o) = I annimmt. Denn danach gilt 

--2-2~ f lg[g(reiO)[dO<=Iz~ f lglg(rd~ 

wenn ~R+ bzw. 9]I die O-Mengen bezeichnen, auf denen Igl>* bzw. ~ I  

durchweg _--< e O bleibt. Daher ist 

2 ~  

f Ilglg(rd~ lglg(rd~)[d~ 
0 ~ t +  ~t__ 

ist, und wenn Ig[) 

C. 
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in Izl<  regul~ir und beschr~nkt ist, da co(z)--~o 0 alle absolut hin- 

reichend kleinen Werte bereit.s in einer Umgebung yon z = o  annimmt.  

Dami t  ist, der Beweis des Satzes B erbracht. 

w io. Uber Umkehrungen monotoner Funktionen. 

34. Zwei im abgeschlossenen In~ervall (xl ,  x~} definierte monot,one Funk- 

t ionen heissen in diesem Interval l  ~quivalent, wenn sie in allen Punk ten  des 

Intervalles, hSchstens bis auf  abzi~hlbar viele in~ere Punk~e, einander gleich sind. 

Zwei in (xl ,  x~} i~quivalente Funkt ionen miissen offenbar gleichsinuig too- 

not,on sein, und wir kSnnen uns auf  die Betrachtung yon mite inander  ~quiva- 

lenten monoton wachsenden Funkt ionen beschri~nken. Wi r  beweisen nun,  dass 

zwei miteinander  iiquivalen~e Funkt ionen f(x), g (x) dieselbe ~Ienge S der inneren 
Stetigkeitspunkte haben und in diesen Punkten einander gleich si~d. Denn es sei 

f(x) in einem inneren Punkte  Xo des Intervalles stetig. Dann  gibt es zu jedem 
v t  t v !  

e > o  ein Interval  l (Xo', x o } mit  x ,<x  o <Xo<Xo <x~,  sodass fiir x aus (Xo', Xo" } 
P t - -  ? f(Xo)--e<f(x)<f(Xo) + e ist. Es seien dann Xo , Xo" zwei Punkte  mit  x o < Xo <Xo, 

xo<x-o"<xo", in denen f(x) und g (x) dieselben Wer te  haben. Dann  gilt  offenbar 

g g * .  

Daraus folgt, dass g(Xo--O)=g(Xo+O)=f(Xo) ist, und wegen der Monotonie von 

g (x) muss daher f(Xo)=g (Xo) sein - -  womit, alles bewiesen ist. 

Da die Menge der Unstetigkeit,spunkte einer monotonen Funkt ion  abzi~hl- 

bar ist, ist die eben bewiesene Eigenschaft  fiir ein Paar  i~quivalenter Funkt ionen 

charakteristisch, wenn alle betraehteten Funkt ionen in den Punkten  xl ,  x~ einan- 

der gleich sind. 

Wir  fassen alte mit  f(x) in (x~, x~} iiquivalenten Funkt ionen in eine 

_~quivalenzklasse C zusammen. Fiir jedes f(x) aus C ist f(xl)-~ Yl und f(x2)= yo., 
wo y~, y~ fiir die Klasse C fest sind. ~ Es seien f(x), g(x)zwei Funkt ionen 

aus C. Dann gilt  offenbar fiir x~<x<xo. M(x)-~f(x+o)--g(x+o),  da wir beim 

Grenziibergang in lim f ( x + e )  uns auf  e beschri~nken kSnnen, ffir die x + e  zu S 
, | o  

geh5rt. Wir  setzen nun M(x~)=yl und M(x2)=y2und bezeichnen diese nur  

yon der Klasse C abh~ngige Funktion M(x) als die Majorante der Klasse C, da 

fiir jede Funkt ion  f(x) aus C gilt, (x~<x<x~): 
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f (x)  < f ( x  + ,), f(xO <--_f(x + o) -~ M (x). 

Wit  behaupten, dass die offenbar monoton wachsende Funktion M(x) yon rechts 
im offenen Intervall (xl, x2) stetig ist, der Klasse C angehSrt und die eiJnzige 
in (x~, x~) yon rechts stetige Funktio~ aus der Klasse C ist. In der Tat gilt fiir 

e>o:M(x+o)_--< M ( x + 2 )  ~ f ( x + e ) ,  daher aueh M(x+o)<= f ( x + o ) : M ( x ) ,  ein 

wi~hrend andererseits aus der Monotonie yon M(x) : M(x) <--_ M(x  + o) folgt; daher 

ergibt sich M ( x ) ~ M ( x + o ) ,  d. h. die rechtsseitige Stetigkeit. Dass M(x) zu C 

gehSrt, folgt daraus, dass f (x)  a u f S  stetig ist, also f ( x ) = f ( x + o ) = M ( x )  gilt. 

Dass aber M(x) die einzige in (Xl, xe) rechtsstetige Funktion in C ist, folgt aus 

der Tatsache, dass fiir eine rechtsstetige Funktion f (x)  j~ iiberall in (Xl, xe) 

f ( x ) = f ( x + o )  gilt, w~hrend fiir jede Funktion f (x)  aus C in (Xl, x2) f ( x + o ) =  
=M(x) i s t . -  

~hnlich definieren wir  die Mi~orante m (x) der Klasse C als den gemein- 

samen Wert  yon f (x- -o)  ffir alle Funktionen f (x)  aus C in (x~, x~) unter Fest- 

setzung m (x~) =y~, m (x~) : Y2 und beweisen, dass m (x) zu C gehSrt, in (x~, x2) 

linksstetig ist und die einzige in (xl, x~) linksstetige Funktion yon C i s t . -  

(Wenn die Funktionen der Klasse C monoton abnehmen, gelten dieselben Resul- 

tate, wenn man nur mit f ( x+o)  die Minorante re(x) und mit f ( x - - o )  die MQo- 

rante M(x) yon C bilde~, sodass nunmehr m (x) rechtsstetig und M(x) linksstetig ist.) 

Nunmehr gilt fiir .]ede Funktion f (x)  uus C 

rn (x) <= f(x)  <= M(x). 

Umgekehrt  ist jede Funktion f (x)  in (x~, x~), fiir die m(x)<:f(x) <= M(x) gilt, 

eine Funktion aus C, da sie ja mit re(x) und M(x) iiberall iibereinstimmt, wo 

diese beiden Funk~ionen zusammenfallen - -  und dies ist nur auf einer abzghl- 

baren Punktmenge nicht der F a l l -  und dariiber hinaus monoton wachsend ist; 

denn aus f(x')  > f(x") fiir x' < x" wiirde folgen m (x") < M (x'), wi~hrend j a offenbar 

,, ~ /x' + x ' \  
m (x") >= m (x --o)--_ m >= M ( x ' +  o) >= M(x') 

ist. Ha t  man also zwei gleichsinnig monotone Funktionen re(x), M ( x ) m i t  
m(x~)=M(xl) , m(x~):M(x~), die in (xl, x~) bis auf abziihlbar viele Punkte zu- 

sammenfallen, und yon denen die eine in (xl, x2) rechtsseitig, die andere links- 
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seitig stetig ist, so kann die zu ihnen 'gehSrende Klasse von monot0nen Funk- 

t ionen geradezu durch re(x)<f(x)<M(x) definiert werden. 

35. Es sei f(x) eine im Interval l  <x~, xe> definierte monoton wachsende 

Funkgion. Es sei f(x~)=yl,f(x~)=y ~. Dann nennen wir eine in <y~, y~} de- 

finierte Funkt ion  !P(Y) eine Umkeh~funktion yon y(x), wenn fiir jedes y aus 

x~ =< ~ (y) =< x~ 

(35,I) f(qD(y)--o)<y< f(qg(y)+o) (y~<y<y~) 

~0 (Yl) = Xl ,  ~0 (Y2) = X2 

gilt. Wi r  beweisen nun die folgenden Eigenschaften der Umkehrfunl~ionen 

yon f(~):  
I) Eine Umkeh~funktion q~ (y) von f(x) ist auch monoton waehsend. Denn w~re 

fiir y~<y'<y"<y~ ~0(y')>90(y"), so wiirde daraus wegen der Monotonie v o n f ( x )  

folgen 

y" < f ( ~  (u")+ o)__<f(~ (u')- o)_-<W, 

entgegen der Annahme,  und fiir y ' =  yx oder Y"=Y2 folgt ~ (y ' )<  q~ (y") aus (3 5, I). 

2) Zwei in <x~, x~> @uivalente Funktionen f(x),g(x) haben dieselben Um- 
kehrfunktione~. Denn die zweite Definitionsrelation yon ~ (x) besagt ja  nur, dass 

(~ (y)) _--< y _--< M (~ (y)) 

sind d e r  g~nzeia Klusse C der Funkt ionen f(x), g (x) ge- ist, und re(x), M(x) 
meinsam. 

3) Es sei fiir Yl<Y<Y~ l~(Y) die untere Grenze  der x aus <xl, x~}, fiir die 

M (x) ~ y ist und /~ (Yl) = xl,  /~ (Y~) = x~. Wegen M (xl) = Yl < Y, M (x~) --  Y2 > Y is~ 

g (y) fiir ~lle y aus <Yl, Y2> definier~ und geniigt der Ungleichung 

x 1 __--< # (Y) =< x 2 . 

Wir  behaupten, dass # (y) auch die Ungleichung 

(35, 2) M(~  (y)--o) _-< y -_< i (~ (,v)), (Yl < Y < Y~) 

befriedigt und daher eine Umkehrung yon M(x) und also auch aller Funkt ionen 

der ganzen Klasse C darstellt.  Da offenbar wegen der Rechtsstet igkeit  yon M(x) 
auch M(tt(y))>y ist, ist die Ungleichung reehterseits in (35, 2) befriedigt. W~re 
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aber M(~(y)--o)>y, so miisste fiir ein e > o  auch M(#(y)--e)>y sein, entgegen 

der Bestimmungsvorschrift von #(y). 

Aus tier Definition yon ~(y) foigt, dass fiir jede andere Umkehrfunktion 

q~ (y) zur Klasse C q9 (y)~ # (y) gilt, sodass ~ (y) die kleinste Umkehrfunktion zur 

Klasse C ist. Wir zeigen nun, dass g(y) in (Yl, Ys) linksstetig ist, d. h. dass 

# ( y - - o ) = g  (y) ist. Wegen der Monotonie yon # (y) geniigt es, # ( y - - o ) ~  # (y)zu 

beweisen, und dies wird aus M(g(y--o))~y folgen. Denn fiir jedes 2>0  ist 

#(y--o)~,a(y--s), daher M(~(y--o))~M(~t(y--~))~y--e, daher gilt fiir jedes 

2 > 0  M(/~ (y--o)) ~ y--e,  folglich muss wegen der Wiilkiir yon e auch M(~(y--o))~y 
gelten, w. z. b. w. 

4) Genau ebenso zeigen wir, dass die obere Grenze der x, fiir die m ( x ) G y  

fiir yl<y<y~ ist,  eine Umkehrfunktion ~/(y) zur Klasse C ist, wenn M(y~)~Xl, 
21l(y~)=x~ festgesetzt wird, - -  u n d  zwar die gr&ste Umkehrfunktion unter allen, 

sodass fiir jede andere ~ (y) gilt ~ (y)G MT(y). 2V/(y) ist rechtsseitig stetig. Und 

es gilt analog wie oben 

m ( ~ ( v ) )  --< v. 

Nunmehr ist aber auch jede. Funktion ~ (y) mit 

, ,  (u) < ~ (.v) < = ~  (v) 

eine Umkeh~funktion zur Klasse C. Denn es gilt 

,~ (~ (y)) < m ( ~  (.v)) --< v < ~ ( ,  (v)) --< M ( ~  (v)). 

S) KSnnen wir also beweisen, dass ~(y) and J~[(y) gquivalent sind, so folgt, 

dass die Umkeh@unkEonen zu C wieder eine Klasse monotoner Funktionen bilde~,, 
deren Ma~orante und Minorante durch M(y)  bzw. #(y) gegeben sin& Die Aqui- 

vMenz yon /~(y) und M(y)  wird aber sofort bewiesen sein, wenn wir beweisen, 

dass fiir alle S~ellen y, an denen M(y)>k* (y) ist, die Intervalle (u (y), M(y)) nicht 

iibereinander greifen, d. h., dass ftir y~<y'<y"<y~ nicht 21l(y')>~,(y") sein kann. 

Aus d)l (y') > / ,  (y") wiirde aber folgen 

v"__< M ( ,  (v")) -< M ( ~  (V') - o) _--< U'. 

6) Wir  beweisen nun, dass die Beziehung zwischen der Klasse C und der 

Klasse C' der Umkehrfunktionen zu C eine umkehrbare ist und jede Funktion 

aus C Umkehrfunktion jeder Funktion aus C' ist. Es geniigt zu beweisen, dass 

eine Umkehrung einer Funktion yon C' zu C gehSrt. 
3 4 -  28583. Acta ma~hematica. 53. Imprim4 le 16 d6cembre 1929. 
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Es sei nun M(x) und re(x) die Majorante  bzw. Minorante  der Klasse C. 

Eine beliebige Funkt ion  aus C' sei ~ (y), so dass dann allgemein gilt 

(35, 3) M ( ~  (y))_-->y_--> m (~ (y)). 

Es sei nun y*=~p (x) eine Umkehrung  yon q~ (y), so dass ffir alle e > o  mit e<y~- -y* ,  
e< y*--y~ 

(35, 4) 

ist. Es geniigt zu beweisen, dass 

(x)>=y* Hm (x) 

ist. Es sei nun etwa y*>M(x), dann gilt fiir ein e > o  y*--e>M(x)+e und 

daher  nach (35, 4) 

Nach (35, 3) und wegen der Monotonie yon M(x) folgt  aber dann 

M(x) H M(~ (y*-- ~)) H M(~ (~(~)+ 4) H ~(x) + ~, 

so dass also y*~ M(x) sein muss. Genau ebenso wird bewiesen, dass y*Hn~(x)ist. 
Is t  aber  f(x) monoton abnehme~d, so ergibt  sich aus jeder Umkehrung  ~0(y) 

yon --f(x) eine Umkehrung  r (--y) yon f(x) und umgekehr~. So i ibertragen sich 

mutat is  mutandis  al!e obigen Resul ta te  auf monoton abnehmende Funktionen.  
y=Yu 

H a t  man also ein Stieltjessches Integral  I f (y )  dx(y) mit einer monotonen 
z ~  

t ]  
y=y~ 

Funktion x (y), deren eine Umkehrung  mit :q (x) bezeichnet werden mag, so gilt 

Y:~]2 !12 

Y : Y l  xl  

wie aus ( I1 .3 )  sofort  folgt, wenn man beachteg, dass x(y) eine Umkehrung  yon 

y(x) ist. 


