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L a  solu t ion ,  6 tabl ie  p a r  M. L i c h t e n s t e i n ,  du p r o b l ~ m e  f o n d a m e n t a l  des 

pe t i t es  d d f o r m a t i o n s  g las t iques  q u a n d  on se donne  les d~p lacemen t s  sur  la  sur- 

face  c o n t o u r  du solide (solide i so t rope  e t  homog~ue)  gquil ibrd,  so lu t ion  qui  se 

r a t t a c h e  g l ' g q u a t i o n  in tdgra le  

o) o, i+,  f f l o G r A*, 4 , r ( Z + 3 #  ) ~@O~QOn]oOda-- 2;+ 3# 

laquel le  do i t  sa t i s fa i re  (sur la  dire  surface)  la  d i l a t a t ion  cubique ,  condui t ,  a insi  

que nous  le verrons ,  g u n  no t ab l e  t r a i t e m e n t  dans  le cas du c o n t o u r  sph~r ique ,  

au  m o y e n  de la  t hgo r i e  des fonc t ions  sph~r iques ,  en u t i l i s an t  1 'express ion  [que 

j ' a i  &ab l i e  a i l leurs  1] g laquel le  on p e u t  r6dui re  le n o y a u  de (I) lo rsque  p r&ise -  

m e n t  le con tour ,  (a), de l ' e space  S (qui es t  occup@ pa r  le solide) soi t  une  sphere .  

N a t u r e l l e m e n t  nous  suppose rons  (e i rcons tance  d o n t  il se ra i t  fac i le  en que lque  

man i~ re  de c o n s t a t e r  la  possibilitY) que les d@placements  sur  le susd i t  c o n t o u r  

sph~rique,  lesquels  on t  ~t~ ass ign~s d ' a v a n c e ,  r e n d e n t  l~g i t ime n o t r e  m ~ t h o d e  de 

a Rivist~ di Matematic~ e Fisica (Circolo matematico-fisico di Messina), volume primo, 
fascicolo 2:o, I926 , pp. 73--74. 

Cfr., g propos du coefficient 7;+/~ qui figure dans (I), un rappel que j'ai fair dans ma 
4r~(J.+ 3/~) 

Note des Rendiconti della R. Aceademia Nazionale dei Lincei de Octobre I925 (p. 247) et aussi 
le mdmoire de M. LICHTENSTEIN Permanente Bewegungen einer homogenen, i~kompressiblen, ziihen 
Fliissigkeit [Matematische Zeitschrift, Band 28 (I928), Heft 3, P. 393.] 

Dans une note, qui paraltra dans les Rendiconti dell'Istituto lombardo di Scienze e Lettere 
(sdance du 2 mai I929) , je traite le probleme intdrieur fondamental du mouvement lent stationnaire 
d'un liquide visqueux dans le cas du contour sphdrique. 
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t ra i tement;  on t iendru pr6sent lu th6orie pour le d@veloppement d 'une fonction 

du point de la sphgre de rayon unitaire en s6rie de fonctions (sph6riques) de 

Laplace avec la mdthode g@n6rale de M. Lichtenstein sur le premier problgme 

uu contour duns 1~ thdorie de l'~quilibre 61~stique. 

$ 

La ~ et 1~ # sont les deux constantes ~lastiques de Lame relatives au 

solide consid@r~; tundis que -//* est une fonction du point de (o) [fonction qu'on 

doit consid6rer connue:  une lois assign@s les ddplacements 

lui m~me, auquel est ~tendue l ' int6grale qui figure duns (:)]. 

L'expression 

O~G (2) 

sur le contour a 

sans parenth&~e, G dtant  lu fonction ordinaire de Green et n se rdf@rant ~ la 

normule (int@rieure) au contour (a) en M (point r~latif s l '~l~ment d ~), r~sulte 

une fonct ion de M e t  du point, 0, situ~ s l ' int6rieur de l'espace S; en outre 

0 
le symbole d'op~ration @0qQ doit @tre individualisd uu moyen de 

~yant ddsigng par ~, V, ~ les coordonndes cartesiennes (ortogonules) d u  point M 

et par x, y, z celles du point 0. 

Or, en ddnotant  par a le rayon de lu sphere et par r lu distance entre les 

deux points M e t  0, nous avons 

O G ae--1 ~ 

69 n a r a 

off 1 ddsigne la distance entre 0 et le centre de lu sphere (centre que nous prenons 

comme origine des coordonn~es). Puis en appliquant l 'opdration 

0 
(f-x) (v-y) 

o 
+ z) 

OG 
cette ~ -n '  j 'obtiens 

I Cfr. L. LICttTENSTEIN, Uber die erste Randwertaufgabe der Elastiziti~tstheorie. [Mathe- 
matische Zeitschrift, Band 2o (:924), Heft I--2, pp. 21--28.] 
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e'est-s 

{ a ~ - - l ~ - - x  2 x }  
y , ( ~ - x )  3 a r ~ a r  ~ 

a S -  ~ x ( x -  ~) 

ou bien 

a ~ -  1 ~ l ~ 2 
3 a-d~.~ +2  (x~+vv+~) 

a r 3 a r 3 

ou bien encore 

a l ~ ~ s  
3 r3 ar  3 (x~+yV+z~) ,  

qui, k euuse de ~2+ V ~ + ~ =  a 2, peut  s'6erire 

l ~ 1 ~ 
- - 2  " ~ - -  

a ~ 3  ' a T 3  

-- l ~ - - 2 ( X ~ + y V + z ~ ) + ~ + ~ + ~  "2 - - 2 - - + 2 ~ ;  
a �9 a r 3 " 

enfin, en rappelant  que 1 ~ x~+.y~+fi, nous avons 

e'est s dire 

I{ } a2--1 ~ 
~,.~ ( x - ~ ) ~ + ( v - ~ ) ~ + ( ~ - ~ )  ~ +~ , .~, 

a 

i o G  
~2 

ar  On 

Nous voulons noter  incidemment  que, de l'6gulit6 

l ~--~a 2 + r  u + 2 a r  cos~ ,  

off fl d~signe l '~ngle entre la normale int6rieure (n) et is  droite 0 M orient6e de 

0 vers M, on t i re  

~ 2 - - a ~  r 
2 COS ~ - -  - -  

et  p~r cons6quent 
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2 0 a*--I ~ I .3[-__. 
O n  a r  3 a t '  

de sorte que, dans le cas present, la (2) peut aussi s'dcrire 

(It 
I , 0 ~" 

a r  ~-40n-n " 

Or nous rappelons que, en d4signant par 0(0) la dilatation eubique eorrespon- 

dant au point int4rieur O, le premier membre de (I), multipli6 par ~+3/*, pro- 

vient du passage g la limite qu'on doit appliquer g 1'expression 

(3Z+ 5")0(0) 4Y QOQ~ 0~~ 

lorsqu'on fair ~endre 0 ~ un point, 0", du contour (e), n'oublian~ pas qne 

lim jffaTa~oa~=s,~o, + JJ~?o~t,~ oao. 

Darts le eas de la sph&re (ainsi que je viens de le montrer) 

donc g pr&ent 

mais 

donc, enfin, maintenant 

O~ G I OG 
- -  4- 

Q O o O n  ar 2 O n '  

J e ~ " ~ = a j j  T j j  ~d~; 

lira 

f f -~ o lim Q OQOn d a  

I1 vient ainsi l'~quation int~grale 

= s ~ o *  + ~- ( fod". ~ j j  r* 
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0* . f fod _ .4., 
4z~a(Z+ 3 # ) j j  r* z+3/~ 

qui repr6sente la (I) du eas aetuel et qui, pour eela, admet une solution unique 

(en base & la nature des eonstantes 2 et /~ de la th6orie de l'61astiei~6). 

* 

Pour simplicit6, en regardant le rayon de la sphb'e comme unitaire (ee qui 

manifestement ne restreint pas la g6n6rMit6) nous 6crirons 

k 0 
~7~.: **, 

avee k-- g +tt et 0 " :  2 ~ . A , .  
X+3/*  ~ + 3 / ~  

Nous 6erirons en outre 

(4) q~ = 2 Yn, 

y ayant omis, pour bri6vet6, l'ast6risque et en entendant (avec manifeste significa- 

tion des symboles) 

Y"-2n+ I f f  oP  (e~ 7)da' 

off Pn repr6sente le polynSme bien connu de Legendre. 

Observons que, en d6signant par E et ~ respectivement le module d'61asticit6 

(module de Young) et le rapport de Poisson, l'on a 

avec la limitation 

~ =  v E  E 

I 
--I<N<-. 

2 

La somme ~ + tt r6sulte pour cela positive; mais, puisque tt aussi r6sulte positive, 

on volt que m~me ~ + 3tt est positive. II s'ensuit que noh'e constante k est un 

hombre positif inf~rieur & l'unitL 
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Or, n'oubliant pas la pr6misse contenue dans le commencement du pr6- 

sent travail, la s6rie qui figure dans le second membre de (4), c'est-g-dire 
oo 

~_j Yn, sera accueillie comme uniform6ment convergente. Attendu qu'on a la 
, ~ 0  

convergence uniforme de cette sdrie lg, nous aurons aussi lu convergence uni- 

forme de la s6rie suivante: 

ao 

~_.jh.Y,~ avec h . - -  I]~ 
n=0 I 

2 n + I  

En effet, assign6 autant petit qu'on voudra un nombre positif (disons-le e), il 

existe ind6pendamment du point de notre sphere un index N tel que l'on a 

[ Yzq+~ + Y~+2 + + Y~+pl  < (~ - k ) ,  

quel que soit l 'entier positif p. Or, s l'expression 

H-~  I hx+l Y~v+~ + h~v+2 Y2v+2 + ' "  + hlv+, Y~+p I 

on peut appliquer un lemme d'Abel 1, puisque les nombres positifs h. sont 

d6croissants et en outre les 

EAT+i, YN+a + Y,~+2, . . . ,  Yx+1 + Y~'+2 + "'" + Y~v+p 

sont routes, en valeur absolue, inf6rieures ~ ( I -  k)s. Pour eela 

H <  (t -- k) e hx+~; 

I 
mais h~,+l ne  surpasse pas ]-~--k' donc 

[ h~,+~ Y~+x + h~v+2 Yx+2 + "'" + h~,+p Y:~+v [ < s 

avec N ind6pendant du point de notre sphgre et avec p entier positif quelconque. 

Cela 6tabli, 

0 =  ~ h~ Y~ 

(3), n'oubliant pas que (le rayon de la sphere 6rant uni- donne la solution de 

tMre} on a 

Cfr. (par exemple) GOURSAT, Cours d'Analyse mathdmatique, tome I, p. 182 (I9IO). 
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r * = V 2 i ~ -  cosT) 

273 

Y,,. 
] / 2  (I COS 7 ) - -  2 7~ -4- I 

Or nous observons que (en supposant 51imin6es les forces de masse)la dilatation 

cubique dans l'espace S r6sulte une fonction harmonique; pour cela 

i f f  o(o)=u  O  ;do. 

Mais, en rappelant la th6orie des fonctions harmoniques en relation aux ddveloppe- 

ments en s6rie de polynSmes harmoniques, choses "s appliquer ici s la fonction 

 //0oo harmonique ~ 0 ~  d a, laquelle prend les valeurs 0 = 0 (0") sur la sphere (a), 

on volt que nous aurons �9 

0(0)= ~h,~ Y,,,1 '~, 

en d6signant par l la valeur num6rique de la distance entre le point 0 et le 

centre de la sphbre susdite (suppos6e de rayon unitaire). 

Apr~s cela l a  d6termination des d@lacements s l'intdrieur du solide 

6iastique se pr6sente imm6diate. 

Messine (Universit6), f~vrier 1929. 
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