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Introduction. 

Dans  un  M6moire I publi6 en I915, • la suite d ' au t res  t r avaux  sur le mSme 

sujet. ~, nous avous ~noncd, pour  les int~grales a p p a r t e n a n t  s une classe tr~s 

6tendue de prob[~mes du Calcul des Variat ions,  le th6or~me suivant :  ))Lorsque 

cer ta ines  condit ions de r6gu la r i t6  sont satisfaites,  l ' in t6grale  en question est 

toujours  une fonc t ion  semi-continue de l '616ment sur lequel elle agit ;  et  l 'on  a, 

pr6cis6ment, une fonct ion semi-continue inf6r ieurement  ou sup6rieurement ,  su ivant  

que le probl~me est r~gulier-positif  ou rdgulier-ndgatif,). Cette mSme proposi t ion 

a 6t6 6nonc~e, en 1922 , dans nos ~Fondament i  di Calcolo delle Variazioni~ 3, sous 

la forme suivante:  ~)... Si ha  perb - -  ~lmeno per  le funzioni  di l inea o superficie 

pifi impor tan t i  che si p resentano  nel Calcolo delle Variazioni  - -  che queste fun- 

zioni godono generalmen~e delia semicont inui ts  superiore o inferiore;  e, con 

magg io r  precisione, sta il fa t to  che della semicon t inmts  godono tu t t e  quelle fun- 

zioni di l inea o superficie che soddisfano a certe condizioni di regolaritS.,~ 

En nous bornan t  aux int6grales  curvilignes, dans  le M6moire que nous avons 

cit6, dans  un aut re  t ravai l  sur ~)La semicontinuit(~ nel Calcolo delle Variazioni~ 4, 

Sur une md, thode directe da Calcul des Variations. (Rend. Circ. Mat. Palermo, r XXXIX 
(I915), pp. 233--264). 

2 Sui massimi e minimi a88oluti del Caleolo delle, Variazioni. (Rend. Circ. Mat. Palermo, t. 
XXXII (I9II), pp. 297--337); Sul easo regolare nel Caleolo delle Variazioni (Ibidem, t. XXXV 
(I913); pp. 49--73)- 

8 Bologna, Zaniehelli; VoL I ,  p. 27. 
4 Rend. Circ. Mat. Palermo, t. XLIV (I92O) , pp. I67--249. 
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et dans le I ~ volume de nos >)Fo~damenti>~, nous avons fair c0nnaltre deux dd- 

monstrat ions diff6rentes du th6or~me dont  nous venous de parler. Comme il 

r6sultera de ce qui va suivre, ces d6monstrations sont aussi parfai tement  valables 

pour les int6grales doubles ou int6grales de surfaces 5. 

qui a d6montr6, darts sa Th~se ~, que l ' int6grale de Aprbs M. Lebesgue, 

surface 

f f f(x, v, z) a ,, 
s 

o3 l 'on suppose f >  o, est une fonetion semi-continue inf6rieurement, nous de- 

vons citer, g propos de la semi-continuit6 des intdgrales doubles, MM. Goursat, 

Radb, Haar .  

M. Goursat  7, en s 'appuyant  sur l 'hypothbse qu'il existe, pour la  fon ction 

f ( x ,  y, z,p, q), deux nombres positifs a, fl, tels qu'on air toujours 

(o:) u ~ f ~  + 2 uv  f~q + v~ f~q >- ~ u ~ + f lv 2, 

pour t o u s l e s  points (x, y, z) qu'il fau t  eonsid6rer et quelles que soient les valeurs 

p e t  q, a 6tabli la semi-continuit6 inf6rieure de l ' intdgrale 

fff(x, y, z,p, q)dx dy, 
D 

pour route fonction z (x, y) continue, avee ses ddrivdes partielles du I er ordre p (x, y) 
et q(x, y), darts tout  le domaine D. 

L'6tude des t ravaux de Z. de GeScze sur la quadrature des surfaces, a amen6 

M. Radb s g dgmontrer que les int6grales 

2) D 

Nous 6tudierons d 'une fagon gdndrale les intdgrales doubles ou de surfaces dans le 3 ibme 
volume (en pr6paration) de nos ,,Fondamenti,>. 

Intdgral, Longueur, Aire. (Annali di Matematica, S. III ,  T. VII  (I9O2), pp. 231--359). 
7 Sur  quelques fonct ions de lignes semi-continues. (Bull. Soc. Math. de France, t. XLI I I  (I915), 

pp. I I8--I3O). 

Bemerku.g ~b~r ,Ta~ f f (I + . 2 +  q2)~,/~ dx  dy. (Math. Zeitschr., Bd. 26 ( I 9 2 7 )  , 
8 

pp. 4o8--416). 
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son~ semi-continues inf6rieurement dans la elasse des fonctions z(x, y) qui saris- 

font, dans D, g une condition de Lipschitz 

[z (x~, y , ) - -z  (x~, y~)[--< 1/(a~ ', --x,a) ~ + (y,--y~)~ L [z], 

L [z] &ant  une eonstante finie, qui n 'est  pas n6cessairement la m@me pour routes 

les fonctions z(x, y), Plus g6n&alement,  M. Haar  9 a d~montr~ que, si f (p ,  q) 
est fonction seulement de p e~ q, et si elle satisfait  toujours aux in6galit6s 

(~) f~vfvq--f~q>O, f ~ > o ,  

l ' int4grale 

f f /(p, q)dx dy 
I )  

est semi-continue inf&ieurement  darts la classe des fonctions z (x, y) satisfaisant 

l ' inggalitd (y). 

Aprbs ees travaux, il reste encore g dSmontrer la semi-continuit6 de l ' int& 

grale (~) pour la classe des fonctions z (x, y) qui ont  la m~me g6n6ralit6 que les 

fonctions y (x) que nous avons &udi6es dans nos )>_~bndamenti>>. Dans cet ouvrage, 

nous avons &abli la semi-continuit6 de l ' int6grale quasi-r~guli&e 

b 

f f ( x ,  y, y') dx,  
a 

par rapport  aux fonctions y (x) absolument continues dans l ' intervalle (a, b) et 

telles que f (x ,  y (x),y' (x)) soit intdgrable darts (a, b). Comme il suit des recherches 

de M. Lavrentieff  1~ ces fonetions y (x) donnent  la classe la plus &endue que l 'on 

puisse consid6rer darts le Calcul des Variations. D 'autre  part, on est amend 

ndcessairement g cet~e classe de fonctions si l 'on veut &udier par les m&hodes 

direetes,  et avec route g6n&ali t6 ,  les prob!bmes du Calcul des Variations. 

Four  l ' intdgrale double (~) les fonetions z(x, y) les plus g6n&ales que l 'on 

rencontre dans les m&hodes directes du Calcul des Variations sont les fonctions 

absolument continues, suivant la dgfinition que nous en avons donn6e dans nos 

Uber das Plateausehe .Problem. (Math. Ann., Bd. 97 (I926), pp. I24--I58). 
lo Sur quelques probl~mes du Calcul des Variations. (Annali di Matematica, S. IV, T. IV 

(I926--1927), pp. 7--28). 
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recherches sur la quadrature des surfaces~;  et il est bien entendu que, parmi 

ces fonctions, on doit consid~rer seulement celles pour lesquelles f ( x ,  y, z (x, y), 

p(x ,  y), q(x, y)) rdsulte intdgrable d~ns le domaine donn6 D. C'est pr~cisdment 

pour la classe de ces fonctions que nous allons d~montrer la semi-continuit~ de 

l 'intdgrale (~), cette intdgrale 6rant suppos~e quasi-rdguli~re i~. 

w ~. G~n~ralit~es. 

~. - -  D o m a i n e s  o u v e r t s  bombs.  

Nous dirons qu'un ensemble D de points du plan ( x , y ) e s t  un domai~e 

ouvert born6 : 

I ~ si tous ses points sont des points intdrieurs s l 'ensemble (c'est-~-dire si 

tout  point de D est le centre d 'un cercle qui ne contient que des points de D); 

z ~ si tous ses points sont des points int~rieurs s un carrg Q, convenablement 

ehoisi dans le plan (x, y). 

O n  a, par exemple, un domaine ouvert born6 si l 'on consid~re rensemble 

des points intdrieurs s un cercle, ou s une ellipse, ou 's un rectangle, ou s une 

courbe simple de Jordan,  etc. 

Iqous pouvons toujours supposer que le cart6 Q air ses cStgs parall~les aux 

axes x, y. Dans cette hypoth~se, divisons Q en 4 n carrds 6gaux (n entier positif), 

e~ parmi ces petits carrds considdrons ceux don t  les points sont tous des points 

de D. lls donnent,  par tous leurs points, un ensemble (born6 et fe rmd)que  nous 

appellerons Fensemble D~, intdrieur ~t D. I1 est bien ~vident que tout  point de 

D~ est aussi un point de D~+I; en ou~re, si P est un point de D, il existe un 

entier positif n' tel que, pour tout  n > n ' ,  19 appart ient  s D~. L'ensemble D est 

donc la somme d'une infinitg ddnombrable de petits carrds, et la mesure de D ,  

est, pour tout  n suffisamment grand, aussi pros que l 'on veut de la mesure de D. 

z .  - -  F o n c t i o n s  a b s o l u m e n t  c o n t i n u e s .  

Soit z(x, y) une fonction ddfinie dans un domaine ouvert born6 D. Si Y0 

est l 'ordonnde d 'un point de D, l ' intersection de D avec la droite Y=Yo est formde 

par un nombre fini ou une infinit6 ddnombrable de segments ouverts s~, s~ , . . ,  s~ , . . . .  

Considdrons un segment s~. La  borne supdrieure de la variation totale de z (x, Y0) 

sur tou~ segment intd~ieur s si est ce que nous appelons la variation totale (lind- 

11 S ur la quadrature des surfaces. (Comptes rendus, t. I82 (I9z6), pp. II98--I2OO). 
1~ L'intdgrale (~) est certainement quasi-rdguli~re 2osilive si l'indgalit6 (u) est satisfaite. 

m~me pour le cas des indgalit~s (~). 
De 
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aire) de z (x, y) sur le segment ouvert  &.. La  somme des variations totales (lin& 

aires) correspondantes  g t o u s l e s  segments sl, se , . . . ,  s i , . . ,  est la variation totale 

(lindaire) de z (x, y) sur l ' intersect ion de D a v e c l a  droite Y=Yo. Nous d~signerons 

cette somme (finie ou non) par  la nota t ion V(~)(Yo). On d~finit de l~ m@me fa~on 

la variation totale (li,~aire) V(v)(~0) de z(x,y)  sur l ' intersect ion de D avec la 

droite x=xo.  

Cela pos~, nous dirons que z (x, y) est une fovction ~ variation bor~e dans 

le domaine ouver t  born6 D si V(,)(y) et V(v ) (x)sont des fonctions,  respect ivement  

de y e t  de x, finies presque par tout  et par tou t  intdgrables ~3. 

Revenons au segment ouvert  si. Si z(x,  y0) est une fonct ion (de x) absolu- 

ment  cont inue sur tout  segment int~rieur g si, nous dirons que z(x, Yo) est ab- 

solument cont inue sur le segment ouvert  si. Lorsque z(x, Yo)est absolument  con- 

tinue' sur tous les si, nous dirons que cette fonct ion de x est absolument  cont inue 

s u r  l ' in terseet ion de D avee la droi te  Y=Yo. Nous dirons, enfin, que z (x ,y )  est 

une fonetion absolument continue dans le domaine ouvert bored D: 

I ~ si elle est continue et s variat ion born@e dans D;  

2 ~ si, pour  presque routes les valeurs de Y0 et de x 0, z (x, Yo)et z (x0, y ) s o n t  

des fonctions (respectivement de x et de y) absolument  continues sur les inter- 

sections de D avec les droites Y-Yo  et x~-x  o, respectivement.  

I1 est bien ~vident que toute  fonct ion continue dans D, ayan t  par tout  des 

d&iv~es partielles du i er ordre bornges, est une fonct ion absolument  cont inue 

dans D. De m~ine pour  route fonct ion continue satisfaisant  g la condition de 

Lips chitz. 

Si z(x,  y) est absolument  continue dans le domaine ouvert  bornd D, il r& 

sulte tr~s faci lement des ddfinitions donn~es que: 

Oz Oz 
a) les d@riv6es partielles p =  Oxx' q = t ) y  existen~ finies presque par tout  

dans D ; 

' b) ces d4rivdes sont int4grables dans D et l 'on a 

D 29 - - ~  

+ m  

D D - -00  

L~ Nous consid6rerons toujours, dans ce qui va suivre, l'int6grale au sens de M. Lebesgue. 
42--28583. A c t a  m a t h e m a t i c a .  53. I m p r i m ~  le 4 d~cernbre  1929. 



330 Leonida Tonelli. 

c) pour  presque toutes les valeurs de Yo, on a 

92 2 

951 

,Yo), 

(xl, Y0) et (x~, Y0) 6tant  les extrdmit5s d 'un  segment ferm6 quelconque appar tenan t  

s l ' intersect ion de D a v e c l a  droite Y=Yo; de m~me, (x0,y~) et (Xo, y~) 6rant les 

extrdmit6s d 'un  segment ferm5 quelconque appar tenan t  s l ' in tersect ion de D avec 

la droite x=xo,  on a, pour  presque routes les valeurs de x o, 

Y~ 

q (Xo, y) dy=  (x0, (s0, y,). 
y a  

I ]  

Yl 

3" - -  L ' i n t 6 g r a l e  d o u b l e  ID [Z]. 

Soit f ( x ,  y, z,p, q) une fonct ion finie et continue, avec ses d6riv6es partielles 

fp, fq, fp~, fpq, fqq, pour tout  po in t  (x, y) du domaine ouvert  born4 D et pour  

routes les valeurs finies de z,p, q l~. Consid6rons lm classe ~ des fonctions z(x,  y) 

d~finies et absolument  continues dans D, et telles que l ' int6grale double 

1) 

a z  Oz 
soit finie. Nous avons pos6 ici p :  O x '  q=o-y  pour  tout  point  de D off - -  

ex i s t e n t  finies, et p = o ,  q----o dans les autres points de D. 

Nous dirons que l ' int6grale ID [z] est quasi-rdguli~re positive si l 'on a 

Oz Oz 
Ox 'Oy  

(i) 

pour  tou t  point  (x, y) de D et pour  routes les valeurs de z,p, q. 

D'apr~s la formule  de Taylor,  on a 

(2) f (x ,  y, z, p, q)=f(x,  y, Z, po, qo)+ (P--Po)fp (x, y, z, po, qo)+ (q--qo)fq (x, y, z, Po, qo) 

i I ~ 
+ ~ (P--Po) f ,p  (x, y, z, p, ~) + 2 (P--Po)(q--qo)fpq (x, y, z, p, ~) 

(q--qo)2 fqq (x, y, z,p, q)~, 
% 

+ 
) 

~4 I1 est entendu que l'on considere la continuit~ par rapport h (x, y, z,p, q). 
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p, q 6rant des valeurs convenablement  choisies. En in t roduisant  1~ fonct ion de 

Weiers t rass  

(~, v, ~; po, qo; p, q) =-f  (~, v, ~, p, q ) - f ( x ,  v, ~, po, qo)- (p-po) f~ (~, v, ~, po, qo) 

--(q--qo)fq (x, y, z, Po, qo), 

nous avons donc, si l ' int6grale double I9  [z] est quasi-r~guli~re positive, 

(3) ~ (x, y, z; po, qo; p,  q) -> o. 

Dans eette in6galit6, (x,y) est un point  quelconque de D, et Z, po, qo,P,q sont 

des valeurs finies arbitraires.  

I1 est utile de remarquer  que, au moyen de la fonct ion de Weierstrass,  nous 

pouvons substituer, au d6veloppement (2), la formule 

(4) f ( z ,  y, z, p, q) =f (x ,  y, z, P0, qo) + (P--Po)f~ (x, y, z, P0, qo) + (q--qo)fq (x, y, z, P0, q0) 

+ @ (x, y, z; P0, q0; P, q). 

4. - - L a  semi-continuitY. 

On dit  que l ' int6grale double I1)[z], que nous avons d6finie au n. 3, est 

semi-continue inf6rieurement si, 6rant donn6e une fonct ion quelconque z 0 (x, y) de 

la classe ~ (n. 3), on peut  f~ire correspondre s Lout hombre e > o  un  e > o  tel  

que l 'on si t  

J 

pour routes les fonctions z(x,  y) de la classe (~ satisfaisant,  toujours  dans D, 

l 'in6gMit6 

Iqous allons 6tudier par  deux m6thodes diff6rentes la semi-continuit6 des 

int6grMes quasi-r6guli~res. 

w 2. Premiere  m~thode ~5. 

5. - -  Hypotheses  suppl~mentaires. 

Dans tou t  ce w 2, nous supposerons clue la f o n c t i o n f ( x ,  y, z,p, q), consid6r6e 

au d6but du n. 3, v6rifie aussi les hypotheses suivantes: 

10 BTous avons expos6 cette m~thode pour la premiere fois, et pour les int6grales curvilignes, 
en 1915 (volt 1. c. i). 
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i) on a toujours  f (x ,  y, z, p, q) >_ ST, N 6tant un nombre fixe; 

II)  ~ tout  nombre positif  Z on peut faire correspondre trois nombres a >  I, 

# > o ,  - / />o ,  tels que, pour  chaque point  (x,y) de D, les in6galitds 

^ 

entralnent  
l~l-<z, Iplelql>--a, 

f(~, v, ~, I~, q )>- ,  { Ip l~+lql~} .  

Nous supposerons, en outre, que l ' int6grale [D [z] soit quasi-r6guli~re positive ~6. 

6. - -  R e m a r q u e .  

Soit z(x, y) une fonction quelconque de la classe ~ (n. 3), et appelons Cn 

l 'ensemble compl6mentaire, par rapport  s D, de l 'ensemble D~ intdrieur ~ D 

(n. I). Avec les notat ions 

I~n[z]=-- f f.f(x,y,z,p,q)dxdy, 
D n 

Ic;, [z] ~-- f f f(x, y, z,p, q) dx dy, 
Cn 

nous pouvons dcrire 

I .  [~]=z.,, [~] +lon [~], 

off, en vertu de l 'hypothbse I), la troisi~me intdgrale satisfait  ~ l'indgalit6 

I ~  [~] _> Nm (r 

m(Cn) 6rant la mesure de Cn. Pour  n--~ ~ ,  on a m(C~,)--+o, donc, ~ tout  nombre 

a > o  on peut  fuire correspondre un entier positif n0 tel que l 'on air N m ( C n ) > - a  

pour tout  n > n  o. On aura ainsi 

pour  tout  n>'no et pour route fonetion z(x, y) de la elasse 6. 

Soit maintenant  z o (x, y) une fonction donn6e de 6 .  De m (C,~)--+o nous t irons 

Ic,~ [Zo]-~ o; 

1~ Un exemple d~ns ]equel routes les hypotheses ci-dessus indiqudes sont vdrifides est fourni 

par l'intdgrale classique ff ( p ~ + q ~ ) d x d y .  

D 



Sur la semi-continuit6 des int6grales doubles du calcul des variations. 333 

nous pouvons donc d6terminer  un  nombre  ent ier  n 1 (que nous supposerons plus 

grand que %) tel que l 'on air, pour  n > n l ,  

En d6finitive, 6tant donn6e une fonct ion z 0 (x, y) de ~, nous pouvons affirmer qu'g 
6 �9 

tou t  hombre a > o ,  on peut  faire  correspondre un ent ier  positff ~1 tel que l 'on air 

pour t o u t  n > n  1 et pour  route fonction z ( x , y )  de la classe ~. I1 s'en suit que, 

pour  d~montrer  la semi-continuit~ inf&ieure  de l ' int~grale ID, il suffit de ddmontrer  

la semi-continuit5 inf&ieure  de ID~. 

Si, g present,  nous remarquons  que D,~ est la somme d 'un nombre  fini de 

carr~s s cbt~s parall~les aux axes x, y, nous pouvons conclure que 1~ d~monstra- 
�9 P " ~"  P O "  t ion de la semi-continuitd m f e n e u r e  de 1 m t % r a l e  ID sera achev~e lorsque nous 

aurons d~montr6 la m~me semLcontinuit~ pour  l ' int~grale Iz  dtendue g un carr~ 

quelconque d,  g c5tgs parall~les aux axes x, y, compl~tement int~rieur au do- 

maine D. 

7. - -  Lemme. 

Nous nous appuyerons sur le lemme snivant:  

Soit q~ (x, y) une fonction born& et int~grable dans le cm'rd H int&ieur ~ D. 

Si  H et a sont deux hombres donn& tels que H >  o, a > I, (~ tout ~ > o il est possible 

de faire  correspondre un t )>o  tel que l'ou ait 

~ (x, Y) Oxz dx dy ~, 

d 

~)OUF 

aux i*~galit& 

toutes les fonetions z (x, y) absolument continues dans D, satisfaisant dans d 

d 

Nous allons d6montrer  cette proposition. 

Soit  M le maximum de [q~ (x, y)[ dans le carr~ H. 

une suite de polynomes 

Nous pouvons construire  
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n, (~, y), n. (x, y),..., ~ (~, y),.... 

sa~isfa isunt  uux  cond i t ions  su ivan tes :  

- -  o51 u [ H,, (x, y) [ <_ 3l,  duns t o u t  le carr6  J ;  

- -  p o u r  n--~or on ~ Tl,~(x, y ) - ~ 9  (x, y), p r e s q u e  p u r t o u t  duns  L/17. 

A l ' a ide  du p o l y n o m e  /L~ (x, y), nous  pouvons  6crire 

iff .ox"'.l'ffl.-'.Ii i'x'.+ijj ..x 
,I d d 

off l ' on  a, en ve r tu  de l ' in6gal i td  de Schwarz-H51der ,  

f f  I"] [ff '  " ]~ ]1 
, /  . /  z/ 

Chois issons  ~z assez g r a n d  p o u r  que le p r e m i e r  f a c t e u r  du  second m e m b r e  
1 

de ce t t e  in6gal i td  soi t  p lus  pe t i t  que  e : 2 H  a. Alors  nous  uvons  

[ff .. 
J J 

Mais ,  avec  une  in tdg ru t ion  p a r  par t ies ,  il v i en t  

Iff 
J 

d 

c 

d 

<- z M e  (d--c)  + 2 q)e~t is, 

�9 $ t an t  le m a x i m u m  de ] - ~ - x  duns  J .  E n  s u p p o s u n t  

e < , :  4 ( i ( d - - c ) +  a)~,), 

nous  conc luons  donc  "s l ' indga l i t6  (5). 

~7 Voir L. Tonelli. - -  Sulla rappresentazione analitica delle funzioni di pilt variabili reali. 
(Rend. Circ. Mat. Palermo, t. XXIX (I9IO), pp. 1--36). 

~s (a, c) et (b, d) sont les sommets de d de coordonn~es minima et maxima. 
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8. - -  D 6 m o n s t r a t i o n  de l a  s e m i - c o n t i n u i t e .  

Comme nous l 'avons ddjg remarqud au n. 6, tout  revient "2 d&nontrer que, 

si z o(x,y) est une fonction donn6e de la classe ~ (n. 3), et si J e s t  un carr6, 

g cbt6s parallbles aux axes x et y, intdrieur au domaine D, g tout  nombre e > o  

on peut faire correspondre un e > o  tel que l 'on air 

(6) 5 [~] > ~r~ [~o]- ~, 

pour routes les 

l'in~galit~ 

(7) 

fonctions z(x, y) de la classe (~, satisfaisant toujours dans D g 

Remarquons d'abord que route fonction z(x,y) de ~, te l le  que l 'on air 

v~rifie certainement l'in~galit5 (6). I1 suffit donc 

z (x, y) de (~ telles que 

(8) 2r~ [~] < I ~  [~0]. 

de se borner aux fonctions 

Soit R un nombre pos!tif et appelons E l 'ensemble des points de J off les 

0 Zo 0 zo 
d~riv~es partielles Po ~ x x '  qo ~ y  existent routes deux et v~rifient les inSgalit~s 

Ipol_<R,  Iqol_<R. Pour R - ~ +  ~ ,  on a 

m ( E ) - ~ ,  

f f f(x,V, Zo,Po, qo)axdy~I~[~o]. 
E 

En vertu de l 'hypoth~se I) du n. 5, &ant  donn~ un nombre a > o ,  nous 

pouvons donc choisir R assez grand pour que l 'on air 

(9) 
E 

pour routes les fonctions z (x, y) de ~ satisfaisant g l'in~galit~ (8). 

Au moyen de la formule (4) et en remarquant  que," l ' int~grale Is  [z] &ant  

quasi-r6guli~re positive, on a l'in~galit~ (3), nous tirons de (9) 
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E 

+ f f ((p--po) f ,  (x, y, z, po, qo) + (q--qo) f~ (x, y, Z, po, qo)} dx dy--o. 
E 

En ver~u de la continuit6 de f ,  fv, fq, si le nombre Q est suffisamment petit 

et si z (x, y) v6rifie l'in6galit6 (7) dans J ,  nous ~vons uussi 

.E 

+ qo)+(q-qo)fq(x,y, zo, poqo)}dxdy. 
E 

Consid6rons muinten~nt un nombre Z > o  tel que l'on sit 

IZo(X,y) l+ ~ < z ,  

pour tout point de .4, et supposons Q< I. Alors, des hypotheses I), II) du n. 5, 

il suit, d'~pr~s une in~gMit6 bien connue, 

[f  f f 
.,t ,,t J 

c'est-?~-dire, en vertu de (8), 

(II) j 'f  lP--Pol=d dy --H, 
d 

off l'on a pos6 

I Id[ZO] + I ] 

De m~me, nous avons 

,,t 
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et nous  pouvons 6crire aussi 

( I 2 )  f f {Ip'pol+lq-qol} dx dye2 
.,t 

Des in6galit6s (II), (II') nous tirons, ~ l'aide du lemme dun ."  7,  et pourvu 

que Q soit suffisamment petit, que la derni6re int6grale de (IO) est, en valeur 

absolue, plus petite que a, pour route  fonction z (x, y) de G, v6rifiant les in6galit6s 

(7) et (8). Nous avons donc, s cause de (io) et (i2), 

[Zo] > - 3  2 ( H +  

ce qui prouve l'in6galit6 (6). 

On peut conclure par le th6orSme suivant: 

Si f ( x ,  y, z, p, q) est une fonction finie et continue ainsi que ses dgrivdes parti- 

elles fp, fq, fpp, fpq,fqq, pour tout point (x ,y)  du domaine ouvert born~ 1 ) e t  pour 

routes les valeurs finies de z, p, q; 

si l'on suppose v&'ifi~es les hypoth&es I), I I )  d u n .  5; 

si, enfin, l'intdgrale ID [z] est quasi-rdguli~re positive, cette intdgrale est semi- 

continue inf5rieurement pour route fonction z (x, y) absolument continue dans D et 

telle que ID [z] soit finie. 

~ous  pouvons remarquer que, dans cet ~nonc6, il n'est nullement n6cessaire 

de supposer l'existence des d6riv6es partielles fpp, fm ,  fqq, si, au lieu de d6finir 

le int6grales quasi-r6guli~res positives moyennant les in6galit6s (i), nous les d6- 

finissons par l'in6galit6 (3). 

w 3. Seconde m6thode~9. 

9 .  - -  N o u v e l l e s  hypothbses. 

•ous supposerons dans ce qui va suivre, jusqu'au n. 13 (compris), que la 

fonc~ion f ( x ,  y, z, p, q) consid~r6e au d6but d u n .  3, v6rifie aussi la condition I) 

du n. 5 (f>---AN) et que les d6riv6es partielles fp~,fqy existent finies et contiuues 

1~ ~ o u s  avons  fair conna i t re  ce t te  m6 thode  pou r  la  premiere  fois, et  pour  les in t6gra les  

curv i l ignes ,  en  192o (voir 1. c. 4). M. Rousse!  (Recherches sur le calcul des variations,  J o u r n a l  de 

M a t h 6 m a t i q u e s ,  S. 9. T. V (I926), pp.  395--462) ,  dans  1~ d 6 m o n s t r a t i o n  de ce qu ' i l  appel le  le thdo- 
r~me de Tonelli ,  a u t i l i s6  cet te  m~me  m6thode .  

4 3 -  28583. Acta mathematica. 53. Imprlm6 le 4 d6cembre 1929. 
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pour tout  point (x, y) de D et pour routes les valeurs finies de z, p, q. En outre, 

nous supposerons toujours que l ' intdgrale ID[z] soit quasi-rdguli~re positive ~~ 

Remarquons tout  de suite que, puisque ce qui a 6t6 dit  au n. 5 n 'est  qu'une 

simple cons6quence de l 'hypoth~se I), nous pouvons, m6me dans le cas ~ctuel, 

nous borner g la d~monstration de la semi-continuitd de l ' int6grale Iz  [z], d 

d~ant toujours un carr6 quelconque, ~ cStds parall~les aux axes x, y, int6rieur 

au domaine D. 

I o .  - -  L e m m e .  

Nous utiliserons le lemme suivant:  

Si t ) (x, y, z) et Q (x, y, z) sont deux fonctions continues, ainsi que la ddrivge 

partielle 0 Q Ox' pour tout point (x, y) de J e t  route valeur finie de z, l'int~grale 

3~[z]~ f f [P(x,y,z)+ Q(x,Y,z)~ldxdy 
,1 

est continue dans la classe ~' des fonctions z (x, y) continues dans tout J et absolu- 

ment continues dans le domaine ouyert correspondant. 

Envisageons une fonction z0(x , y ) d e  la classe ~'. I1 faut  d6montrer qu '~  

tout  ~ > o  on peut faire correspondre un Q>o tel que Yon air 

(~3) I ~  [ ~ ] - ~  [zo] I<~, 

pour route fonction z (x, y) de ~'  satisfaisant dans d s l 'in6galit6 

(14) I Z (~, y)-~o (~, y)I<e. 

En vertu de la continuit6 de P(x ,  y, z) et en supposant e suffisamment petit, 

nous pouvons dcrire, pour route fonction que nous venons d'indiquer, 

8 
13~ [z]- 3~ [z0] I< ~ + 

d b b 

O ex_ f 
c a a 

d'ofi, en uti l isant  la formule de Green 21, 

so Par exemple, pour l ' in~gra le  I I V I  +p~+q~ dxdy toutes les conditions ci-dessus indi- 

D 
qu6es sont v6rifi6es. 

sl Comparez uos ,,Fondamenti,,, Vol. I, pp. 387--388. 
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+ (a-~)  ( M e  (b--~) + 2 M~ )  I ~ [~]-- ~ [~o] I < 2 

[oQ[ 
M 6rant un nombre plus grand que les maxima de [Q (x, y, z)[ et de Oxx ' pour 

tout  point (x, y) de d et tout  z compris entre le minimum de Zo(X , y ) - -Q et  le 

maximum de Zo(X,y)+Q. Donc, si Q est suffisamment petit, on a l'in6galR6 (I3). 

I I. - -  D6monstra t ion de la semi-continuit6 pour  zo (x, y) sa t is fa isant  ~ la 

condit ion de Lipschitz.  

Nous supposerons, dans c e n .  I I, que la fonction z o (x, y) de la elasse ~ (n. 3) 

v~rifie la condition de Lipschitz 

(I5) I *o (~', v ' ) -~o (~, y) l<  K V'Cx'--x) ~ + ( y ' - - ~ ,  

dans tout  le domaine ouvert born6 D. 

Nous pouvons alors eonstruire 2~ une suite de polynomes/ /1  (x, y), H~ (x, y ) , . . . ,  

/ / ~ ( x , y ) , . . .  satisfaisant aux conditions suivantes: 

I ~ pour n--* 00, on a // ,~(x, y)---~Zo(X , y), uniform6ment dans tout  le carr6 d ;  

2 ~ ) , OH,~ Oz o 
p,~ (x, v) =- ~x ~po (x, v )~  Ox'  

0 I1~ 0 z o 
q~ (~, v)=- o ~  -~ q~ (~' v)-= o y '  

presque par tout  dans d ;  

3 ~ il existe un  hombre K ' > K  tel que 

(I6) Ipn(x,y)l<K', Iq,~(x,y)l<K', 

partout  dans d et pour toutes les valeurs de n. 

Si donc nous nous donnons un nombre ~>o ,  nous pouvons choisir n de 

fagon que l 'on air 

(I7) I,o (x, v)-n~(x,  v)I<,,, 

partout  dans z/ e$ 

(I8) I.Po (X, y)--~3n(X, y)I<(~, I qO (X, y)--qn(X, y)I'~O, 

~ Voir 1. c. '~ 
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d~ns tous les points d 'un ensemble E, appur tenant  s d ,  de mesure re(E) 
> J ~ a .  

Cela pos~, nous allons d tud ie r  la diffdrence I.j[z]--I~[Zo], off z(x ,y)  est une 

fonction quelconque de la classe ~. La  formule (4) nous donne 

(I9) f (x, y, z, p, q)= f ( x ,  y, z, p.~ (x, y), q,, (x, y)) 

+ [p-~o. (~, y)]f~ (x, y, ~, p .  (~, u), q. (x, u))+ [q-q,~ (~, y)]f~ (z, u, z,p,~ (x, y), q,, (x, y)) 

+ ~ (~, u, z; pn (~, y), q,~ (x, y); p, q), 

pour  tout  point  (x, y) de J e t  pour routes les valeurs de z,p,  q; et, en vertu de 

(3), l ' int6grale ID[z] 6rant par hypoth6se quasi-r~guli~re positive, nous avons 

toujours  

~(~, y, ~;p,~(x, ~), q.(~, y);p, q)->o. 

D'aprbs (19) nous avons aussi, pour la fonction Zo(X,y), 

, /  

(x, y, ~0 (x, u);p.  (x, y), q. (x, u); po (x, u), q0 (x, y)) dx du 

< 4  ~M.~ (E)+ s ~7' i {~,--m (E)} 

< 4 a d]l (.d + 2 K'), 

M ~t~nt un nombre plus grand que les maxima de ]fp(x,y,  Zo (X, y), p, q) ] e t  
[fq (x, y, Zo (x, y), p, q)[ pour  (x, y) duns z/ et I P I --< K',  I q ] < K'.  

En util isant encore la formule (19) , nous pouvons doric 6crire 

�9 

J 

( f ( x ,  u, z, pn, q,~) + (P--p,,)/~ (X, ~, Z, ~,,, q,,) 

+ (q--q.)f~ (X, y, ~, p., q,,)} dx  du 

y, ~o, p., q.) + (po-p . ) f~  (x, y, ~o, p.,  q.) 

--4 o 'M(J+ 2/ ' ) ,  

+ (qo-q.)f~ (~, y, ~o,p., ~.)} d~ dy 

et le lemme du n. ~o nous donne ~lors 

/ z  [z]--Ia [Zo] > - - a - 4  a M ( d  + 2 K'), 

pour  route fonction z (x, y) de la classe ~ v6rifiant par tout  duns d t 'indgalit6 
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pourvu que e soit suffisamment petit. La  semi-continuit6 de ID [z] est ainsi 

6tablie pour la fonction Zo(X,y ) de la classe (~, satisfaisant ~ l 'indgalit6 (~5)- 

1 2 . -  Ddmonstration de ta semi-continuitd si f~,fq sont bornds, pour z 

bornd. 

Avant  d 'aborder le eas g6n6ral, i[ nous sera utile d'6tudier les int6grales 

ID[z] qui satisfont ~ une condition suppl6nlentaire particuli~rement importante.  

Nous supposerons done, dans ce n. 12, que - -  les conditions d u n .  9 6rant 

toujours remplies --  s tout  hombre positif Z on peut faire correspondre un hombre 

positif M tel que l 'on air 

[fi,(x,y,z,p,q)[<M, [fq(x,y,z,p,q)[<M," 

pour tout  point (x,y) de 3 ,  pour ]z]<_Z, et pour routes les valeurs finies 

de p, q~3. 

z 0(x, y) 6taut une fonetion donn6e quelconque de la elasse ~, nous pourrons 

encore ~4 construire un polynome lI~(x,y) satisfaisant aux in6galitds (I7) , (18). 

Au lieu des in6galit6s (I6), qui ne seront plus satisfaites darts les conditions 

actuelles, nous pourrons supposer 25 v6rifides les in6galitds 

f f lpol  xdy<, , f f Jqoldxdv<o, 
C(E) C(E) 

C(E) C(~) 

C(E) 6rant l 'ensemble compl6mentaire de E par rapport  s d .  

Cela pos6, et en supposant, dans J ,  I zo (x, y) ]< Z, on peut suivre jusqu'~ 

la fin le raisonnement  d6js fair au n. I I, avec le simple remplacement de (20) 

par l'in6galit6 

~ On est  dans ce cas si l 'on ,% par  exemple, 

ID[z]=- f f vi+p~+q'~dxdy. 
D 

~4 L. Tonelli. - -  Sopra alcune proprieth di un polinomio di approssimazione. (Rend. R. Accad. 
Lincei, Vol. I I I ,  S. 6 (I926) pp. 714--719). 
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ff 
, t  

(x, y, s0 (~, y);p.  (x. v), q,, (x, v);po (x, v), q0 (~, y)) d~ dv 

< 4  a M m  (E) + 8 a M < 4  a M(,d + 2). 

On d6mont re  ainsi, dans les conditions actuelles, la semi-continuit6 inf6rieure 

de ID [z] pour  route fonction zo (x, y) de la classe 5. 

I3. - -  D~monstra t ion de la semi-continuit~ dans le cas g~n6ral. 

Le cas consid6r6 dans le n. pr6c6dent nous permet  d'~puiser faci lement le 

cas g6n~ral. 

P o s o n s  

f ( x ,  y, z, p, q) ~ f ( x ,  y, z, p, q) --  { f (x ,  y, z, o, o) + p fp  (x, y, z, o, o) + qfq (x, y, z, o, o)}, 

f f ?(x,y, ,p,q)dxdy 
`1 

Alors, par le lemme d u n .  IO, la difference I`1 [z]--f`1 [z] est continue pour 

route fonction z (x, y) de la classe 5, et la ddmonstrat ion de la semi-continuit5 

de I`1 [z] est ramen~e bo' celle de la semi-continuit6 de i`1 [z]. 

Remarquons  que la fonction j~ vdrifie routes les conditions que nous avons 

dnonc6es pour la fonction f ;  en outre, on a toujours,  en ver tu de l 'in6galitd (3) 

et de la formule (4), 

j~(x, y, z, o, o) = o, f ( x ,  y, z, p, q) >-- o. 

Soit main tenant  z 0 (x, y) une fonction de la classe 5 et, dtant donn6 un nombre 

a > o ,  choisissons R suffisamment grand pour que l 'on ait 

(2I) [ f /fi(x,y, Zo, po, qo)dxdy-- f f f(x, y, Zo, Po, qo)dxdyl<a, 
`1 E 

/i: grant l 'ensemble des points de J off les d~riv6es partielles/90 (x, y), q0 (x, y)exi-  

stent  finies et vdrifient les in6galit~s 

Ipo(x,y)l<--R, Iqo(x,y)l<--R. 

Si Z e s t  un hombre positif plus grand que le maximum de [z o(x;y) l + I  
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dans J ,  il est toujours  possible de construire une fonetion g (x, y, z, p, q)v6rifiant 

les mSmes conditions que f ( x ,  y, z ,p,  q) et telle que l 'on air, pour tout  point  (x, y) 
de J et pour  [zl  -<Z:  

a) g = S  pour p~ + q* < 2 R ~ ; 

b) o < g - - < S  pour p ~ + q 2 > 2 R  ~; 

c) I .qp (x, y, z, p, q) ] < M, ] gq (x, y, z, p, q) ] < M, pour  routes les valeurs finies de 

p et q, M 6rant un nombre convenablement  choisi. 

D'aprbs ee que nous avons ddmontr4 au n. I2, l ' int@rale 

,,:1 

est semi-continue inf6rieurement. II noas  est done possible de choisir Q positif, 

plus peti t  que I, de telle fa?on que l 'on air 

r~ [~] > z'~ [~0] - ~, 

POUr route fonction z(x,  y) de la classe ~, sat isfaisant  ~ l 'in6galit6 

(22) I~ (x, ~)-t0 (x, y) l< 

dans tout  J .  

Or, l 'on a 

d'ofi, d'apr8s (2I), 

On a done 

E 

1; [~] -> L [~o]-~. 

L [~] -> L [~o]- 2 o, 

pour route fonction z(x ,y)  de ~ satisfaisant s (22). La  semi-continuit~ inf6rieure 

de Iz [z] est ainsi 6tablie, et la d~monstrat ion de la semi-continuit6 de Iz [z] est 

achev6e. 

Tout  ee que nous avons 6tabl i  dans les derniers n ~ va 8tre rgsum~ par le 

th6or~me suivant:  
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Si f ( x ,  y, z, p, q) est une fonction finie et continue, ainsi que ses d~rivOes parti- 

elles fp, fq, fpv, fpq, fqq, fp~, fqy, pour tout point (x, y) du domaine ouvert bornd D, et 

pour routes les valeurs finies de z,p, q; 

si l'o~ a toujours f>~ N, N gtant un hombre fixe; 

si, enfin, l'intdgrale I~ [z] est quasi-rdguli~re positive, cette intdgrale est semi- 

continue infdrieurement pour route fbnction z(x, g) absolument continue dans 1) et 

telte que I:o [z] soit finie. 

On peut  rgpdter ici la remarque  fai te  s la fin d u n .  8. 

~4. - -  ~'.limination de l 'hypoth~se f _ > N .  

51ous allons nous ddbarrasser de l 'hypoth~se f>--N. D,~ns ce but, nous 

restreindrons quelque peu la g~n6ralit6 du domaine D e n  supposant  que saffon- 

ti~re 26 soit une courbe continue (de Jordan),  fermde, sans points multiples, recti- 

fiable. 51ous supposerons, en outre,  que la fonct ion f et les d6riv6es partielles 

que nous avons indiqu~es dans l '6nonc~ du n. 13, soient finies et continues aussi 

sur la frontiSze de D. 

Cela pos6, nous allons reprendre  le lemme du n. IO pour  le d6montrer  sous 

la forme suivante:  

Si P(x,  y, z) et Q (x, y, z) sont deux fonctions continues, ainsi que la d~riv~e 

OQ, 
partielle Ox pour tout point (x, y) de D et de sa fronti~re, et pour route valeur finie 

de z, l'int~grale 

D 

Q(x,v, d x d y  

est continue dans la elasse ~1 des fonctions z (x, y) bornges et abSolument continues 

dans D. 

Considdrons uue fonclbion s 0 (x, y) de la classe ~ .  ]~tant donn6 un hombre  

e > o, si Q est positif et suffisammen~ petit,  route fonc~ion z (x, y) de ~1, telle que 

I (x, y ) -  s0 (x, y) I < e 

dans tOUt D, v6rifie aussi l 'in~galit6 

~ La fronti~re du domaine ouvert born~ D est le lieu des points limites des points de D 
ne faisant p~s partie de D. 
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(24) I~D [ z ] - - ~ D  [Z0]I < 2 + Q (X, y,  Z) ~ X  d x  d y - -  �9 

D D 

Or, d'aprSs nos hypothSses sur la frontiSre de D, cette fronti~re est ren- 

contr6e par la droite y=y ,  pour presque routes les valeurs de y, en un hombre 

fini de points; et si nous dgsignons ce hombre par la notat ion N(y), la fonction 

N(y) est int~grable ~7. )k l 'aide de la formule de Green, nous avons done 

D D --~ 

I~ 3 /  6tang un nombre plus grand que les maxima de I QI et de Ox I pour tout  

point (x, y) de D et tout  z eompris entre le minimum de Zo(X , Y)--e et le maxi- 

mum de z o (x, y) + tg. 

De (24) et (25)nous  tirons, si Q est suffisamment petit, 

I ~D [~'3 - -  ~ [-~0] I < ~, 

pour route fonetion z (x, y) de ~t satisfaisant s (23). 

Notre lemme est ainsi 6tabli. 

Si nous posons main tenant  

f (x, y, z, p, q) ~ f  (x, y, z, p, q) 

- - ( f ( x ,  y, z; o, o) + pfp (x, y, z, o, o) + qfq (x, y, z, o, o)}, 

le lemme que nous venons de d4montrer nous assure que l ' integrale 

D 

est continue dans la classe ~1. La  semi-eontinuit~ de ID [z] darts la classe ~ 

est ainsi ramen~e g la semi-continuit~ de l ' int~grale -]D [Z] eorrespondant s la 

fonction 3 ~. Mais si Io  [z] est quasi-r4gulibre positive, on a toujours, en vertu 

de l ' i n~ga l i t~  (3), f-->o, et la semi-continuit~ de /:D [z] r~sulte du th~or~me du 

n. I3. On a done la semi-eontinuit6 de ID [z] dans la classe ~1- 

27 S. Banach. ~ Sur  les lignes rectifiables et les surfaces dont l'aire est finie. 
T. VII  (I925) , pp. 225--236 ). 

44--28583. Acta mathematica. 53. Imprira4~ le 5 d4cembre 192.9. 

(Fund. Math., 
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E n  r6sum6,  nous  p o u v o n s  ~,noncer le t h6o rbme  su ivan t :  

Si la fronti~re du domaine ouvert born~ D est une courbe continue, fermde sans 

points multiples, rectifiable; 

si f ( x ,  y, z, p, q) est une fonction finie et continue, ainsi que ses d&'iv~es patti- 

elles f~,f~,fp~,fvq, fqq,fp~,fqy, pour tout point (x ,y)  de D et de la fivnti~re de D, 

et pour toutes les valeurs finies de z,p, q; 

si, enfin, l'intggrale Ii)[z] est quasi-rdguli~re positive, cette intdgrale est semi- 

continue inf~rieurement pour toute fonction z (x, y) bornde et absolument continue dans 

D, et telle que ID [z] soit finie. 

L a  r e m a r q u e  que nous  avons  f a i t e  s la  fin du n. 8 es t  encore  v~l~ble p o u r  

ce de rn i e r  th~or~me.  


