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Einle i tung.  ~ 

D i e  RIE~ANNsche Zetafunkt ion ~(s) ist eine in der ganzen Ebene der kom- 

plexen Ver~nderlichen s : a +  i t  definierte eindeutige Funkt ion,  die bis auf  den 

einen Pol  s ~- I ers~er Ordnung  regular  ist. I n  der Halbebene a > I is~ die Funk- 

t ion durch die beiden gleichwer~igen Darstel lungen 

1 Eine programmi~ssige Skizze der Untersuchungen, die jetzt genau ausgefiihrt werden, ist 
in einem Vortrag yon H. BOHR: Hber diophantische Approximationen und ihre Anwendungen auf 
Dirichletsehe Reihen, besonders auf die Riemannsche Zetafunktion, Fiinfter skandinavischer Mathe- 
matikerkongres, Helsingfors I922 , gegeben worden. 

1--29643. Acta mathematica. 54. Imprim6 le 11 f6vrier 1930. 
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(i) 
~ ( s ) : , =  n ' =  = I - p , T  ' 

bes~immt, wo in der zweiten (der EULERschen Produktdarstellung)p,,  die Folge 

der Primzahlen 2, 3, 5, . . .  durchli~uft. Aus dieser Produktdarstellung geht sofort 

hervor, dass ~(s) in der I-Ialbebene a >  I yon Null verschieden ist. 

Die Ze~afunkCion geniigt - -  wie RIE~XN.~ gezeigt hat - -  einer einf~chen 

Funktionalgleichung, welehe die Werte der Funk$ion in den beiden Punk%en s 

I 
und I - - s  miteinander verbindet. Diese Punkte liegen symmetrisch zu s-----; 

2 

I 
man pflegt daher die FunkCion nur in der ttalbebene a ~ -  zu studieren. Die 

2 

beriihm~e, unbewiesene RI~MANNsche Vermutung fiber die Nullstellen yon ~(s) 

I 
besag~, dass aUe dieser ttalbebene a ~ -  angehSrigen Nullstellen auf der Be- 

2 

I 
grenzungsgera~len a--~- der H~bebene liegen, dass also ~(s) nicht nur in a >  I 

2 

I 
sondern sogar in der grSsseren Halbebene a > -  yon Null verschieden ist. Im 

2 

I 
folgenden studieren wir die Verh~ltnisse nur in dieser offenen t{albebene a > , 

2 

I 
nicht aber auf der Begrenzungsgeraden a ~ - - .  

2 

Die Resultate, die hergeleitet werden sollen, sind ffir die betrachte~en Frugen 

yon relativ abschliessender Natur und stellen das beste dar, was wir mit den be- 

nutz~en Methoden beweisen kSnnen. Es sei jedoch schon hier gesagt, dass sie 

fiber die RIE~XNNsche Vermutung nichts Neues aussag~. 

Um die EuL~Rsche Produktdarstellung bequem ausnfitzen zu kSnnen werden 

wir start ~(s) selber lieber die Funktion log ~(s) betrachten. In der Halbebene 

> I is~ ein eindeutiger regul~rer Zweig dieser Funktion, ngmlich der.~enige dessen 

Werte auf der reellen Achse reel sind, durch den husdruck 

ao 

(2) l o g  ~(8) = - -  Z l o g  (I __p~-S) 
n ' ' l  

gegeben, 

zeichnet;. 

wo auf der reehten Seite log u den H~uptwer~ des Logarithmus be- 

I 
Soll aber log ~(s) bis zur Geraden a : -  untersucht werden, so miissen 

2 
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I 
wir uns die Halbebene a > -  zuerst aufgeschni t ten  denken, sowohl l~ngs einer  

2 

I 
Linie, die den Pol  s----I mit; der Begrenzungsger~len  a = - -  verbindet,  wie auch 

2 

I 
wenn es Nullstel len yon ~(s) reehts  yon ~ = -  geben soll~e - -  l~ngs Linien,  

2 

I 
welche yon diesen Nullstel len zur Geraden a = -  hinfiihren. Unte r  log ~{s) in 

2 

I 
der Halbebene a > -  soil im folgenden die Funk t ion  verst~nden werden, die man 

2 

erhi~lt, wenn man  die Schnit;te immer  als horizontale  S~reeken wiihlt. 

Fiir  jedes ~ > o ist die Reihe (2) in der  Halbebene  a > I § ~ gleiehm~issig 

konvergent~ und s~ll~ log~(s) dar;  auch fiir I < a <  I kann aber  (2) zur Dar- 
2 

stellung yon log~(s) benutzg werden;  fiir jedes e > o  konvergier~ n~mlieh die 

i 
Reihe in der I t~lbebene a > -  + ~ im Mi~t;el gegen log ~(s), sogar gleiehmiissig 

2 

in a. Diese Ausdriieke sollen in der zwe i~n  Mit~eilung e r k l ~  werden. Vor- 

l~ufig be t raehten  wir nur  die Halbebene  a > i .  Die Resultate,  die w i rgewinnen  

werden, sollen dann in der zwe i~n  Mi~ei lung,  im wesentliehen dureh denselben 

Beweisgang aber under Heranz iehung  sehwierigerer  Hilfsmittel ,  fiir die grSssere 

Halbebene  ~ > -~ hergelei te t  werden. 
2 

Die Unte r suchung  zerfiillt in jeder  der beiden Mit te i lungen in zwei Teile: 

In dem ersten Teil handel~ es sich yon dem Verhal~en yon l o g ~ ( s ) a u f e i n e r  

vertikale~ Ge~'aden a ~ o ,  d . h .  yon der  Be t raeh tung  der jenigen Punk tmenge  in 

der komplexen Ebene, die der P u n k t  log ~(a 0 + it) fiir - -  ~r < t < § ~ beschreibt.  

Fr i iher  ha t  man im Wesent l ichen nur  die abgeschlossene Hiille dieser Menge 

bestimmt, d .h .  die Menge aller P lmkte  welche log ~(ao + it) fiir --  0r < t < + 

beliebig nahe komm~. In  der vorl iegenden Untersuchung t r i t t  ein neues Element  

hinzu; es wird nun auch nach der Wahrschei~lichkeit gefragt  mi~ der log ~r(a o + it) 

in der N~he dieser Punk te  kommt.  1 Dass eine solche Wahrschein l ichkei t  erkl~r~ 

In einer groberen Ausfiihrung kommt dieser Wahrscheinlichkeitsbegriff schon in den fol- 
genden Arbeiten vor: H. BOHR und R. COURANT, Neue Anwendungen der Theorie der diophan- 
tischen Approximationen auf die Riemannsche Zetafunktion. Journ. f. Math. Bd. I44 (I914)- S. 249 
--274. H. BOHR, Zur Theorie der Riemannschen Zetafunktion im kritischen Streifen. Acta math. 
Bd. 4 ~ (I915). S. 67--Ioo.  Der Leser braucht iibrigens die zitierten Arbeiten nicht zu kennen. 
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werden kann sag% der folgende Satz aus, dessen Beweis das wesentlichste Ziel 

des ersten Teiles bildet: 

Erster ]tauptsatz. Es gibt in der komplexen z = u  + iv-Ebene eine reelle, be- 

sehrSnkte, stetige, nirgends negative Funktion F(z) yon der folgenden Beschaffenheit; 

ist R (u 1 < u < u~, v~ < v < v~) ein beliebiges parallel zu den Koordinatenachsen orien- 

tiertes Reehteek, und bezeichnet man mit L ( T )  die GesamtlSnge de~jenigen Teil- 

intervalle von -- T <  t <  T, in denen log ~(ao + it) in R liegt, so konvergiert mit 

L ( T )  
unbegrenzt waehsendem T d ~  Quotient ~ -  gegen das iiber R erstreckte Integral 

der Funktion F(z): 

lim L(T)-- f f F(z)dudv. 
T ~ w  2 T  

R 

Im zweiten Teil wird das VerhMten yon log ~(s) in einem vertikalen Strsifen 

a l < o <  ae untersucht. Es handelt sich hier yon den Werten, die log ~(s) wirk- 

lich annimmt. Friiher hat man die Menge dieser Wer~e bestimmt; jetzt wird 

auch nach der Wahrscheinlichkeit gefrag%, mit der ein Wer~ im Streifen an- 

genommen wird; es wird der folgende Satz bewiesen: 

Zweiter Hauptsatz. Es sei a ein Wert, de," yon log ~(s) in a~ < ~ < ~ an- 

genommen wird, und es bezeichne Na(T) die Anzahl der (in ihrer Vielfachkeit ge- 

zShlten) a-Punkte yon log ~(s) im Rechteck a 1 < o < a.~, --  T <  t <  T; dann konver- 

giert f i ir  T---~ oo der Quotient N ~  gegen eine endliche, positive Zahl. 

In dieser Richtung waren bisher nur die Ungleichungen 

bekannt. 1 

Beim Beweis 

benutzen. 

o < No(T). Na(T) 
T--oo 2 T ' T--~ 2 T 

< + ~  

des zweiten Hauptsatzes miissen wir den ersten I-lauptsatz 

1 Fiir  den  Fal l  I < a  I < q 2  s i ehe  S. WENNBERG, Zu r  Theor ie  der  Di r i ch le t schen  Reihen .  

(Disser ta t ion ,  U p p s a l a  192o), S. 9; fiir den  Fal l  I <(;1 <(;2 < I H. BOHR, loc. cir. (Fus sno t e  S. 3) 
2 

S. 72. Fiir  den  Fa l l  I < ql < (;~ geben  wir  i ibr igens  im  folgenden e inen  yon dem WENNBERGschen 
ve r sch iedenen  Beweis.  
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E r s t e r  T e i l .  D a s  V e r h a l t e n  d e r  Z e t a f u n k t i o n  a u f  e i n e r  v e r t i k a l e n  

G e r a d e n  a :  ao (>  I). 

w I. Excurs  fiber die Methode.  

a. Der KRONECKERsche Satz und der arit, hmetische Teil der  Methode. 

Auf einer ver~ikalen Geraden a--~a0>I wird log ~(s) als Funk~ion yon t 

durch die gleichm~ssig konvergen~e Reihe J 

darges~ellt. Indem wir 

_ - - ( a o + i 0  log ~(ao + i t ) =  ~ ,  log (I - - p .  ) 
n = l  

- -  - -  Z log (I - - p n r 1 7 6  - i t l~  
n = l  

-- t l ogp .  ---- 2z/~.(t) 

setzen, kSnnen wir schreiben 

(3) log ~((/0 Jr i~) ~- Z log (I - - p n  a~ e i" 2z"nCt)). 

Auf diese Reihe wenden wir eine arithmetisch-geome~rische Methode an, 

die schon yon BOHR in mehreren Arbeiten benutz~ worden ist 1, und die darin 

bes~eh~, dass man gleichzeitig mi~ (3) die Funktion 

(4) S(01, 0 ~ , . . . )  = - -  ~ log (i - - p 7  a~ e i" 2,~,,~) 

der unendlich vielen Vertinderlichen 01, 0~ , . . .  be~racht;e~, die aus (3) en~steht, 

wenn man die yon der einen Ver~nderlichen t abh~ngigen GrSssen/~(t), ~ ( t ) , . .  

1 In dieser Beziehung (Untersuchungen fiber gleichm~issig konvergente Reihen) ist besonders 

erw~ihnen: H. BOHR, Uber die Funktion ~(s). Journ. f. Math. Bd. I4! (I912). S. ZU 217--234. 

fiber die Bedeutung der Potenzreihen unendlich vieler Variabeln in der Theorie der Dirichletsehen 

Reihen Z a~. GStt. Naehr. Math. phys. Klasse. I9I 3. 
~t8 
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durch unabh~ngige (reelle) Variabeln ersetzt. Die Reihe (4) ist i m ganzen l ~ u m  

der Ver~nderlichen 0~, 02, . . .  gleiehm~ssig konvergent;  sie wird ]a wie (3) durch 

l iog  (i - vT, ~.) ] = ~ ( -  log  (, - p :  ~o)) 
n = l  n = l  

majorisier~; es genfigt offenbar, wenn man  S(01,02, . . . )  im 

o ~ 01 ~ I , O ~ 02 ~ I , . . .  betrachtet.  

Gleichzeitig mit  (3) und (4) wollen wir auch die Abschnit te  

Einheitswfirfel 

und 

N 

/~(t) = - ~ log  (~ - p,7~o e '  ' ' - ( ' ) )  

N 
Ssl,(O1, 0 2 . . . .  , O N ) - -  - -  ~ l o g ( I  --p-n"~176 

r t = l  

der beiden ge ihen  betra~h~en. 

Der Zusammenhang zwisehen log~(a 0 + it) und S(Ol, 0 2 , . . . )  bzw. zwischen 

f~( t )  und Sjv(81, 02, . . . ,  O~), welcher zuniichst nur  ein rein formaler  ist, bekommt 

nun einen realen Sinn, wean man einen bekannten Satz yon KRO~ECKER fiber 

diophantische Approximationen in die Untersuchung hineinfiihrt,  dessen Bedeu- 

tung  ist festzustellen, dass die GrSssen pl(t),/~2(t), . . . ,  obwohl sie yon einander 

~.bh~ngen, sieh doch in manchen Beziehungen fast  g~.nz so benehmen als w~ren 

sie yon einander unabh~ingige Variabeln. Die genaue Formul ierung des Satzes 

ist der folgende: 

KX0NECKERscher Satz 1...E8 seien N reelle Zahlen ~ ,  ),2, �9 �9 ~ gegeben, die 

yon einander linear unabhdngig sind, d. h. es bestehe keine Relation c1~ 1 + c2~ 2 + 

�9 .. + e ~ X ~ = o  mit rationalen nicht sdmtlich verschwindenden cn, und es sei t ein 

reeller Parameter. Es  seien ferner 01, 02, . . . ,  O~v beliebige reelle Zahlen. Dann  

gibt es zu jedem positiven ~ mindestens einen Wert  von t und dazu gehb'rige ganze 

Zahlen g~, g 2 , . . . ,  g~, so dass die N Ungleichungen 

Jt~-o,,-g,J<~ (n--~, 2,...,N) 

sh'mtlich erf~llt sind. 

i Siehe fiir einen einfachen Beweis z. B. H. BOltR, Another  Proof of Kronecker 's  Theorem. 

Proc. London Math. Soe. Set. 2, Vol. 2! (1923) , p. 315--316. 
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Eine andere Formulierung dieses Satzes ist die folgende: 

Es seien die Zahlen its, g~, . . . ,  )~,v yon einander linear unabhgngig, und es 

bezeichne Q~v den Einhei~swiirfel o ~ x~ < I ; o _--< x~ < I, . . . ,  o _--< x2v < I i m  Raum 

der Koordinaten x ~ , x ~ , . . . ,  x~,. Ferner bezeichne A die Teilmenge yon QN, 

die aus der Geraden 

x~ = t ~ ,  x~ = tlt~, . . . ,  x~, = t~N; -- ~ < t < ' +  

entsteht, wenn man die Koordinaten ihrer Punkte rood. I reduziert. Dann liegt 

diese Punk~menge A in Q~ iiberall dicht. 

Ausser diesen Sa~z wird im folgenden eine Versch~rfung derselben, die man 

W~YL verdank~, eine wichtige Rolle spielen; dieser verseh~rfte Satz (den wir 

un~en genau formulieren werden) besagt, dass die Menge A sogar in einem ge- 

wissen Sinn ~)iiberall g~eich dicht~ in Qiv ver~eilt ist. 

u begniigen wir uns dami~ an die Bedeutung des urspriingliehen 

Satzes fiir die Ze~afunl~ion zu erinnern; seine Anwendung beruh~ darauf, dass 

fiir jeden Wert  yon N die Zahlen logpl,  logp~, . . . ,  logplv, wegen der eindeu- 

tigen Zerlegbarkei~ einer ganzen Zahl i n  Primfak~oren, linear unabh~ingig sind. 

Wir beweisen den 

Satz I. Es sei f i ir  jeden Weft yon ao(> I) mit M(ao) die Menge d~" Werte 

bezeichnet, die log ~(s) auf  der Geraden a = a o  annimmt, d. h. die Wertemenge der 

Funktion log~(ao+it) ;  dann ist die Wertemenge der entsprechenden Funktion 

S(81, O~,...) yon unendlich vielen Verdnderlichen genau gleich der abgeschlosse- 

uen Hiille M(ao) yon M(ao), oder anders ausgedriickt: Es ist die 14rertemenge yon 

S(Oi, O~,...) abgeschlossen und die Werte yon log ~(a o + it) liegen in ihr iiberall 

dicht. 

Bowels. Dass die Wer~emenge yon S(81, 0~, . . . )  abgesehlossen ist, is~ in 

Satz I I  enthalten; wir beweisen deshalb hier nur, dass die Werte yon log ~(a o + it) 

iiberall dicht in ihr liegen. - -  Wie schon bemerkt, sind fiir jeden Wer~ yon N 

die Zahlen logpl ,  logp2, . . . ,  logp~ und somit auch die Zahlen l o g p l  logp~,  
2 ~  2 ~  

, logplv yon einander linear unabh~ngig. Die Menge der Punkte (/~l(t) 
27~  

/~2(t), . . . ,/~v(t)), wo man t das Intervall -- ~ <  t <  + ~ durchlaufen l~isst und 

fiir jeden Wer~ yon t die Koordina~en mod. I reduzier~, bilden somit eine im 

N-dimensionalen Einheitswiirfel Qlv iiberall dicht liegende Punktmenge. Nun ~st 
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aber die FunkCion S~(Ox, 0~ , . . . ,  0~) in Qlv stetig; der Wertevorra t  yon fly(t) 
muss also im Wer~evorrat dieser Funkt ion  yon N Ver~nderlichen iiberall dicht 

liegen. - -  Von hier aus beweist man nun den entsprechenden Satz fiir die Funk- 

t ionen log ~(ao+ it) und S(Ol, O~,. . .)  einfach so: Es sei ~ > o  und die Wer te  yon 

01, O~, . . .  beliebig gegeben; es soll ein Wer t  yon t gefunden werden, so dass 

I log ~(% + it) - -  S(O~, 0,., . . . ) 1  < 

ist. Hierzu bestimmen wir zuerst N so gross, dass das Restglied 

ao 

T,  l log (i - p;-"o) I 
n = N + l  

der gemeinsamen Majorante  der Reihen (3) und  (4) kleiner als e ausf~llt, und  
3 

danach fiir diesen Wer t  yon N und die gegebenen Zahlen 0~, 02, . . . ,  0~ einen 

Wer t  yon t so dass 

If~,-Ct)- s~,(o~, o~, . . . ,  o,,)1 < -* 
3 

is~; dann geniigt offenbar dieses t der gestellten Bedingung. 

b. Der geome t r i s che  Teil der  Methode ;  Add i t ion  unend l i ch  vieler  

k o n v e x e n  Elurven.  

Wir  stellen uns als Aufgabe die Best immung des Wertevorrats  der Funk- 

t ionen 

s ( o , ,  o , , .  ) = - ~ log (I - pT~o e ,  ~.o,,) 
n ~ l  

und 
N 

$2~(01, 02 ,  . . .  , ON) "-~ - -  Z l o g  ( I  - -  ~19,~ -a~ e i" 2Zt~ 
~t--1 

wenn die Variabeln 0~ unabh~ngig yon einander die Intervalle o ~ 0,~ < I durch- 

laufen. Hierbei durchlaufen d i e  GrSssen I--iD~-~oei.2~% Kreise mit  dem Mittel- 

punlr~ I und den Radien r , , - - p~  ~o. Wenn aber eine komplexe Zahl x~ einen 

Kreis I x ~ -  x I ~  r,~ < x durchfiiuft, so durchfiiuft zn ~ -  log x~ eine konvexe Kurve 



0ber die Werteverteilung der Riemannschen Zetafunktion. 9 

co,, die den Nullpunk~ im Innern enth~l~; der Winkel, den die Tangente an oJ,, 

mit der Abszissenachse der z~-Ebene bildet, is~ nimlich infolge der konformen 

Abbildung gleich dem Winkel, den die Kreis~angente mit dem Radiusvektor vom 

Nullpunkte aus in der x,,-Ebene bilde~, und ~nder~ sich daher monoton, wenn xn 

den Kreis durchliuf~. Die Kurve r hat zwei auf einander senkrech~e Symme- 

trieachsen, n~mlich, wenn wir z n ~ u n  + ivn schreiben, die beiden Geraden v ~ : o  

und U n  ~ - -  log ]/I - -  r ~ .  

Die ges~ell~e Aufgabe is~. hiermi~ in eine rein geometrisehe iiberfiihrt: 

Wenn die Punl~e zn unabh~ngig yon einander konvexe Kurven durchlaufen, 
~ .  ~ r  

dann die Menge aller Summenpunk~e ~ Z n  bzw. ~ z ~  zu bes~immen. Diese 

iufgabe ,  die man als Addition yon unendlieh vielen bzw. yon endlieh vielen kon- 

vexen Kurven bezeichnen kann, kann fiir beliebige konvexe Kurven durch ele- 

mentare Be~raehtungen behandel~ werden ~; nimm~ man die vorliegenden speziellen 

Ums~nden  in Betrach~ so erh~l~ man leich~ den folgenden 

Satz II.  I) ~8 bildet de," Wertevorrat _~r(ao) de," Funktion S(Oj, O~, . . . )  ein 

abgeschlossenes Gebiet in der z - ~ u  § iv-Ebene, mit den beiden au f  einander senk- 
oo 

rechten Symmetrieachsen v = o und u ---- --  ~ log V~I -7~,-~ das entweder yon einer 
n ~ l  

einzelnen geschlossenen konvexen Kurve Y begrenzt wirdt: oder abet yon zwei ge- 

schlossenen konvexen Kurven Y und I ,  yon denen I ganz im In~eren yon Y ver- 

lSuft; in beiden FSllen enthSlt Y den Nullpuukt im Inneren. Der erste Fall  tritt  

f i ir  aUe hinreichend nahe an I gelegene, der zweite f i i r  alle hinreiehend grosse Werte 

von a o ein. 

2) In  derselben Weise bildet f~ r  jeden Wef t  yon iV> I der Wertevorrat der 

Funktion S~.(O1, O~, . . . ,  Oiv) ein abgeschlossenes Gebiet mit  den Symmetrieachsen 
N 

v ~ o und u = -  ~ log V I - r ~ ,  das entweder yon einer konvexen Kurve YN oder 

i H. BOER, Om Addition af uendelig mange konvekse Kurver. Oversigt over D. Kgl. Danske 
Vidensk. Selsk. Forhandlinger, I913, S. 349--374. It. BOItR og B. JESSEN, Om Sandsynligheds- 
fordelinger ved Addition af konvekse Kurver. D. K. D. Vidensk. Selsk. Skrifter. 8. Rmkke XII, 3 
(I929), S. 1--82. Der Leser braucht fiir das Verstttndnis der vorliegenden Abhandlung diese Ar- 
beiten nicht zu kennen; die Resultate die wit  aus ihnen benutzen, sollen immer genau formu- 
liert werden. 

2--29643. Acta mathematCea. 54. Imprim6 le 11 f~vrier 1930. 
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von zwei konvexen Kurven YN und IN begrenzt wird; Yz~ verlh'uft ganz im In- 

neren yon YN+I, I~+1 (falls sie existierO ga~z im Inneren yon IN. 

3) Fiir N--* ~ konvergiert die Kurve YN gegen Y ,  die Kurve IN gegen I ,  

falls diese Kurve existiert. Gibt es keine Kurve I ,  wohl abet f i ir  jeden Weft  yon 

N eine Kurve I~, so konvergiert f i ir N--* o~ diese Kurve gegen dc~r Symmetrie- 

zentrum von 7M(ao), das wi t  dann wieder mit I bezeichnen; M(ao) heisst in diesem 

Fall, der f i ir  mindestens einen Weft  yon a o vorkommt, ein ausgeartetes Ringgebiet. 

Als innere Punkte von )~(ao) bezeichnen wi t  in allen Fh'llen nur die Punkte yon 

)~(ao), die nicht den Kurven Y und I angeh&'en, auch dann wenn I zu einem 

t)unkt ausartet. 

4) Die Kurven Y und I variieren m i t a  o stetig, und zwar verlSufl f i ir  ao' < ao" 

die Kurve Y(ao" ) ganz im Inne~'en der Kurve :Y(ao'); bezeichnen wi t  mit F bzw. 7 

den gr6ssten bzw. kleinsten Abstand zwisehen dem Nullpunkt und einem Punkt yon 

Y ,  so gilt lira 7 =  ~ ,  lira F-=--o. Fiir hinreichend grosse Werte yon ao enthh'lt I 
l ~ o "  o a o ~ O O  

den Nullpunkt im In~eren. 

Wir  haben diesen ausffihrHchen Satz nur  zur Orientierung fiber den Cha- 

rukter  .der Punktmenge  M(ao) sowie fiber seine Varia t ion m i t a  o angefiihrt ,  wer- 

den ihn aber im folgenden nicht  wesentlich bruuchen. Ffir den Beweis der 

Haupts~tze genfigt der folgende, in Satz I I  sehr speziell enthaltende,  Hilfssatz, 

den wir aber auch unmit te lbar  beweisen kSnnen. 

Hilfssatz ] .  Ist  a eine ganz beliebig e komplexe Zahl, so gibt es einen Weft  

yon ao, der natiirlich yon a abhSngt, so qross, dass die Menge M(ao) den Wert a 

nieht enthSlt; es hat a~o die Funktion [ log~(s ) - -a  I auf  der Geraden a - - a  o eine 

positive untere Grenze. 

Beweis .  Is t  a v o n  Null verschieden, so w~hle man a o so gross, d a s s  

Y, llog(f-pT o) I < lal 
n - - 1  

ist; i s t  dagegen a gleieh Null, so wghle man a o so gross, dass 

is~. 

ao 

--ao log( I  + 2 - ~ ~  ~ [ l o g ( I - - P n  )[ ) 0 
t | ~ 2  
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C. Der W e r t e v o r r a t  yon  log ~(s) in unendl icher  NAho einer G e r a d e n  
~ = a 0 > I ; d e r  analyt ische Tell cler Methode. t 

Ausser den arithmetisch-geometrischen Untersuchungen komm~ in der ur- 

spriinglichen BOHRSchen Methode noch ein drifter, analytischer Tei l  vor, der 

sich aber nich~ auf dem Verhalten auf  einer vertikalen Geraden, sondern auf 

dem Verhal~en in unendlicher Ndhe einer solchen Geraden bezieht. Er besteht 

in dem Nachweis des folgenden Satzes. 

Satz III .  Es sei a0> i gegeben; dann machen die Werte, die l o g ~ ( s ) i n  

unendlicher Ndhe der Geraden a =  ao, d. h. die Werte, die sie in jedem Streifen 

ao-- $ < a <  a o + $ ($ < a 0 -  I) um diese Gerade annimmt, genau der Panktmenge 

M(ao) aus. 

Wir erw~hnen diesen Sa~z nicht nur, um die wahre Bedeu~ung der Mengen 

~r(ao) fiir die Funk~ion deutlich hervortreten zu lassen, sondern auch well man 

mit ihrer tt i lfe eine unmit telbare Bestimmung des Wertevorrats yon log ~(s) in 

einem beliebigen Streifen (I ~ ) a l  < a <  a 2 bekomm~. Ein Beweis des Satzes wird 

sich im zweiten Tefl mit Hilfe allgemeiner Hilfssi~tze sehr leicht erbringen lassen. 

w 2. V e r s c h i i r f u n g  der  H i l f s m i t t e l .  

a. ] )or  KRONECKER-WEYLsche Satz .  

Um zu einer genaueren Betrachtung der Wahrscheinlichkei~ zu gelangen, 

mi~ der sich die Wertemenge M(ao) voff log ~(s) auf einer Geraden a : a  o in ihrer 

abgeschlossenen Htille lll(ao) verteiR, miissen wir sow0hl den arithmetischen als 

auch den geometrischen Tell der obigen Methode wesentlich versch~rfen. Die 

Versch~rfung des arithmetischen Teils der Me~hode geschieht durch Heranziehung 

des folgenden versch~rften K~O~ECK~RSchen Satzes: 

KRONZCKER-WEYLSCher Satz~: .Es seien ~ ,  g2, . . . ,  ~ reelle, yon einander linear 

unabhdngige Zahlen und es bezeichne wie oben A die Teilmenge des s 

1 Kann iibergangen werden. 

H. WEYL, (lber die Gleichverteilung yon Zahlen rood. Eins. Math. Aun. Bd. 77 (I916). 
S. 313--352, S. 324 . In dieser Arbeit wird gleichzeitig der KRONECKERsche Satz bewiesen und 
zwar dutch eine Methode, die die Gleichdichtigkeit der Menge A in Evidenz setzt.i Dieselbe 
Beweismethode zeigt sich yon Wichtigkeit fiir die Behandlung anderer Probleme in der Theorie 
der Diophantischen Approximationen. Wenn es sich abet nur um den verallgemeinerten KRO- 
NECKERschen Satz handelt,  kann man den Beweis mit Hilfe des KRONECKERschen Satzes selbst 
leicht erbringen (vgl. H. BOHR und R. COURANT, lOC. cir. (Fussnote S. 3) S. 259). 
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.Einheitswiirf els 

(s) 

Harald Bohr und BSrge Jessen. 

o ~ x , < I ,  o ~ x ~ , . . . ,  o ~ x ~ . < ~ ,  die aus der Geraden 

x~-~t]h, x ~ t ) . ~ , . . . ,  x~v--t]~v, - o r  + oo 

entsteht, wenn wi t  die Koordiuaten ihrer Punkte rood. I reduzieren. Diese Menge 

A lie.qt dann im folgenden Sinne in QN iiberall gleich dicht: JEs bedeute ~ eine 

beliebige im JoRDA~'schen Sinue messbare Teilmenge yon Q~v mit dem (N-dime~io- 

naleu) Mass m~;  ferner bedeute G(T) f i ir  jeden Wert yon T die Menge de~jenigen 

Werte von t i m  Intervalle - - T <  t ~ T, f i ir  welche der entsprechende Punkt yon A 

der Menge ~ angehb'rt, und es bezeichne miG(T) bzw. m~G(T) das innere bzw. das 

h~vsere JORDA~sche Mass dieser (linearen) Punktmenge G(T). Dann besteh~ f i ir  

T--~ ~ die Gleichungen 

lira m , e ( T )  _ lim m~G(T) _ m ~ .  
T ~  2 T  r--~ 2 / '  

Es sei hervorgehoben, dass der Satz ganz unrichtig sein wiirde, wenn man 

start des JORDANschen den LEB~.SGU~schen Massbegriff zu Grunde gelegt hatte. 

Das einfachste Beispiel um dies zu illustrieren ist der Fall, dass ~2 mit A i d e n .  

tisch ist; dann bekommt man fiir die beiden Grenzwerte denselben Wer~ I, da- 

gegen fiir m ~  den Wer~ Null. 

Dagegen kann der Satz in einer anderen Richtung versch~rf~ werden. Es 

is~ offenbar fiir die Giiltigkeit des Satzes gleichgiiltig, ob wir die Gerade (5) 

durch eine beHebige Gerade 

x~=a~ +t~  1, x z = a ~ + t $  2 , . . . ,  x~=a~+t)~N,  - - r  +o~ 

mit denselben Richtungszahlen ersetzen. Die erw~ihnte Versch~rfung l~iuft dar- 

auf hinaus, dass sogar der Anfaugspunkt ,)gleichm~ssig gleichgiiltig, ist: Wenn 

die Menge ~ gegeben ist, kann zu jedem e > o  ein 1 'o~ To(~ ) bestimmt werden, 

so dass, wenn nur T >  T O ist, gleichzeitig fiir alle Anfangspunkte 

m n _ ~ < r n ,  G(T) m~G(T) 
2/~ .... ; 2 f - - < ' m ~ + ~  

is~. Wir  werden aber diesen versch~rften Satz im folgenden nicht benutzen. 
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b. Add i t i on  y o n  k o n v e x e n  E:urven  mi t  zugeh~r igen  W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n .  

Die Best immung des Wer tevorra tes  der Funkt ion  

bzw. der Funk~ionen 

8 ( o , ,  . .) = - l o g  ( ,  - - p T , . o  e' 

N 
S~,(01, 0~ . . . .  , 04") ~- --  ~ log (x -- p~-~o e~.2" o~) 

war, wie wir soeben sahen, mit  der Addit ion der  unendlich vielen konvexen Kurven  

(6) w~: z~ = - log(I  --pT~od.2"~ o ~ 0 , , <  I 

bzw. der N ersten dieser Kurveu  gleichbedeutend.  

Eine allgemeinere Frage  (die sobald einen genauen Sinn bekommen soll) 

ist die folgende: Mit welcher Wahrscheinl ichkei t  verteilen sich die Wer t e  yon 

S(01, 0~ . . . .  ) bzw. S,v(OL, O~, . . . ,  0~) in ihren entsprechenden Mengen? Wir  zi- 

t ieren aus der oben (Fussnot~ S. 9) erw~hnten gemeinsamen Arbeit ,  wo ~hnliche 

Fragen  iu grSsserer Allgemeinheit  behandel t  sind, die folgende Antwor t :  

Satz IV. Es sei in der komplexen z ~  u + iv Ebene "B ein beliebiges parallel 

zu den Koordinatenachsen orientiertes Rechteck, d.h. eine Punktmenge, die durch 

Ungleichungen der Form ul < u < u 2, vl < v < v2 definiert ist. Wir betrachten, 

fiir jeden Weft  yon N, die Punktmenge ~ v  im N-dimensionalen Ei~heitswii~fel 

Q~ (o "< On < I, n-~ ~, 2, . . . ,  N) fiir die der Punkt S~, (01, 0~, . . . ,  O~v) dem Recht- 

ecke R angeh6rt; dann gilt: 

I) Die Punktmenge ~,v ist ira JoRD,~schen Sinne ~nessbar; wir uennen ihr 

(N-dimensionales) Mass W,v(R) die Wahrseheinlichkeit dafiir, dass S~(01,0~,.. . ,  04,) 

dem Rechtecke R angeh6rt. 1 

~) Fiir N--* r konvergiert W~(R) gegen einen bestimmten Grenzwert W(B); 

wir nennen ihn die Wahrseheinliehkeit dafiir, dass 8(01, 0~, . . . )  dem Reehtecke R 

angehb'rt. W(R) ist positiv dann und ~ur dann, wenn R Punkte des Wertevorrats 

~l(ao) von S(O~, O~ . . . .  ) entMilt. 

I Dieser Tell des Satzes (und etwas mehr) ist schon in der oben (Fussnote S. 3) erwi~hnten 
Arbeit yon H. BOHR und R. COURANT bewiesen worden, 
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3) Die ~'unktion W(R) 15sst sich als Integral einer bezchrh'nkten, stetigen 

Punktfunktion F(z) darstellen: 

W(R)= f f I,'(z)dudv. 
F(z) ist positiv genau fiir die inneren Punkte (vgl. Satz II, 3) der Menge ~I(ao). 

4) Fib" alle hinreichend grosse N la'sst sich auch W~(B) als Integral einer 

stetigen Punktfunktion ~ ( z )  darstellen: 

f f F (z)dudv. 
1 7 .  

F~,(z) konvergiert fiir N---~ ~ gleichma'ssig gegen F(z). 

Der letzt~ Punk t  4) wird iibrigens im folgenden nicht verwendet. 

w 3. Erster Hauptsatz. Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf 
vertikalen Geraden. 

Das Ziel des vorliegenden Paragraphen ist der Beweis des folgenden Satzes: 

Satz V. Essei  R ( u l < u < u ~ ,  vl < v < v ~ ) e i n  Rechteekinder z = u + i v - E b e n e  , 

und es bedeute L(T) die gesammelte Ldnge derjenigen Teilinte~walle yon -- T < t < T, 

in denen log ~(a o + it) in R fiillt; dann gilt: 

I) ~'s konvergiert mit unbeschrdnkt waehsendem I' der Quotient L(T) ~ :  gegen 

einen bestimmten Gi'enzwert; wir nennen ihn die Wahrscheinlichkeit dafiir~ dass 

log ~(ao + it) dem Reehtecke angeh6rt. 

2) Es ist dieser Grenzwert gleieh der Wahrscheinlichkeit W(R) dafiir, dass 

S(0 x, 03 . . . .  ) in R fdllt, und somit als Integral der obengenannten, besehrSnkten, 

stetigen Funktion F(z) darstellbar; wlr nennen F(z) die Wahrseheinlichkeit, mit der 

log ~(a o + it) in der Ndhe des Punktes z kommt. 

Dieser Sa~z sag~ etwas mehr aus Ms der erste Hauptsatz der Einleitung, 

L(T)  
indem er den Grenzwer~ yon -~-f- mit  der Wer~ever~eilung yon 3(01, 0 3 ,  .) in 

Zusammenhang stellt. Eiue andere Formulierung des S~.tzes ist die foigende: 

�9 Es liegen die Werte, die log ~(s) auf der Gera~ien a = ~  0 annimmt,  nicht 

nur  wie in Satz I behauptet  in der Wert~menge der Funkt ion S(01,0~,...) iiberM1 
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dichg, sondern sie liegen s o g a r  in dieser Menge genau ~)ebenso dicht~)wie die 

Werge dieser Funk~ion S(0~, 03, . . . )  selbsk 

Beweis. Wir beweisen zuers~ den entsprechenden Satz fiber die Funktionen 

2V 

f~c(t) ~- --  ~, log (I - - V 7  ao e--'t~~ 
n = l  

dass, wenn L2v(T) die Li~nge der Teilintervaale y o n - - T < t <  T bezeichnet, in 

denen f~v(t) dem Reehteek R angehSrt, die Limesgleichung 

(7) lim L~,(T) _-: W~(R)  
T ~  2 T  

bestehk Es bedeute wie oben ~2,v die Teilmenge yon Q~r (o~0,,  < I, n~ - I ,  2, 

. . . ,  N), in der 

N 

o3,..:, - 

' n = l  

in R f~llt; naeh Satz IV, I ist fliv im JoRDxNsehen Sinne messbar, und ihr 

Mass isg Wlv(R); dass fiir irgendein Wert  yon t der Punkt f~ - ( t )dem Rechteck 

angehSren soll, ist nun damig gleichbedeutend, dass der aus dem Punkt  

tlogp~ _ t l~ _ tl~ t 
" 2 z  ' 2 z  " " '  -~--~/" 

durch RedukCion der Koordinaten rood. I entstehende Punkt  yon Q~v in g21v 

fallen soll. Da die Zahlen logp, ,  logp3, . . . ,  . logplv linear unabh~ingig 
2~V 2 ~  2 ~  

sind, wird sorer  (7) eine direk~e Folge des KRo~Ee~gR-WgYr.sehen Satzes. 

Der Beweis des Sa~zes V geschieht nun einfaeh durch den Grenzfibergang 
/~'---) O 0 .  

Es sei e > o beliebig gegeben. Wir be~raehten zwei aehsenparallele Rechg- 

eeke /~ und Ry, die mR R den Mittelpunkg gemeinsam haben, und v~ denen 

R~ innerhalb R liege, w~hrend B in Ry gelegen isg; nach Satz IV, 3 kSnnen wir 

B~ und Ry so nahe an R w~hlen, dass 

W(R)  - -  ~ < W(R, )  < W ( R )  < W(Ry) < W(R)  + ~. 
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Wir bezeichnen mit d den kleinsten Abstand zwischen einem Randpunk~ yon R 

und einem Randpunkt yon Ri oder R~ und w~ihlen danach (Sa~z 1u 2) h r so 

gross, dass gleichzeitig 

I W(R,.)- W~(R,)I < t ,  

und 

ist. 

(8) 

I w(R,~) - w~(R~)I  < 

:Z I tog( , -p :oo) l  < 
n = N + l  

Dann ist erstens 

W(R) - -  2~ < W~(R,); W~(R,)  < W(n)  + 2~ 

Und zweitens ist fiir jeden Wer t  yon t 

Ilog ~(ao + it) --f.v(t) ] < d; 

darer  log~(ao + it) in R f~ll~, ist es also notwendig, dass f~-(t) in /~y f~llk und 

hinreichend, dass f~(t) in /~, f~n~. Bezeichnen wir nun mi~ L,v,,(T)und L~,~(T) 
die Liinge der Teilintervalle yon - - T < t <  T, in denen fly(t) dem Rech~eck R~. 

bzw. dem Rechteck Ry angehSr~, so ist also fiir jeden Wer t  yon T 

LN.,(T) ~ L(T) <= LN,~(T). 

Durch Division mR 2 T und Ausfiihrung des Grenziiberganges T--* r162 bekommt 

man hieraus nach dem obigen 

W~(R,) <= lira L(T) < ~ L (T) < W~v(Ry) 

und somil; nach (8) 

w(n) - ~ <= ~i~ L!~-) <__ iim L--(IAi < W(~) + ~. 
r--~ 2 T T--~ 2 -T = 

Da aber t beliebig war, folgt hieraus 

lim L(T) _ ~ L(T) 
T--m 2T T~r 2T 

--= w(Io, 

womit der Satz bewiesen ist. 



Uber die Werteverteilung der Riemannschen Zetafunktion. 17 

Es ist offenbar fiir die Giiltigkeit des Satzes V gleichgiiltig, ob wir start 

Intervalle -- 7' < t < T mit dem Mittelpunkte Null Intervalle ] t - -  to ] < T m i t  

einem anderen festen Mittelpunkt gewiihlt hatten; hierdurch wird niimlich die 

GrSsse L(T) hSchstens um t o geiindert, was ffir T--,oo ohne Bedeutung ist. 

Nimmt man die oben erwi~hnte Verseh~rfung des KROI~CKxR-WEYT.schen Satzes 

im Beweise hinzu, so zeigt sieh, dass die Wahl von t o sogar gleichmgssig gleieh- 

gfiltig ist: Wenn R gegeben ist, so gibt es immer zu jedem , > o  ein nur yon 

e abhitngiges To, so dass ffir T >  T O gleichzeitig ffir alle t o 

L(T) 
W ( R )  - < < W ( R )  + 

ist. Wir gehen aber auf diese Verschi~rfung nicht ngher ein. 

Z w e i t e r  Teil .  Das  V e r h a l t e n  der  Z e t a f u n k t i o n  in e i n e m  v e r t i k a l e n  

S t r e i f e n  (I <)al<a<a,.. 

,~ 4. Analytische Vorbereitungen. 

a. Allgemeine Hilfss~tze. 

Wir beweisen zuniichst einige allgemeine, an und fiir sich nicht unbekannte, 

Siitze fiber analytische Funktionen, die aber fiir das folgende yon so grosset Be- 

deutung sind, dass wir sie gern in genauer Formulierung zur Verfiigung haben 

wollen. Die Si~tze kSnnen als Folgerungen bekannter Ungleichungen wie der 

yon J~NSEI~ angesehen werden, und zwar bekommt man, wenn man diese Un- 

gleichungen benutzt, genaue Abschiitzungen fiir die in den Hilfssi~tzen auftre- 

tenden GrSssen N O und m 0. Wir brauchen aber nur die Existenz dieser GrSssen 

und kSnnen daher einfacher die Beweise mit Hilfe der folgenden klassischen 

Si~tze fiihren; yon denen der zweite auch mehrmals direkt benutzt werden soll. 

Mo~rELscher Auz"wahlsat~. Es sei in einem offenen Gebiet G eine unend- 

liche Menge yon regul~Lren Funktionen gegeben, die alle in G numerisch _--< einer 

festen GrSsse K sin& Dann kann man aus dieser Menge eine Folge heraus- 

greifen, die in jeder beschr~nkten abgeschlossenen Teilmenge yon G gleichmiissig 

konvergiert. 
3- -29643 .  A a a  nuahema~/ea. 54. Imprim6 le 12 f6vrier 1930. 
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Roucn~scher Satz. Es seien f(s) und 9(s) zwei in einem yon einer JORDAI~- 

schen Kurve co begrenzten abgeschlossenen Gebiet reguli~re Funktionen, die fiber- 

all auf ~ der Vngleiehung {f(s){ > {9(s){ geniigen. Dann nehmen die Funk- 

tionen f(s) und f (s)+ 9(s), die beide auf co yon Null verschieden sind, iunerhalb 

oJ gleieh oft den Wert  Null an (die Nullstellen sollen hierbei, wie such stets im 

folgenden, in ihrer Vieffachkeit gezghlt werden). 

Wir gehen nunmehr zum ersten der erwghnten Hilfssgtze fiber. 

Hilfssa{z 2. Es sei G ein offenes Gebiet in der komplexen s-Ebene, A eine 

beschrfnkte, abgeschlossene Teilmenge von G und s o ein Punkt yon G. Es seien 

ferner k und K >  k zwei positive Konstanten. ~s  gibt dann hierzu eine Zahl 

No = No(G, A ,  So, k, K) vonder folgenden Besehaffenheit. Ist f(s) eine beliebige in 

G regulh're Funktion, die in G numerisch <= K ist, fiir die abet" {f(s0)[ >= k, so hat 

diese Funktion in der Menge A h6chstens N o Nullstellen. 

Beweis.  Wir ffihren den Beweis indirekt und nehmen an 

(9) A ( s ) , f , ( s ) ,  . . . , f , , ( s ) ,  . . . 

sei eine Folge yon Funktionen, die den Bedingungen des Satzes geniigen, ffir die 

aber fn(s) in A mehr als n Nullstellen hat; nach dem MOI~TELSChen Auswahlsatz 

wghlen wir aus der Folge (9) eine Teilfolge, die in jeder beschrgnkten abgeschlos- 

senen Teilmenge yon G gleichmiissig konvergiert; wir bezeichnen mR f(s) die in 

G reguli~re Grenzfunktion dieser Folge. Es ist If(So) l>=/c; die Funktion f(s) ist 

somR nicht identisch Null und hat daher in A hSchstens endlich viele, etwa N 

Nullstellen (jede Nullstelle in ihrer Vielfaehkeit gezi~hlt). Um jede dieser Null- 

stellen als Mittelpunkt bestimmen wir jetzt eine abgeschlossene Kreisscheibe, die 

ganz in G gelegen ist, und in der f(s) bis auf im ]~[ittelpunkt yon Null ver- 

schieden ist; keine zwei dieser Kreisseheiben diirfen Punl~e gemeinsam haben. 

Die Ri~nder dieser Kreisscheiben und die Teilmenge yon A, die ausserhalb der 

Kreise fgllt, bilden zusammen eine abgesehlossene Menge A', auf der f(s) nicht 

beliebig nahe an Null herankommt. Nennen wir m (>  o) die untere Grenze yon 

{f(s){ auf A', so kSnnen wir ein n > N so wghlen, dass auf der Menge A' 

]fn(s) - f ( s ) ]  < m 

also umsomehr 

- f ( s ) {  < {f(s) { 
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ist. In  der Menge A' ist f ,(s) yon Null verschieden; wenden wir den ROCCH~- 

sehen Satz (mi~ q~(s)=f,(s)--f(s)) auf jede der Kreisscheiben an,  so sehen wir 

also, dass f ,(s) in einer A enthaltenden Menge nur N Nullstellen hat; dies is~ 

aber ein Wiederspruch; denn wir haben ja n>ihT gewi~hlt und f ,(s) sollte in A 

mehr als n Nulls~ellen haben. Biermi~ ist der Satz bewiesen. 

Der zweite der erwi~hn~en Hilfss~tze lautet folgendermassen. 

tIilfssatz 3. Es haben G, A ,  So, k und K dieselbe Bedeutung wie in Hilfs- 

satz 2, und es sei ferner r eine feste positive Zahl. Dann gibt es hierzu eine posi- 

tive Zahl m o = m  o (G, A,  So, k, K ,  r) mit folgender Eigenschaft: Ist  f(s) eine belie- 

bige Funktion, die den Bedingungen des Hilfssatzes 2 geniigt, d. h. die in G regulSr 

und numerisch ~ K ,  in s o aber numerisch ~ k ist, so ist in der abgeschlossenen 

Teilmenge yon A ,  die aus allen Punkten yon A besteht, welche yon jeder beliebigen 

Nullstelle yon f(s) in G sine Entfernung ~ r besitzen, die Funktion f(s) nume- 

risch >= mo. 

Bowe l s .  Es bedeu~e ~ den kleinsten Abstand zwischen einem Punl~ yon A 

und einem Randpunkt yon G; es geniigt den Satz unter der Annahme r < ~ zu 

beweisen. Wir fiihren den Beweis indirekt, nehmen also an es ggbe eine Folge 

(io) A ( s ) ,  L ( s ) , . . . ,  f ,  Cs), . . . 

yon Funktionen, die den Bedingungen des Satzes geniigen, und eine zugehSrige 

Folge yon Punkten 

II)  81~ 82~ . . : ,  8n, . . .  

yon A, so dass fiir jeden Wer~ yon n erstens I f , (sn)l< I ist und zweitens fn(s) 
n 

in I s - - s ~ l <  r yon Null verschieden ist. 

Aus der Folge (Io) w~hlen wir nach dem MONT~Lschen Satz eine Teilfolge 

aus, die in jeder beschr~nkten abgeschlossenen Teilmenge yon G gleichm~ssig 

gegen eine in G regul~re Grenzfunk$ion f(s) konvergiert; f(s) ist in G wegen 

If(So)l >= k nicht identiseh Null; es sei s' ein H~ufungspunkt der entsprechenden 

Teilfolge yon (II); dana ist, wie man sofort sieh~, f(s')----o. W i r  w~s nun 

Q < r  so klein, dass f(s) i n [ s - - s ' [ ~  Q nur die eine (vielleicht doch vielfache) 

Nullstelle s' hat, und bezeichnen mit m das Minimum yon If(s)[ auf [s--s'[-~Q; 

danach wiihlen wir n so, dass [ s , - - s ' [ <  r--Q ist, und gleichzeitig damit auf 
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I s - - s ' l = Q  die Ungleichung ]f.(s)--f(s)]<m gilt; dann hat  f n ( s ) n a c h  dem 

RoucH~schen Satze in I s -- s' I < (~ und somit umsomehr in ] s - -  s,, I < r wenig- 

stens eine Nullstelle; d i e s  ist aber in Widerspruch mit  der Annahme,  und der 

Satz ist bewiesen. 

b. Hil fssa tze  iiber log ~(s). 

Die Hilfss~tze I - -3  erlauben uns einige fiir das folgende wichtige Siitze 

iiber log ~(s) in wenigen Wor ten  abzuleiten. 

Hilfssatz 4. JEs seien i < a~ < a~ und d > o beliebig gegeben. Ferner sei a 

eine beliebige komplexe Zahl. Dann gibt es hierzu eine Zahl Co-~ Co (al, a~, d, a), 

die grb'sser als oder gleieh der Anzahl der (in ihrer Vielfachkeit gezdhlten) a-Stellen 

yon log~(s) injedemReehteekIl(to):  a~_--<a=<a2, o--)<t_--<to+. , - - ~ < t o < +  ~ ,  

yon der ttYhe d ist. 

Beweis .  Wir  w~hlen nach Hilfssatz I ein ao so gross, dass auf der Ge- 

raden a = a  o die Funkt ion I log ~(s)--a I eine positive untere Grenze k hat ;  ferner 

w~hlen wir a o >  I so nahe an I, dass sowohl der Streifen a l ~ a =  < a s  als auch 

die Gerade (1~-a 0 der Halbebene G (a > ao) angeh5rt.  Mit K bezeichnen wir die 

(endliche) obere Grenze yon [log ~(s) -- a I in G. Nun ist die Anzahl  der a-Steilen 
yon log ~(s) i n  R(to) gleich der Anzahl der Nullstellen yon log ~(s + i to)--a  im 

Rechteck /~(o), und es sind diese Funkt ionen im Punk~e o o aUe numerisch ~ k. 

Im Sinne yon Hilfssatz 2 kSnnen wir also 

Co = No(G, R(o), ao, k, K)  

w~hlen. 

Hilfssatz 5. Es seien wieder I < a~ < a s Und die komplexe Zahl a beliebig 

gegeben, und es bezeichne r eine beliebige positive Zahl. Wi t  bezeiehnen mit M 

die abgeschlossene Teilmenge des Streifens a t <= a<= %, die aus allen Punkten dieses 

Streifens besteht, deren Abstand yon jeder beliebigen a-Stelle yon l o g ~ ( s ) i n  der 

Halbebene a > x grb'sser als oder gleich r ist. Dann kommt log ~(s) auf  der Menge 

M iiberhaupt nieht in der NShe von a, d. h. es hat [log ~(s) - a I auf  M eine posi- 

tive untere Grenze. 
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Beweis .  Wird  d > o beliebig gewi~hlt (z. B. d ~ i), so ist mit  den obigen 

Bezeichnungen im Sinne yon Hilfssatz 3 in der Menge M 

[ log ~ (s) - -  a I --> ~0 ( o ,  (o), ~0, K ,  r) > o .  

w 5. Ers te  A n w e n d u n g  der  Hilfss~itze a u f  die  Zetafunkt ion .  

a. B e s t i m m u n g  des W e r t e v o r r a t s  y o n  log ~(s) im Streifon a 1 < ~ <  ~2.~ 

Der Hilfssa~z 5 erlaub~ uns einen sehr einfachen Beweis des Sa~zes I I I ,  

w I, e zu ffihren. 

Es sei ao > I gegeben; dann soll gezeigt werden: Es bilden die Wer~e a, 

welehe log ~(s) in jedem beliebigen S~reifen a o -  d < a <  a o §  (d < ao-- I) um die 

Gerade a = a o  annimm~, genau die abgeschlossene Hiille M(ao) der Wer~emenge 

M(ao) yon log ~(s) auf  dieser Geraden. 

Dass ein Wer~ a, der nich~ der Menge M(ao) angehSrt,  in einem gewissen 

(hinreiehend schmalen) Streifen (~0 --  ~ < a < a o + ~ yon log ~(s) nich~ angenommen 

werden kann, ist eine unmit telbare Folge der Beschr~nl&heit des numerischen 

Wertes  des Differentialquotienten yon log~(s) in jeder t ta lbebene a >  I + e (die 

wieder eine unmit telbare Folge der Beschr~nktheit  yon I log ~(s)] in jeder solchen 

Halbebene is~); und dass umgekehr t  ein Wer~ a, der yon log~(s) in einem ge- 

wissen Streifen a o -  ~ < a < a 0 + ~ nieht~ angenommen w i r d ,  auch nicht; der Menge 

M(%) angehSren kann,  lehrt  uns der Hilfssatz 5 (mit a j = a o - - d ,  a~=ao+ d), so- 

bald wir r < d w~hlen. 

Ffir jeden offenen S~reifen (I < )a l  < a <  a~ wird nach dem bewiesenen Satz 

der (wieder offene) Wer~evorrat yon log ~(s) als Vereinigungsmenge aller Punkt-  

mengen 3~f(ao) mit  a~ < a o < a 2 bestimmt. Aus den allgemeinen Ausffihrungen in 

Satz I I ,  4 fiber die Variation yon 21l(ao) m i t a  o folgt  dann der 

Satz u  Der Wertevorrat yon log ~(s) im Streifen a~ < a < aa besteht entweder 

aus dem Innern einer konvexen Kurve oder aus dem Innern eines yon zwei inein- 

anderliegenden konvexen Kurven begrenzten Ringes. 

Wei~er folgt  aus Satz I I I  in Verbindung mit  Satz I I ,  I und 4, dass log ~(s) 

in der ganzen lqalbebene a >  I, und  fibrigens allgemeiner in jedem Streifen 

I < a <  I + e, jeden Wer t  sogar unendlich oft annimmt.  

1 Kann fibergangen werden. 
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b. Beweis  der Relationen o < lim N~ (r ) .  l~m Na (r)  < ~.  
T--w 2T ' T~Qr 2T 

Als eine andere Anwendung unserer Hilfss~tze beweisen wir den folgenden 

Satz VII. Es sei i <a~<a~ und a ein Wert  von log~(s) im Streifen 

~ < a < as; ferner bezeichne Na(T) die Anzahl der (in ihrer Vielfachkeit gezShlten) 

a-Punkte yon log ~(s) im Rechteck aj < ~ < a~, --  T < t < T. Daun gilt 

o < l i m  Na(T) .  ~ Na(T!  < ~ .  

Beweis. Die zweite der angegebenen Ungleichungen ist eine unmittelbare 

Folge des ttilfssatzes 4, nach dem fiir jeden Wert  yon T 

~Va(T) < ( 2 r +  ~) CoW~, "s, ~, a) 

ist. Die erste Ungleichung beweisen wir in der folgenden Weise: 

Es sei a o die Abszisse einer a-Stelle yon log~(s) in a l < a < a s ;  wir w~hlen 

r > o kleiner als die beiden Differenzen ao--a 1 und a s --ao und bestimmen fiir 

jede beliebige a-Stelle a' + i t '  yon log ~(s) in a l <  a <  as das entsprechende Intervall 

I: ( t ' - - r < t < t '  +r)  

auf der Geraden a=ao .  Jeder Punlr~ s der Geraden a-~ao, der keinem der Inter- 

valle I angehSrt, hat  yon jeder a-Stelle yon log ~(s) wenigstens den Abstand r; 

es gib~ somit nach dem Hilfssatze 5 eine positive Konstunte rh, so dass fiir jeden 

solchen Wert  yon s 

[ l o g  ~(~) - a ] > m 

ist. Bestimmen wir also in der komplexen z-Ebene ein achsenparalleles Recht- 

eck R mi~ dem Mittelpunkr a, das dem Kreise I z - - a l ~  m angehSr~, so fs 

log ~(a 0 + it) gewiss nur dann in R wenn t einem der Intervalle I angehSrL 

Wir haben daher mit den Bezeichnungen des Satzes V 

oder 

L(T) <= 2r. N~(T + ~') 

L(T) < 2rNo(T +r) ~ +," 
2 T = 2(T + r) T 
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woraus fiir T-~ 

W(R) < 2r lim N a ( r ) .  
2T  

Da aber R einen Punk~ yon M(a0), n~mlich a, enth~lt, ist nach Sa~z IV, 2 die 

Wahrscheinlichkeit W(R) positiv; der Satz ist somit bewiesen. 

Wit  fiigen hinzu, dass wir den obigen Beweis auch ohne Heranziehung des 

Hauptsatzes yon dem ersten Tell hg~ten fiihren kSnnen (n~mlich unter direkter 

Benutzung des K~ON~CK~R-WEYLSChen Satzes); wir haben aber die obige Form 

des Beweises gew~hlt um schon an dieser S~elle, wo es sich noch um eine rech~ 

oberfl~ichliche Absch~tzung handelt, eine Beweismethode zu verwenden, die uns 

spgterhin bei der tieferliegenden Absch~tzung in w 7 unumg~nglich wird. 

w 6. Zweiter Hauptsatz. Wahrscheinlichkeitsverteilungen in 

vertikalen Streifen. 

In  den folgenden Paragraphen soll nun die folgende sehr wesen~liche Ver- 

schgrfung des Satzes VII  bewiesen werden: 

Saiz VIII. .Es sei I < ~1 < as und a eine beliebige komplexe Zahl; ferner be- 

zeiehne Na(T) die Anzahl der (in ihrer Vielfaehkeit gezh'hllen) a-Stellen yon log ~(s) 

im Rechteek a , < a < a 2 , - - T <  t <  T; den Quotienten ~ bezeichnen wit  al8 die 

Wahrseheinliehkeit, mit der log ~(s) im betraehteten Reehteek den Wert a annimmt; 

dann gilt: 

1) .~8 

Greszwert 

konve~yiert fiir T--*~ der Quotient Na(T) gegen einen bestimmten 
2T  

(12) " G(a) = lim Na(T). 
T--~ 2 T  ' 

wir nennen diesen Grenzwert die Wahrseheinliehkeit, mit der log ~(s) im Streifen 

a~ < a < a s den Weft  a annimmt. 

2) G(a) ist positiv dann und nur dann, wenn im betraehteten Streifen log~(s) 

den Weft  a tatsdchlieh annimmt. 

3) G(a) variiert stetig mit al und as. 
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Bis auf  dem letzten Punk~ s t i m m t  dieser Satz mi t  dem zweiten H a u p t s a t z  

der  Einlei~ung iiberein. Es geniig~ Punk~ I zu beweisen;  dann  folgt  P u n k t  2 

aus dem Sa~ze V I I  und P u n k t  3 aus dem zuntichs~ zu beweisenden Hi l f ssa tz  6. 

Fiir  die Fo rmul i e rung  dieses letzten Punk te s  war  es bequem auch solche W e r t e  

a zu be t rachten ,  die im Stre i fen n icht  a n g e n o m m e n  werden.  Der  Beweis des 

Satzes wird mi t  I t i l f e  des KRONECKER-W~YLschen Satzes und  des ers ten Haup t -  

satzes (Satz V) erbrach~. 

Be~rachte~ m a n  stat~ der Rech~ecke a~ < a < ~ ,  - -  T <  t < T Rechtecke  

a~ < a < a~, I t - - t 01  < T, wo t o eine beliebige fes te  Zahl  bedeutet ,  so tinder~ sich 

dabei  lga(T)  nach dem I t i l f ssa tz  4 hSchs~ens um Co(a1, a~, to, a); der  Grenzwer~ 

G(a) bleibt  somit  unge~nderk  Ohne  welter  da rauf  e inzugehen bemerken  wir, 

dass die W a h l  yon t o sogar  gleichmtissig gleichgii l t ig is~: W e n n  a gegeben is~, 

so kann  m a n  zu j edem e > o ein nur  yon e abh~ngiges  T O so gross bes t immen,  

dass gleichzeit lg fiir alle t o 

Na(T) 
O(a) - -  e < - -  < G(a) + 2; 

2 T  

der Beweis dieses verschtirf ten Satzes gelingt ,  wenn m a n  s tar t  des KRONECKER- 

WEYLschen Satzes und des Satzes V die oben e rw~hnten  Versch~r fungen  der- 

selben verwendet .  

w 7. A n w e n d u n g  des ersten Hauptsatzes  zum Beweis  eines Hilfssatzes. 

I t i l fssatz  6. E s  sei % >  i und  a eine beliebige komplexe Z a h l ;  f e r n e r  sei 

f i i r  j eden  W e f t  yon ~ < % - - I  m i t  1Va(T) die A n z a h l  der a-Stellen yon log ~(s) im  

Rechteck % - -  ~ < a < % + e, - -  T < t < T bezeichnet, und  es sei 

_ _  N (T) 
l(~) = lira a 

T ~  2 T  

gesetzt. D a n n  konvergiert  f i i r  e - + o  die Grgsse l(e) gegen lgull. 1 

L Wir bemerken, dass der Hilfssatz 6 nicht etwa fiir beliebige Funktionen gilt, die wie 

r ao 

= - log ( i - p : ' ) =  Y 
n = l  n = l  l =  1 

durch eine (absolut konvergente) Dirichletsche Reihe T ,  a n n  - s  dargestellt wird. Z.B.  h a t  die 
Funktion I - - 2 2 - s  in der ganzen Ebene, die Funktion (I--22--s).  log g(s) in tier Halbebene (~ > I 
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Beweis .  Es sei ein positives ro < a o - - i  fest  gewi~hlt; es geniigt offenbar, 

wenn wir l(e) fiir e < % untersuehen.  Der  Beweis geschieht  durch eine direkte 

Absch~tzung, die jedoch erst dutch  die Heranz iehung  des Hauptsa tzes  aus dem 

ersten Tell ermSglicht  wird. 

lalo  (, )l W i r  bezeiehnen mit  K die (endliehe) obere Grenze yon I d-s I in der 

t ta lbebene  a > ao --  %; dann gilt  fiir jede beliebige im Streifen ao --  ~ < a < ao + 

gelegene a-Stelle s '=-a '+  i t '  yon log ~(s) im entsprechenden Interval le  

I :  (t'  - -  r < t < t' -t- e) 

auf der Geraden a = a  o die Ungle ichung 

[log ~(s) - -  a I < K .  r V-2-; 

denn jeder  P u n k t  dieses Interval ls  ha~ ja  von s' einen Abstand  kleiner  als ~ ~2-. 

Die Kreisscheibe [ z - -  a ] < Ke  V22 in der z = u + iv-Ebene gehSrt  einem 

achsenparallelen Quadra t  R mi t  der Seitenl~nge 2 K r  V~2 - an; wir bezeichnen wie 

in Satz V mit  L ( T )  die L~inge der jenigen Teil intervalle des I n t e r v a l l s - - T < t < T ,  

fiir die log~(ao+ it) dem Quadrate  R angehSrt .  J ede r  P u n k t  % + i t  o yon a = a  o 

gehSrt  genau so vielen der In terval le  I an, wie es a-Stellen yon log ~(s) im Qua- 

dra te  a o - -  ~ < a < a o + e, t o - -  e < t < to + e gibt, also nach dem Hilfssatz  4 niemals 

mehr  als Co, wo 

Co = Co (ao - -  to, ao + to, 2 ~o, a) 

yon r unabh~ngig ist. Da  die Teil intervalle yon a=ao ,  in denen log ~(s) in R 

f~llt, wegen (x3) die In terval le  I enthal~en, ist also fiir jeden W er t  yon T ( >  ~) 

und demnaeh 

N (T--d 
Co 

�9 2 ~ <= L ( T )  

N:(T-- < Co L(T) T 
2(T--~) =2~ 2T T--~ 

eine solehe Dars te l lung;  beide haben sie aber auf  der Geraden a-----2 ~quidistante Nullstellen. - -  

I m  Laufe des Beweises wird man  den ,,wahren,, Grund des Satzes damn erblicken, dass bei der 

Wertever te i lung yon log ~(s) auf  einer vertikalen Geraden a = a0, wie sie im ersten Teil un te r such t  

wurde, n icht  nur  yon einer Rechteckswahrscheinl ichkei t  (Gebietswahrscheinlichkeit) ,  sondern sogar  

yon einer beschr~nkten (stetigen) lPunktwahrschelnlichkeit F(z) gesprochen werden konnte.  

4 -  29643. .4e~ r t~4. Imprim6 le 12 f6vrier 1930. 
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Fiihren wir bier den Grenziibergang T--* ~ aus, so folgt nach Satz V 

l(,) _--< Co. W(R). 
2 ~  

nunmehr W ( R )  ab, und zwar mit Hilfe der Darstellung (vgl. Wir  schi~tzen 

Satz IV, 3) 

W(R)= j" f F(z)dudv. 
R 

Indem wir mit M die obere Grenze der Funktion F(z) bezeichnen, erhalten wir 

W(R) _--< M (2 K~ V2) ~ = 8 M K  2 . e 2 

(wo das Entscheidende ist, dass e ~ und nicht e t auftrRt) Mso 

l(,) <= C o .  8 M K  ~. ,~  = 4 C o M K  ~. e; 
2 ,  

diese Ungleichung, in welcher der erste Faktor 4 C o M K  2 nieht yon , abhi~ng4, 

zeigt aber sofort, dass fiir ,--*o die Gr5sse l(,) gegen Null konvergiert. 

w 8. Beweis des zweiten Hauptsatzes. 

Nachdem der Hilfssatz 6 bewiesen is~, geniigt es um den Beweis des Satzes 

VI I I  zu fiihren die Existenz des Grenzwertes (I2)zu beweisen; wir ersetzen diese 

Aufgabe durch die folgende ~quivalente: 

Es sei fiir jeden Wert  yon t o mit na(to) die Anzahl der a-Stellen yon log~(s) 

im Rechteck 

( R(to): to-  
bezeiehnet; dann ist ha(to) eine im Intervalle - - ~  < t o < + ~ beschr~nkte, stiiek- 

weise konstante Funk~ion, fiir die (fiir T > ; )  

T 

No(r--:)<= f .a(to)dto<=No(T+ 
~ T  

d.h .  
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2 ~ I ; 2 
- -  = - -  . ~ ( t o ) d t o  < (;) 2 T-- _ 2 T+ 

gilt. hus  diesen Ungleichungen folgt, dass fiir T-+ r162 die beiden GrSssen 

No(T) 
2T 

T 

if und ~ -  n~(to)dt o 
- -T 

27 

dieselben oberen und unteren Limites haben miissen. Es geniig4 somit um den 

Satz VII I  zu beweisen, die Existenz des Grenzwertes 

T 

lim I f T - =  I T  . o ( t o ) d t o  

- - T  

nachzuweisen. 

Wit w~hlen eine fiir das folgende feste positive Zahl ~o, die kleiner als die 

drei Zahlen a~--a~ I , und a, -- x ist, und' betrach~n fiir jedes positives ~ < ~o 
2 2 

und fiir jeden Wert  yon t o die beiden Rechteeke 

und 

R i ( t o } : ( a l + ~ - < _ a = < a ~ - - ~ ;  t o - -  - 

R , ( to )  : ( a l  - ~ < (r < as + ~; to - - - -  

i )  
I +~<=t<: to+_z_e  
2 

i , ) 
2 ~ < t < t ~  2-+~ " 

nach der Wahl  yon ~o gehSren diese Rechtecke der H~bebene a > a ~ - e o ( >  I) 

an. Die Differenz _Ry(to)--tl~(to) ist ein Gebiet, das den Rand des l~chteckes 

R(to) enthKlt. Bezeichnen wir mit n~a(to) bzw. nva(to) die Anzahl der a-Stellen yon 

log ~(s) in R,(to) bzw. Ry(to) , so ist 

n'~(to) < ..(to} -<_ ~(to), 

und es ist n~(to)--n~(to) gleich der Anzahl der a-Stellen yon log~(s) in g,y(to)-- 

R,(to). Wir beweisen zuerst zwei Hilfss~tze: 
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lf i lfssatz 7. Es konvergieq't fiir ~ o  die Gr6sse 

T 

lira ' f (nV~(to)--n~Cto))dto 
t /  

--T 

gegen Null. 

i 
Beweis .  Unabhi~ngig yon t o und e is~ nva(to), und somit auch ha(to) und 

nVa(to)--n~a(to), nach dem Bilfssatz  4 hSchstens gleich der yon t o und ~ unabhiing- 

igen Kons~anten 

(14) Co = C o ( q l - - * o ,  62 + ~o, i + 2 ,o ,  a). 

W i r  teilen fiir jeden Wel4 yon t o die Menge l~v(to)- Ri(to) in drei kleinere Men- 

gen, ngmlich in die R e c h ~ c k e  

und 

( I i ) 
. . . .  , < t < t o +  2 + *  B,(to): a~ , < a < a ~ + , ;  to 2 

( i i ) 
- - - - - e < t < t o +  + ~  B~(to): a ~ - - ~ < a < a ~ + ~ ;  to 2 2 

und in die yon den beiden Rechtecken 

aL + ~<=a<a~--~; to-- - -  

I I 
*.< t <  t o - - -  + e  

2 2 

und 

I I 
a~ +*<=a<=a~--~; to+- - - ~ < t < t o + -  + *  

2 2 

t 

gebildete Menge A(to). W i r  bezeichuen mi~ n&(to) , n~(to) und n~(to) die Anzahl  

der a-Stellen yon log ~(s) in diesen Mengen.  Es ist  

r 

Ferne r  bezeichnen wi t  mi~ N~(T),  2Wa(T) und  Na(T) die hn~ahl der a-Stellen 

yon log ~(s) in den Rech~ecken (a~ - -  e < a < a~ + e; - -  T < t < T),  (a~ --  ~ < a < a2 + ~; 

- -T<t<T)  und ( a ~ + ~ a ~ - - ~ ; - - T < t < T ) .  D an n  gil~ 
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T i f  ( i )  I + 2 e  na(to)dto~N~ T + -  +e 
2 

--T 

T i ( i ) 
n d t o < N ~  T + -  +r  

. I  + 2 ~  ~--- 2 
- - T  

A~al (T  + I) 

< N~,(T + I) 

T 
, r  ( , )  - -  na(to)dto<=Na T + -  +e < ( 2 r + 3 )  Co, 

4 ~ J  2 = 
--T 

wo in der letz~en Relation C O die Konstante (i4) bedeuten kann. Aus diesen 

Ungleichungen folgt 

T 
~ ( T +  I, 2Va~,T+ I)} + 4 2 T +  3 

2 (ng(t~176176 2-T + 2 T  - - ~  - C ~  
- - T  

und ffir T - - ~  

T 

hm ~ f (nVa(to) --n~(to))dt o < (I + 2r) + 
T ~ 2 1 "  J 

- - T  

iim ~(T)~ ~._=2Y-J + 4~ Co. 

Hiermit is~ aber der Hilfssatz bewiesen, denn fiir ~--~o konvergier~ die GrSsse 

rechts gegen Null (Hilfssatz 6). 

Hilfssatz 8. Fiir jeden festen Wert yon e < ~o ist es mSglieh zwischen die 

Funktionen n~(to) und n~a(to) eine stiiekweise konstante Funktion ng(to) einzuschieben, 
fiir die der Gre,zwert 

G*(a)=~2=~ f':(to)dto 
- - T  

existiert. 

Beweis. Fiir jeden Wer~ yon t o gibt es in Rv(to)--R~(to) hSchstens 

C o a-Stellen yon log ~(s). Wir  w~,hlen eine positive Zahl r <  ~ und be- 
2 C o +  i 

zeiclmen mit M diejenige Teilmenge des Streifens a l - - r < ( r < a ~ + r  , die aus 
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allen Punkten besteht, deren Abstand yon jeder beliebigen a-Stelle yon log ~(s) 

in der Halbebene a >  x grSsser als r ist; dann is~ es (siehe Fig. I) mSgHch fiir 

jeden Wer~ yon t o eine ZaJal ~--~(to) im Intervalle o . < z < e  so zu bestimmen, 

dass die R~nder der beiden I~echt~cke 

u n d  

, (  R~(to): a , + ~ < a < a , - ~ ;  t o -  
i )  

! + ~ < t < t o +  ~--~: 
2 

( i )  ' _ I _ ~ < t < t o +  ~ + ~  R.~(to): a , - ~ < a < a , + , ;  to z 

der Menge M angehSren. 

Ungleichung der Form 

In der Menge M gilt nun nach dem Hilfssatz 5 eine 

I l o g  ~(s) - -  a I > m,  

w o m  eine positive Konsf~n~e bedeutet; jede beliebige regul{ire Funktion jT~(s), 
t t 

die auf den Riindern yon R~(to) und Ru(to) der Ungleichung 

(,5) IJT~(s) - log ~(s) l < m 

geniigt, hat somit nach dem Roucs~schen Satze in den Rechteeken tl,:.(to) und 
t 

R~(to) ebensoviele a-Stellen wie log ~(s), und es gilt also, wenn wir mit n*(to) die 

Anzahl der a-St~llen yon f~(s) in R(to) bezeichnen, die Ungleichung 

n~(to) _-- - '( to) _-< ,,~(to). 

Eine dem Hilfssatz geniigende Funktion ~a*(to) sou nun durch Bestimmung ge- 

eigneter Funktionen j~o(s) definier~ werden. 

Wir  wKhlen hierzu zuerst N so gross, dass im ganzen Streifen a L-~ < a <  a_,-Fe 

die Ungleiehung 

N 

2 ~ 1  

besteht, und Kndern danach fiir jeden Wert  yon t o die Funktion 

in der folgenden Weise ab: 

~r 

- T,1og (,-pT') 
n = l  
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Fig. I. 
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Zahlen ~01, 9~, . . . ,  9~v, 

weiehen, die Funkt ion  

Es sei die natiirliehe 

die 

Harald Bohr und Biirge Jessen. 

Zahl P so gross gewKhlt, dass fiir beliebige reelle 

I 
nur  alle um weniger  als ~ yon ganzen Zahlen ab- 

N 

( '  7) f *  (~) = - Y', l o~  (~ - e ' . ~ ' * , , p : ' )  
n = l  

im Streifen a~ --  ~ < a < a~ + ~ der Ungleiehung 

N 

If(')- (- < :  2 

geniigt. Dann  gilt wegen (I6) in diesem Strreifen die Ungle iehung 

If*(s)  - log" C(s) l < m.  

Wir  betrachten nunmehr  diejenige Zerlegung des Einheitswiirfels Q~v ( o ~ 8 , , <  I) 

im Raum der Koordinaten  81, 0 ~ , . . . ,  8~v in pN Wiirfel  mit  der Kantenl~nge 

I 
~ ,  die man erh~lt, wenn jedes der Intervalle  o ~ 8,, < I in P gleichgrosse Teile 

q~+ x 
q" < 8, < (qn~-o, I, P - - I )  geteilt  wird. Indem wir die p~v Kombina-  p =  ~ p - -  . . . ,  

t ionen (qt, q 2 , . . . ,  q~) in irgend einer Weise  in eine einfache Folge geordnet  

denken, kSnnen wir diese Wiirfel  mit Q~r bezeichnen, wo dann der Index q die 

Zahlen 1 2 , ,  . .  ., pN durehl~uft ;  den Anfangspunlr~ ( ~ ,  P'q2 . . . ,  -~ )  des qt~n 
$ 

Wiirfels bezeiehnen wit  kurz mit  (~ ,  ~ , . . . ,  8~). Fiir jeden Wer~ yon to be- 

" ( l o 2 ~  tlog____p, ' 
t raehten wi t  jetzt  den Punk t  yon Q~, welcher aus dem Punk~ t o ' o 2 z  

logp~r / 
' " '  t~ / dureh Redul~ion der Koordina~en mod. I entsteht .  GehSrt  dieser 

logp~ logpl  ~ ,  t o - - - -  - -  8q, Punk~ dem Wiirfel  Q~v an, sind dann die Differenzen t o -2z - -  - -  2 z  

tologp~, I " " '  2 ~  6~ aUe mod. I kleiner als f i  und kSnnen somit als Zahlen q91, g0~, 

�9 .., ~ r  in (I7) benutzt  werden. Es geniigt also die Funkt ion 
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N 

f~ta('~') --- - -  Z l o g  (I - -  e,' ( t ' l~ 

N 

= - -  Z lOg (I - -  e - - f ' 2a~  ) 
I1 - -  1 

im ganzen Streifen a~ -- t < a < a~ + t (und also speziell auf  den Rgndern der 

Rechtecken R'~(to) und l~(to) ) der Vngleichung (i5). Mit  der getroffenen W a h l  

der Funkt ionen j~o(S) ist also eine Funkt ion  n~(to) definiert, die zwischen n~a(to) 
f i l l  - ,  und a(to) fgllt. Von dieser Funl~ion soll nun gezeigt werden, dass sie stiick- 

weise kons tant  ist, und dass der Grenzwert 

T 
I 

G*(a) =- lim ~ f ,,~(to)dto 
--T 

existiert. 

Fiir jeden Wert~ yon to ist die Anzahl  n~(to)der a-Stellen yon f t . ( s ) i m  

Rechteck R(to) gleich der Anzahl der a-Stellen der Funkt ion 

/V 

j~(.~ + ito) -- --  ~, log (1 --  e-".  ==~ ) -~ fq(s) 

im Rechteck R(o). Von solchen Funkt ionen fq(s) gibt es nur  eine endliche An- 

zahl, ngmlich P~;  die Anzahl q~(to) ist also stiickweise konstant  und n immt  in 

I t  l_Ogpl log p~ allen Teilintervallen yon - - r 1 6 2  o < +  ~ ,  in denen d e r P u n k t  ~o 2~r ' to 2 z  ' 

�9 .. t logp,v~ , o~-~-z- ] iaod. t in Q~v fgllt, einen nur  yon q abhgngigen W e f t  ~ an. 

Bezeichnen wir also mit  /q(T) die L~nge derjenigen dieser IntervaUe, die dem 

Interval l  -- T <  t < T angehhren, so wird 

( i s )  

T pN 

I f qlq(T) ? T  , , :  (to) d to - -  Y ,  +,o �9 
q=l  

- - T  

Nun konvergiert  aber fiir 

der Grhssen 

5--29643. Acta mothematica. 54. 

T--+ ~ nach dem KRONECKER-WE~Lschen Satze .jede 

2T  

Imprim6 le 28 mars 1930. 
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I 
gegen das Mass fi~ des entsprechenden Wiirfels Qq. 

GrSsse (I8) gegen den Mittelwert 

Es konvergier~ somi~ die 

"a ~ 
G*(~) = ~ ;  

hiermR ist der tIilfssatz 8 bewiesen. 

Mi~ Hilfe der Hiffss~tze 7 und 8 ist nun der Beweis des Satzes VI I I  in 

wenigen W0rten vollendet. Es sei ~ > o beliebig gegeben; wir w~hlen nach dem 

Hilfssatz 7 ein ~--~ e(V)< ~o so, dass fiir diesen Wert  yon e 

T 
�9 I ; y i 

n,(to))dto < )L~ ~ a (.o(to)- ~. 
- -T  

Dann is~ fiir alle hinreichend grosse T etwa fiir T >  T o 

T 

- -  ~a(to))dt o < ~2. 2 I '  
--T 

Zum gegebenen e w~ihlen wir nun nach dem Itilfssatz 8 eine Funktion n~(to), 

fiir die erstens 
t g, ,,.(to) ----< ~o(to) ----< "a~(to) 

und zwei~ens der Grenzwert 

(I9) 

existier~. Wegen 

i s t  n u n  

T 

G*(a) lim I J '  -~ d t o "  

--T 

i fta(~o) __ n~(to) I =< ~qy(to) _ ~la(to) ; i  

fiir alle T >  To hat mail daher 
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T T 

- - T  - -7"  

Aus dieser Ungleichung in Verbindung mit  (19) folgt aber ffir T--~ oo 

T 

f I ~ta(~o)dto; lim ~ ( G* (a) --  ~ ~ r--~lim ~ f  r - -~ 2 I '  J 
- - T  - - T  

und also 

T 

n.(to)dto <= G*(a,) + ~7 

T T 

f f 
. . . .  . ] 

lira I n.(to)dt o -  hm ~ n.(to)dt  o < z~.  

- - ' / '  - - T  

Diese Ungleichung, in welcher V beliebig ist, zeigt aber die Existenz des Grenz- 

wertes 
T 

- - T  

und hiermit  ist der Satz V I I I  bewiesen. 


