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Einleitung. !

"Die Riemannsche Zetafunktion {(s) ist eine in der ganzen Ebene der kom-
plexen Veriinderlichen s=g¢ + ¢t definierte eindeutige Funktion, die bis auf den
einen Pol s=1 erster Ordnung regulir ist. In der Halbebene o> 1 ist die Funk-
tion durch die beiden gleichwertigen Darstellungen

! Eine programmissige Skizze der Untersuchungen, die jetzt genau ausgefithrt werden, ist
in einem Vortrag von H. Bour: Uber diophantische Approximationen und ihre Anwendungen auf
Dirichletsche Reihen, besonders auf die Riemannsche Zetafunktion, Fiinfter skandinavischer Mathe-
matikerkongres, Helsingfors 1922, gegeben worden. ’
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(1 to =2 =11

bestimmt, wo in der zweiten (der EvnErschen Produktdarstellung) p, die Folge
der Primzahlen 2, 3, 5, ... durchliuft. Aus dieser Produktdarstellung geht sofort
hervor, dass {{s) in der Halbebene ¢> 1 von Null verschieden ist.

Die Zetafunktion geniigt — wie RiemMany gezeigt hat — einer einfachen
Funktionalgleichung, welche die Werte der Funktion in den beiden Punkten s

und 1—s miteinander verbindet. Diese Punkte liegen symmetrisch zu s=é;

man pflegt daher die Funktion nur in der Halbebene o‘g;— zu studieren. Die
berithmte, unbewiesene Riemannsche Vermutung iiber die Nullstellen von {(s)

besagt, dass alle dieser Halbebene a;—; angehoérigen Nullstellen auf der Be-
grenzungsgeraden 0=§ der Halbebene liegen, dass also {(s) nicht nur in ¢>1
sondern sogar in der grosseren Halbebene 0>; von Null verschieden ist. Im

folgenden studieren wir die .Verhiltnisse nur in dieser offenen Halbebene ¢ > ; )

nicht aber auf der Begrenzungsgeraden o= ;—

Die Resultate, die hergeleitet werden sollen, sind fiir die betrachteten Fragen
von relativ abschliessender Natur und stellen das beste dar, was wir mit den be-
nutzten Methoden beweisen koénnen. Es sei jedoch schon hier gesagt, dass sie
iiber die Riemannsche Vermutung nichts Neues aussagt.

Um die Evrersche Produktdarstellung bequem ausniitzen zu konnen werden
wir statt ((s) selber lieber die Funktion log {(s) betrachten. In der Halbebene
6> 1 ist ein eindeutiger regulirer Zweig dieser Funktion, nimlich derjenige dessen
Werte auf der reellen Achse reel sind, durch den Ausdruck '

(2) log §(s) = — 2llog (1 —p;")
n=—1
gegeben, wo auf der rechten Seite logu den Hauptwert des Logarithmus be-

reichnet. Soll aber log {(s) bis zur Geraden azé untersucht werden, so miissen
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wir uns die Halbebene ¢ >é zuerst aufgeschnitten denken, sowohl lings einer
Linie, die den Pol s=1 mit der Begrenzungsgeraden a=-21- verbindet, wie auch
— wenn es Nullstellen von {(s) rechts von a=—; geben sollte — lings Linien,
welche von diesen Nullstellen zur Geraden azé hinfiihren. Unter log {(s) in

der Halbebene o >é soll im folgenden die Funktion verstanden werden, die man

erhiilt, wenn man die Schnitte immer als horizontale Strecken wiihlt.

Fir jedes ¢>o0 ist die Reihe (2) in der Halbebene 6> 1 + ¢ gleichmissig
konvergent und stellt log((s) dar; auch fiir ;-< 6= 1 kann aber (2) zur Dar-
stellung von log {(s) benutzt werden; fiir jedes e>o konvergiert nimlich die
Reihe in der Halbebene ¢ >—; + ¢ im Mittel gegen log {(s), sogar gleichmissig

in ¢. Diese Ausdriicke sollen in der zweiten Mitteilung erklirt werden. Vor-
liufig betrachten wir nur die Halbebene 6> 1. Die Resultate, die wir gewinnen
werden, sollen dann in der zweiten Mitteilung, im wesentlichen durch denselben
Beweisgang aber unter Heranziehung schwierigerer Hilfsmittel, fiir die grossere

"Halbebene ¢ > —; hergeleitet werden.

Die Untersuchung zerfillt in jeder der beiden Mitteilungen in zwei Teile:

In dem ersten Teil handelt es sich von dem Verhalten von log ((s) auf einer
vertikalen Gerader 6=0,, d.h. von der Betrachtung derjenigen Punktmenge in
der komplexen Ebene, die der Punkt log {(o,+ ¢t) fiir — o < ¢< + o beschreibt.
Friiher hat man im Wesentlichen nur die abgeschlossene Hiille dieser Menge
bestimmt, d.h. die Menge aller Punkte welche log {(o, + ¢¢) fir —oo <t<<+ o
beliebig nahe kommt. In der vorliegenden Untersuchung tritt ein neues Element
hinzu; es wird nun auch nach der Wahrschernlichkeit gefragt mit der log ((a, + i)
in der Nihe dieser Punkte kommt.' Dass eine solche Wahrscheinlichkeit erklirt

! In einer groberen Ausfiihrung kommt dieser Wahrscheinlichkeitsbegriff schon in den fol-
genden Arbeiten vor: H. BoHR und R. CoURANT, Neue Anwendungen der Theorie der diophan-
tischen Approximationen anf die Riemannsche Zetafunktion. Journ. f. Math. Bd. 144 (1914). 8. 249
—274. H. BoHR, Zur Theorie der Riemannachen Zetafunktion im kritischen Streifen. Acta math.
Bd. 40 (1915). S. 67—100. Der Leser braucht iibrigens die zitierten Arbeiten nicht zu kennen.
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werden kann sagt der folgende Satz aus, dessen Beweis das wesentlichste Ziel
des ersten Teiles bildet:

Erster Hauptsatz. FEs gibt in der komplexen 2=u + cv-Ebene eine reelle, be-
schramkte, stetige, nirgends negative Funktion F(z) von der folgenden Beschaffenheit;
st Bu, <u<uy, v, <<v<<v,) ein beliebiges parallel zu den Koordinatenachsen orien-
tertes Rechteck, und bezeichnet man mit L(T) die Gesamtlinge derjenigen Teil-
intervalle von —T<t<T, in denen log ((o,+¢t) in R liegt, so konvergiert mat

unbegrenzt wachsendem T der Quotient LZ(—ZZJ) gegen das diber R erstreckte Integral

TE%I;(—?sffF(Z)dudv.

Im zweiten Teil wird das Verhalten von log {(s) ¢n einem vertrkalen Streifen
0, <0< g, untersucht. Es handelt sich hier von den Werten, die log {(s) wirk-
lich annemmt. Friher hat man die Menge dieser Werte bestimmt; jetzt wird
auch nach der Wahrscheinlichkeit ‘gefra,gt, mit der ein Wert im Streifen an-
genommen wird; es wird der folgende Satz bewiesen:

der Funktion F(2):

Zweiter Hauptsatz. FEs set a ein Wert, der von log{(s) in 0, <o<<o, an-
genommen wird, wnd es bezeichne No(T) die Anzahl der (in ihrer Vielfachkeit ge-
zdhlten) a-Punkte von log {(s) ¢m Rechieck o, <o<o,, —T<t<T; dann konver-

giert fiir T— oo der Quotrent %@ gegen eine endliche, positive Zahl.

In dieser Richtung waren bisher nur die Ungleichungen

. No(T) = Nu(T)
0 < lim 2T 7’ 1?.1_1}; 2T <t

T—ox
bekannt.?!

Beim Beweis des zweiten Hauptsatzes miissen wir den ersten Hauptsatz
benutzen.

! Fiir den Fall 1 <g¢, <0, siche S. WENNBERG, Zur Theorie der Dirichletschen Reihen.
(Dissertatidn, Uppsala 1920), 8. g9; fiir den Fall % <6, <03 <1 H. BOHR, loc. cit. (Fussnote 8. 3)

8. 72. Fiir den Fall 1. <0, <6, geben wir iibrigens im folgenden einen von dem WENNBERGschen
verschiedenen Beweis.
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Erster Teil. Das Verhalten der Zetafunktion auf einer vertikalen
Geraden o=g,(>1).

§ 1. Excurs iiber die Methode.
a. Der KroNECKERsche Satz und der arithmetische Teil der Methode.

Auf einer vertikalen Geraden o=¢,>1 wird log{(s) als Funktion von ¢
durch die gleichmissig konvergente Reihe

108'@(00 +it) = — Z log (1 _p;(mﬁii))

n=1
—— Z IOg (I __p;aoe—itlogpn)
] ne=1 )
dargestellt. Indem wir

— tlogjon = 27 un(t)

setzen, konnen wir schreiben

(3) log (o, + it) = — 2\ log (1 — py e 2enl).
n=1
Auf diese Reihe wenden wir eine arithmetisch-geometrische Methode an,
die schon von Bomr in mehreren Arbeiten benutzt worden ist!, und die darin
besteht, dass man gleichzeitig mit (3) die Funktion

(4) S(OI’ 02, . )= —-—Zlog(l _-p:doei.ZnO")
n=1
der unendlich vielen Verinderlichen 6,,6,, ... betrachtet, die aus (3) entsteht,

wenn man die von der einen Verinderlichen ¢ abhiingigen Grossen g, (f), u,(f), . ..

! In dieser Beziehung (Untersuchungen iiber gleichmissig konvergente Reihen) ist besonders
zu erwihnen: H. BoHR, Uber die Funktion %(s). Journ. f. Math. Bd. 141 (1912). 8. 217—234.
Uber die Bedeutung der Potenzreihen unendlich vieler Variabeln in der Theorie der Dirichletschen

Reihen Z% Gott. Nachr. Math. phys. Klasse. 1913.
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durch unabhiingige (reelle) Variabeln ersetzt. Die Reihe (4) ist im ganzen Raum

der Verinderlichen 6,, 0, ... gleichmiissig konvergent; sie wird ja wie (3) durch
Dlog (1 — pr )| = 2 (— log (1 — p; )
n=1 n=1 .
majorisiert; es geniigt offenbar, wenn man S(6,,0,,...) im Einheitswirfel
0=0,<1,0=0,<1,... betrachtet.

Gleichzeitig mit (3) und (4) wollen wir auch die Abschnitte

.
flt) = — log (1 — py e 37ent)

n=1
und
¥
Sx(,, 6., ...,08)=— Zlog(l — py et 270
n=1
der beiden Reihen betrachten.

. Der Zusammenhang zwischen log {(o, + ¢t) und S(6,, 6, ...) bzw. zwischen
Sw(t) und Sx(0,, 0, ..., 0x), welcher zuniichst nur ein rein formaler ist, bekommt
nun einen realen Sinn, wenn man einen bekannten Satz von Kronrcker tiber
diophantische Approximationen in die Untersuchung hineinfiihrt, dessen Bedeu-
tung ist festzustellen, dass die Grossen g, (f), uy(t), ..., obwohl sie von einander
abhiingen, sich doch in manchen Beziehungen fast ganz so benehmen als wiren
sie von einander unabhingige Variabeln. Die genaue Formulierung des Satzes
ist der folgende:

Kroxkckerscher Satz': Es seien N reelle Zahlen Ay, Ay, ..., An gegeben, die
von einander linear unabhdingig sind, d. h. es bestehe keine Relation ¢4, + ¢,h; +
R chN¥o mit rationalen micht samtlich verschwindenden c¢n, und es set t ein
reeller Parameter. Es seien ferner 6,,0,, ..., On beliebige reelle Zahlen. Dann
gibt es zu jedem positiven ¢ mindestens etnen Wert von t und dazu gehdrige ganze
Zahlen g, gs, ..., gn, so dass die N Ungleichungen

Itkn_61l—9n|<€ (’ﬂ=l,2,...,N)

samilich erfillt sind.

! Siehe fiir einen einfachen Beweis z. B. H. BoHR, Another Proof of Kronecker's Theorem.
Proc. London Math. Sec. Ser. 2, Vol. 21 (1923), p. 315—316.
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Eine andere Formulierung dieses Satzes ist die folgende:

Es seien die Zahlen A, 4, ..., Ay von einander linear unabhingig, und es
bezeichne ¢x den Einheitswiirfel o<z, <1,0=2,<1,...,0=2y<1 im Raum
der Koordinaten z,, ,, ..., zy. Ferner bezeichne A die Teilmenge von @,

die aus der Geraden

Xy = th;, Ty =1thy, ..., Tx = thn; — oo << 4+

entsteht, wenn man die Koordinaten ihrer Punkte mod. 1 reduziert. Dann liegt
diese Punktmenge A in Qy #berall dicht.

Ausser diesen Satz wird im folgenden eine Verschirfung derselben, die man
Weyr verdankt, eine wichtige Rolle spielen; dieser verschirfte Satz (den wir
unten genau formulieren werden) besagt, dass die Menge A sogar in einem ge-
wissen Sinn »diberall gleich dicht> in Qn verteilt ist.

Vorldufig begniigen wir uns damit an die Bedeutung des urspriinglichen
Satzes fir die Zetafunktion zu erinnern; seine Anwendung beruht darauf, dass
fiir jeden Wert von N die Zahlen log p, log p,, .. ., log py, Wegen der eindeu-
tigen Zerlegbarkeit einer ganzen Zahl in Primfaktoren, linear unabhingig sind.
Wir beweisen den

Satz 1. Es sei fiir jeden Wert von oy(> 1) mit M (0,) die Menge der Werte
bezeichnet, die log ((s) auf der Geraden c=gq, annimmt, d. h. die Wertemenge der
Funktion log (o, +71t); dann ist die Wertemenge der entsprechenden Funktion
8(6,,0,, ...) von unendlich vielen Veranderlichen genau gleich der abgeschlosse-
nen Hiille M (o)) von M (o,), oder anders ausgedriickt: Es ist die Wertemenge von
80,, 6,, ...) abgeschlossen und die Werte von log (o, + 2t) liegen in thr diberall
dicht.

Beweis. Dass die Wertemenge von S(0,, 6;, ...) abgeschlossen ist, ist in
Satz II enthalten; wir beweisen deshalb hier nur, dass die Werte von log {(g, -+ ¢¢)
iiberall dicht in ihr liegen. — Wie schon bemerkt, sind fiir jeden Wert von N

log p, ,

die Zahlen log p,, log s, .. ., log py und somit auch die Zahlen — I%g;_gl’ —

1 . . .
oy = %ZE von einander linear unabhingig. Die Menge der Punkte (u(t),
ws(®), ..., un(?)), wo man ¢ das Intervall — o < ¢< + o durchlaufen lisst und
fiir jeden Wert von ¢ die Koordinaten mod. 1 reduziert, bilden somit eine im
N-dimensionalen Einheitswiirfel @y iiberall dicht liegende Punktmenge. Nun ist
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aber die Funktion Sy(0,,6;,...,60x) in Qy stetig; der Wertevorrat von fn(?)
muss also im Wertevorrat dieser Funktion von N Verinderlichen iiberall dicht

liegen. — Von hier aus beweist man nun den entsprechenden Satz fiir die Funk-
tionen log ((g, + 2f) und S(6,, 6;, . ..) einfach so: Es sei ¢>0 und die Werte von
0,,0,, ... beliebig gegeben; es soll ein Wert von ¢ gefunden werden, so dass

|log L(o, + 2t) — S(6,, 6, .. )| < e

ist. Hierzu bestimmen wir zuerst N so gross, dass das Restglied

2 log (1 — p)|

n=N+1

der gemeinsamen Majorante der Reihen (3) und (4) kleiner als % ausfillt, und

danach fiir diesen Wert von N und die gegebenen Zahlen 6,,6,, ..., Oy einen
Wert von ¢ so dass

Ifx(t) — Sv(6y, G, . . ., Ox)] <§

ist; dann geniigt offenbar dieses ¢ der gestellten Bedingung.

b. Der geometrische Teil der Methode; Addition unendlich vieler

konvexen Kurven.

Wir stellen uns als Aufgabe die Bestimmung des Wertevorrats der Funk-
tionen

8(0!7 02, .. ) == — Zlog(l -—p:doef.ZnB")

n=1

und

N
Sx(0,,0,, ..., 08 =— Zlog(l — p, %€t 270n),

n=1

wenn die Variabeln 6, unabhingig von einander die Intervalle o =6, <1 durch-
laufen. Hierbei durchlaufen die Grossen 1—p_ %ef-27% Kreise mit dem Mittel-
punkt 1 und den Radien r,=p;%. Wenn aber eine komplexe Zahl z, einen
Kreis |2n — 1|=7,<1 durchliuft, so durchliuft z,= —log x, eine konvexe Kurve
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wn, die den Nullpunkt im Innern enthilt; der Winkel, den die Tangente‘ an wy,
mit der Abszissenachse der z,Ebene bildet, ist nimlich infolge der konformen
Abbildung gleich dem Winkel, den die Kreistangente mit dem Radiusvektor vom
Nullpunkte aus in der x,-Ebene bildet, und #ndert sich daher monoton, wenn
den Kreis durchliuft. Die Kurve w, hat zwei auf einander senkrechte Symme-

tneachsen niamlich, wenn wir 2, =wu, + ¢v, schreiben, die beiden Geraden v,=o0
und un—*logl’ 1—1p
Die gestellte Aufgabe ist hiermit in eine rein geome’msche uberfuhrt

Wenn die Punkte 2z, unabhingig von einander konvexe Kurven durchlaufen,
©. N '

dann die Menge aller Summénpunkte Zzn bzw. Zzn zu bestimmen. Diese
n=1 n=1

Aufgabe, die man als Addition von unendlich vielen bzw. von endlich vielen kon-
vexen Kurven bezeichnen kann, kann fiir beliebige konvexe Kurven durch ele-
mentare Betrachtungen behandelt werden'; nimmt man die vorliegenden speziellen
Umstiinden in Betracht so erhilt man leicht den folgenden

Satz IL. 1) Es bildet der Wertevorrat M(o,) der Funktion S(6;, by, ...) ein
abgeschlossenes Gebiet in der z=wu+ iv-Ebene, mit den beiden auf eimander senk-

rechten Symmetrieachsen v =0 und u = — Z,log V 1——1,,, das entweder von einer

n=1
einzelnen geschlossenen konvexen Kurve Y begrenzt wirdz oder aber von zwei ge-
schlossenen - konvexen Kurven Y wund I, von denen I ganz im Inneren von Y wver-
lauft; in beiden Fillen enthilt Y den Nullpunkt im Inneren. Der erste Fall tritt
Sur alle hinreichend nahe an 1 gelegene, der zwerte fiir alle hinreichend grosse Werte
von 0, ein.
2) In derselben Weise bildet fiir jeden Wert von N> 1 der Wertevorrat der

Funktion Sy(0y,0,, ...,08) ein abgeschlossenes Gebiet mit den Symmetrieachsen
N

v=0 und u= — Zlog Vi—rd, das entweder von erner konvexen Kurve Yy oder
n=1

! H. Bour, Om Addition af uendelig mange konvekse Kurver. Owversigt over D. Kgl. Danske
Vidensk. Selsk. Forhandlinger, 1913, S. 349—374. H. BoHR og B. JESSEN, Om Sandsynligheds-
fordelinger ved Addition af konvekse Kurver. D. K. D. Vidensk. Selsk. Skrifter. 8. Rekke XII, 3
(1929), S. 1—82. Der Leser braucht fiir das Verstindnis der vorliegenden Abhandlung diese Ar-
beiten nicht zu kennen; die Resultate die wir aus ihnen benutzen, sollen immer genau formu-
liert werden.

2—29643. Acta mathematica. 54. Imprimé le 11 février 1930.
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von zwer konvexen Kurven Yy und In begrenzt wird; Yn verlauft ganz im In-
neren von Yyyy, Inv1 (falls sie existiert) ganz im Inneren von Iy.

3) Fir N-— o konvergiert die Kurve Yy gegen Y, die Kurve Ix gegen I,
Salls diese Kurve existiert. Gibt es keine Kurve I, wohl aber fiir jeden Wert von
N eine Kurve Iy, so konvergiert fiir N— o diese Kurve gegen das Symmetrie-
zentrum von M(o,), das wir dann wieder mit I bezéichnen; M(o,) heisst in diesem

‘all, der fiir mindestens einen Wert von o, vorkommt, ein ausgeartetes Ringgebiet.
Als innere Punkte von M(c,) bezeichnen wir in allen Fillen nur die Punkte von
J]_l(ao), die nicht den Kurven Y und I angehiren, auch dann wenn I zu einem
Punkt ausartet.

4) Die Kurven Y und I variieren mit 6, stetig, und zwar verléuft fiir 6, <a,’
die Kurve Y(o,”’) ganz im Inneren der Kurve Y(o,); bezeichnen wir mit I' bew. y
den grissten bzw. kleinsten Abstand zwischen dem Nullpunkt und einem Punkt von
Y, so gilt lim y=oo, lim I'=0. Fiir hinreichend grosse Werte von o, enthdlt 1

l—a, Gp— ®

den Nullpunkt im Inneren.

Wir haben diesen ausfiihrlichen Satz nur zur Orientierung iiber den Cha-
rakter der Punktmenge M(s,) sowie iiber seine Variation mit ¢, angefiihrt, wer-
den ihn aber im folgenden nicht wesentlich brauchen. Fiir den Beweis der
Hauptsiitze geniigt der folgende, in Satz II sehr speziell enthaltende, Hilfssatz,

den wir aber auch unmittelbar beweisen konnen.

Hilfssatz 1. Ist a eine ganz beliebige komplexe Zahl, so gibt es einen Wert
von 6,, der natirlich von a abhdngt, so gross, dass die Menge M(s,) den Wert a
nicht enthdlt; es hat also die Funktion |log{(s)—a| auf der Geraden o==0, eine
positive untere Grenze.

Beweis. Ist a von Null verschieden, so wihle man ¢, so gross, dass

2llog (1 —p;%)| < |al

n=1

isf; ist dagegen ¢ gleich Null, so wihle man ¢, so gross, dass

log (1 +27%) — 2 |log (1 —p; )| >0

n=2

ist.
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c. Der Wertevorrat von log {(s) in unendlicher Nahe einer Geraden
 0=0,>1; der analytische Teil der Methode.'

Ausser den arithmetisch- -geometrischen Untersuchungen kommt in der ur-
sprunghchen Bonrschen Methode noch ein dritter, analytischer ‘Teil vor, der
sich aber nicht auf dem Verhalten auf einer vertikalen Geraden, spndezrn’auf
'dem Verhalten % wunendlicher Nihe einer solchen Geraden bezieht. Er besteht
in dem Nachweis des folgenden Satzes

Satz III. FEs sei 6,>1 gegeben dann machen die Werte die log § (s) 7n
unendlicher Nihe der Geraden o— 0y, d. h. die Werte, die sie in jedem Streifen

Go—0<0<0,+0 (0 <g,—1) um diese Gerade annimmi, genau “der Punktmenge
M(o,) aus.

Wir erwilhnen diesen Satz nicht nur, um die wahre Bedeutung der Mengen
M(g,) fiir die Funktion deutlich hervortreten zu lassen, sondern auch weil man
mit ihrer Hilfe eine unmittelbare Bestimmung des Wertevorrats von log {(s) in
einem beliebigen Streifen (1 =)0, <0<o, bekommt. Ein Beweis des Satzes wird
sich im zweiten Teil mit Hilfe allgemeiner Hilfssiitze sehr leicht erbringen lassen.

§ 2. Verschiirfung der Hilfsmittel.

a. Der KRONECKER-WEYLsche Satz.

Um zu einer genaueren Betrachtung der Wahrscheinlichkeit zu gelangen,
mit der sich die Wertemenge M(g,) von log {(s) auf einer Geraden 6=, in ihrer
abgeschlossenen Hiille M(g,) verteilt, miissen wir sowohl den arithmetischen als
auch den geometrischen Teil der obigen Methode wesentlich verschirfen. Die
Verscharfung des arithmetischen Teils der Methode geschieht durch Heranz1ehung
des folgenden verschiirften Kronreckrrschen Satzes:

Kronecker-WevLscher Satz®: FEs seien Ay, 4, . . ., Ay reelle, von ei'nander linear
unabhdngige Zahlen und es bezeichne wie oben A die Teilmenge des N-dimensionalen

! Kann iibergangen werden.

* H. WEvL, Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins. Math. Ann. Bd. 77 (1916).
8. 313—352, 8. 324. In dieser Arbeit wird gleichzeitig der KRONECKERsche Satz bewiesen und
zwar durch eine Methode, die die Gleichdichtigkeit der Menge A in Evidenz setzt. Dieselbe
Beweismethode zeigt sich von Wichtigkeit fiir die Behandlung anderer Probleme in der Theorie
der Diophantischen Approximationen. Wenn es sich aber nur um den verallgemeinerten Kro-
NECKERschen Satz handelt, kann man den Beweis mit Hilfe des KRONECKERschen Satzes selbst
leicht erbringen (vgl. H. BoER und R. COURANT, loe. cit. (Fussnote 8. 3) 8. 259).
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Einheitswiirfels Qn: o=2,<1, 052,<1,..., 0=xy<<1, die aus der Geraden
(5) Xy =th, Zg=1thy, ..., xy==tAy, —o<t< + ®

entsteht, wenn wir die Koordinaten threr Punkte mod. 1 reduzieren. Diese Menge
A liegt dann <m folgenden Sinne in Qn tiberall gleich dicht: Es bedeute Q eine
beliebige tm Jorpaxschen Sinne messbare Teilmenge von Qnx mit dem (N-dimensio-
nalen) Mass mR; ferner bedeute G(T) fiir jeden Wert von T die Menge derjenigen
Werte von t em Intervalle — T <t<<T, fiir welche der entsprechende Punkt von A
der Menge Q angehiort, und es bezeichne m;G(T) bzw. m, G(T) das innere bew. das
dussere Jorpansche Mass dieser (linearen) Punktmenge G(T). Dann bestehen fiir
T— o die Gleichungen

tim ™)y ) o
T—> 21 T——x 2T

Es sei hervorgehoben, dass der Satz ganz unrichtig sein wiirde, wenn man
statt des Jorpanschen den LEeseseueschen Massbegriff zu Grunde gelegt hatte.
Das einfachste Beispiel um dies zu illustrieren ist der Fall, dass 2 mit 4 iden-
tisch ist; dann bekommt man fiir die beiden Grenzwerte denselben Wert 1, da-
gegen fir mQ2 den Wert Null. '

Dagegen kann der Satz in einer anderen Richtung verschirft werden. Es
ist offenbar fiir die Giiltigkeit des Satzes gleichgiiltig, ob wir die Gerade (5)
durch eine beliebige Gerade '

zy=a,+td, xg=a,+ths, ..., xy=an+tdy, —<t<+

mit denselben Richtungszahlen ersetzen. Die erwihnte Verschirfung liuft dar-
auf hinaus, dass sogar der Anfangspunkt »gleichmissig gleichgiiltig» ist: Wenn
die Menge 2 gegeben ist, kann zu jedem &¢>o0 ein T,= T,(e) bestimmt werden,
so dass, wenn nur I'> T, ist, gleichzeitig fiir alle Anfangspunkte

mG(T)  myG(T)

———t e _—<
2T 2T “m+ ¢

m—e<<

ist. Wir werden aber diesen verschirften Satz im folgenden nicht benutzen.
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b. Addition von konvexen Kurven mit zugehérigen Wahrscheinlichkeiten.

Die Bestimmung des Wertevorrates der Funktion

S(ﬂl, 02’ . ) = — Zlog(l -~p:u.,ei.2non)

n=1
bzw. der Funktionen
¥ ,
SA'(ol, 02, ey 0N) _ — Zlog(l _p"—O'Oei.ﬂan)

n=1
war, wie wir soeben sahen, mit der Addition der unendlich vielen konvexen Kurven

(6) Wp': Zp=— — ].Og(I _pn—a(,ei.ZnGﬂ)’ O§0n< 1

bzw. der N ersten dieser Kurven gleichbedeutend.

Eine allgemeinere Frage (die sobald einen genauen Sinn bekommen soll)
ist die folgende: Mit welcher Wahrscheinlichkeit verteilen sich die Werte von
8(0,,0,,...) bzw. Sx(0,,6,,...,0y) in ihren entsprechenden Mengen? Wir zi-
tieren aus der oben (Fussnote S. 9) erwiihnten gemeinsamen Arbeit, wo dhnliche
Fragen in grosserer Allgemeinheit behandelt sind, die folgende Antwort:

Satz IV. Es sei in der komplexen z=wu + tv Ebene R ein beliebiges parallel
zu den Koordinatenachsen orientiertes Rechteck, d. h. eine Punktmenge, die durch
Ungleichungen der Form w, <u<u,, v,<v<<vy definiert ist. Wir betrachten,
Jir jeden Wert von N, die Punktmenge Qy tm N-dimensionalen Einheitswiirfel
Qv(o=0<1,n=1,2,...,N) fir die der Punkt Sx(0,,0,, ..., 0x) dem Recht-
ecke R angehirt; dann gilt:

1) Die Punktmenge Qn ¢st im Jorpanschen Sinne messbar; wir nennen ihr
(N-dimensionales) Mass Wx(R) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Sn(0,,0,, ..., 0x)
dem Rechtecke R angehort. '

2) Fiir N— o konvergiert Wx(R) gegen einen bestimmien Grenzwert W(R);
wir nennen thn die Wahrscheinlichkert dafiir, dass 8(0,, 0,, ...) dem Rechtecke R
angehort. W(R) ist positiv dann und nur dann, wenn R Punkte des Wertevorrats

M(s,) von S(0,, 6,, ...) enthdlt.

! Dieser Teil des Batzes (und etwas mehr) ist schon in der oben (Fussnote S. 3) erwihnten
Arbeit von H. BoHR und R. COURANT bewiesen worden.
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3) Die Funktion W(R) ldsst sich als Integral einer beschrinkten, stetigen
Punktfunktion F(2) darstellen: ' ‘
=ffl"(z)dudv.
B

F(z) st positiv genaw fiir die inneren Punkte (vgl. Satz 1L, 3) der Menge M (o).
4) Fiir alle hinreichend grosse N ldsst sich auch Wy(R) als Integral einer
stetigen Punktfunktion Fn(z) darstellen:

WN(R)=ffFN(z)dudv.

Fx(2) konvergiert fir N— o gleichmdssig gegen F(e).

Der letzte Punkt 4) wird iibrigens im folgenden nicht verwendet.

§ 3. Erster Hauptsatz. Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf
vertikalen Geraden.

Das Ziel des vorliegenden Paragraphen ist der Beweis des folgenden Satzes:

Satz V. Es set R(u, <u <u,y, v, <v<wn,) etn Rechteck in der z=u + {v-Ebene,
und es bedeute L(T') die gesammelte Léinge derjenigen Teilintervalle von — T<t<T,

in denen log L(o, + 1) in R fallt; dann gilt:
L(T)

1) Es konvergiert mit unbeschrinkt wachsendem T der Quotient ST Jegen

einen bestimmien Grenzwert;, wir mennen thn die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
log C(o, + 2¢) dem Rechtecke angehirt.

2) Es ust dieser Grenzwert gleich der Wahrscheinlichkeit W(R) dafiir, dass
S0y, 0,,...) in R fillt, und somit als Integral der obengenanmnten, beschrinkten,
stetigen Funktion F(z) darstellbar; wir nennen F(z) die Wahrscheinlichkeit, mit der
log C(o,+2t) in der Nihe des Punktes z kommdt. '

Dieser Satz sagt etwas mehr aus als der erste Hauptsatz der Einleitung,
indem er den Grenzwert von Lz—(lz;) mit der Werteverteilung von S(6,, 6,, ...) in

Zusammenhang stellt. Eine andere Formulierung des Satzes ist die folgende:
- Es liegen die Werte, die log((s) auf der Geraden ¢=o0, annimmt, nicht
nur wie in Satz I behauptet in der Wertemenge der Funktion S(6,,6,, . ..) iiberall
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dicht, sondern sie liegen sogar in dieser Menge genau »ebenso dicht> wie die
Werte dieser Funktion S(6;, 6,, ...) selbst.

Beweis. Wir beweisen zuerst den entsprechenden Satz iiber die Funktionen

. . N . R
Pl = — 2 log (1 — pyse=itionm),

n=1

dass, wenn Ly(T) die Linge der Teilintervalle von — T <t< T bezeichnet, in
denen fx(t) dem Rechteck R angehért, die Limesgleichung '
Ly(T) _

v fim = = WalB)

besteht. Es bedeute wie oben Qy die Teilmenge von Qy (0=6,<1,n=1, 2,
.., N), in der

N
S0y, 6y, ..., 08) = — Zlog (1 —p el 2mon)
: : ‘

n=

in R fillt; nach Satz IV, 1 ist Qy im JéRDANschen Sinne messbar, und ihr
Mass ist Wx(R); dass fiir irgendein Wert von ¢ der Punkt fx(f) dem Rechteck
angehoren soll, ist nun damit gleichbedeutend, dass der aus dem Punkt

(_ Jogp _ logpy aflogpzv)_
2 27 27

durch Reduktion der Koordinaten mod. 1 entstehende Punkt von Qy in Ln

fallen soll. Da die Zahlen __lig:gﬁ’ —lgg&, s . logpx linear unabhingig
27w 27T 27T

sind, wird somit (7) eine direkte Folge des KronEckrr-WryLschen Satzes.

Der Beweis des Satzes V geschieht nun einfach durch den Grenziibergang
N— . ' o '

Es sei ¢>o0 beliebig gegeben. Wir betrachten zwei achsenparallele Recht-
ecke R; und R,, die mit R den Mittelpunkt gemeinsam haben, und von denen
R; innerhalb R liegt, wihrend R in R, gelegen ist; nach Satz IV, 3 kénnen wir
R; und R, so nahe an R wihlen, dass

W(R)—e< W(R)< W(R)< W(R) < W(R)+¢.
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Wir bezeichnen mit d den kleinsten Abstand zwischen einem Randpunkt von R
und einem Randpunkt von R; oder R, und wihlen danach (Satz 1V, 2) N so
gross, dass gleichzeitig

| W(Ri) — Wx(R)| <&, | W(R)— Wa(R)|<e

uund

2 |log (t—p)| <4

n=N+1

ist. Dann ist erstens

(8) W(R) — 26 < Wx(R); Wnx(R,) < W(R) + 2¢

Und zweitens ist fiir jeden Wert von ¢
[log Llop +48) — f(t)] < 6;

damit logZ(o,+¢f) in R fillt, ist es also notwendig, dass fx(f) in R, fillt, und
hinreichend, dass fx(f) in R; fillt. Bezeichnen wir nun mit Ly,:(7) und Ly, (T)
die Linge der Teilintervalle von — I'<t< T, in denen fn(f) dem Rechteck R:
bzw. dem Rechteck R, angehért, so ist also fiir jeden Wert von T

Ly T) < L(T) < Ly,,(T).

Durch Division mit 2T und Ausfithrung des Grenziiberganges 7o bekommt
man hieraus nach dem obigen '

L(T) _ — L(T)
WN(R,)=7}1!1:° o7 _}mt ST = Wa(Ry)
und somit nach (8)
(T) _ - L(T)
_ =< — L < —_— <
W(R) 26=Thn::o o T _Thni ST = W(R) + 2¢.

Da aber ¢ beliebig war, folgt hieraus

L(T) _ j ID)

m T T—w 2T = W(R),

womit der Satz bewiesen ist.
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Es ist offenbar fiir die Giiltigkeit des Satzes V gleichgiiltig, ob wir statt
Intervalle — I'<t<T mit dem Mittelpunkte Null Intervalle |¢—¢,| < 7' mit
einem anderen festen Mittelpunkt gewiihlt hatten; hierdurch wird nimlich die
Grosse L(T) hochstens um £, geiindert, was fiir 77— o ohne Bedeutung ist.
Nimmt man die oben erwihnte Verschirfung des Kronecker-WEevrLschen Satzes
im Beweise hinzu, so zeigt sich, dass die Wahl von ¢, sogar gleichmissig gleich-
giiltig ist: Wenn R gegeben ist, so gibt es immer zu jedem &>>o0 ein nur von
¢ abhiingiges T,, so dass fir 7> T, gleichzeitig fiir alle f,

W(R) — & < L—z(g_) < W(B) +¢

ist. Wir gehen aber auf diese Verschirfung nicht nidher ein.

Zweiter Teil. Das Verhalten der Zetafunktion in einem vertikalen
Streifen (1 <)o, <0 <g,.

& 4. Analytische Vorbereitungen.

a. Allgemeine Hilfssiitze.

Wir beweisen zunichst einige allgemeine, an und fiir sich nicht unbekannte,
Sitze iiber analytische Funktionen, die aber fiir das folgende von so grosser Be-
deutung sind, dass wir sie gern in genauer Formulierung zur Verfiigung haben
wollen. Die Sitze konnen als Folgerungen bekannter Ungleichungen wie der
von JENsEN angeschen werden, und zwar bekommt man, wenn man diese Un-
gleichungen benutzt, genaue Abschitzungen fir die in den Hilfssitzen auftre-
tenden Grossen N, und m,. Wir brauchen aber nur die Existenz dieser Grissen
und konnen daher einfacher die Beweise mit Hilfe der folgenden klassischen
Sitze fiibren; von denen der zweite auch mehrmals direkt benutzt werden soll.

MonreLscher Auswahlsatz. Es sei in einem offenen Gebiet G eine unend-
liche Menge von reguliren Funktionen gegeben, die alle in G' numerisch < einer
festen Grosse K sind. Dann kann man aus dieser Menge eine Folge heraus-
greifen, die in jeder beschriinkten abgeschlossenen Teilmenge von G gleichmiissig
konvergiert.

3—29643. Acta mathematica. 54. Imprimé le 12 février 1930.
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Rouvcrrscher Satz. Es seien f(s) und ¢(s) zwei in einem von einer Jorpan-
schen Kurve o begrenzten abgeschlossenen Gebiet regulire Funktionen, die iiber-
all auf o der Ungleichung |f(s)|>|@(s)| geniigen. Dann nehmen die Funk-
tionen f(s) und f(s) + g(s), die beide auf w von Null verschieden sind, innerhalb
o gleich oft den Wert Null an (die Nullstellen sollen hierbei, wie auch stetsim
folgenden, in ihrer Vielfachkeit gezihlt werden).

Wir gehen nunmehr zum ersten der erwihnten Hilfssiitze iiber.

Hilfssatz 2. Es sei G ein offenes Gebiet in der komplexen s-Ebene, A eine
beschrimkte, abgeschlossene Teilmenge von G und s, ein Punkt von G. Es seien
Sferner &k und K>k zwei positive Konstanten. Es gibt dann hierzu etne Zahl
Ny=Ny(G, A, 55, k, K) von der folgenden Beschaffenhert. Ist fls) eine beliebige in

G regulire Funktion, die in G numerisch < K ist, fir die aber |f(s)| =k, so hat
diese Funktion in der Menge A hichstens N, Nullstellen.

Beweis. Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen an
(9) : fl(s)yf2(s))"'aﬁ'(s)7-'-

sei eine Folge von Funktionen, die den Bedingungen des Satzes geniigen, fiir die
aber fu(s) in A mehr als » Nullstellen hat; nach dem MoxTeLschen Auswahlsatz
wihlen wir aus der Folge (9) eine Teilfolge, die in jeder beschrinkten abgeschlos-
senen Teilmenge von G gleichmiissig konvergiert; wir bezeichnen mit f{s) die in
G regulire Grenzfunktion dieser Folge. Es ist |f(s;)| = %; die Funktion f(s) ist
somit nicht identisch Null und hat daher in A hichstens endlich viele, etwa N
Nullstellen (jede Nullstelle in ihrer Vielfachkeit gezihlt). Um jede dieser Null-
stellen als Mittelpunkt bestimmen wir jetzt eine abgéschlossene Kreisscheibe, die
ganz in G gelegen ist, und in der f{s) bis auf im Mittelpunkt von Null ver-
schieden ist; keine zwei dieser Kreisscheiben diirfen Punkte gemeinsam haben.
Die Rinder dieser Kreisscheiben und die Teilmenge von A, die ausserhalb der
Kreise fillt, bilden zusammen eine abgeschlossene Menge A’, auf der f(s) nicht
beliebig nahe an Null herankommt. Nennen wir m (>o0) die untere Grenze von
|/(s)] auf 4’, so kénnen wir ein %> N so wihlen, dass auf der Menge A’

| /a(s) = fls)] < m

also umsomehr

|fals) = fs) < 19|
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ist. In der Menge A’ ist fu(s) von Null verschieden; wenden wir den Rouvcms-
schen Satz (mit ¢@(s)=fu(s)—f(s) auf jede der Kreisscheiben an, so sehen wir
also, dass fu(s) in einer A enthaltenden Menge nur N Nullstellen hat; dies ist
aber ein Wiederspruch; denn wir haben ja »> N gewihlt und fu(s) sollte in 4
mehr als » Nullstellen haben. Hiermit ist der Satz bewiesen.

Der zweite der erwihnten Hilfgsiitze lautet folgendermassen.

Hilfssatz 8. Es haben G, A, sy, k¥ und K dieselbe Bedeutung wie tn Helfs-
satz 2, und es ser ferner r eine feste positive Zahl. Dann gibt es hierzu evne posi-
tive Zahl my=m, (G, A, sy, k, K, 1) mat folgender Eigenschaft: Ist f(s) eine belie-
bige Funktion, die den Bedingungen des Hilfssatzes 2 geniigt, d. h. die in G reguldr
und numerisch = K, in s, aber numerisch = k ist, so ist in der abgeschlossenen
Teilmenge von A, die aus allen Punkten von A besteht, welche von jeder beliebigen
Nullstelle von fls) in G eine Enifernung = r besitzen, die Funktion Sls) nume-
risch = m. '

Beweis.  Es bedeute d den kleinsten Abstand zwischen einem Punkt von 4
und einem Randpunkt von G; es geniigt den Satz unter der Annahme r<d zu
beweisen. Wir fithren den Beweis indirekt, nehmen also an es giibe eine Folge

(10) Jils), £2(8), -, fals), - ..

von Funktionen, die den Bedingungen des Satzes geniigen, und eine zugehorige
Folge von Punkten

(11) 81y Say « iy Sny e

von A, so dass fiir jeden Wert von # erstens |fu(sa)| <7Il ist und zweitens f(s)

in |s—sz| <7 von Null verschieden ist.

Aus der Folge (10) wihlen wir nach dem MonTrLschen Satz eine Teilfolge
aus, die in jeder beschrinkten abgeschlossenen Teilmenge von G gleichmissig
gegen eine in G regulire Grenzfunktion f(s) konvergiert; f(s) ist in G wegen
| /(so)| = % nicht identisch Null; es sei s' ein Héufungspunkt der entsprechenden
Teilfolge von (11); dann ist, wie man sofort sieht, f(s’)=o0. Wir wihlen nun
o<7 8o klein, dass f(s) in |s—s'| =< ¢ nur die eine (vielleicht doch vielfache)
Nullstelle s’ hat, und bezeichnen mit m das Minimum von |f(s)| auf |s—s'|=0¢;
danach wilhlen wir % so, dass |s,—s'| <7 —p¢ ist, und gleichzeitig damit auf
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|s—s'|=¢ die Ungleichung |fn(s)—f(s)] <m gilt; dann hat fu(s) nach dem
Roucugschen Satze in |s—s'| < ¢ und somit umsomehr in |s—s.| < s wenig-
stens eine Nullstelle; dies ist aber in Widerspruch mit der Annahme, und der
Satz ist bewiesen.

b. Hilfesitze tiber log {(s).

Die Hilfssitze 1—3 erlauben uns einige fiir das folgende wichtige Sitze
iiber log {(s) in wenigen Worten abzuleiten.

Hilfssatz 4. FEs seten 1<a,<a, und d>>o0 beliebig gegeben. Ierner sei a
eine beliebige komplexe Zahl. Dann gibt es hierzu eine Zahl Cy= C,(ey, s, d, a),
die grésser als oder gleich der Anzahl der (in threr Vielfachkeit gezihlten) a-Stellen

von log {(s) in jedem Rechteck R(t,): (aléoéae, to—fgt§t0+.g), — o0 <fy<< + 0,

von der Hohe d ust.

Beweis. Wir wihlen nach Hilfssatz 1 ein g, so gross, dass auf der Ge-
raden ¢=g, die Funktion |log{(s)—a| eine positive untere Grenze % hat; ferner
wihlen wir @,>1 so nahe an 1, dass sowohl der Streifen @, <0=e; als auch
die Gerade ¢=o, der Halbebene G (0> «q,) angehort. Mit K bezeichnen wir die
(endliche) obere Grenze von |log {(s) —a| in G. Nun ist die Anzahl der a-Stellen
von log&(s) in R(¢) gleich der Anzahl der Nullstellen von log {(s + ¢t)—a im
Rechteck R(0), und es sind diese Funktionen im Punkte ¢, alle numerisch = .

Im Sinne von Hilfssatz 2 konnen wir also

UO= -NO(G) .R(O), 601 k, K)
wihlen.

Hilfssatz 5. FEs seien wieder 1 <ea;<<ey und die komplexe Zahl a beliebig
gegeben, und es bezeichne r eine beliebige positive Zahl. Wir bezeichnen mit M
die abgeschlossene Teilmenge des Streifens o, <c=a,, die aus allen Punkten dieses
Streifens besteht, deren Abstand wvon jeder beliebigen a-Stelle von log{(s) in der
Halbebene o> 1 grisser als oder gleich r ist. Dann kommt log ((s) auf der Menge
M iberhaupt nicht in der Néihe von a, d. h. es hat |log L(s) — a| auf M eine posi:
tive untere Grenze.
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Beweis. Wird d>o0 beliebig gewiihlt (z. B. d=1), so ist mit den obigen
Bezeichnungen im Sinne von Hilfssatz 3 in der Menge M

'].Og C(s)_al g mO(Ga R(0)7 Gy ka K? 7") > 0.

§ 5. Erste Anwendung der Hilfssitze auf die Zetafunktion.

a. Bestimmung des Wertevorrats von log {(s) im Streifen ¢, <o <0;.!

Der Hilfssatz 5 erlaubt uns einen sehr einfachen Beweis des Satzes III,
§ 1, ¢ zu fiihren.

Es sei 0,>1 gegeben; dann soll gezeigt werden: Es bilden die Werte a,
welche log {(s) in jedem beliebigen Streifen ¢,—d <o<d,+d (6 <o,— 1) um die
Gerade 0=o0, annimmt, genau die abgeschlossene Hiille M(o,) der Wertemenge
M(o,) von log (s) auf dieser Geraden.

Dass ein Wert @, der nicht der Menge M(o,) angehort, in einem gewissen
(hinreichend schmalen) Streifen 6,—d <o<<6,+ ¢ von log {(s) nicht angenommen
werden kann, ist eine unmittelbare Folge der Beschriinktheit des numerischen
Wertes des Differentialquotienten von log {(s) in jeder Halbebene o> 1 + ¢ (die
wieder eine unmittelbare Folge der Beschriinktheit von |log {(s)] in jeder solchen
Halbebene ist); und dass umgekehrt ein Wert a, der von log {(s) in einem ge-
wissen Streifen o,—J <o <0, + ¢ nicht angenommen wird, auch nicht der Menge
M(o,) angehoren kann, lehrt uns der Hilfssatz 5 (mit o, =0,—d, @¢;=0, + J), so-
bald wir » < wihlen.

Tiir jeden offenen Streifen (1 <)o, <0< g, wird nach dem bewiesenen Satz
der (wieder offene) Wertevorrat von log {(s) als Vereinigungsmenge aller Punkt-
mengen M (0,) mit 0, <o0,< o0, bestimmt. Aus den allgemeinen Ausfithrungen in
Satz II, 4 iiber die Variation von M(s,) mit g, folgt dann der

Satz VI. Der Wertevorrat von log{(s) om Streifen 6, <o < o, besteht entweder
aus dem Innern einer konvexen Kurve oder aus dem Inmern eines von zwer inein-
anderliegenden konvexen Kurven begrenzten Ringes.

Weiter folgt aus Satz IIT in Verbindung mit Satz IIL, 1 und 4, dass log{ (s)
in der ganzen Halbebene ¢>1, und iibrigens allgemeiner in jedem Streifen
1<0<1+¢, jeden Wert sogar unendlich oft annimmt.

! Kann iibergangen werden.
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b. Beweis der Relationen 0 < lim N—a(-D; lim Na(T) < o
— 2T ' 1o 2T

T—rx®

Als eine andere Anwendung unserer Hilfssiitze beweisen wir den folgenden

Satz VII. Es set 1<0,<0, und a emn Wert von log{(s) ¢m Streifen
0, <0 <0, ferner bezeichne N,(T) die Anzahl der (in ihrer Vielfachkeit gezihlten)
a-Punkte von log {(s) ém Rechteck 0, <o <oy, —T<t<T. Dann gilt '
. Na(T). 1o NG(T)
o < lim 2T r.rh_lgo 2T =7

T—

Beweis. Die zweite der angegebenen Ungleichungen ist eine unmittelbare
Folge des Hilfssatzes 4, nach dem fiir jeden Wert von T

No(T) = (2T + 1) Cyloy, 0, 1, a)

ist. Die erste Ungleichung beweisen wir in der folgenden Weise:

Es sei g, die Abszisse einer a-Stelle von log §(s) in 6, <0 <o0y; wir wihlen
r>o0 kleiner als die beiden Differenzen ¢,—¢; und o¢;—0, und bestimmen fiir
jede beliebige a-Stelle ¢’ + ¢¢' von log {(s) in ¢, < 6 < 0, das entsprechende Intervall

I ({—r<t<t+7)

auf der Geraden a=60. Jeder Punkt s der Geraden ¢=g,, der keinem der Inter-
valle I angehort, hat von jeder a-Stelle von log {(s) wenigstens den Abstand 7;
es gibt somit nach dem Hilfssatze 5 eine positive Konstante i, so dass fiir jeden
solchen Wert von s

[log £(s) — a| > m

ist. Bestimmen wir also in der komplexen z-Ebene ein achsenparalleles Recht-
eck R mit dem Mittelpunkt ¢, das dem Kreise |z —a| = m angehért, so fillt
log (o, +¢f) gewiss nur dann in R wenn ¢ einem der Intervalle I angehort.
Wir haben daher mit den Bezeichnungen des Satzes V

L(T) < 27 No(T +»)
oder

I(T) _ 2rNa,(T+r) T+
2T =77 2(T+7) T

?
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woraus fiir T— o0

Da aber R einen Punkt von M(g,), niimlich a, enthilt, ist nach Satz 1V, 2 die
Wahrscheinlichkeit W(R) positiv; der Satz ist somit bewiesen.

Wir fiigen hinzu, dass wir den obigen Beweis auch ohne Heranziehung des
Hauptsatzes von dem ersten Teil hitten fiithren konnen (ndmlich unter direkter
Benutzung des KroNeckErR-WEYLschen Satzes); wir haben aber die obige Form
des Beweises gewililt um schon an dieser Stelle, wo es sich noch um eine recht
oberflichliche Abschiitzung handelt, eine Beweismethode zu verwenden, die uns
spiterhin bei der tieferliegenden Abschiitzung in § 7 unumginglich wird.

§ 6. Zweiter Hauptsatz. Wahrscheinlichkeitsverteilungen in
vertikalen Streifen.

In den folgenden Paragraphen soll nun die folgendé sehr wesentliche Ver-
schirfung des Satzes VII bewiesen werden:

Satz VIII. Es sei 1<0,<0, und a eine beliebige komplexe Zahl; ferner be-
zeichne No(T) die Anzahl der (in ihrer Vielfachkeit gezihlien) a-Stellen von log {(s)

im Rechteck 0, <0<<0,, —T<t<T; den Quotienten NZL(Z‘,T—) bezeichnen wir als die

Wahrscheinlichkeit, mit der log {(s) ¢m betrachteten Rechteck den Wert a annimmt;
dann gili:

1) Es konvergiert fiir T— oo der Quotient N:(TT) gegen ewnen bestimmien
Grenzwert

. i Nal(T)
(12) . G(a) "—Tli.]ﬂ 2T 7

wir nennen diesen Gremzwert die Wahrscheinlichkeit, mit der log §(s) ¢m Streifen
0,<0<o0y, den Wert a annimmd.

2) G(a) 2st positiv dann und nur dann, wenn m betrachieten Streifen log §(s)
den Wert a tatsdchlich annimmd. '

3) G(a) variiert stetig mit o, und o,.
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Bis auf dem letzten Punkt stimmt dieser Satz mit dem zweiten Hauptsatz
der FHinleitung iiberein. Es geniigt Punkt 1 zu beweisen; dann folgt Punkt 2
aus dem Satze VII und Punkt 3 aus dem zuniichst zu beweisenden Hilfssatz 6.
Fir die Formulierung dieses letzten Punktes war es bequem auch solche Werte
a zu betrachten, die im Streifen nicht angenommen werden. Der Beweis des
Satzes wird mit Hilfe des Kronecker-WryLschen Satzes und des ersten Haupt-
satzes (Satz V) erbracht.

Betrachtet man statt der Rechtecke 0, < o<g,, —T<t<T Rechtecke
0, <0<ay, |t—1t| < T, wo ¢, eine beliebige feste Zahl bedeutet, so findert sich
dabei No(I') nach dem Hilfssatz 4 hochstens um Cyloy, 0y, £, a); der Grenzwert
G(a) bleibt somit ungeiindert. Ohne weiter darauf einzugehen bemerken wir,
dass die Wahl von {#, sogar gleichmissig gleichgiiltig ist: Wenn a gegeben ist,
so kann man zu jedem ¢>>0 ein nur von ¢ abhiingiges 7, so gross bestimmen,
dass gleichzeitig fiir alle i,
N.(1)

Ga) —e< T

< Ga) + ¢;
der Beweis dieses verschiirften Satzes gelingt, wenn man statt des KrONECKER-

Wevrnschen Satzes und des Satzes V die oben erwihnten Verschiirfungen der-
selben verwendet. ‘

& 7. Anwendung des ersten Hauptsatzes zum Beweis eines Hilfssatzes.

Hilfssatz 6. FEs se: 6,>1 und & eine beliebige komplexe Zahl; ferner sei
Siir jeden Wert von ¢ <o,—1 mit No(T) die Anzahl der a-Stellen von log L(s) im
Rechteck oy,—e¢<o<g,+e, —T<t<T bezeichnet, und es sev
7= Na(T)

e) = Tim = on

gesetzt.  Dann konvergiert fiir ¢—o die Grisse l(c) gegen Null.*

! Wir bemerken, dass der Hilfssatz 6 nicht etwa fiir beliebige Funktionen gilt, die wie

log &) = — Xtog (1 = ;") = 2 2307
=1

n=1 n=1

durch eine (absolut konvergente) Dirichletsche Reihe Zann—s dargestellt wird. Z.B. hat die
Funktion 1—22—% in der ganzen Ebene, die Funktion (1—22—5).log {(s) in der Halbebene ¢ > 1
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Beweis. Es sei ein positives e, <d,— 1 fest gewiihlt; es geniigt offenbar,
wenn wir [(¢) fiir ¢ <e, untersuchen. Der Beweis geschieht durch eine direkte
Abschiitzung, die jedoch erst durch die Heranziehung des Hauptsatzes aus dem
ersten Teil ermoglicht wird.
dlog L (s)

ds
Halbebene o> g,—&,; dann gilt fiir jede beliebige im Streifen g,—¢&¢ <o <o, + ¢
gelegene a-Stelle s’=¢ + 7t von log {(s) im entsprechenden Intervalle

Wir bezeichnen mit K die (endliche) obere Grenze von in der

I ({ —e<t<t +¢)
auf der Geraden o=g0, die Ungleichung

(13) _ llogl(s)—a| < K.eVz;

denn jeder Punkt dieses Intervalls hat ja von s’ einen Abstand kleiner als eV2.

Die Kreisscheibe |[z—a| < KeV'2 in der z=u+ ¢v-Ebene gehért einem
achsenparallelen Quadrat B mit der Seitenlinge 2Ke V2 an; wir bezeichnen wie
in Satz V mit L(7) die Linge derjenigen Teilintervalle des Intervalls —T'<t<<T,
fiir die log {(o, + 7t) dem Quadrate R angehort. Jeder Punkt o, + 2%, von 6=g,
gehort genau so vielen der Intervalle I an, wie es a-Stellen von log {(s) im Qua-
drate 6y—e<0<d,+e, ty—e<t<{,+ ¢ gibt, also nach dem Hilfssatz 4 niemals
mehr als C,;, wo

Co= Cy (0y— &, 0y + &, 26, a)

von ¢ unabhiingig ist. Da die Teilintervalle von ¢=g,, in denen log{(s) in R
fillt, wegen (13) die Intervalle I enthalten, ist also fiir jeden Wert von T(> &)

Na(T—e) .

und demna.ch

eine solche Darstellung; beide haben sie aber auf der Geraden ¢ =2 #quidistante Nullstellen. —
Im Laufe des Beweises wird man den »wahren» Grund des Satzes darin erblicken, dass bei der
Werteverteilung von log £(s) auf einer vertikalen Geraden ¢ =0,, wie sie im ersten Teil untersucht
wurde, nicht nur von einer Rechteckswahrscheinlichkeit (Gebietswahrscheinlichkeit), sondern sogar
von einer beschriinkten (stetigen) Punktwahrscheinlichkeit F(z) gesprochen werden konnte.

4 — 29643. Acta mathematica. 54. Imprimé le 12 février 1930.
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Fithren wir hier den Grenziibergang T —  aus, so folgt nach Satz V

o) < 2% WR).

Wir schitzen nunmehr W/(R) ab, und zwar mit Hilfe der Darstellung (vgl.
Satz IV, 3)

W(R)zj.fE(z)dudv.

Indem wir mit M die obere Grenze der Funktion F(z) bezeichnen, erhalten wir
W(R) < M(2KeV2): =8MK®. ¢t

(wo das Entscheidende ist, dass & und nicht &' auftritt) also

1(e) é% -8MK®. f=4C,MK?®. ¢

diese Ungleichung, in welcher der erste Faktor 4C,M K® nicht von ¢ abhiingt,
zeigt aber sofort, dass fiir ¢ —o die Grosse /(¢) gegen Null konvergiert.

§ 8. Beweis des zweiten Hauptsatzes.

Nachdem der Hilfssatz 6 bewiesen ist, geniigt es um den Beweis des Satzes
VIII zu fithren die Existenz des Grenzwertes (12) zu beweisen; wir ersetzen diese
Aufgabe durch die folgende dquivalente:

Es sei fiir jeden Wert von £, mit n4(¢) die Anzahl der a-Stellen von log ;(s)

im Rechteck

R(to):(a, <o<g,, to—;—<t<to+ é)

bezeichnet; dann ist n,4(f,) eine im Intervalle — oo <f,<< + o beschriinkte, stiick-

weise konstante Funktion, fiir die (fiir 7> ;)

T

NG(T— %) éfna(to)dtoéNa (T+ ;)

-7

d. h.
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r—> N,,(T—é) o T+ Na(T+ %)
Tk : é;—i,fna(to)dtoé—j,——-———l—
2(T— ) _~r 2(T+ ~)

2 2

gilt. Aus diesen Ungleichungen folgt, dass fiir 7— o die beiden Gréssen

T

N.(T) 1

_ZT— lllld ﬁf’ﬂa(to)dto
—T

dieselben oberen und unteren Limites haben miissen. Es geniigt somit um den
Satz VIII zu beweisen, die Existenz des Grenzwertes

T
. 1
Tll‘lli ;‘,ﬁfﬂa(to)dto
-7
nachzuweisen. _
Wir wihlen eine fiir das folgende feste positive Zahl ¢,, die kleiner als die

0;—0; 1

drei Zahlen ) und ¢, —1 ist, und betrachten fiir jedes positives ¢ <g,

und fiir jeden Wert von {, die beiden Rechtecke

1
Ri(to):(a‘+e§6§02 &; to—;+€§t§t0+ 5_8)
und

R,,(to):(al——e<o<02+e; to—-é—e<t<to+ ; +-a);

nach der Wahl von ¢, gehoren diese Rechtecke der Halbebene o> 6, —¢(>1)
an. Die Differenz R,(f,)— Ri(f,) ist ein Gebiet, das den Rand des Rechteckes
R(t,) enthilt. Bezeichnen wir mit ng(t,) bzw. nY(t,) die Anzahl der a-Stellen von
log {(s) in Ri(t,) bzw. R,(f,), so ist

na(ty) < nalte) < 4(t),

und es ist nh(f;) —ne(t,) gleich der Anzahl der a-Stellen von log £(s) in Ry(f)—
Ri(t,). Wir beweisen zuerst zwei Hilfssitze:
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Hilfssatz 7. Es konvergiert fiir e—o die Grisse

T
-+ 1 '
Tm f () — . (8 Lty
ST

gegen Null.

Beweis. Unabhingig von £, und & ist nh(f), und somit auch ns(t,) und
n4(t,) — na(t,), nach dem Hilfssatz 4 hochstens gleich der von ¢, und & unabhing-
igen Konstanten

(14) Co=Colo,— &y, 0y + &y, I+ 22, a).

Wir teilen fiir jeden Wert von ¢, die Menge R,(f,) — R:(t,) in drei kleinere Men-
gen, niamlich in die Rechtecke

- I
Rx(to)1(61 s<o<g +e; to—;——e<t<t0+5_*._£)
und

- I
R,(to):(a,—e<a<a,+a; to—é—e<t<to+5+e)
und in die von den beiden Rechtecken
gite=o=0,—¢; to—;—e.<t<t0—~—; +e

und

I I
6, te=0=0,—¢; t0+—2——e<t<to+5+e

gebildete Menge A(f). Wir bezeichnen mit ni(t,), ni(t;) und na(f,) die Anzahl
der a-Stellen von log [(s) in diesen Mengen. Es ist

n{ty) — nh(t) = nh(te) + m3(t) + malty).

Ferner bezeichnen wir mit N3(7), Na(T) und N.(T) die Anzahl der a-Stellen
von log (s) in den Rechtecken (0, —e<o<o,+¢; —T<t<T), (oy—e<o<o0;+e¢;
—T<t<T)und (6, +e=0=0;,—¢; —T<t<T). Dann gilt
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T

1 1 1 1
I+2€fna(to)dto§ NG(T+ Ly g) < N\(T+1)

T
I P E] I 2
I—-f_-?é‘ na(to)dtoé Na (T+ 5 +5) é NG(T+ I)
Sy J
T
if”:z(to)dtoéN«;(T‘*‘ —; +€) =(2T+3)0,

—-T

wo in der letzten Relation C, die Konstante (14) bedeuten kann. Aus diesen
Ungleichungen folgt

T

i Na(T+ Na(T + 2T+
o [ k) — mittaty = s +2.s){—( 2 <—L)} +ae2Tt3 ¢,

—T

2T 2T

und fiir 77— o

Tim o [ (al(t) — mb(t)dty = (14 20) | T 2o4D) 4 i MU 4
Tew 2T Te—ow 2T

Hiermit ist aber der Hilfssatz bewiesen, denn fiir ¢ —o0 konvergiert die Grosse
rechts gegen Null (Hilfssatz 6).

Hilfssatz 8. Fir jeden festen Wert von &<<e, ist es miglich zwischen die
Funktionen ny(t) und ng(t) eine stiickweise konstante Funktion ni(t,) einzuschieben,
Jiir die der Grenzwert

T

6*(a) = Jim o f nt(t) dt,
. T_.m

=T
existiert.

Beweis. Fiir jeden Wert von ¢ gibt es in Ry(f,) — Ri(t,) hochstens
&
20, + 1
zeichnen mit M diejenige Teilmenge des Streifens o,—e<o<g,+ ¢, die aus

und be-

Co a-Stellen von log{(s). Wir wihlen eine positive Zahl r <
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allen Punkten besteht, deren Abstand von jeder beliebigen a-Stelle von log {(s)
in der Halbebene ¢>>1 grisser als 7 ist; dann ist es (siehe Fig. 1) moglich fiir
jeden Wert von ¢, eine Zahl z=1(t,) im Intervalle 0o <t <& s0 zu bestimmen,
dass die Rinder der beiden Rechtecke

R;(to):((r1 tr<o<o,—~1; th— ; Fr<<t<iy+ é —1)
und
R;,(to):(al—'z<a<o',+ 7; t0~—; —r<<t<i+ ; +¢)
der Menge M angehéren. In der Menge M gilt nun nach dem Hilfssatz 5 eine

Ungleichung der Form
[log &ls) —a| > m,

wo m eine positive Konstante bedeutet; jede beliebige regulire Funktion f&(s),
die auf den Rindern von R;(f,) und R,(t,) der Ungleichung

(15) 1fi(s) — log L(s)| < m

geniigt, hat somit nach dem Roucmischen Satze in den Rechtecken R;-(to) und
R,(t,) ebensoviele a-Stellen wie log {(s), und es gilt also, wenn wir mit 7g(f,) die
Anzahl der a-Stellen von f3(s) in R(f,) bezeichnen, die Ungleichung

nk(t) < na(t) < ni(t,).

Eine dem Hilfssatz geniigende Funktion 73(f,) soll nun durch Bestimmung ge-
eigneter Funktionen f7(s) definiert werden.

Wir wihlen hierzu zuerst N so gross, dass im ganzen Streifen o, —e<o<o0,+¢
die Ungleichung

n—=

(16) | — Stog (1 —p7) — log 1) <=

besteht, und #indern danach fiir jeden Wert von {, die Funktion

N
— Dlog (1 —p7)

n=1

in der folgenden Weise ab:
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o Rle) -

2/ /2]
by Tt/ (@]
i)
Joey7

214 o

(4lkdd

T
o & %)

9

Fig. 1.
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Es sei die natiirliche Zahl P so gross gewihlt, dass fiir beliebige reelle

Zahlen ¢, @;, ..., pn, die nur alle um weniger als I—IJ von ganzen Zahlen ab-
weichen, die Funktion

N
(17) frs) = — 2log (1 — e 1npy)

n=1

im Streifen 0, —e¢ <o <0, + ¢ der Ungleichung
N
m
|76 — (= Stogr—pp| <2

n==1

geniigt. Dann gilt wegen (16) in diesem Streifen die Ungleichung

1/*(s) — log L(s)| < m.

Wir betrachten nunmehr diejenige Zerlegung des Einheitswiirfels Qn (0=<6,<1)

im Raum der Koordinaten 6,,0,,...,0y in PY Wiirfel mit der Kantenlinge
%, die man erhilt, wenn jedes der Intervalle 0 =<6, <1 in P gleichgrosse Teile
%:S 0, < q"; ! (gn=0, 1, ..., P—1) geteilt wird. Indem wir die P¥ Kombina-
tionen (g,, gs, ..., gn) in irgend einer Weise in eine einfache Folge geordnet
denken, konnen wir diese Wiirfel mit Q% bezeichnen, wo dann der Index ¢ die
Zahlen 1, 2,..., PY durchliuft; den Anfangspunkt (%, %, R %v) des gt"

Wiirfels bezeichnen wir kurz mit (67, 64, ..., 0%). Fir jeden Wert von #, be-

. ' 1
trachten wir jetzt den Punkt von Qn, welcher aus dem Punkt (tol%g%, to—();gn—%,

oy by 10;;%7) durch Reduktion der Koordinaten mod. 1 entsteht. Gehort dieser

Punkt dem Wiirfel Q4 an, sind dann die Differenzen tol gp Yo, ¢, l%gnlh — 69,

oy lozgi) N alle mod. 1 kleiner als —115 und koénnen somit als Zahlen ¢, @,

.., @ in (17) benutzt werden. HEs geniigt also die Funktion
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N

Sls) = — 2ilog (1 — ¢ oxn—2xei) )

n=1

N
- _ Zlog(l _ e—i.2nozp:s+i!..)

n=1
im ganzen Streifen 6, —¢<o0<0g,+¢ (und also speziell auf den Rindern der
Rechtecken Ri(t,) und R,(t)) der Ungleichung (15). Mit der getroffenen Wahl
der Funktionen fi(s) ist also eine Funktion n%(f,) definiert, die zwischen n(t,)
und #;(f,) fillt. Von dieser Funktion soll nun gezeigt werden, dass sie stiick-
weise konstant ist, und dass der Grenzwert

T

hi : I *
(1'(a):Tl_ﬂﬁf7}a(t0)dto
=T
existiert.
Fir jeden Wert von ¢, ist die Anzahl nj(f,) der a-Stellen von f%(s) im

Rechteck R(t,) gleich der Anzahl der a-Stellen der Funktion

Jils +it) = — Dlog (1 — e~ 27% pe) = fafs)

n=1

im Rechteck R(0). Von solchen Funktionen f9(s) gibt es nur eine endliche An-
zahl, ndmlich P¥; die Anzahl n3(f,) ist also stiickweise konstant und nimmt in

1 1
allen Teilintervallen von — o <{,<<+ o0, in denen der Punkt (to —%g—p—l, ty %—2,

o toloip‘y) mod. 1 in Q% fillt, einen nur von ¢ abhingigen Wert ng an.

Bezeichnen wir also mit 19(7) die Linge derjenigen dieser Intervalle, die dem
Intervall — 7' < ¢ < T angehoren, so wird

T

(18) 5T f

—

lq(T) .
2T

pP¥
nh(t) dty == D nl
q=1

Nun konvergiert aber fiir 7— o nach dem Kronecker-WEeyLschen Satze jede
der Grossen

(1)

2T

5-—29643. Acta mathematica. 54. Imprimé le 28 mars 1930.
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1
y24
Grosse (18) gegen den Mittelwert

gegen das Mass des entsprechenden Wiirfels Q%. Es konvergiert somit die

PN

G*(a) =

e

F";

=1
hiermit ist der Hilfssatz 8 bewiesen.

Mit Hilfe der Hilfssiitze 7 und 8 ist nun der Beweis des Satzes VIII in
wenigen Worten vollendet. Es sei >0 beliebig gegeben; wir wihlen nach dem
Hilfssatz 7 ein e=¢e(n) <e, so, dass fiir diesen Wert von &

T

fim ZL (b (t) — nh(t))dt, < 7.

Dann ist fiir alle hinreichend grosse 7' etwa fir 7'> T,

T

o | ki) — (e dty < 7.

2T

—~T

Zum gegebenen ¢ wihlen wir nun nach dem Hilfssatz 8 eine Funktion ni(f,),
fiir die erstens

na(ty) < ni(t) < nl(t,)

und zweitens der Grenzwert
(19) ‘ G*(a) = lim . [ nd(t)dt,
existiert. Wegen
ist ﬁun
| 7a(te) — 3 (to) | < nii(ts) — malto);

fir alle 7> T, hat man daher
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T T

1 [ 1 .
Iz_;ﬁj ”a(to)dto'“ ;‘Tf’”a(to)dtol <7

—T —-T

Avus dieser Ungleichung in Verbindung mit (19) folgt aber fiir 77— o

T T
*(a) — 7 = lim ﬁ nalty)dty; T’lim ﬁ nalt)dt, < G*(a) + 7
T —x —x )
und also
r r
Tliiﬁ ‘T f nalty)dt, — lim LT j nalty) dt, < 21.
— T w

—r —

Diese Ungleichung, in welcher 7 beliebig ist, zeigt aber die Existenz des Grenz-

wertes
T
) I
TIE]@ 57 | "o (t)dt,,
=T

und hiermit ist der Satz VIII bewiesen.



