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Introduction. 

On sa l t  que  F r e d h o l m  s ' e s t  t o u j o u r s  in t~ress~  s l a  t h~or i e  des  f o n c t i o n s  

a n a l y t i q u e s  e t  q u ' i l  a m~me fond~ su r  les  n o t i o n s  de  f o n c t i o n  en t i~ re  e t  de  

f o n c t i o n  m d r o m o r p h e ,  sa  c~l~bre s o l u t i o n  des  d q u a t i o n s  i n t d g r a l e s .  I1 nous  a 

donc  p a r u  q u ' u n  t r a v a i l  su r  la  t h d o r i e  des  f o n c t i o n s  a n a l y t i q u e s  ne  se ru i t  pa s  

d~plac~ darts un  v o l u m e  consacr~  '~ l a  m ~ m o i r e  de  ce g r a n d  m a t h & n a t i c i e n .  I1 
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nous est de plus particuli~rement agr~able de pouvoir apporter un compl4ment g 

un des plus beaux thdor~mes de Mittag-Leffler, dans le pdriodique m~me fondd 

par cet autre grand savant scandinave. - -  La prdsente ~tude trouve son origine dans 

une suite cle conferences fa res  g l'Ecole pratique des t tautes Etudes en i9z8--29.  

Au cours de ces Confdrences, nous avions exposd un th~or~me classique de Mittag- 

Leffler sur l'existence d'une fonction ayant, en des points isolds donn~s, des par- 

ties principales donn~es. Nous nous sommes alors apergu et nous avons montrd 

darts les conf6rences ultdrieures que le probl~me rdsolu, et l'une des formes du 

r~sultat obtenu, pourraient ~tre, l'un, g~n~ralis~, l 'autre, compl~t~e, dans des di- 

rections diffdrentes. 

D'une part, on peut dtendre le probl~me de Mittag-Leffler au cas off les 

parties prineipales donn~es sont relatives, non g des points singuliers isol~s, 

mais g des sous-ensembles qui sont chacun isold dans l'ensemble singulier total. 

D'autre part, le r~sultat de Mittag-Leftter pent s'~noncer ainsi: tonte fonction uni- 

forme f{z) pent ~tre repr~sent~e comme la somme de deux fonctions routes deux 

holomorphes partout off f(z) est holomorphe, la premiere f~ (z) holomorphe en 

outre sur l'ensemble E des points singuliers isol4s de f(z),  ia seconde Q (z) ayant 

exactement pour ensemble singulier l'ensemb]e ))de f e r m e t u r e > ) E - - E + E '  de 

l'ensemble E. En passant de f(z) g f l  (z), on ~limine les points singuliers isol~s 

de f(z);  la fonction f l  (z) obtenue pent cependant prdsenter encore des points 

singuliers (non isol~s par rapport g f(z)) qui sont isol~s par rapport g f~(z). De 

sorte que si l'une des deux fonetions obtenues, Q(z)a un ensemble singulier 

qui est d'une nature moins g6n6rale que celui de f(z),  il n'en est pas 6videmment 

de mgme de l'antre. 

Or nous avons pu d6montrer ici que, parmi l'infinit6 de r6ductions possibles 

d'nne m6me fonction g une somme de Mittag-Leffler, il en est au moins une off 

f,(z) ne pr~sente plus de points singuliers isol6s. De sorte que l'ensemble singu- 

lier de f ,  (z), 6rant alors parfait, n'est pas non plus l'ensemble singulier le plus 

g6n6ral. On obtient alors une rdduction effective de la difficultd de l'dtude de la 
fonction uniforme la plus gdndrale. Celle-ci se pr6sente comme la somme de deux 

fonctions appartenant g deux categories dis~inctes, caract6ris6es chacune par la 

nature de l'ensemble singulier. Dans la premi6re cat6gorie, l'ensemble singulier 
est parfait; dans l'antre, l'ensemble singulier est l'e~semble de fermeture d'un en- 
semble de points isolds. 

D'ailleurs, la m6thode de d6monstration qui nous a conduit g c e  r6sultat a 

une port6e plus 6tendue. Nous l'avons donc expos6e sous sa forme ggngrale, 
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Celle-ci nous a conduit ~ des rdductions, d'une autre esp~ce, que nous avons signal6es 

page 78. Elle nous parai t  susceptible d 'autres  applications, que, press6 par  d 'autres  

travaux, nous n 'avons  pu, ni aborder, ni m~me pr6ciser. Peut-~tre l 'un  de 

nos lecteurs s'int6ressera-t-il h, ces questions et pourra-t-il, en ddcouvrant  de 

nouvelles applications, r6duire encore la difficult6 de l '6tude de la fonct ion uni- 

forme la plus g6n6rale. Un autre probl~me s r6soudre eonsisterait s simplifier la 

d6monstrat ion que nous avons donn6e du r6sultat  de la page 75. En effet, notre 

d6monstrat ion utilise le proc6d6 de r6currence b'ansfinie, alors que le r6sultat  

peut  s '6noncer ind6pendamment  de la not ion de nombre transfini. Ce proc6d6 

est souvent plus instructif,  mais souvent aussi on a, en s'en privant, g randement  

abr6g6 cer~aines d6monstrations,  en m~me temps qu 'on  les met ta i t  s la po t t l e  

d 'un  cercle plus 6tendu de lecteurs. 

Nous avons beacoup h6sit6 s pr6senter ce m6moire s l ' impression. Les 

questions qu'il  t rai te  avaient  d6js du, nous semblait-il, se poser d'elles-m~mes et 

recevoir leurs solutions. D'6minents  analystes, en nous assurant  du contraire,  

ont  lev6 nos serupules. 

Representation de la fonction un i forme la plus g~n~rale par une s~rie de 
fractious rationnelles. 

Nous 6tablirons d'abord une proposition dont des cas particuliers figurent dans 
les Trait6s classiques et qui, m~me sous sa forme g6n6rale n'est peut ~tre pas nou- 

velle, mais qui nous sera tr~s utile par la suite. 

Soit f (z)  une fonction uniforme qui est hol0morphe en au moins un point, et 
F son ensemble singulier. 

I. Supposons d'abord F bornd. 
Soient e et ~ deux nombres positifs arbitraires. Enfermons chaque point a de 

e 
F dans un cercle Ca de rayon - et de centre a. L'ensemble F ~tant born6 et ferm6 

2 
pourra alors ~tre enferm~ ~ l'int6rieur de l'aire A constitute par certains des cercles 

Ca en hombre fini. Si deux de ces cercles ~taient tangents, on pourrait en diminu- 

ant l~g~rement le rayon de l 'un d'eux supposer qu'ils soient disjoints. 
L'aire A est alors une aire born6e limit6e par un nombre fini d'arcs apparte- 

nant ~ des circonf6rences cl, c~ , . . ,  c~, dont les centres al, a 2 , . . ,  ah sont sur F. La 

partie Ik du contour de A appartenant ~ ck peut d'ailleurs ~tre form~e d'un ou de 
plusieurs arcs de cercle. 

Soit enfin L une circonf6rence de rayon sup~rieur ~t 1 et assez grand pour ren- 
e 

fermer tout A i~ son int~rieur. Posons 
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k=h 

~p(x)-- 2i~j  z - - x  k=l.,i~j z - -x  
L t): 

La premibre  in t6grale  repr6sente  une fonct ion ent ibre E(x). 
D'au t r e  par t ,  chacune des in tdgra les  

; f ( z )  dz 

Ik 

I 
peut  ~tre repr~sent6e ~ l ' ex t~r ieur  de ck par  une s6rie enti~re en - - ,  0k(x), con- 

X - -  ~ k  

ve rgean t  un i fo rm~ment  dans  route  aire en t i~rement  ext6r ieure  '~ ck. On a donc en 

dehors  de A 
k = h  

= E(x)  + y ,  0k 
k - - 1  

=Z Aox +Z Z (x-.),, ,  
m = O  k = l  m = O  

et la convergence est  Uniforme dans  route aire born~e en t i~rement  ext~rieure ~ A. 1 

On peu t  donc, en p r enan t  un hombre  suff isant  de te rmes  dans  ces s~ries, former  

une f rac t ion  ra t ionne l le  Q (x) qui diff~re de lp (x) de moins  de ~ en module  en tout  

I 
po in t  x h. d is tance  < - de l 'o r ig ine  et  ~ d i s tance  > e de F ,  les pSles de Q(x) ~ tant  

8 

tous  sur  F .  Or on a lp ( x ) = f . ( x )  dans  route  cet te  r6gion et  m~me dans  route  ]a 

r6gion in t4r ieure  'X L e t  ext~rieure ~ A. 

F ina lemen t ,  i l  est  prouv~ que, si l ' ensemble  s ingul ie r  F d 'une  fonc t ion  f ( z )es t  
borne,  ~ tout  couple de nombres  posi t i fs  e et  ~1 cor respond une f ract ion ra t ionnel le  

Q(z) don t  les p61es sont  des poin ts  de F et te l le  que Q(z) diff~re de f(z) de moins  
' I 

de ~ en module ,  en tou t  po in t  si tud '~ d i s tance  > e de F et  h d i s tance  < -  d ' un  
$ 

point  fixe, pa r  exemple,  l 'o r ig ine .  
I 

En appe l an t  Qn(z) ce que dev ien t  Q(z) quand  e =  v = -  et  en posan t  ql(z) 

---~ Ql(z), qn+l (z) = Qn+l (z) - -  Qn(Z), on voi t  que:  route  fonct ion un i fo rme  f(z) dont  

l ' ensemble  s ingul ier  F est  borne,  peu t  ~tre repr~sent~e sur  l ' ensemble  de ses poin ts  

r~guliers  pa r  une m~me s~rie de f rac t ions  ra t ionnel les  

f(z).= ql(z) + q~(z) + " "  q- q,.(Z) + " "  

Cette proposition- classique est due i~ M. Appell. 
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dont les pbles sont  des points singuliers de .f(x), la sdrie convergeant  uniformdment  

sur tout  ensemble bornd et fermd I de points rdguliers de f (x) .  
Darts le cas particulier oh f(z) converge uni formement  vers zdro quand z tend 

vers l'infini, ou, comme nous dirons plus brigvement,  qugnd f ( z )es t  nul h l'infini, 
alors l ' intdgrale qui reprdsente E(z) tend vers zdro quand le rayon de L croit indd- 

finiment, et comme elle est inddpendante de 15, on voit  que E(z) est ident iquement  

nulle. I1 en rdsulte que clans, ce cas la fonction Q(z) est nulle it l 'infini et par suite 

les fractions rationnelles qn (z) sont aussi nulles ~ l'infini. De plusl la convergence 

est alors uniforme dans tout  ensemble fermd de points rdguliers, que cet ensemble 

soit bornd ou non. 

point 

II. Si l 'ensemble singulier de f(z) n 'es t  pas bornd et si f (z)  a au moins un 

I 
rdgulier a, faisons la t ransformat ion z~ = ; alors la fonction 

z - - g  

est holomorphe pour I z - - a  I positif et assez petit, par consdquent pour I z, I assez 

grand, et elle es t  nulle ~ l'infini. 
La fonction f l  (zt) a donc un ensemble singulier bornd Fx et par suite, elle est 

repr6sentable en dehors de F l sons la forme d 'une  sdrie de fractions rationnelles en 

zl, nulles i~ l ' inflni: 

f l  (zl) ~-~ rx (Zl) + ' ' '  + rn (z l) + " "  

D'ail leurs la fonction 

e .  (z) = r .  

est elle-m~me une fraction rationnelle en z nulle pour z-~a. On peut  donc reprd- 

senter f(z) sous la forme d 'une  sdrie de fractions rationnelles 

f ( z ) -~  [f(a) + Q, (z)] + .... + (~ (z) - 4 - "  

La convergence de la sdrie fx (zl) est uniforme sur touto aire fermde du plan des z 1 
qui ne comprend aucun point  singulier de f l  (z), que cette aire soit bornde ou non. 

La convergence de la sdrie ] sera donc aussi uniforme dans touto aire fermde du 

plan des z qui ne comprend aucun point  de F.  

En rdsumd: toute Jonction uniforme f(z) qui n'est pas partout singuli~re peut ~tre 
reprdsentde sur l'ensemble de ses points rdguliers par u~e m~me sdrie de fractions rationnelle~q 

6 - -  29643.  Ar m a t h e m a t ~ a .  54. I m p r i m ~  ]o 28 m a r s .  1930. 
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dont les p~les sont des points singuliers de f(z).  De plus, la converge~we de cette sdrie est 

uniforme sur tout ensemble ferm6 de points rdguliers. (On en~end ici qu'un tel ensemble 
devra en outre 6tre born6, - -  ~ moins que rensemble des points singuliers ne soit born6 
et qu'en outre f (z)  ne tende uniform6ment vers une m6me limite finie quand Izl 
croft ind6finiment de far quelconque.) 

G~n~ralisation de la notion de partie principale. 

Sous-ensemble isol6. SoR I un sous-ensemble d 'un  ensemble plan E ;  nous 

dirons que I e s t  isol6 dans E si la distance d de I ~ E - - I  1 est positive, ce qui 

suppose na ture l lement  que E - - Z  existe. 

On en conclut  fa~ilement que les ensembles ferm~s ~f~- et 1;]-- /  soar dis- 

joints  et  que leur distance est prdcis~,ment dgule ~ d. 

Supposons E borne;  on pourra  enfermer  chaque point  a de I dans  .un cercle 

de centre a, rayon  -J. Comme I est born6 et fe rmi ,  on pourra,  d'apr~s le th6or~me 
2 

de Borel-Lebesgue, en fe rmer  I dans une  aire A constitu6e d 'un  nombre  fini de 

ces cercles. De m~me que chacun de ces cercles, A ne comprendra  aueun point  

de E - - I .  

P a r  suite on peut enfermer tout sous-e~semble I,  isol6 dans un ensemble bornd 

E,  ~ l'int$rieur d'une aire A me contenant, ~ son int6rieur ou sur son contour, au- 

tun  point de E - - I  et limit~e par  un hombre f in i  d'arcs de cercle. 

Bien entendu cet te  aire A peut  6L-re form6e de plus d 'une aire d 'un seul 

t enan t  et chacun de ses morceaux d 'un  seul t enan t  peut  6tre limit6 par  une ou 

plusieur's eourbes ferm6es. 

Les distances du contour  (simple ou multiple) L de A ~ i e t  / ~ - - I  sont 

positives. Soit  , la plus peti te:  la bande form6e par "les cercles de rayon e 
2 

centr6s sur L ne cont ient  aucun point  de I ou de E - - I .  On peut  donc y tra- 

cer un contour  pplygonal  simple ou mult iple L'  .iouan~ le m6me r61e que L. 

On peut  m6me supposer, ce qui pourra  ~tre utile, que les sommets de ce 

contour  polygonal  o n t  des coordonn6es rationnelles.  

On entend iei par d la borne inf6rieure des distances de deux points arbitraires de I e t  
d e  E--/ .  

2 Nous d6signons par la notation I e t  nous appelons ensemble de fermeture de I l'ensemble 
I+I '  des points de 1 et de leurs points d'aeeumulation. 
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Remarquons enfin que I dtant in~rieur  ~ A, si E est fermd, I sera aussi 

fernui, puisque ehaenn de ses poinCs d'accumulation sera int6rieur ~ A et appar- 

tiendra ~ E. Pour une raison analogue, E - - 1  sera aussi ferm~ dans ee mSme 

cas. (En outre, les centres des cercle s qui constituent A grant en gdndral sur 

seront dans ce eas, sur I mSme.) 

Appelons avec Jordan, eontinu, tout ensemble fermd non rdduit s un point 

e~ qui ne peut ~tre ddcompos~ en deux ensembles disjoints (c'est-s sans point 

commun) et fermds. D'apr~s ce qui precede, un tel ensemble ne poss~de aucun 

sous-ensembie isold. Rgeiproquement, tout  ensemble l~lan term4, non r~duit ~ un 

point et qui ne eon~ient aueun sous-ensemble isold est un continu. 

Partie principa~e d'une fonction relativement d u n  sous-ensemble singulier isol~. 

Soit I un sous-ensemble isol6 dans l'ensemble F des points singuliers d'une fonc- 

tion f (z), (Nous dirons plus bri~vement: soit 1 un ensemble singulier isol~ 

de f(z)). 

Enfermons I '~ l'int6rieur d'une aire F ne con.tenant aucun autre poin~ 

de F ~ son int~rieur on sur son contour (simple ou multiple) ~, Nbus Venons 

de Voir que eela est possible e~ mSme qu'on peut supposer / :  Iimit6e par un 

nombre fini d'arcs de cercle. On peut done supposer le contour 7 de F recti- 

fiable et former l ' in t6grale  

2 i ~  3 z - - x  
7 

On peut d'ailleurs dvidemment encadrer 7 entre 

]ouissant des mSmes propri~t6s que y. 

deux courbes rectifiables ~'e, 7i 

Posons alors 

- - I  ;f(z) dz 
P ( x )  = 2i 3 

7i 

quand x est extdrieur s 7~ 

Q ( x )  = i d z  

7e 

quand x est int6rieur ~ 7*. 

Lorsque x est s la fois ext~rieur s Zi et int~rieur ~ 7e, x est dans .une 

r~gion off f ( x )  est holomorphe (contour compris); on a done dans ce~te r~gion 
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I f f ( z ) . d _ z  I f f(2'!d,~ 
] ' ( X ) - - 2 i z ~ J  Z--X 2 i z . j  z - x  - Q ( x ) +  P(X). 

7e 7i 

Quand x est darts ou sur ~';, ou lJien quand x est ext6rieur ~ 7e ou sur 7e, 

nous conservons cette 6galit6 

f (x )  = P (x) + Q (x) 

par d6finition de Q(x) ou de P(x). 
En particulier, quand x n 'est  pas sur 7, on volt qu'on a 

et 

19(X ) = ~ I ; f ( E ! d ~  
2 i ~ r j  z - - x  

P (x) = f ( x )  - - f d z  

"l 

quand x estJ ext6rieu.r s F 

quand x est int~rieur s 11 

D'ailleurs, pour t~ut  nombre e > o ,  on peut supposer comme on l 'a vu plus 

haut ,  page 42 que 7i soit compos6e d 'un  hombre fini d'arcs de cercles centr6s sur 

des points de I et de r~yons ~. Pour  ~ u t  point x n 'appar tenant  pas s I,  on 

peut donc en prenant  ~ assez petit, supposer x ext6rieur ~ 7i et ~crire aussi 

2 i ~ r j z - - x  

La  foncti0n P(x) reste ind6pendante de la position de 7i rant  que l 'ext6rieur de 

~'i comprend  x, puisque f(z) res~e holomorphe entre deux quelconques de ses posi- 

tions. Et  puisque f(z) est continue sur 7~, P(x) est holomorphe ~ l 'ext~rieur 

de 7i et tend uniform6ment vers z6ro quand [x I tend vers l'infini. I1 en r6sulbe 

que P(x) est holomorphe en tout  point n 'appar tenant  pas s / .  

I ) 'autre  part, on ~ s l ' int6rieur de /~ 

f ( x ) -  19(X)= I ;f(z))dd_.z 
2izr ] z - - x  

et le second membre est, comme on salt, une fonction holomorphe de x ~ l'in- 

t~rieur de F. 
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Finalement,  si I e s t  un sous-ensemble singulier isol6 de f(z),  il existe une 

fonction P(z), holomorphe en tout  point  n 'appar tenant  pas ~ / ,  nulle s l'infini 

et ne diff6rant de f ( z )  que par une fon&ion qui est holomorphe en tout  point  

de I .  

Cette fonction P(z) est unique: s'il en existait  une aut re / )1  (z), la diff6rence 

P ( z ) - / ) 1  (z) semit,  comme P(z)  et /)1 (z), holomorphe hors de I et  nulle ~ Fin- 

fini. De plus, comme 

P (Z)"-- P1 (Z) ~-~ [P (Z) --r f(z)] - -  [P1 (z) . f ( z ) ]  

le premier membre  serait, comme les deux crochets, holomorphe sur / .  D~s lors 

P ( z ) - / ) 1  (z) &an t  holomorphe par tout  e~ nulle g l'infini serait  n6eessairement iden- 

t iquement  nulle. - -  Dans  le cas off I se rdduit g un point  singulier isol6 de 

] (z) ,  P(z)  est, dans la terminologie elassique, la partie prineipMe de f (z) relative 
ee point  singulier isol6. I1 est done naturel  d '6tendre cette appellation au cas 

plus g6n6ra l  eonsiddr6 ici et de dire: la pattie principale d'une fonetion uniforme 
f(z)  relative a un sous-ensemble singulier isold bornd I de f(z)  est la fonetion P (z) 
dont l'ensemble des points singuliers se rdduit h I, qui est nulle h l'infini, et qui 
ne diff~re de f (z)  que par une fbnetion ]wlomorphe sur I. La d6finition reste va- 

lable au eas off I seraSt l 'ensemble - -  suppos6 born6 - -  de t o u s l e s  points singu- 

liers de f(z) .  
Si l 'ensemble singulier 2" de f ( z )  est un continu, il ne eont ient  aucun vrai 

sous-ensemble isol6. I1 n 'y aura dans ce eas qu 'une partie principale, celle re- 

lative g 2". 

Si F n 'est  pas un eontinu, il eontien~ des sous-ensemble isol6s, il y aura  

un syst~me 2~ de parties prineipales Pz(z) de f (z)  relatives ~ ses diff6rents sons- 

ensembles isolds / .  Un  mSme point  singulier a de f ( z )  peut  d 'aineurs appartenir  

deux sous-ensembles singuliers isolds I e t  J (par exemple I e t  2"). Dans  ce 

cas, puisque 

/ ' I  (z) - -  P j  (z) ----- [Px(z) - -  f(z)] --  [Pa (z) - - f (z)] ,  

P2 ( z ) -  P j  (z) sera n6cessairement holomorphe au point  a. 

Si l 'on se donne arbi t rairement  un ensemble bornd I et une fonct ion P1 (z), 

pour  que P2(z) puisse ~tre consid6r6e comme la part ie principale relative g I 

d 'une certaine fonction inconnue f(z) ,  il fau t  6videmment que Pz (z) air exactement  

I pour  ensemble singulier (ce qui exige que I soit ferm6) et que Pz(z )so i t  nulle 
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s l'infini. Cela suffit d'ailleurs, car on peut prendre alors f(z)-= Pi(z) on plus 

gdn~ralement 

f ( z )  = P ,  (z) + 

Hj(z) 6rant une quelconque des fonctions holomorphes sur I. 

Si l'on se donne un syst~me de sous-ensembles isol6s I d'un m6me ensemble 

ferm6 zV' et un syst~me ~37 de fonctions PL(z), pour que ces fonctions puissent 

6tre consid6r6es comme les parties principales correspondant aux divers ensembles 

donn6s / ,  d'une m6me fonction f(z), .il faudra d'abord, comme on vient de le 

voir, que cheque fonc t ion  P• air exg.ctement l'ensemble I correspondant pour 

ensemble singulier, et soit nulle ~ l'infini. 31ais, d'apr~s ce qui precede, il faut 
encore que le syst~me 93~ soit ~coh~rent~, c'est-s tel que, s'il existe un point 

a commun g deux des ensembles donngs 1 et J, la diff6rence Pi(z)--Pj(z) des 

fonctions donn~e s correspondantes soit holomorphe en a. 

Si, d'autre part, on se donne arbitrairement un syst~me a d'ensembles fer- 

m6s / ,  s quelle condition ces ensembles pourront-ils 6tre consid6r6s c0mm6 des 

sons-ensembles isol6s d'un m6me ensemble ferm6 1,'? 
Soit E la somme des ensembles .I; si F existe, F devra comprendre /~ et, 

puisque F est suppos6 ferm6, F devra aussi comprendre E. La distance d'un en- 

semble / ,  s E--I,  s i c e  dernier n'est pas vide, est au moins 6gale g la distance de 

I ~ F--I,  done positive. I e s t  done isol6 dans E. Si cela est vrai pour tout 

I de a, il y a au moins un ensemble F, ~. savoir E~ 

G~n~ralisation d'un probl~me de Mittag-Lemer. 

Donnons-nons lm syst~me a. d'ensembles plans I e t  attaehons ~t cha~lue en- 

semble I une fonction P1(z). Pour qu'il existe une m~me fonction f(z) dont 

l'ensemble singulier soit born6 et dont cha~lue ensemble I soit un ensemble sin- 

guMer isol~ relativement auquel Px(z) est la partie principale, il faut, d'apr&s le 

paragraphe "lar~c~dent, que 

1 ~ cha~tue ensemble I soit ferm6 

2 ~ la somme E des ensembles I soit born~e 

3 ~  ensemble I soit isol~ par rapport ~ ~ ;  

4 ~ cheque fonction P1(z) soit nulle s l'infini et air exactement I pour en- 

semble singulier 
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5 ~ les fonctions P1(z) f o m e n t  un syst~me coh6rent, c'est-s que si deux 

quelconques L J des ensembles de a ont un point commun a, P•  Pj (z) soit 

holomorphe au point a. 

Si ces conditions sont remplies et si la fonction f(z) existe, son ensemble 

singulier comprend d'abord chaque I;  il comprend donc E et par suite aussi ren- 

semble de fermeture ~ -~ E + E '  de E. La g~n6rulisation du problSme que ]Kittag- 

Leffler s'6tait pos6 et avait r6solu dans le cas oh chaque ensemble I se r6duit 

un seul point a e t  off PI(z) est une s6rie entiSre (sans terme constant) en 

I 
ca~ off les conditions I ~ 4 ~ et 5 ~ sont v6rifi6es d'elles-mSmes -- consiste 

2 ' - - a  

se demander, non settlement si f(z) existe, mais s'il existe une f0nction f(z)  

ayant le plus petit ensemble singulier 6ventuellement possible, s sa,oir E. 

Nous allons montrer que les ci~q conditions ~cessaires (io ~ 50)sont suffisantes. 

G~n~ralisation d'un th$or~me de ]Rittag-Leffler. 

Supposons donn~es la famille a des ensembles plans I e t  la famille ~ des 

fonctions correspondantes Pl(z); et supposons que ces deux families v6rifient les 

conditions x ~ ~ 5 ~ du paragr~phe pr6c6dent. Soit encore E = :~I. Si le pro- 

blSme pos6 est r6soluble, s'il a une solution f ( z  l ayant exactement E pour en- 

semble singulier, soit P(z) la partie principale de f(z) relative ~ E:P(z)  ser~ 

aussi une solution du problSme, mais une solution nulle s l'infini. 

Nous allons former une des fonctions P(z) nulles ~. l'infini, ayant exacte- 

ment E-pour  ensemble singulier et dont pour Chaque ensemble donn6 /,  la fonc- 

tion correspondante donn6e 2~i (z) soit la paxtie principale. 

R~duction du probl~me. 

Tout d'abord nous aUons substituer s la famille a des ensembles / ,  une 

suite d6nombrsble convenable a0 d'ensembles Jn et ~ la famille ~ une suite con- 

venable correspondante ~o  de fonctions ~ ,  (z). 

Puisque I est isol6 dans E, on peut (page 42) enfermer I dans une aire 

/~ compos6e d'une ou d'un nombre fini d'aires polygonales d'un seul t enant  

/~i 1),/~121, . . . ;  chacune de ces aires ayant ses sommets en des points de coordon- 

n6es rationnelles. 



48 Maurlce Fr4chet. 

L'ensemble de routes les aires planes polygonales concevables parmi celles 

qui sont d 'un seul t enant  et qui ont des coordonndes rationnelles est d6nombrable. 

I1 en est, a f o r t i o r i ,  de mgme de ceUes de ces aires qui sont utilisSes dans la 

construction ci-dessous, une lois e~ une seule pour chaque ensemble I. Soi~ donc 

B(~), B(~) , . . .  

la suite de ces derni~res aires. Chacun des e n s e m b l e s ' / e s t  donc contenu s Fin- 

t6rieur d 'une ou d 'un  nombre fini de ces aires et celles-ci peuvent ~tre choisies 

de sorte qu'elles ne cont iennent  aueun point de .E--I .  En outre, aucun des con- 

tours des aires B (~), B (2) . . . .  ne passe par un  point de E. 

Nous pouvons m~me simplifier encore. Si B (2) appart ient  ~. B {~), supprimons 

B (~). Si l 'aire B (~) + B (~) d~passe B (~), eUe est fortune de B (~) et d 'une ou d 'un 

nombre fini d'aires polygonales, ch~cunes d 'un  seul tenant ,  que nous substituerons 

'~ B i~'). De mSme si B/:~) appart ient  k B/~) + B(~), supprimons B(:~); sinon rempla- 

~ons B (~) par la ou leg aires ob~enues en supprimant  B (~) + B (~) de B (~) . Et  ~insi 

de suite. On obtient ainsi finalement une suite ddnombrable d'aires 

A (1), A(2),. . .  A(") , . . .  

chacune d 'un seul tenant  et dont  deux quelconques n 'on t  aucun point i n~r i eu r  

commun. On pent m~me supposer qu'elles sont disjointes deux s deux, car, si, 

en arr ivant  ~ A (~), on constatai t  qu 'un point de s.on contour appartenai t  s une 

des aires pr~c~dentes, il suffiruit de r~tr~cir assez peu le contour de A ('), puisque 

ce contour ne passe par aucun  point de E. Enfin, on peut supprimer celles 

des aires A(") qui ne cont iendluient  aucun point de E. 

Soit main tenan t  J( ')  l 'ensemble des points de E appar tenant  ~ A (~). I1 

est clair que J(") appart ient  ~ l 'un, an moins, I (n), des ensembles donn4s J, e t  

que tout  ensemble I est eonstitu4 par un  nombre fini des ensembles J('). 

En outre, J(~) est, identique soit ~/~ ') ,  soit ~ un de ses sous-ensembles isolds. 

I1 y a donc une fonction bien d4terminde y)~ (z) qui est la parole principale de 

/~1(,) (z) relative 's J(~). Soient ao la suite des ensembles Jn et ~ 0  la suite des 

fonctions ~0~ (z). Nous allons montrer que le probl~me pos~ n'est pas alt~r6 $"i nous 

substituons respectivement ao et ~ o  a a e t  ~ .  - -  D'abord, les conditions n~cessai- 

res i ~ "s 5 ~ de la page 46 ~tant satisfaites par hypoth~.se par a et ~:~ le seront 

en consequence par a o et ~}~0, comme on le voit f~cilement. 
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D'autre part, soit I un des ensembles de a; il est la somme d'un hombre 

fini d'ensembles J(") distinets: I ~  J("~ + j(m) + ... -t- J(~). 

I1 est alors clair que /)i (z) est identique s la fonction 

~ .  (~) + ~ (~) 4 . . .  + ~ (~). 

De plus, on voit que ~ (z), par exemple, est la pattie prineipale de P](z)  

relativement s J('): 

Si main~enant il existe une solution f ( z )  du probl~me pour a et ~ ,  cette 

solution est solution du probl~me pour a o et ~o .  

Car f(z),  ayant pour ensemble singulier l'ensemble de fermeture de ~ I ,  aura 

aussi pour ensemble singulier l'ensemble de fermeture de ~J(~), puisque : ~ I =  

= ~J(."). De plus, ~pn(z) est une fonction nulle s l'infini, ayant exactement J(') 

pour ensemble singulier et puisque dans  l'dgalitd 

f(~.) - ~ .  (~) = [f(~) - p~(~)] + [P,(z) - ~ ,  (~)] 

les deux crochets sont holomorphes sur j(n), il en sera de m~me du premier 

membre. Donc pour chaque J(") de ao, 1~ partie principale de f ( z )  est ~pn(z). 

On volt d'une fagon analogue que s'il existe une solution f l  (z)du probl~me 

pour a o et TJ~o, f l  (z) est solution pour a et ~ .  Finalement, nous avons r~duit 

le probl~me pos4 au cas plus simple off la famille ao qui remplaee a jouit  des 

propri~t~s suppl~mentaires suivantes: 

ao (et par suite ~0) est une famiUe ddnombrable; les ensembles j (n)qui  

constituent ao sont mutuellement disjoints. Nous avons m~me formd une suite 

ddnpmbrable d'aires polygonales d'un seul tenant et mutuellement disjointes 

A (~), A(2),..., telle que tout J(") soit l'ensemble des points de E int~rieurs ~r cer- 

rains des A (q) en nombre fini. 

Solution du probl~me r~duit. 

La suite des Jo,) est d~nombrable et fortune d'ensembles distincts et m~me 

disjoints. 

I ~ Dans le cas oh les J(~) sont en nombre fini p, E est la somme d'un 

nombre fini d'ensembles ferm~s, par suite E est fermi. La fonction 

P ( z ) =  ~ ,  (z) + ~ (z) + . .  + ~ (z) 

7 - - 2 9 6 4 3 .  Acta mathematica. 54. I m p r i m 4  le 29 m a r s  1930. 
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est une solution du probl~me. Elle est 6videmment nulle s rinfini.  Les fonc- 

tions ~p~, . . .  ~p~ ne sont singuli~res que sur J (~) , . . .  jIp) sous-ensembles de E. ])one 

_P(z) est holomorphe hors de E.  Si main tenan t  a est un  point de E,  a appar- 

t ient  ~ un des j(n), par exemple ~r J(.~), et n 'appar t ient  ~ aucun autre des J('). 

Pa r  suite P(z) ~ ~p~ (z) est holomorphe au point a. I1 eu r~sulte que la fonction 

= + - 

est aussi holomorphe au point a. 

En part ieulier ,  tout  point a de E dtant  singulier pour un des /)z(k) sera 

s ingulier  pour P(z) et comme on a vu que tout  point, singulier de P (z) appar- 

t ient  s E,  il en r~sulte finalement que l 'ensemble ferm4 E =  E ' e s t  exactement 

l 'ensemble singulier de P (z). 

2 ~ Dans le cas off les j(n) ne sont pas en nombre fini,, l 'ensemble E ne 

peut ~t~e ferrnd. Car chaque point de l 'ensemble ferm6 et born~ E 6tant int~- 

rieur s l 'une des aires A (n) E serait, par suitel intdrieur s un nombre  fini 

d 'entre elles, de sorte que les j(n)seraient en  nombre fini. 

N o u s  allons main tenant  ddvelopper un ra isonnement  suivant dans ses gran- 

des lignes celui de /Ylittag-Leffler, mais surchargd des complications dues s la 

plus grande g~ndralit~ du probl~me traitS. 

Tout  point de E est int~rieur ~ tm des A(') et • un seul, et chacun des 

j(~0 est fermd. Puisque E n 'est  pas fermd, l 'ensemble E ' - - E  n'est  pas vide; 

d'ailleurs un  point  b de E ' ~ E  ne peut ~tre m t e n e u r  ~r une aire A/~), puisque 

l 'ensemble J('~) des points de E appar tenant  s A (n) est fermd." Le point b ne 

peut non plus appar~enir au contour de A(') puisque E est ~ distance pos!tive 

du contour de A ('). 

Soit ra  la distance d 'un point a de E s E' - -E;  a dtant  intdrieur s l 'un 

des A (~) et E ' - - E  d t a n t  ext~drieur s cet A (~), ra doit ~tre positif. Tout  point a 

de j(~/ est int~rieur ~ un cercle de centre a et de rayon r , .  On peut donc 

couvrir J(~) qui est bornd et f e m d ,  au moyen d 'un nombre fini de ces cercles, 

soient S ~ , . . .  Sq de eentres a~, a~, . . ,  aq, (ces points et le nombre q pouvant  va- 

rier avec n). I1 y a au moins un point bk de E ' - - E  qui est s distance de ak 

inf~rieure ~ 2 r~ k < 2 Q,, en appelant  Q~ la borne supdrieure (n6eessairement finie 

puisque E est borne) des distances ra quand h varie sur J('). Le cercle U~ de 

centre be et de rayon 3 Q~ comprendra certainement  Sk ~ son int~rieur. Finale- 

ment  J(') est enti~remen~ int~rieur s une aire B (~) form~e d 'un  nombre fini de 
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cercles de rayon 3 Q,, et centrds sur E'--E. Or, la fonction ~p~ (z) a J(") pour 

ensemble singulier et elle est nulle s l'infini. Dbs lors, d'aprbs le th6orbme de 

~I. Appell, puisque le contour de B~ est form6 d 'un nombre fini d'arcs de cercle, 

il existe une fract ion rationnelle r~ (x), nulle s l'infini, ayant  tous ses pbles sur 

.E'--E et qui ne diff~re de ~p~ (x) que de moins de ~i en module dans l 'aire Jill- 

mit re  C~ dont  les points sont s distance > 4 ~ ,  des points de 1~'--I,;. Nous 

allons montrer  que la sdrie 

- r .  

?~ 

repr~sente une fonction P(z) solution du i)robl~me. 

I 
Pour  cela, on montre d 'abord sans difficult6 que Q,, tend vers z6ro a .vec--  

Alors il y a pour tout  e > o ,  un entier N t e l  que 4 ~ , < ~ p o u r ~ > - N .  D~s 

lors, si l~ est rensemble des points du plan s distance > ~ de E'--E, l 'aire C~ 

comprendra V~ pour n > hr. Par  suite, la s~rie 

ao 

H.~ (z)=  ~ [~p, (z) -- r ,  (z)] 
N - k 1  

converge uniformdment  sur V~. D'ailleurs ~pn(z) a ses points singuliers sur J{") 

qui est disjoint de C, done de V~ pour n > 2Y et r= (z) a ses points singuliers 

sur E ' - - E  qui est disjoint de V~. Done tous les termes de la s6rie H~.(z)sont 
holomorphes sur V~. 

Finalement  H.v(z) est holomorphe sur V~. Or, la fonction 

K~. (z) = ~,  [lpn (z) -- r ,  (z)] 
~ l ~ A  r 

est la somme d 'un hombre fini de fonctions holomorphes en dehors de E. De 

sorte que la fonction 

v = y ,  [ . , ,  - 

est holomorphe en tout  point z0 de V~ n 'appar tenant  pas '~ 1'~. Comme P(z) ne 

d6pend pas de ~, P(e) est holomorphe en tout  point n ' appar tenant  pas ~ E et 
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dont  l~" distance s E ' - - E  est positive. La  premiere condition ent ra lnant  la se- 

conde, nous voyons que P(z) a son ensemble singulier tout  entier sur /~. 

D 'antre  part,  soil z~ un  point de E :  Zl appart ient  par exemple s J(~). Sa 

distance r,, s E ' - - E  est positive et si l 'on prend e<r~ , ,  z~ est sur V~ et H~(z) 

est ho!omorphe au point z~. Or 

P (z) --  %0~ (z) = Hzr (z) + [KN (z) --  ~ (z)] 

et en prenant  N >  m 

K~(z) --~m (z) -= ~ '  ~)~ (z) --  ~ r~ (z) 
n_~ N 

en repr~sentant par ~' la somme dtendne aux valeurs de n ~ N, mais ~ m. Les 

termes de ~ '  sont singuliers sur des ensembles J(~') disjoints de j(m) et le dernier 

terme ne peut @ire singulier que snr E ' - - E .  Tous ces termes et par  suite 

P(z) %Ore(z) sont done holomorphes au point z 1 de J(~). Puisqne ~p~(z)est 

singulier sur j(m), il en r@sulte que  P(z) est singulier en z 1. h ins i  tout  point 

z 1 de E est singulier pour P(z); [ 'ensemble singulier de P(z) comprenant  E eom- 

prend aussi ~'; et eomme il appart ient  s f , ,  il lui es~ identique. 

On vient de voir que P ( z ) -  ~p,~ (z) es~ holomorphe en tout  point zl de j(m). 

On pourrait  en out re  d6montrer directement que P(z) est nulle s l 'infini; ou bien, 

on peut le supposer en rempla~ant au besoin P(z) par sa parole principale rela- 

tive s E.  

Finalement,  nous avons obtenu une des fonctions P(z) cherch~es. 

] ~ n  �9 �9 resume: 

soit (~ une famille d'ensembles plans I, soil ~ u,e  famille de fonctions Pi(z) 

eorrespondantes ; 

pour qu'il existe au moins une fonetion f ( z )  dont: z ~ chaque I soit un ensemble 

singulier isold relativement auquel la 19artie principale de f ( z )  est Px(z); et dont 

2 ~ l'ensemble singulier soit l'ensemble de fermeture E de l'ensemble E, supposd bornd, 

somme des ensembles I ;  

il fau t  et il suffit: 

que chaque ensemble I soil isolO dans E (et, par suite, soil fermd) ; 

que ehaque fonction P• soil nulle ~ l'infini et ait exaeteme, t l'ensemble I 
pour ensemble slngulier ; 
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que les fonctious donndes Pz(z)forment un syst~me coluirent (c'est-~-dire qu'en 

tout point a, s'il- en existe, commun g deux ensembles I,  J de a, P i ( z ) -  PJ (z)" 

soit holomorphe). 

La solution la plus gdndrale. Soient f(z), f l  (z) deux solutions du probl~me. 

La fonction 

f(z) - - A  (z) = ~f(z) -- PI (e)] -- If1 ( z ) -  P/(z)]  

sera holomorphe comme f(z) et f~ (z) en dehors de /~ et comme les deux crochets 

en tout point appartenant ~ nn ensemble I donn& Elle est donc holomorphe 

en dehors de 

~' = E + (E' -- E) 

et sur E. Par suite 

fl (z)=-f(z) + H(z) 

H(z) d6signant une fonction holomorphe e n  dehors de E'--E.  R6ciproquement, 

si H(z) est une fonction arbitraire holomorphe en dehors de E'--E,  f e t  H se- 

ront holomorphes en dehors de E. D'ailleurs f 6rant singulier et Hholomorphe 

sur E, f + H sera singulier sur E, donc sur E'.  Par suite f + H aura exacte- 

ment E pour ensemble singulier et il est clair que les P• seront  ses parties 

principales relatives aux ensembles I de a. En r6sum~, on obtient la solution la 
plus gdndrale du probl~m~ en prenant pour H(z) la fonetion la plus gd~drale holo- 

morphe en dehors de E ' - - E .  
D a n s  le cas particulier off E est fermi, E ' - - E  est vide et H(z) est sim- 

plement la fonction enti~re la plus g6n6rale. II y a lieu d'observer que dans ce 

cas, il n'y a qu'uue solution P(z) du probl~me qui soit nulle ~ l'infini, puisqu'alors 

H(z) devant 6ire une fonction enti6re nulle ~ l'infini se r~duit identiquement 

z~ro. 

Dans le eas g6n6ral off E n'est pas ferm6, 1'ensemble singulier de H(z) 
appargiendra s E ' - - E .  II pourra mgme 6tre identique s E ' - - E ,  car E ' - - E  est 
ferm& En effet , si un point d'aecumulation a de E'--E,  n'appartenait pas s 

_E'--E, comme il appartient n6cessairement s E', il appartiendrait s J~' et par 

consgquent s un sous-ensemble I de E. Or cela est impossible puisqu'alors a 

serai~ intdrieur comme on l'a vu ~ une sire l"z ne c0ntenant aucun point de ~v 

s u r  son contour et ne contenant aucun point de / ~ - - I  ~ son int6rieur. Alors 

tout point de E ' - - E  est ext6rieur ~ F I e t  a devrait s la fois 8tre int~rieur e~ 

ext6rieur ~ Fx sans 6tre sur son contour. 
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D~composition d'une fonction. 

Soit  a une famiUe de sous-ensembles isol6s I dans l'ensemble singulier F - -  

suppos6 born6 et non continu - -  d'une fonetion f(z) .  Posons E-----2~1; E et E 

appartiennent s F.  La distance de I ~ E - - I  (ou "s ),2--I) est au moins 6gale s ceUe 

de I ~ F - - / ,  elle est donc positive: chaque I es~ isol6 dans E et dans E comme 

dans F. De plus, I 6tant isol6 dans un ensemble ferm6 F est ferm6. D'apr~s 

notre th6or~me g6n6ral, il existe donc une fonction P (z) nulle ~ l'infini, ayant 

exactement E pour ensemble singulier et ayant pour partie principale relative 

chaque ] donn6, la paxtie principale P2(z) de f(~) relative s L En posant 

on volt que 
f (z) = f *  (z) + P (z), 

f *  (z) = If(z) --  P~ (z)] --  [P (z) -- P~ (z)] 

sera holomorphe sur I et que 

f *  (z) =: f (z)  -- P (z) 

sera holomorphe hors de ~. 

On peut done representer toute fonction uniforme f(Z), - -  dont l'ensemble singulier 

F est suppos~ bornd - - ,  sous la forme de la somme de deux fonctions P(z) et f*  (z), 

holomorphes partout oie f ( z )  est holomorphe, la premiere, f*  (z), holonwrphe sur la 

somme E d'un ensemble arbitraire donnd de sous.ensembles isol~" I de F, la seconde, 

P(z), nulle ~ l'infini et ayant exactement E pour ensemble singulier. 

On peut d'ailleurs indiff6remment supposer que c'est f *  (z) qui est nulle s 

l'infini; il suffit de remplacer f *  (z) et P(z) par p (z) et P (z) + If* (z) --  p (z)] en 

appelant p (z) la partie principale de f *  (z) relative s son ensemble singulier. 

Io 

Lefflex. 

Applications de la g~n~ralisation du th~or~me de Mittag,Leffler. 

Premiere application. 

Notre d6monstration ne suppose pas connu le th6or~me de Mit~ag- 

Tout au contralre, cel.ui-ci peut ~tre ddduit, comme cas particulier, de notre 

thdor~me g~ndral. 
So~t, en effet, E un ensemble plan born6 dont tous les points sont isol6s. 
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Associons arbitrairement g chaque point I de E une fonction enti~re en x: gl(x), 

( ') nulle g l'origine et posons PI(z)=g•  e ~ l  . Alors les conditions d'applieation 

de notre th6or~me g6n6ral sont satisfaites. Per  suite, il existe au moins une 

fonetion f(e) ayant ~' pour ensemble singulier et dont, pour ehaque point donn6 

relative g I soit la fonction donn~e gl(~ I / )  �9 / ,  la partie principale 

Une cons6quence importante du th6or~me de Mittag-Leffler est la suivante: 

si l'ensemble singulier /~, suppos4 borne, d'une fonction f(z) n'est pas parfait, 

c'est-g-dire si rensemble E = F - - ~  ~ de ses points singuliers isolds n'est pas vide, 

on peut >>balayer>> pour ainsi dire cet ensemble E hors de l'ensemble singulier 

total F en 6crivant f(z)  sous la forme 

f (* )  = + A (*), 

06 les fonetions P(z) et f l  (z) sont holomorphes partout off f(z)  est holomorphe, 

o5 en outre f~ (z) est holomorphe sur E, et off P(z) a / ~  pour ensemble singulier. 

Mais si en enlevant de f(z) la fonetion P (z), la fonetion restante fl (z) se trouve 

bien holomorphe en tout point singulier isol6 de f(z),  cette fonction f~ (z) peut, & son 

tour, pr&enter des points singuliers isolds. De sorte que si l'ensemble singulier 

de P(z) est en ggn6ral d'une nature plus simple que celle de l'ensemble singu- 

lier de f(z), l'ensemble singulier de f~ (z) est simplement compris dans celui de 

f(g); il peu~ ~ r e  de nature tout aussi complexe. Un des r&ultats 2rincipaux 

de ce n~moire (p. 75) consiste ~t montrer qu'on peut choisir P(z) de sorte que 

l'ensemble singulier de f l  (z) soit parfait. Mais nous n'aborderons p a s c e  point 

.immddiatement. 

Remarque. I1 nous sera utile d'invoquer plus loin la prppridt6 suivante: 

l'ensemble E1 des points singuliers isol~s de f l  (z), s'il en existe, appartient g E'. 

Soit, eu effet, a un point de E. S'il n'apparf~nait pas g •', comme E est 

disjoint de E,,  il n'appartiendrait pas g E, par suite, il y aur~it un eercle de 

centre a ne contenant aucun point de ~.  Dans ce eercle, P(z)serai t  holomorphe 

et par suite f(z)  et f l  (z) y auraient les m6mes singularit6s. Or a appartenant 

E~ est un point singulier isol6 de f~ (z), a devrait donc 6tre un point singulier 

isol6 de /(z) ,  c'est&-dire appartenir s E. Comme fl (z) est holomorphe sur E, 

cela est impossible. 



56 Maurice Fr4chet. 

I1 sera bon d'observer que la ddmonstration et le r6sultat pr~cddents sont 

ind6pendants de la fagon dont la d~composition de f(z) a ~t~ effec~u~e, que ce 

soit ou non en utilisant la construction de P(z) donn6e duns le th6or~me d'ex- 

istence de Mittag-Leffler, pourvu que Piz) et f l  (z) aient les m~mes propri~t~s. 

Seconde application. 

Supposons que a soit une famille de continus T, isol~s dans rensemble de 

fermeture E de la somme E, suppos~e bornde, de ces continus et supposons qu'~ 

chaque continu I corresponde une fonction P• (z) nulle ~ l'infini et dont I soi~ 

l'ensemble singulier: pour qu'il existe une fonction uniforme dont rensemble 

singulier soit E e t  dont les Pz(z) soient les parties prineipales relativement aux 

continus I, il faut et il suffit que le syst~me des / ' i  (z) soit coh6rent. 

Soit, maintenant, F l'ensemble singulier (suppos6 borne) d'une fonction 

uniforme f(z). Si f(z) a au moins un eontinu singulier isol~, on peut represen- 

ter f(z) comme la somme 

=f,(z)+ 

de deux fonetions holomorphes partout off f(z) est holomorphe, la premiere holo- 

morphe sur la somme E des continus singuliers isol6s I de f(~), la seconde, 

P(z), nulle ~ l'infini et ayant exactement pour ensemble singulier l'ensemble de 

fermeture E de E. 

Remarque. Soit E~ la somme, s'il en existe, des continus singuliers isol~s 

de f l  (z). On ne peut plus affirmer que E 1 appartient ~ E'.  :Nous verrons m~me 

des exempIes (page 75) o~ il n'en est pus ainsi. Cependant, on peut observer 

que tout continu singulier isol~ I1 de f l  (z) a au moins uu po in t  commuu avec 

E'. Sans quoi, il y aurait uue distance positive Q de I l e t  E. Alors dans tout 

cercle ayant son centre en un point a de / i  et de rayon -Q il n'y aurait aucun 
q 

point de E, ni de /~. Dans ce cercle, P(z) serait hoIomorphe et par suite f(z) 
et f l  (z) y aurait les m~mes singularit~s. Dans l'aire A couverte par ees cercles, 

11 est un continu singulier isol6 de f l  (z); Ii serait donc aussi un continu singu- 

lier isol6 de f(z) et devrait appartenir ~ E contrairement ~ l'hypoth~se. 
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Remarques sur certains ensembles plans. 

I1 sera utile pour la suite d'utiliser certaines propridtds d'ensembles plans 

particuliers, propridtds que nous allons rappeler ou dtablir ici. 

I. Points de rang a d'un ensemble fermd. Soit F u n  ensemble plan fermi. 
�9 / 

S'il contient des points isolds, nous consldererons ceux-ci comme de rang zdro et 

nous appellerons en gdn6ral point de rang a dl~ns F, tout point de F (q) - - F  (~+1). 

Un point a de F est done de rang a s'il existe un cercle de centre a dans le- 

quel .tout point de F,  h l'excepti0n de a, est de rang < a. Cette ddfinition 

s!applique quand a est un nombre entier queleonque ou un nombre transfini de 

la deuxi~me elasse. 

D'apr~s le th6or~me de Cantor-Bendixson, nous savons qu'il y a un hombre 

transfini )~ de la premiere on de la seconde classe tel que F("}-~F (~) pour a > ~, 

que F - - F  I~) est elairsem~ (c'est-~-dire ne comprend aucun sous-ensemble dense 

en sol) et par suite d~nombrable, et que F (z), s'il n'est p~.s vide, est parfait. 

L'ensemble /~)  est l'ensemble des points ~de eondensation~ de F, c'est-~-dire dans 

tout voisinage duquel il y a une infinit6 non d6nombrable de points de F. L'en- 

semble N = F - - F  (z) est l'ensemble des points de ~)non-eondensation>) de ~'. L'en- 

semble F(~) est aussi >)le plus grand>> de tous les sous-ensembles parfaits de F, 

en ce sens que c'est un sous-ensemble parfait de F et que tout. sous-ensemble 

parfait de F appar~ient g F(~). 

II .  Soit F u n  ensemble born6 plan et fern6 et E - ~ F - - F  (~) rensemble de 

ses points de rangs < a, s'il en existe. A ehaque point a de E on peut, par d6- 

finition de E, associer un cercle Ca de cent-re a ne eontenan~ pas d'~utres points 

de F que des points de rangs < a .  On peut mSme choisir Ca de sorte que sa 

circonf6rence ne passe par aucun point de ~.  En effet l'ensemble des points de 

F appartenant g C~ 6rant d6nombrable, il suffira de remplacer Ca par un cercle 

concentrique et de rayon plus petit, diff6rent de rensemble d6nombrable des dis- 

tances de a aux points de cet ensemble. Appelons Ia l'ensemble des points de 

F appartenant ~ Ca. T o u s l e s  points de Ia appartiennent ~ E. On a done 

E ~ ~Ia .  Chaque Ia est ferm6, sans quoi il y aurait un point d'accumulation 

de la,  done un point de F, qui .n 'appa~iendrai t  pas ~ Ia et pourtant qui devrait 

appartenir ~ Ca. I1 est clair que Ia est isol6 darts F,  done da~s E. 

L'ensemble E 6rant n6cessairement d6nombrable, soient a~, a~ , . . ,  a ~ , . . .  

ses points, (en nombre sfirement infini si a >  I). Associons ~ an une fonetion 

arbitraire On (z), ayant exactement Ia n pour ensemble singulier, et nulle ~ l'infini. 

8 - - 2 9 6 4 3 .  Acta mathematica. 54. I m p r i m ~  io 30 m a r s  1930. 
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Ceci &ant, to.utes les conditions de notre th~or~me fondamental (p. 52) se 

trouvent remplies, d'elles-memes,^ ~ l'exceptlon" de la derni~re. D~s lors: la con- 

dition n~cessaire et suffisante pour qu'il existe une fonction f(z) dont l 'ensemble 

singulier soit exactement /~ et dont pour chaque valeur de n, la partie principale 

relative ?~ Ia,~ soit prdcisdment la fonction donn~ 0,(z), est que le syst~me des 

On (z) soit cohgrent. 

Une application import~nte de cette proposition est la suivan~: 

Soit f (z )  une fonetion dont l'ensemble singulier I,' (supposal bornd) admet 

des points de tous les tangs < a au moins et soit E-=I,'--Fr l'ensemble de 

tels points. I1 est possible de ~)balayer~ l'ensemble des points singuliersde rang 

< a en ~crivant f ( z )  sous la forme 

f (z) = P~ (z) + f= (z) 

off P ,  (z) et fa (z) sont holomorphes partout off f (z)  est holomorphe, off, en outre, 

f ,  (z) est holomorphe sur E et off P~ (z) a exactement E- pour ensemble singulier. 

Pour d4montrer cette propositSon, il suffit d'associer 's chaque point a de 

E un cercle de centre a ne passant par aucun point de F et ne contenant pas 

d'autre point de F que des points de E. Ce eercle enfermera un sous-ensemble 

Ia de F qui est isold de F et par suite de ~,'. Puis on associera g I a la par- 

tie principale P~q(z) de f ( z )  relative ?~ In. Le syst~me des Pxa(Z ) sera n~cessaire- 

ment cohgrent. Par  suite, il existe une fonction P,(z) ayant exactement E pour 

ensemble singulier et dont les Px a sont les parties principales relatives aux divers 

Ia . Comme 

f (z )  --  P~ (z) = [f(z) --  P,a (k)] + [P• (z) -- P ,  (z)] 

la fonction f ,  (z) reprdsent~e par le premier membre est, comme les crochets, ho- 

lomorphe au point a de E. Par suite f ,  (z) qui est iad4pendante de a e s t  holo- 

morphe en tout point de E. Elle est d'ailleurs dvidemment aussi holomorphe 

hors de / /  comme f(r)  et P ,  (z). 

Seulement, il faut observer que, si aucun point singulier de rang < a de 

f ( z )  n'est r e s~  point singulier de f~(z), par contre f,~(z) n'est pas n~cessairement 

d~nu5 de pbints singuliers qui soient de rang < a  relativement s l'ensemble 

singulier de f,~(z) lui-m~me. 

III .  Soit F un ensemble plan bornd et ferm6 qui ne soi~ pas parfait. 

Alors l'ensemble N des points de non-condensation de s n'est pas vide et l'en- 

semble P = F - - N  est vide ou parfait. 
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L:ensemble /) est 4gal g Fun, F(z), des ensembles d4riv4s F(") de F pour a 

assez grand. En particularisant la deuxiSme application, en y prenant a=Z,  on 

obtient alors le rdsuitat suivant: 

g tout point a de l'ensemble N, on peut assoeier un sous-ensemble ferm4 la de 

N comprenant a e t  isold dans N; solt alors _PIa(Z ) une fonction nulle ~ l'infini 

et dont l 'ensemble singulier est exactement Ia; pour qu'il existe au moins une 

fonction dont l'ensemble singulier soit h r et dont chaque fonction'Pxa(Z ) soit la 

parole principale relativement s I~, il faut et il suffit que le syst~me des fonc'- 

tions P• soit coh6rent. 

On en conelut que: 

si l'ensemble singulier F, supposd borne, d'une fonction f(z) n'est pas par- 

fait, on peut ,)balayer)> l'ensemble h r des points de non-condensation de F en 

~crivant f(z) sous la forme 

f (z) = P (z) + A (z) 

off p (z) et fg(z) sont holomorphes parlour off f(z) est holomorphe, ~t off, en 

outre, f~(z) est holomorphe sur s et p(z) a exactement N pour ensemble 

singulier. 

C'est 1s u n  premier perfectionnement du thdor~me de l~Iittag-Leffler. Car 

l'ensemble E des points singuliers isolds de f(z) n'est, en gdn~ral, qu'une parole 

de N, alors que _~ est toujours identique s E. 

I1 y a lieu d'observer qu'en substituant f~(z )~  f(z), on ne trouve plus 

d'autres points singuliers que ceux qui faisaient partie du >)plus grand>> P des 

sons-ensembles parfaits singuliers de f(z), Mais l'ensemble singulier def .e(z)n 'est  

pas n~cessairement p a r f a i t .  Nous verrons plus loin (page 75) que l'on peut 

choisir p (z) pour que l'ensemble singulier de fg(z) soit parfait. 

IV. Soit F u n  ensemble plan fermi. Nous dirons avec Jordan que c'est 

un continu si on he" peut le d6composer en deux ensembles ferm~s disjoints et 

s'il contient plus d'un. point. 

Lorsque F est en outre borne, cette d6finition est ~quivalente s la suivante 

due s Cantor: l'ensemble bornd et ferm~ F est un continu si deux quelconques 

de ses points sont toujours bien enchainds. Deux points a, b d'un ensemble plan 

G sont bien encha~n~s si pour tout e>o ,  il existe une ligne polygonale j o i g n a n t  

a et b, dont les sommets sont sur G e t  dont les c6tds 0nt une longueur < e. 
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Nous dirons avec M. Zorett i  qu 'un  ensemble  plan quelconque H est partout 

disvontinu s ' i l  ne cor~tient aucun couple de  points bien enchaln~s. On sait 1 que 

si un ensemble fermd F est par tou t  discontinu, on pent  t racer  au tour  de chacun 

de ses points,  a, et  dans un  cercle de rayon  aussi pet i t  que l 'on veut, un contour  

ne passant  par  aucun point  de 17 et comprenant  a g son int~rieur. 

Un ensemble plan born~ H par tou t  d i scont inu  ne cont ient  aucun continu;  

sans qnoi s'il .contenait  un  cont inu C et si a et b dtaient  deux points distincts d e  

ee continu,  a et b seraient  bien enehalnds s u r  C et  par  suite bien enchaln4s 

sur H.  

R~ciproquement,  si un ensemble plan bornd ferm49' G ne cont ient  aucun 

continu, il est pa r tou t  discontinu. 

On d4montre  cette proposit ion par  une adaptat ion au cas actuel-du raisonne- 

merit cit~ dans la no te  ei-dessus. 

On peut  ddduire des proposit ions prgc~dentes que s i  C est la somme des 

continus appartenant 5 un m~me ensemble plan bornd et fermd F, et si l'ensemble 

17, qui contient C, ne se rdduit pas ~ C, l'ensemble A ~--17--C est la somme d'en- 

sembles isOlds dans F. 

E n  effet, soit a un point  de A; C ~tant fermd, il y a au moins un cercle 

~a de ' c e n t r e  a et  compl~temen.t extdrieur  g C. Soit G l 'ensemble des points de 

17 appar tenan t  s Xa ou g son contour .  G appar t ien t  g A et est fermd; G ne 

con tenan t  aucun c o n t i n u  est par ton t  discontinu. Comme a appartien~ g G, il y 

a doric, darts une  circonf~rence arbi t ra i re  a~ de centre a, un  ensemble Ia de 

points de G auquel a app~rt ient  et qui est isol~ dans G, donc dans 17 si on prend 

aussi aa dans ~a. Ainsi, quelle que Soit la circonf~rence aa d~ centre  a, tout  

point  a d e  A appar t ien t  g un  ensemble Ia isol6 dans 17 et appar tenan t  g aa: 

A est bien une somme d'ensembles isol~s dans 17. 

I1 en rdsulte, comme nous l 'avons vu page 53, que l 'ensemble A ' - - A  est ferm6. 

L 'ensemble A est par tout  discontinu. En effet, soient a, b deux points de 

A et aa, ab deux cercles disjoints centrds sur a et  b. I1 y a deux ensembles de 

points de A : I a  et I~ respect ivement  contenus dans (~a et a~, contenant  l 'un a, 

l 'autre  b e t  isol4s dans 17 et par  suite aussi dans A. Alors on peu~ enfermer  

Ia dans un  contour  ne passant  par  aucun poin t  de 17 et  comprenant  a g son in- 

t~rieur. De m ~ m e  pour  I~ et b, Soit  t la p l u s  peti te distance des: points de ces 

1 Voir, pa~ exemple: Lemons sur le prolongement analytique, par Zoretti. 
La proposition cesse d'etre vraie pour un ensemble non fermd comme on le volt en pre- 

nant pour G l'ensemble des Points de o x et d'abscisses irrationnelles. Cet ensemble ne contient 
aucun continu et n'est pas partout discontinu. 
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contours ?~ F ;  e'est un nombre positif. I1 est clair que si une ligne p01ygonale, 

ayant ses sommets s u r  F,  joint a et b, l'un au moins de ses cbt6s sera n6cessal- 

rement > e .  Done a et b ne sont pas bien enchaln6s sur F et par cons6quent 

.non plus sur A, ni sur A. 

Ainsi l'ensemble A poss~de les  deux propri6t6s suivantes: il est partout 

discontinu et A'--A est ferm6. Ces deux propri~t6s sont ind6pendantes. Si un 

ensemble plan B es~ tel que B' - -B  soit fermi, /3 n'est pas toujours partout 

discontinu. Par  exempIe, si B e s t  l'ensemble (o<x_<I),  B' - -B  6taut an seul 

point est ferm6 et B n'est pas partouL discontinu. 

Inversement, soil fl l'ensemble de l'origine eL des points x P, y -~- - ,  

off p, n sont des enLiers posiLifs et p < n .  fl est visiblement partout discontinu, 

~ - - f l  est l'ensemble des points ( o < x - -  < I, y-~o) qui n'est pas ferm6. 

V. S o i l  F u n  ensemble plan bornd ferm6, et C la somme des c~)ntinus 

.que F p e u t  6ventuellement contenir. Si F ne se ~6duit pas ?~ C, on a vu que 

rensemble A~te - -C  esL une somme d'ensembles I isol6s dans A. A chaque point 

a de A e t  chaque cercle aa de centre a, correspond un ensemble Za de points 

de A int6rieurs ?~ aa et Lels que Ia soit isol6 dans A. Associons ?~ Ia une fonc- 

Lion Pla(Z ) ayanL Ia comme ensemble singulier et nulle ~ l'infini. Pour qu'il 

existe une foncLion ayant A pour ensemble singulier et ayant chaque Pra(Z ) pour 

partie principale relative ~ Ia, il faut e~ il suffit que les .P• forment un sys- 

L~me eoh6rent. 

Comme on r a  fai~ dans un cas analogue, on verra qu'en vertu du th6or~me 

de la page 54, on peut en d6duire la consequence suivante. 

S.oit F l'ensemble singulier (suppos6 born6) d'une fonet ionf(z) ,  C la somme 

de ses continus singuliers eL A=F--C;  on pent ))balayer)) A en 6criv~nt f(z) 
sous la forme 

= A + 

off A (z) et C(z) son~ holomorphes panout  off l'est f(z), off A (z), nulle s l'infini, 

a exacLement A pour ensemble singtflier et off C'(z) est holomorphe sur A = F ~  C. 

Ainsi, l'ensemble singulier de C(z) appartient ?~ l'ensemble C des continus 

singuliers de f(z) et, des points d'aecumulation de lear somme C, l'ensemble 

singulier A de A (z) esL rensemble de fermeture de l'ensemble singulier A dis- 

joint de C: A ~ - F - -  
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Mais il faut observer que si C(z) ne peut plus ~tre singulier que sur les con- 

tinus singuliers de f(z) ou sur les points limites d'une suite infinie de ces conti- 

nus singuliers, il n'en r~sulte pas que C(z) air un continu singulier. 

Nous montrerons plus loin, page 77, qu'on peut choisir A(z) de sorte que. 

l'ensemble singulier de C(z) soit l'ensemble de fermeture de la somme de ses 

propres continus singuliers. 

Remarque. I1 nous sera utile pour la suite d'utiliser l'observation suivante: 

si C~ est la somme des continus appartenant ~ l'ensemble singulier G de C(z), 

alors A ~ - G - - C  1 est contenu dans A'. 

En effet, soit a un point de A I. S'il n'appartenait pas ~ A', il n'appar- 

tiendrait pas non plus ~ A puisque A1, eomme G, est disjoint de A. I1 y aurait 

donc un cercle Sa de centre a dans lequel il n'y aurait aucun point de A et sur 

lequel, .par suite, A(z) serait holomorphe. Alors f(z) et C(z) auraient dans ce 

cercle Se les m~mes singularit~s. Mais G appartient s C~, donc a'appartient s un 

continu singulier de f(z) ou est limite de tels continus. U y a doric dans tout 

cercle T de centre a int~rieur ~ Sa au moins un continu singulier de f(z) qui a 
des points int~rieurs s T. La partie commune s ce continu et au cercle T e s t  

un continu singulier de f(z) enti~rement int~rJeur "s Sa. C'est doric aussi un 

eontinu singulier de C(z). D~s lors, il y a des points de C1 clans tout cercle de 

centre a e t a  ne pourrait appartenir & A I :  G--C1. 

I1 sera bon d'observer que la ddmonstration et le rdsultat precedents sont 

indgpendants de la fagon dont la d6composition a ~t~ effectude pourvu que A (z) 

et C(z) conservent les m~mes propri~t~s. 

D6monstration d'un th6or~me g6n6rai. 

Introduction de la cat~gorie ~:. Les diverses applications que  nous avons 

faites de notre th~or~me g~ndral peuvent ~tre pr~sent~es sous la forme commune 

suivant~ qui nous sera commode pour la suite. 

Nous supposons d~finie d'une fa?on quelc0nque une certaine catdgorie ~: de 

sous-ensembles E d'ensembles plans born~s et ferm4s F, cat4gorie d'abord soumise 

la seule condition gdndrale que chaque sous-ensemble E soit la somme d'une 

certaine famille a de sous-ensembles isol~s I de F. 

Par exemple: ~: est la cat~gorie des ensembles E des points isol6s des en- 
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sembles F ;  ou encore ~ est la cat~gorie des ensembles E des points de non- 

condensation des ensembles F ;  ou encore ~ est la catdgorie des ensembles 

~ 1 ' - -C  off C est la somme des sous-ensembles continus de F ;  ou encore ~ est 

la eatdgorie des sous-ensembles E des ensembles 1." tels que E soit la somme des 

sous-ensembles de ~' qui en sont des continus isol~s; etc . . . .  

La considdration de la catdgorie ~ nous permettra de ddmonh'er en une 

fois des propri~t~s relatives s plusieurs cas et dont nous aUons aborder la d~- 

monstration. Comme il s'agit ici d'une d~monstration que je crois entiSrement 

nouvelle, j 'entrerai plus minutieusement dans les ddtails que prdc~demment. 

�9 D'ailleurs, cett~ d~monstration dta.nt foad~e sur l'emploi de l'induction 

transfinie sans que.le r~sultat obtenu ddpende de la notion de nombre transfini, 

je ne serais pas dtonnd que, comme il est arriv~ souvent dans des cas semblables, 

une d~monstration ~galement ind~pendante de cette notion, et plus br~ve, ffit 

ensuite obtenuer 

Utilisation de la premiere propri~t~ de la cat~gorie ~:. La cat~gorie 
poss~de des propri~t~s communes "s chacun de ces cas et dont la premiere, qui 

sera la seule dont nous nous servirons pour commencer, est la suivante ~tablie 

page 54: 

Si l'ensemble singulier F, suppos~ borne, d'une fonction f(z),  contient un 

sous-ensemble non vide E de la cat~gorie ~, on peut representer f (z )  sous la 

forme 
f ( z )  -~ f *  (z)+ P(z) 

off les deax fonetions f *  (z) et P(z) sont holomorphes partout off f (z)  est holo- 

morphe, o5 f *  (z) est, en outre, holomorphe sur E et oh P(z) est nulle ~ l'infini 

e t a  exactement E pour ensemble singulier. 

Lorsque F ne contient aucun ensemble de la cat6gorie ~ ,  on prendra 

t ) (z) ~ o et f *  (z) - - f ( z ) .  
Soit maintenant f0(z) la partie principa.le de f ( z )  relative ~ F.  On aura 

f (z )  = fo  (~) + L" (z) 

off L'(z) est une fonction enti~re, tandis que fo(Z), nulle "~ l'infini a le m6me en- 

semble singulier F que f (z) .  ~ Nous allons maintenant former s partir de f0 (z) 

une suite transfinie de fonctions. 

Si F ne contient aucun ensemble de la cat6gorie ~,  nous poserons f~ (z)----- 

~ f 0  (z)' et P:  (z) ~ o. Si F cont ient  un ensemble /~o de la cat6gorie ~, on aura 

par hypoth~se 



64 Maurice Fr6chet. 

fo (z) = A (z) + P1 (z) 

f l  (z) et P1 (z) 6tang holomorphes hors de F, fl (z) 6rant en outre holomorphe sur 

~o et P1 (z), nul s l'infini, ayant exaetemeng Eo pour ensemble singulier. On . 

voit en outre que f t  (z) comme f0 et /)1 ser~ nul b~ l'infini. 

Soit b~ l'ensemble singulier de f l  (z), F 1 appartient s F. Si 1~'1 ne contient 

aucun sous-ensemble de la cat6gorie ~ -  c'est en particulier ce qui aurait lieu si 

f l  (z) 6fair une fonction enti~re, c'est-s si ~'~ 6fair vide - - ,  nous poserons 

A -= A (z), --- o. 
Si, au contraire, T'~ contient Un sous-ensemble E~ non vide, de la cat6gorie 

~,  on pourra 6crire 
f l  (Z) = f~ (z) + P~ (z) 

off f~ et P~ sont holomorphes 'partout off fx est holomorphe, off fs (z) est, en 

outre, holomorphe sur El ,  eg off Pz (z) a exactement /~1 pour ensemble singuiier 

et. est nulle ~ l'infini. Comme 

fo - A  = (z) + P ,  

le premier membre ne peut 6tre singulier que sur la somme Eo + E l - - E o  + ~1 

des ensembles singuliers de /)1 (z) et P2 (z). D'autre part, /i: oet  E 1 sont disjoints, 

car J~'-i appartient ~t F1 qui est disjoint de E o. Done, en un point de Eo, P1 (z) 

est singulier et P~ (z) esg holomorphe: l'ensemble singulier de fo(z)--f~ (z) eom- 

prend /~o et par suite ~o. En un point de E~--~: o, s'il en existe, Pl(z) est ho- 

lomorphe et P~(z)est singulier. Donc l'ensemble singulier de fo(Z)--fz(z) com- 

prend non seulement /~o, reals encore El'--Eo, il comprend done 1~-o + E~ et par 

suite aussi L o +/~'~. 

Finalement fo(Z)-  f~(z) a exactement ~o+E~ pour ensemble singulier. 

D'autre part,  f~ (z) sera holomorphe hors de F1 et sur Hi, donc en. parti- 

culier sur Lo + E~, et f~ (z) est nul ~ l'infini comme f~ et Pz. - -  Ceci montre 

que parmi les nombres ordinaux de la premiere ou de la seconde classe, il en 

existe au moins un, fl (s savoir fl-~2), jouissant de la propri6t6 P suivante: 

Pour tout nombre ordinal positif ou nul, 7 ~ fl, il existe une fonctionf~(z) 

telle que la suite des f~(z) vdrifie les conditions suivantes: 

en d6signant par F~ l'ensemble singulier de f~ (z) et par E~ un certain sous- 

ensemble de /~'~ appartenan t ~ la categoric ~,  s'il en existe, (avee E~- -o  s'il n'en 

existe pas), en posant en outre F0-----F: 
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cha~lue ensemble de la suite des F r es~ compris dans les prdc~dents; 

f r  (z) est holomorphe en particulier sur o~----- ~ E8 et nul ~ l'infini; 

fo(z)--f~(z) a exac~ement ~ pour ensemble singulier; 

lorsque E r ------ o et 7 < d <- fl f~ (z) --f~(z). 
D'aprSs l'6nonc6 mSme de P, si un nombre ~--> 2 poss~de la propri6t6 P, 

il en est de mSme des pr6c6dents. 

Nous allons montrer c~ue tous lea hombres ordinaux de 1~. premiSre ou de la 

seconde classe poss~dent la propri6t~ P. 

Pour eel~,, il suffira de prouver que si tous les nombres fl inf6rieurs ~ u n  

mSme nombre a poss~dent la propri6t~ P, il e n  sera de mSme de a. 

Dans ee but, observons d'abord que si 7<d<--f l<a,  F~ comprend F~ qui 

comprend Ea, done 2'~ comprend L'a. D'~,utre part, puisque f~(z) est holomorphe 

sur a~, Fr est disjoint de a~=  ~/ i :~.  Ainsi les E~ de rang < 7  sont disjoints 
c~< 7 

de F 7 et ceux de rang~ ~ 7  sont compris daus F~. I1 en r~sulte que les E~ de 

rangs distincts sont disjoints, 

Observons aussi que, si L'~ ~ o, on adduit de l'identit~ f~ (z)--f~ (z) (pour 

7 < ~ < a )  que F~:--F r et I~ '~-o pour 7 < ~ < a .  
I ~ Ceci grant, supposons d'abord que a soit de premiere esp~ee. On pourra 

appeler f l l e  nombre a--~. Si 1'ensemble singulier F f  de f~ (z) ne eontient aueun 

ensemble de la eatdgorie ~, E ~ = o ,  et on pourrn, poserf,(z)--~ff(z), d'ofi T ' ,~F~ .  

Alors a jouira bien de la propri~t~ P. Si au eontraire F~ eontient an ensemble 

de la eat~gorie 5E, soit El ,  alors par ddfinition de ~: , i l  es~ possible d'~erire 

f f  = fo + Po 

off f :  (z) et P~ (z) sont holomorphes hors de Ffl, off P .  (z) est nul h, l'infini et a 

exa~tement ~]~pour ensemble singulier, off f .  ( z ) -  n6eessairement nul ~. l'infini 

comme f~ et P~-- ,  est holomorphe sur El .  Puisque af est disjoint de F~, f .  (z)  

est h, la fois holomorphe sur E~ et sur aft, done aussi sur 

E f  + a f t :  ~ , E a  : a~. 
8 < a  

Ainsi F~ appartient ~ ~'fl et f . (z) .es t  holomorphe sur a. et nul ~. l'infini. Enfin, 
e o m m e  

9 - - 2 9 6 4 3 .  Acta moAhemativa. 54. l m p r i m 6  le 28 m a r s  1930. 
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f o  (3) - J ;  (3) = [fo - (3)] + I". 

le premier membre ne peut 8tre singulier qu'en un point appurtenant E l'en- 

semble singulier ~ du crochet ou g l'ensemble singulier E~ de P,(z). L'ensemble 

singulier de fo ( z ) - - f~ ( z )  es~ done compris dans 

Inversement, observons qu'en un point de a~, le crochet est singulier, tandis que 

.P , , (z )=f f l (z) - - f , , (z )  est holomorphe en dehors de F~ et, par suite, comme on l'a 

vu plus haut, sur a,3. Done la fonction p,~(z)=fo (z) --  f,~ (z) est singuli~re sur a~ 

et par suite sur ~ .  En un point de E ~ - - ~ ,  [fo(Z)--ft~(z)] est holomorphe et 

P ,  (z) est singulier, donc aussi p,,(z). DSs lots, T~,(z) est singuliSre sur a~ et 

~ f l - -  aft, done sur aft § ]~fl, done enfin sur aft + ~'~ = a~. Finalement, p~(3) a 

exa~ement  a~ pour ensemble singulier et nous avons ~tabli les diffdrents points 

qui permettent de conclure que a a la propri6td P. 

2 ~ Reste le cas le moins simple, celui off a &ant de seconde espSee, a - - I  

n'existe pas, et off par consdquent a .es t  limite d'une suite croissante 

fl, 

Comme f~ (z) est supposd d~fini pour fl < a, on peut dcrire 

r 3 
~ n  (3) = f ~ ,  (2") "~- [f,82 (~') - - f ~ ,  (Z)] -~- ' ' �9 -~- t ~  n ( ) -- .fJsn-1 (z)]. 

On va former la fonction annoncde f~ (z) en passan~ par l'intermddiaire d'une 

s&ie dont le terme gdndral sera [ f ~ ( z ) - - f f l n _ l ( z ) -  rn (z)] off r,,(z) sera une frac- 

tion rationnelle introduite pour assurer la convergence de la sdrie dans une r& 

gion convenablement choisie. 

Observons d'abord que 

f &  (Z) --f(3,,__1 (Z) = [f#,, (Z) - - fo  (Z)] + "[fo (Z) --  f,a,,--1 (3)]. 

Les cieux termes du premier membre sont holomorphes respeetivement sur aft,, 
et a&_l, le premier ensemble comprenant le second. Donc l'ensemble singulier 

du premier membre est disjoint de a~n_ I. D'autre part, les deux crochets ont 

respectivement pour ensembles singuliers afl~ et a~,_l, le second compris dans le 

premier. Donc le premier membre a un ensemble singulier compris dans 
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a~,, et disjoint de a~n_l, donc compris dans a~n--a~n_ 1 e t a  fortio~i compris dans 

~ -- a~%_1 (Observons que a~ =~_; E~ est d4j,:~ connu, avant  qu'on air form6 f:(z)). 
7 < a  

Enfin, puisque les deux termes du premier membre ont pour ensembles singu- 

liers F~,, et 1,~%_1, le premier ensemble compris duns le second, le premier mem- 

bre u un ensemble singulier compris duns T'~)~_~ et comprenant  en particulier 

Nous voyons que rensemble singulier de f~,, (z) --f~n-1 (z) appart ient  s la fois 

"a /~n-1 et s a,. 

Si l 'un des ensembles E~, d~finis pour ~, < fl, est nul, les fonctions ffl (z) de 

rang fl>7 seront routes identiques s f~(z), les F e de rang f l > Z  seront tous 

l~  et les E~ de rang fl > r seront tous rides. On poseru dans ce casf~ (z)---- 

~ f~(z ) .  Alors on aura /~',~/; '~ et E ~ - - o ,  et on voit que a~-- a~, de sorte que 

les conditions unnonc~es sont remplies e t a  u bien encore la propri~t~ P. 

Si uucun des E~ n'est  vide, d~signons par  G l 'ensemble commun s a~ et ~t 

. .  ~ , , . . :  l 'ensemble G n'est  pus vide. Car il y aura au moins un 

point a~ appur t enan t  ~ L~%. De la suite des an (contenue dans Fensemble ferm6 

et bornd F), on peut extraire une suite de points en coincidence ou une suite 

convergente. Cette suite ~tant contenue darts a~ et ~tant, ~ part ir  d 'un certain 

rang contenue duns l 'ensemble ferm~ Esn, son point commun ou son point-limite 

a appaxtiendra h ~ et aussi quel que s o i t  n s F ~ .  L'ensemble G contient  donc 

au moins un point a. D'ailleurs, comme c'est l 'ensemble commun s des en- 

sembles ferm~s, il est fermi.  I1 est en particulier contenu dans F ,  donc borne. 

Puisque G n'est  pas vide, il y a une uire ddtermin~e G~ couverte par les 

cercles de rayon r c e n t r ~ s  sur G. En prenant  r assez grand, G~ contiendru 

son int~rieur l 'ensemble commun s ~' ~ et s ~ .  Soit e, la borne infdrieure de 

telles vuleurs de r. Puisque lu suite des 1,' r est ))monotone)), on a e ~ e ~ . - . .  

Si e.  ne tendai t  pas vers z~ro avec -, e , )aurai t  une limite positive ~. Pour  chaque 
n 

entier, n, il y aurai t  au moins un point b~ commun ~ 5, et & ~'  g,, et ~ dis- 

tance > ~ de G. Alors: ou bien, il y a une infinit~ de points b,, qui coincident 
2 

g~om~triquement, ou bien, il y e n  a une infinit~ qui sont distincts et d'ofi l 'on 

peut t irer une suite convergente. Dans les deux cas, il y a un point c qui es~ 
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distance < q- d'une infinit6 de points b~ et pourtant ce point c appar~iendrait n6: 
2 

cessairement ~ G. 

Ceci drank, on voi~ que s i r  > r l'ensemble singulier de f # .  (z) 7 f#~_l (z) 

appar t i en t  s G~; comme cet ensemble singulier est ferm6 et born6, on pent le 

recouvrir par nn nombre fini des cereles qui composent  G~. D'aprbs le thdorbme 

d'Appell, et puisque f ~. (z) --  f #._i (z) es~ nuUe ~ rinfini, on peut approcher de 

eette fonc~ion par une fraction rationneUe r~ (z) nulle ~ l'infini, dont les pbles 

�9 I 
sont des centres de ces cercles, et qni en diff~re de moins d e ~  en module dans  

tou~e raire couver~e par les points ~ une distance donnde, sup~rieure s r, de G. 

I 
En prenant ~._~ < r < ~.-1 + ~ i on volt que 1'on a 

I 

d a n s  route l'aire ouverte illimit6e V~-I off z e s t  s distance > #.-1 + _~I de 
~ - - I  

G; e t  on observe que les p61es de r~(z) sont sur G. D'aiUeurs, V~-I est com- 

prise dans Vn; il en r~sulte .que la s6rie 

n > $  

est uniform6ment convergente sur Vs. Si Zo est un point de Vs, non seulement 

les termes de hs (z) sont holomorphes dans Vs, mais ils le sont dans un mgme 

cercle, de centre z0, assez petit pour appar~enir s Vs. Bar suite, hs (z) est hoio- 

morphe sur Vs. I1 est mgme ais~ de voir que cette fonction est nulle h l'infini. 

Ceci  grant, la somme 

k~ (~) = f ~ ,  (~)+ y, [&. (~) - f ~ . _ ~  (~) - r,, (~)] 
2~n .<s  

= f~, (~) + R ,  (z) 

off l'on a pos6/ / ,  (z) = ~,  [-- rn (z)] --  est  la somme d'une fonetion holomorphe 
2 ~ n ~ s  



Sur certaines ddcompositions de la fonction complexe uniforme la plus g4nfirale. 69 

hors de F ~  et halle ~ rinfini et d'une fraction rationnelle nulle s l'infini et ayan~ 

ses  pSles sur G. 

Alors nous prendrons pour f~ (z) la  fonetion 

f,, (z)--f,~ (z) + R s(z) + ks (z) 

c'est-s la somme de trois fonctions nulles s l'infini, e~ l'une holomorphe hors 

de Ffl~, l 'autre hors de G, la troisi~me hors de Ws en appelant Ws l ' ensemble  

compl~mentaire de Vs. L a  fonction f~ (z) est donc holomorphe en dehors, ~ la 

fois, de F~,, de G et deW,. Or 

n_>2 

est ind~pendant d e  s e t  son ensemble singulier F~ appar~ient s Ffl~ .+ W~ puis- 

que G appar~ient s F~s. Donc F~ est un ensemble commun aux F~s + Ws. Soit 

a u n  point de F~. S'il y avaR un F~s auquel a n'appartint pas, alors a serait 
I 

commun aux W,,  c'est-s que sa distance s G serai t  --< Q~ + - p o u r  ~oute 
s 

valeur de s e~ comme G est fermg, a appartiendrait s G, et par suite s F~,. AinSi 

rensemble singulier F~ def~(z) appar~ient s tous-les F ~  et par suite s tous les 

F~ pour lesquels ~ < a .  

Nous avons observ~ q u e  E~ es~ disjoint des F~ de r angs compris entre 7 

e~ ~. Donc /i:~ est disjoin~ de F~, si 7 < a. I1 en r~sulte que f~(z) es~ holo- 

morphe sur a~; on a observ~ plus hau~ qu'elle es~ nulle s l'infini. 

Puisque a~ appartient s F,  f0(z) es~ singulier sur ~ ,  donc fo(Z)--f~(Z) est 

singulier Sur a~ et par suite aussi sur ~ .  I1 nous reste ~ montrer que ~out 

point singulier de cette diffgrenee appar~ient s ~ .  Or 

f o  - = [ f 0  - - R ,  - h s  

Le crochet a a~s pour ensemble singulier, Rs (z) a ses pSles sur G e~ hs (z) ne 

�9 ~tre singulier que sur Ws. Le premier membre ne peut donc ~tre singulier 

que sur 

~l~s + G + W, 

qui appart~ient ~ ~ +  W,. L'ensemble singulier de fo(Z)--f~(z) est ind~pendant 

de s, il appartient donc s l'ensemble commun aux ensembles a~A- W1, ~ +  W~, . . . ,  

donc s ~ + G puisque G est l'ensemble commun aux Ws. Enfin puisque G 
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's aa, il est bien ~tabli que l'ensemble singulier defo(z)-- fa(Z)est  
aa. Finalement nous avons dtabli dans tons les cas, que a a la pro- 

I1 en rdsulte, puisque le nombre 2 a la propridtd P, que eelle-ci appar- 

tient s tous les nombres ordinaux de la premibre ou de la seeonde classe. 

Utilisation de la seconde propridtd de la categorie %. Les diverses cate- 

gories ,~ eitdes plus haut consistent routes en familles de sous-ensembles E d'en- 

sembles F plans born~s et ferm6s tels que E soit 1~ somme de sous-ensembles 

I de /7 chacun isol6 dans 1". S'il en est ainsi, tout point a de E appartenant 

n6cessairement ~ run  des I e s t  '~ une distance positive de F - - I  et par suite 

aussi ~ une distance positive d e / 7 - - E .  Nous allons maintenant faire entrer en 

ligne de compte cette seconde propri~td de la eat~gorie ~:  si un sous-ensemble 

E de /7 appartient '~ ~:, chaque point de E est ~ distance positive de F - - E ;  

autrement dit: E est disjoint de ['ensemble de fermeture (1,'--E). 

Sous l'hypothbse simple formulde maintenant, ddmontrons, d'abord, qu'il existe 

toujours un rang ordinal de la premiere ou de la seeonde elasse '~ partir duquel 

les E~ sont rides. En effet, dans le cas eontraire, il y aurait au moins un point 

a= dans  chaque E~. Comme les E~ sont.fous disjoints, ces points aa sont dis- 

tinets. Soit hr l'ensemble des aa: cet ensemble ne serait pas ddnombrable. Or 

il y a une distance positive c?~ de aa s /7=_ E~. C'est dans ee dernier ensemble 

que sont eontenus lds E~ pour f l>  a et, par consdquent, il y a une distance po- 

sitive >--~a de aa s tous les E~ pour ~ > a .  Un eerele Ca de centre aa et de 

rayon infdrieur ~ la distance ~ ne contiendra aueun des pbints a# d'indice 

> a. S'il contient des points de N, ce seront des points d'indiee --~a. Or l'en- 

semble des indices --<a est d~nombrable, donc tout point de hr est un point de 

non-condensation de h r. I1 en rdsulte que 2V est ddnombrable: ce qui nous fournit 

la contradiction annoncde. 

Les fonctions fa(z), les ensembles 1,' ." " " =, Ea sont determines pour chaque 

nombre ordinal a de la I ~ ou de la 2 a~ classe. Si Fun des Eft est vide, les sui- 

vants sont rides; soit E~ le premier des E~ qui sont rides. Posons 

fo = fa  (z) + pa (z); 

fa(z) et pa(z) sont holomorphes partout off f(z) est holomorphe, fa(Z) et par suite 

p= (z) sont nuls '~ l'infini. Enfin, l'ensemble singulier de fa(z)ne eomprend aueun 

ensemble de la catdgorie ~,  tandis que l'ensemble singulier de pa(z)es t  l'en- 
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semble de fermeture d'un certain ensemble a~ sur lequel f~ (z) est holomorphe et 

f0 (z) singulier. �9 �9 

Comme f(z)--~fo(Z) + E(z), on a 

f(z) -~ P (z) + Q (z) 

en posant P(z)=f~(z)+ E(z); Q(z)=p,~(z) et alors P(z) et "Q(z) sont tous deux 

holomorphes partout off f(z) est holomorphe, l'ensemble singulier de P(z)ne con- 

tient aucun ensemble de la catdgorie ~ et il existe un ensemble a~, somme d'une 

suite d6nombrable d'ensembles disjoints appartenant chacun s la cat6gorie ~, cette 

somme a~ 6tan~ telte que P(z) soit holomorphe sur a~ et que Q (z)air exactement 

a~ pour ensemble singulier. En outre, on peut supposer que l'une au moins des 

deux fonetions P(z) e$ Q (z) soit halle ?~ l'infini, soit en ajoutant comme plus 

hau~ E(z) s fa(z), soit en l 'ajoutant ?~ p~(z). 

En r~sum~ 

soit ~ une cer~aine cat6gorie de sous-ensembles E d'ensembles plans ferm6s 

et born6s F; 

chaque sous-ensemble E, non vide, d'un ensemble born6 et ferm6 2'  6rant, 

quand il appal4ient s la cat6gorie ~, disjoint de l'ensemble de fermeture 

( F .  E)i 
et route fonction uniforme f(z) dont F est l'ensemble singulier pouvant 

6tre, par ddfinRion de ~, repr6sent6e sous la forme 

= P0 (z) + Qo (z) 

off les deux fonctions P-0 (z) et Q0 (z) sont holomorphes partout off f(z) est h01o- 

morphe, off P0 (z) est, en outre, holomorphe sur E et off Q0 (z) est nul ?~ l'infini 

e t a  exactement E pour ensemble singulier. 

Alors, il est aussi possible de repr6senter f(z) sous la forme 

f ( z )  = 1 (z) + Q (z) 

off P(z) et Q(z) sont holomorphes partout off f(z) est holomorphe, off l'une, au 

choix, de ces fonctions est nulle s l'infini, off l'ensemble singulier de P(z) ne 

contient aucun sous-ensemble" de la cat6gorie ~ ,  off l'ensemble singulier ~ de 

Q(z) est l'ensemble de fermeture a + a' de la somme a d'une certaine suite d6- 

nombrable d'ensembles disjoints E~ d'indices finis ou transfinis, chacun d'eux, E~, 
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6rant le sous-ensemble appartenant s la cat6gorie ~ d!un certain ensemble /vfl 

disjoint de la somme des E~ d'indices < #, compris dans les F~ d lnd ees < # et 

comprenant aussi les F~ d'indices > ft. 

Consid6rons en par~iculier le cas off E est la somme des sons-ensembles I 

de F qui sont des eontinus chacun iso16 dans F. I1 est d'ailleurs clair que si 

l ' o n  en consid~re deux qui out un point commun, ils sont identiques, et q u e  

dans le cas contraire ils seront ~ distance positive Fun de l 'autre (en continuant 

supposer F born6 et ferm6). I1 est clair, en outre, que ies ensembles / se ron t  

au~si ~ u s  des sons-ensembles continus isol6s de E_ 

Alors d'apr~s le th6or~me de la page 61, les deux propri6tds d'une cat6gorie 

qui viennent d'6tre utilis6es appartiennent s la catdgorie ~ d e s  sous-ensembles 

E des ensembles ferm6s F telle que E soit la somme des continus isol6s de F.  

De sorte que nous  pouvons particulariser ainsi le th~or~me prdc6dent: 

Soit /~ la somme des continus singuliers isol6s d'une fonetion uniforme f(z) 
dont l'ensemble singtflier F est born6: 

la fonetion f(z) peut ~tre repr~sent4e comme la somme 

f ( z )  = t '(z) + Q (z) 

de deux fonetions holomorphes parlour off f(z) est  holomorphe, off l'une, an 

choix, de ces fonetions est nulle s l'infini, off 1'ensemble singulier de P(z) ne 

contient aueun continu isol6 et off l'ensemble singulier ~ de Q (z) est l'ensemble 

de fermeture u+o '  de la somme u d'une eertaine suite d6nombrable et bien or- 

donn6e de eon~inus singuliers I v de f(z), chacun des I z 6taut ~ distance posi t ive 

de la somme de ceux qui sont d'un rang supdrieur s 7, et cette suite eommen- 

~ant par celle des continus singuliers isol6s de f(z). 

Remarque. Nous n'6noncerons pas les applications analogues aux autres 

categories ~ que nous avons cit6es parce qu e eelles-ci poss~dent une troisi~me 

propri6t~ que nous allons ~noncer et qui nous permettra d'obtenir un rdsultat  

plus complet. 

Utilisation d'une troisi~me propri~t~ de certaines categories ~ .  - -  Nous 

allons maintenant nous restreindre ~ la consid6ration des categories ~, satisfaisant 

non seulement aux deux propri6t~s des pages 63, 70, mais encore ~ la suivante �9 

(off rmus utilisons les  notations de la page 63): 

s ' i l  y a un ensemble E* ~le la cat6gorie ~ dans l'ensemble ferm6 ~* des 

points singuliers de f* ,  alors E* (qui est disjoint de /~) appartient s E'. 
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(Nous avons reconnu (pages 56 et 62) cette propri~t~ en part,culler dans 

les cas o~ E, sous-ensemble d'un ensemble ferm@ F, appartient s la cat~gorie (~): 

so'it quand E est form~ de l'ensemble, s'il existe, des points isol~s de F, soit 

quand E-~F--C, C ~tant la somme des sous-ensembles eontinus de l~' s'il en 

existe.) 

Si cette propri@t6 est satisfaRe, nous voyons que (E+E*) appartient ?~ J~_ 

Alors, en employant les notations de ' la  page 65, on volt que ~ I ~ E o ~ E  

et que ~ , ~  (/~o0 q5 LU71) appartienL s /~. 

D~s lors, aux condRidns impos~es au hombre fl, page 64, pour que/~ poss~de 

la propri4t4 P, nous aurions pu ad.]oindre la suivanLe: E r appar~ient ?~ E pour 

7 < # ;  nous aurions obLenu une propri~t~ P* plus precise qui n 'aura i t  pas cess6 

d'~Lre v6rifige au moins pour # =  2. M0nLrons que-Lous les nombres ordinaux de 

premiere eL de seconde classe poss~dent aussi la propri6t6 P*. D'abord, ils poss6- 

deront la propri6t~ P. Remarquons en on, re que, si /~ possbde la propri6td 19,, 

on a pour 7 < # , / g r <  E, done ~a<~.  Ceei 6LanL, supposons qu'il exisLe un nombre 

v qui n'admette pas la propri@t6 P*. Alors, soit ~ le premier des nombres tels 

que v. �9 

Si d est de premibre esp~ce, il existe un nombre ~ - - I  eL on a 

f~--1 (z) = f~ (z) + P~ (z) 

eL d'aprbs la propri~td P*, E~ sera compris dans l'ensemble E'a-1. Or, par dd- 

finition de 6, E~_~ appartien~ ~ E done/~'~ < E'~_~ < E eL d poss~deraiL la pro- 

pri@t~ P*. 

Si ~ esL de seeonde esp~ce, Ea est l'ensemble de la eat~gorie ~5 appartenant 

.~ 1'ensemble singulier /;~ de J~.  Or  on  a vu que si l'on pose 

fo (z) = f ,  (z) + pj  (z) 

1),r(z) a pour ensemble singulier 3~, et f~r(z) est holomorphe sur a~. Puisque 

a~ = ~ E r, alors, par d6finition de ~, a~ appartienL fl E, done a~ appar~ienL aussi 
~,<~ 

'~ ~S. D'autre part: aa comprend /~o =: E done ~ comprend E. FinalemenL 

Ainsi la d~composiLion 

| 0 - -29643.  Aeta matheraatie~. 54. 

fo  = (z) + (z) 
Imprim6 1o 29 mars 1930. 
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est telle que f~ (z) et p~ (z) soient holomorphes partout off f(z) est holomorphe, que 

p~(z) air exactement E pour ensemble singulier et que f~(z). (holomorphe sur 

a~ > E) soit holomorphe sur E. Par  suite en vertu de la troisi~me propri~t~ 

admise pour la cat6gorie ~ (propri6t~ ind~pendante par hypoth.~se de l'origine 

de la d6composition de f(z)) L'~ appartiendra s E. Donc ~ poss~derait encore 

la proprigt6 P*. 
~ 

Ainsi il n'y a aueun E~ qui n'appar~ienne pas ~ E; alors a grant encore le 

premier des indices 7 des E~ qui sont rides, a= et par suite a~ appartient s 

et Comme am contient E, a= est identique ~ E. 

Finalement, on volt .qu'on peut eompl6ter le th~or~me de la page 71 e~ lui 

donner la forme suiwnte:  

Convenons de dire qu'un sous-ensemble E d'un ensemble bornd et fermg F 

appartient ~ la cat6gorie ~ s'il jouit des trois propri6t~s suivantes: 

I. E est disjoint de l'ensemble de fermeture (F--E).  

II .  route fonet ion uniforme f(z) dont F est rensemble singulier peut ~tre 

repr4sent4e sous la forme 

= f *  (z) + Qo( ) 

de la somme de deux fonetions holomorphes partout off f(z) est holomorphe, la 

premiere holomorphe sur E, la seconde nuUe ~ rinfini et ayant exactement 

pour ensemble singulier. 

I I I .  s'il y a an  ensemble E* de la cat6gorie '~  darts l'ensemble ferm6/ ;*  

des points singuliers de f *  (z), alors Z* (qui est disjoint de E) appartient ~ E'.  

Nous venons de d6montrer que pour de telles cat6gories ~ :  parmi routes 

les repr6sentations possibles de f(z) de la forme (~), il en existe an moins une 

off f *  (z), Qo (z) poss6dant les propri~t6s du w I I  ci-dessus, l'ensemble singulier 

de f *  (z) ne contient aucun sous-ensemble de la cat6gorie ~:. 

Nous avons indiqud deux catdgories ~ particuli~res auxquelles ce th4or~me 

s'applique. 

Si, au contraire, on consid~re la catdgorie ~: des sous-ensembles E de F 

qui sont chacun somme des continus isol~s de F,  non seulement la ddmonstra- 

tion pr~e6dente ne s'y applique pas, mais l'6nonc6 non plus ne peut s'y 4tendre. 

I1 n'est pas exact, autrement dit, que si E d6signe la somme des continus singu- 

liers isolds de f(z), on puisse repr6senter f(z) comme la somme de deux fonetions 

holomorphes partout off f(z) est holomorphe, la premiere f *  dont l'ensemble 
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singulier est disjoint de E et ne contient aueun eontinu isol6, l 'autre Q0 (z)ayant 

exactement E pour ensemble singulier. 

Consid6rons par exemple le cas off f(z) a u n  ensemble singulier F consti- 

tu6 des segments, ~ ,  Ij ,  Is . . . .  I2n-1 . . .  ~ savoir: -- I--<x--<o, I g x _ < i ;  
2 

I I I I 
- - - ~ X ~ - ~  - ,  ' " ,  - - - - ~  X - - ~ ~ ,  " ' "  
4 3 2 n  2 n  - -  I 

Alors E = I 1 + I 3 + . . . + I 2 ~ - 1 + . . .  ; / ~ : E + ( l e  poin~ x : o ) ,  Done Qo(z) 

serait holomorphe sur -To, sauf pour x---- o; par suite f *  (z) ---- f(z) -- Qo (z) se- 

rait singulier sur I 0. Comme, d'autre part, f *  (z) es~ holomorphe sur /~, l'en- 

semble singulier de f *  (z) se rdduirait ~ I0, e'est-~dire ~ un continu isol~, con- 

trairement ~ l'hypoth~se. 

Par  eontre, il est possible que la propri~t~ reeonnue page 56, permette de 

remplace r  dans une certaine mesure la propridt~ I I I  et d'obtenir un th~or~me, 

non ~quiv~len~, mais analogue s celui de la page 74. 

Consid~rons maintenant suecessivement, puis simul~an~ment, les deux cat& 

gories ~ auxquelles le th~orSme precedent s'applique. 

Applications du precedent th~or~me. 

Premiere application. - -  En appliquant s la premiere cat~gorie ~:  

toute fonction uniforme f(z) dont l'ensemble singulie~." F est born~ sans ~tre par- 

f a i t e s t  la somme 
= + Q 

de deux fonctions holomorphes partout oie f(z) est holomorphe, l'une d'elle (au choix) 

~tant nulle h l'infini, l!ensemble singulier de la seconde, Q (z), ~tant l'ensemble d e  

fermeture E de l'ensemble E des points singuliers isolds de f(z), l'ensemble singulier 

P de la premiere, P(z), ~tant parfait. 

Nous n'avons pas introduit clans cet ~none6 ['affirmation, pourtant ~tablie 

plus haut, que P(z) est holomorphe sur /~. En effet, de eet ~nonc6 mSme il rd- 

sulte que tout point de P appar~ient s F et est point de condensation de F 

(puisque P est parfait). I1 r~sulte done de eet dnone~ que /~(z) est holomorphel 

non settlement sur l'ensemble E des points isolds de F,  mais mSme sur l'ensemble 

N des ]points de non-condensation de F. Et cet ensemble N eomprend n6eessaire- 

ment E. 

Si, dans l'6none~ ci-dessus, on remplagait l'asser~ion que P e s t  parfait par 
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l 'affirmation que P e s t  disjoint de E, on obtiendrait l'6nonc6 de Mittag-Leffler. 

Notre th6or~me apporte donc au th6or~me de Mittag-Leffler deux compl6ments~ 

de natures tr~s diff~rentes. I1 montre, d'une part, qu'on peut choisir la ddcom- 

position de fa?on que l'ensemble singulier P de P(z) soit, en g~n6ral, plus petit 

que celui pr6vu par Mittag-Leffler, c'est-s qu'il soit contenu non seulement 

darts F - - E  mais mSme dans I,'--N. 

Le second comp16ment a une port6e beaucoup plus grande en ce sens qu'il 

donne une solution ~ un probl~me important auquel l'6nonc6 de Mittag-Leffler 

n'apportait aucune lumiSre, e~ qu'au reste, Mittag-Leffler n'avait sans doute 

mSme pas song6 's aborder, du moins par cette vole. 

R~duction de l'6tude de la fonction uniforme la plus g 6 n ~ r a l e . -  L'6nonc6 

du th6or~me de ~ittag-Leffler fournissait une d~composition de la fonction 

uniforme la plus g6n6rale f(z) en une somme de deux fonctions. La premiere 

P(e) avait un ensemble singulier en g6n6ral plus petit que celui de f(z), mais 

qui pouvait ~tre tout aussi complexe, qui pouvait en particulier poss6der, tout 

comme F, des-points singuliers isol6s. 

Au contraire, nous voyons que notre dnoncd permet de rdduire l'dtude de la 

fonction uniforme le plus gdndrale ~ l'btude de deux types de fonctions uniformes 

dont aucun n'est le plus g6n6ral possible. II suffit, gr's s notre 6nonc6, 

d'6tudier soient le~v fonctions dont l'ensemble singulier est pa~:fait, soient les fonctions 

dont l'ensemble singulier est l'ensemble de fermeture E ~  t~ + d'un ensemble isal~ E. 

Nous entendons ici par ensemble isol6 un ensemble dont tous les points sont isol~s. 

Un ensemble ferm6 n'6tant pas n6cessairement parfait, il est clair que le premier 

type de fonctions uniformes n'est pas le p lus  g~n6rul possible. Pour montrer 

qu'il en est de mSme du second type, il suffit de faire voir qu'un ensemble 

ferm6, H, n'est pas en g6n6ral l'ensemble de fermeture ~' d'un ensemble isol6 E. 

Or il est clair que l'ensemble des points isol6s de E est pr6cis6ment E. De 

sorte que l'ensemble E contient n6cessuirement des points singuliers isol6s. Et 

d'autre par~, un ensemble ferm6 H, contenant des points isolds, ne se r6duit pas 

en g6n6ral k l'ensemble de fermeture de ses points isol6s, il peut, par exemple, 

contenir des continus isol6s. L'ensemble E s'il peut contenir des continus ne 

peut en eontenir qui soient isol6s dans ~;. 

La r6alit~ de la r6duction op~r6e 6rant dtablie, nous montrerons qu'il 

peut en 8tre effeetu~e, soit d'une route autre n.ature, soit d'une fagon plus complSte. 
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Seconde application. ~ En appliquant  la proposition de la page 74 ~ la 

seconde catdg0rie ~,  on obtient la proposition suivante: 

route fonction uniforme f (z)  dont l'ensemble singulier F est born6 est la 

somme 
f ( z )  -= A (z) + C(z) 

de deux fonctions holomorphes parlour off f(z) est holomorphe (dont l'une, au 

choix, est nulle ~ l'infini) et dont les ensembles singuiiers sont, le premier l:en- 

semble de fermeture A de l'ensemble A = F - - C ,  off C est la somme de tous les 

continus singuliers de f(.z), le second l'ensemble de  fermeture c-=c+ c' de la 

somme c de certains continus singuliers de f(z). 

Ce .second ensemble c est 6videmment parfait. 

On volt facilement que pour que le premier ensemble singulier A soit par- 

fair, it taut et il suffit que F soit parfait. 

I1 est important de donner des propri6t6s de A (z) et C(z) ind6pendantes 

de la fonction f(z)  et de son ensemble singulier ~I 

En ce qui concerne C(z); appelons c 1 la somme de tous ses continus singuliers. 

On aur a c < c l < c ;  d'ofi: c < c l < c  et par  suite c l - - c .  Ainsi C(z) est unefonc- 

tion uniforme dont l'ensemble singulier est exclusivement form6 de l'ensemble de 

fermeture cl de l'ensemble c I de ses propres co~tiuus singuliers. 

Pour caract6riser A (z), rappelons que son ensemble singulier A est d6duit 

de A = F - - ~  Soit alors F la somme des continus singuliers, s'il en existe, de 

A et formons B ~ A - - F .  On a T <  C, donc F <  C et A < F .  I1 est clair que  

A ~ - A - - C .  Mais puisque F < C ,  A - - F > A - - C  et par suite B > A  ~. Des rela- 

tions B ~ - A - - F  et B > A ,  on t i r e  A < B < A .  D'o~l A < B < A  et finalement 

A = B .  De sorte que  A est du type suivant: c'est I'ensemble de fe rmeture :B=A 

de l'ensemble B obtenu en retranchant de A rensemble de fermeture F de la 

somme F des sous-ensembles continus de A. 

On peug encore d6crire A de la fagon suivante. 0bservons que tout point 

a de B est le centre d'un cercle ne contenant aucun point  de /~ L'ensemble 

de fermeture de l'ensemble des points de B appartenant ~ ce cercle appartiendra 

t B peut  effeetivement comprendre d 'autres  points que ceux de A. Prenons par  exemple 
I 

pour F l 'ensemble ferm6 compos@ des segments (--I~<x--<o) et  de la suite N des points x =  n '  

(n~--I, 2, 3 , . . . ) -  Alors B es~ form6 de A e t  de l 'origine. 
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.4 sans contenir un seul point de lr, il ne contiendra donc aucun contmu. 

Appelons ensemble pohctuellement discontinu tout ensemble G tel que chacun 

de ses points soit le centre d'un cercle tel que l'ensemble de fermeture des 

points communs k G e t  ~ rint~rieur de ce cercle ne eontienne aucun continu. 

Alors B est un ensemble po~ctuellement discontinu et B--:-A est rensemble de 

fermeture d'un ensemble ponctuellement discontinu. 

Inversement, tout ensemble de fermeture G d'un ensemble ponctuellement 

discontinu G peut ~tre engendr4 de la m~me fa~on que A. Prenons pour F 

l'eusemble G qui est ferm6 et salt C la somme de ses continus e~ A ~ F - -  

Tou~ point a de G est centre d'un eercle ~el que l'ensemble de fermeture de l'en- 

semble des points communs k G e t  /~ l'int~rieur de ce cercle ne contienne aucun 

continu. Or cet ensemble de fermeture est, "~ l'int6rieur du cercle, identique 

l'ensemble commun ~ G----F et ~ l'int~rieur du cercle. Donc a n'app~r~ient pas 

~ a appartient s A. Ainsi G appar~ient s A. Alors G < A <  G, d'ofi A ~ G .  

En r~sum~, A (z) est une fonction uniforme dent l'ensemble singulier est l'en- 

semble de fermeture d'un ensemble ponctuellement discontinu. 

I1 faut d'ailleurs observer qu'un tel ensemble .4 peu~ contenir des continus. 

~lais il appartient n~anmoins '~ une cat~gorie par~iculi~re. Par  exemple, il est 

clair qu'il ne peut contenir de continus isol~s. 

Finalemen~, nous voyons que 

toute fonetion uniforme f(z) dont l'ensemble singulier F est born~ ~eut ~tre 
reprdsent6e comme la somme 

f (z)  = A (z) + C(z) 

de deux fonctions holomorphes partout o~ .f(z) est holomorphe, l'une d'elles (au choix) 

nulle h l'infini, leurs ensembles singulier~ 6rant les ensembles de fermeture: A d'un 

ensemble A ponctuellement discontinu, l'a~;tre C d'une somme de continus. Observons 

que A peut presenter des points isohis lorsque F e n  presenCe et dens ce cas 

seulement. 

Troisi&me application. Nons pouvons main~enant combiner les deux ap- 

plications pr6c6den~s en effectuant la ~econde application non pas sur la fonc- 

tion f (z)  la plus g6n6rale, mais sur une fonction P(z) dont rensemble singulier 

est parfait. 

Toute fonetion uniforme f(~) dont l'ensemble singulier F est bornd peut ~tre 
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repr~sent~e eomme la somme 

f (~)  = Q (~) + ~ (~) + ~ (~) 

de trois fonetions holomorphes partout olt f(z)  est holomorphe, dont l'une (au ehoix) est 

nulle h llinfini et dont les ensembles singuliers appartiennent 5 trois types dont aueun 

n'est l'ensemble singulier le plus gdndral possible. Ces ensembles Mnguliers sont les 

ensembles de fermeture respeetifs de trois ensembles disioints: 

un ensemble isold, 

un ensemble ponetuellement diseontinu dense en sol, 

une somme de eontinus. 

Les deux derniers ensembles singuliers sont parfaits1; le premier, s'il n'est 

pas vide, ne l'est pas. Un ou deux des termes de la somme peuvent 6ventuelle- 

ment ~tre nuls. 

Nouvelle r6duition. On pourrait d'ailleurs effectuer une nouvelle r~duction 

en appliquant ' la  rdduetion prde~dente, non pas ~ f(z), mais ~ la diffdrence entre 

f(z) et une fonetion ~p(z) dgale ~ f(z) en tout point, s'il en existe, intgrieur 

l'ensemble singulier de f(z)  e~ nude en dehors. On aura alors 

f(~) = ~  (~) + Q, (~) + . ,  (~) + ~, (~) 

off Q,(z), al(z ), 71(z).ont des ensembles singuliers de mgme nature que ceux 

de Q (z), a (z), ~, (z), mais sans aires singuli~res et off ~0 (z) est une fonction nulle 

en tout point qui n'appar~ient pas ~ une aire singuiibre. 

1 L'ensemble  s ingul ier  de t~ (z) est  l ' ensemble  de fermeture  d'un ensemble  A par tout  dis con- 
t inu.  I1 ne  faudral t  pas  en conclure que cet  ensemble  s ingul ier  est  n6cessa irement  lu i -m~me par- 
t o u t  d i scont inu .  


