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118 A. Hammerstein. 

Einleitung. 

Fredhohn war der erste, der die Theorie der l i n e a r e n  Integralgleichungen 

systematisch durch Grenziibergang aus li n e are  n Gleichungssystemen gewonnen 

hat. In  dieser Arbeit sollen im Wesentlichen aus Eigenschaften n i c h t l i n e a r e r  

Gleichungssystemesolche n i c h t l i n e a r e r  Integralglelchungen erschlossen werden. 

Eine so iibersichtliche Theorie wie die der linearen Integralgle'ichungen steht 

freilich nicht zu erwarten, da bei beliebigen Gleichungssystemen ein so abge- 

rundetes Hilfsmittel wie das der Determinan~n nicht zur Verfiigung steht. 

Es handelt sich um die Gleichung 

(i) + f K(x, y)f(y, dy -- o. 
a /  

B 

Dabei bedeutet B einen ein- oder mehrdimensionalen, schlichten, einfach zu- 

sammenh~ngenden, im Endlichen gelegenen Bereich, x, y sind Punkte da.rin. - -  

K(x, y) ist ein fiir alle x, y in B gegebener Kern, f(y,  u) eine fiir alle y in 

und alle reellen Werte von u erkl~ir~e Funktion. qz(x) soll so bestimmt werden, 

dass ( I )  identisch in x erfiillt ist. 

Die Gleichung 
f ,  

(2) g(x, q~(x)) + I K(x, y)f~(y, ~0(y)) dy = o 
B 

ist bei gesuehter Funktion q~(x) nieht allgemeiner, wenn g(x, u) fiir alle Punkte 

yon B und alle reellen Werte yon u erkl~,trt und so beschaffen ist, dass die 

Gleichung v : g ( x ,  u) eindeutig nach u gelSst werden kann: u--~h(x, v). Durch 

die Substitution 

g(x, qD(x)) -- ~(x), qD(x) : h(x, ~(x)) 

nimmt (2) n~mlich die Form 

+ K(x, Y) fl(Y, h(y, ~0(y)))dy : o 
.B 

an, die mit f~(y, h(y, u))=f(y ,  u) yon Typ (1)ist. So ist z. S. 

(3) q~(x) + f K(x, y)f~(y, qD(y))dy : k(x) 
B 
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bei gegebenem Stetigem k(x) iiquivalent mit 

(4) v (x) + fK( , y ) / , ( y ,  + = o 

B 

Auf Integralgleichungen dieser Gestalt wird man bekanntlich durch Rand- 

wertaufgaben ffir gewisse nichtlineare Differentialgleichungen sowie durch Pro- 

bleme der erzwungenen Schwingung geffihrt, worauf wir sparer noch zuriick- 

kommen.  - -  Die Frage nach der LSsbarkeit yon Gleichungen des vorliegenden 

Typus ist in der Literatur nur unter spezieUen Annahmen behandelt worden. ~ 

Allgemeingfiltige Aussagen enthalten nur die bekannten Untersuchungen yon E. 

Schmidt. ~ Sie laufen im Wesenflichen auf Folgendes hinaus: 

Kennt man bereits eine LSsung yon (I), so wird angegeben, wie viele LS- 

sungen bei geringer Ab~nderung der Funktion f(x, u) in der Nachbarschaft der 

bekannten AusgangslSsung existieren. Auf dem Zusammenhang dieser Resulr 

mit den im Folgenden zu entwickelnden wird sp~te? eingegangen. Zun~ichst ist 

also die Kenntnis einer LSsung erforderlich. Untersuchungen fiber das Vor- 

handdnsein einer solchen ist das Hauptziel der Arbeit. Sie zerf~llt in drei Ab- 

schnRte. Der erste behandelt Existenz-, der zweite Eindeutigkeitsfragen. Der 

dritte ist yon den vorangehenden methodisch verschieden; es wird darin im 

Wesentlichen die LSsung in Abh~ngigkelt yon einem Parameter  untersucht und 

ihre For~setzung nach der Schmid~schen Theorie durchgefiihrt. 

Um die Resultate ffir die Eingangs erw~hnten Anwendungen nutzbar zu 

machen, ist die Besehrgnkung auf reelle LSsungen geboten. Dass solche nichi~ 

immer vorhanden sind, wird an verschiedenen Beispielen gezeigt (w 5). Es kann 

sich also nur darnm'handeln, unter hinreichend allgemeinen Annahmenfiber  den 

Kern g(x, y) mSglichst umfassende Klassen yon Funktionen f(x,u)einfach zu 

charal~erisieren, ffir die die Gleichung (i) stets 15sbar ist. - -  Die Frage nach 

einfachen, notwendigen und-hinreichenden Bedingungen ist zu weir; um n~mlich 

zu erkennen, yon wie mannigfacher Art die 15sbaren Gleichungen sein kSnnen, 

bedenke man, dass i n  (3) die Funktionen f~(y, u) und r wink~rlich gew~hlt 

werden kSnnen, wozu sich dann ein k(x) ergibt. Dutch die angegebene Substi- 

tution gelangt man. dann zu einer 15sbaren Gleiehung der Form (I). Wir  be- 

1 Weitgehende Literaturangaben finden sich in dem Encykh~p~idieartikel (II. C. 13) yon 
Hellinger und Toeplitz: ,~Integralgleichungen und Gleichungen mit unendlich vielen Unbekunnten.. 
Abschnitt II. D. 

Zur Theorie der iinearen und nichtlinearen Integralgleichungen III. M. A. 65, S. 37o'u. f. 
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gniigen nns daher  damR, die Vorausse tzungen so zu w~ihlen, dass die ffir die 

Anwendungen  am meisten interessierenden Typen  erfasst  werden. 

Ffir den Kern  wird man  zun~chst fordern,  dass er yon solcher Ar t  ist, dass 

die Greenschen Funk t ionen  dar tmter  fallen. In  der ganzen Arbei t  sei an fol- 

genden Annahmen  festgehal~en: 

E r s t e n s :  K(x ,y )  i s t  b r a u c h b a r  u n s t e t i g  im S ' inne  d e r  l i n e a r e n  I n t e -  

g r a l g l e i c h  u n g e n .  ~ 

Z w e i t e n s :  K(x ,y )  i s t  s y m m e t r i s e h .  

D r i t t e n s :  K(x ,y )  i s t  p o s i t i v  d e f i n i t .  (Einen negat iv  definiten K e rn  

ffihr~ man durch die Subst i tu t ion K1-- - - - -K,  f l ~ - - f  auf einen positiv definiten 

�9 zuriiek.) 

Zuniiehst sollen solche Funkt ionsklassen angegeben werden, bei denen  man 

sehon aus dem Verhal ten  yon f ( x ,  u) ffir grosse Wer te  yon [u ] auf die Existenz 

einer LSsung schliessen kann. Es gel~en n~mlieh folgende Siitze: 

�9 Sa tz  1. K(x,  y) sei ein brauehbar unstetiger, symmetrischer, positiv definiter 

und beschrSnkter Kern. Fiir die stetige Funktion f (x ,  u) gelte 

u 

(s) f f ( x ,  v) _>_ _ k_ u-" - c , ,  
Y 2 

0 

wo k und C1 positive Konstanten sind, und k kleiner als der kleinste Eigenwert ~1 

von K(x ,  y) ist. Dann ist die Gleichung (I) stets lb'sbar. 

Die Voraus se t zung  (5) kann,  wie man  unmi t te lbar  ersieht,  weniger  al lgemein 

durch eine Wachs tumsbeschr~nkung ffir f (x ,  u) ersetzt  werden:  

Zusatz: Die Annahme (5) ist sicher dann erfiillt, wenn es eine Konstante 

u o > o gibt, so dass 

f(X, u) >= --  kU fi~r U >--__ uo u , d  f ( x ,  u) <= --  ku f i ir  u <= - -  Uo 

(O < ~ < ~1) ausfSllt. 

D i e  Sehranke ~l ffir k kann  durch keine grSssere ersetzt  werden: 

Beschr~nkt  man  sich je tz t  auf  solche Funkt ionen,  die ffir positiv oder  nega- 

t iv wachsendes u und alle x in B entweder  dem Be~rage nach beschr~nkt blei- 

ben oder  fiber alle Grenzen wachsen (d. h. l im f (x ,  u) ~ + r162 oder lim ~ - -  
u ~  l i f o 0  

und lim ~ r oder lim ~ --  ~) ,  so kSnnen dieselben derar t  in zwei Klassen ein- 

�9 ~ D.h. so beschaffen dass die Theorie der linearen Integralgleichungen ffir K(x,y) gilt. 
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geteilt werden, dass fiir die der ersten die Gleichung (i) stets 15sbar, fiir die 

der zweiten nicht stets 15sbar ist. Die fiir das Verhalten yon f (x ,  u) dann iiber- 

haupt mSglichen F~lle Iassen sich in folgenderl leicht verst~ndlicher, durch Bei- 

spiele illustrierter Tabelle zusammenstellen: 

Verhal~en yon f ( x ,  u )  fiir 

u --+ -- r162 u ---> + ~ Beispiel 

I) Dem Betrage nach beschr$inkt D . B . n . b .  In  u periodische Funk t ionen  

2) D . B . n . b .  + o o  e u 

3) D . B . n . b .  - -oo - - e  u 

4) + c r  D . B . n . b .  e - u  

5) + oo + or Po lynom geradeu Grades in u mi t  posi- 

t ivem Koeffizienten der hSchsten Potenz 

6) + o0 --  ~ Polynom ungeraden Grades mi t  negat~vem 

Koeffizienten der hSehsten Potenz 

7) - - o o  D . B . n . b .  --e  - u  

8)  - - o r  + oo 

9) - -  or 

Polyn.om ungeraden Grades mi t  posi t ivem 

Koeffizienten der hSchsten Potenz 

Polynom geraden Grades mi t  negati/(em 

Koeffizienten der hSchsten Potenz 

Es gilt jetzt: Ist der symmetrisehe, positiv definite, brauchbar unstetige Kern 
besehrSnkt, so ist Gleichung (I) in den Fh'lleh I), 2), 7) nnd 8) stets 15sbar, in den 
iibrigen dagegen nicht immer 15sbar. Der erste Tell der Behauptung folgt, wie 

m a n  sofort erkennt, aus dem Zusatz zu Satz x. Dass die Gleichung in den an- 

deren F~llen nicht stets 15sbar i s t ,  wird an Gegenbeispielen erhgrtet (w 5). Frei- 

lich kommen dabei auch 15sbare Gleichungen vor: man braucht ja nur von einer 

Gleichung der Form (3) bei willkiirlichem f l  und ~0 auszugehen. Beim •bergang 

zu (4) ~ndert sieh der Charakter yon f in Bezug auf die Klasseneinteilung nicht. 

Die Aussage lehr~ eben, dass in den F~llen I), 2), 7), 8) bereits das Verhalten 

yon f im UnendHchen eine LSsung gew~hrleistet, bei beliebiger Wahl des Kerns 
16--29643. A c t a  ma th~na t i ca .  54. Imprim6 le 15 mars 1930. 
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der Funk~ion f ,  und dariiber hinaus, dass dies auch die einzigen F~ile 

Um auch die Greensche Funk~ion in  mehreren Dimensionen erfassen zu 

kSnnen, muss die Beschrgnl~heit von K(x ,  y ) fa l l en  gelassen werden, t t ier  ge: 

!ing~ der Beweis nur unter einer wei~eren Einschrgnkung fiber f .  Es gilt 

Satz 2: Is t  der Kern brauehbar unstetig, symmetrisch und positiv definit, 

und gilt f i ir  die stetige Funktion f (x ,  u) 

f k u  ~ (5) f (x ,  v) d v  ~ - -  ~ - -  C~ (o < k < Z,) 

(6) 

0 

[f(x,u)[ <= ~ [ u l  + c~, 

wobei C1, C~, C a yon x und u unabhh'ngige Konstanten bedeuten, so ist Gleiehung (i) 

stets 15sbar. 

F a l l s  C~ < h I i s t ,  folgt natiirlieh Voraussetzung (5) aus (6). 

Zu wesentlich allgemeineren Aussagen gelang~ man, wenn noch K(x ,  y ) ~  o 

angenommen wird, eine Voraussetzung, die yon der am Ran'de verschwindenden 

Greenschen Funk'Lion erfiillt ist. Es besteht dann 

Sat~ 3. Der symmetrische, brauehbar unstetige positiv definite Kern sei  nir- 

gends negativ, f (x ,  u) sei stetig und geniige einer der folgenden vier Voraussetzungen: 

oder II 

2'i~r u ~ o sei Fiir u >= o sei 

o <=f(x,u) <-_ 041u[ + C5 
(o< 04 < Z,) 

o >= f(x, u) >~ -- C4 u -- C~ 
�9 (o < C4 <Zl) 

ode," IlI --C6 <-f(x,u) < C4[u[ + C5 --s 6 <=f(x,u) 
(o < 04 < Z,) 

oder IV C6 >= f(x, u) 0o > f(x, u) >= - C4 u -  C~ 
(o < 5'~ < z,) 

wobei Ca, Cs,.C 6 Konstanten sind. Dann ist Gleiehung (I) 16sbar. 
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Beispiele ffir diese 4 Fglle sind 

nd I : f (x ,  u) = s i n x . e  u + I , 

ad I I  :J~x, u) = sin x .  e --~ + 1, 

ad IrI :f(x,,,) =p(x)e  + 

ad IV : f (x ,  u) = p(x)e-" § v(x), 

1~3 

L(u) = O-x (pu~) + (pui) =] (x ,  ~; u(x, ~)) (p(x, ~) ~ o) 

vorgegebenen stetigen Randwerten hat, ist hinreiehend, dass die 

partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung versehene Funktion 

eine Lb'sung mit 

mit stetigen 

wobei die stetige Funktion p ( x ) ~ o  ist, das stetige v(x) dagegen ganz beliebig 

gew~hlt sein kann. 

Bemerkt sei, dass im Fall I und I I  die Funktion f (x ,  u) ffir positives bezw. 

negatives u iiberhaupt keiner Einschr~nkung unterliegt. Diese Fglle fiihren auch 

bei beschrgnkCem Kern fiber Satz I hinaus. Durch Gegenbeispiele (w 5) fiber- 

zeugt man sich davon, da~s die Voruussetzung I bezw. I I  nicht da~turch erwei- 

tert  werden kann, dass man die Forderung 

f (x ,  u) ~ o fiir u ~ o, bezw. f (x ,  u) <= o fiir u >_-- o durch f(x,  u) ~ - - C  6 

bezw. f (x ,  u) ~ Ca (Ca > o) 

ersetzt. 

Fiir die in dem vorangehenden Schema auf S. 121 char~kCerisierten Funk- 

tionen, die im Unendlichen ein bestimmtes VerhaRen zeigen, liefert Satz 2 und 3 

unmittelbar: Ist  der brauchbar unstetige, symmetrische, positiv definite Kern 

nirgends negativ, so ist die Gleichung (I) in den Fgllen I), 2) und 7) stets 15s- 

bar, in den F~llen 3), 4), 5), 9) dagegen braucht keine LSsung zu existieren. 

Unentschieden bleibt nur der Fall 8). 

Setzt man welter voruus, dass der Kern die am l ~ n d e  verschwindende 

Greensche Funktion ist, so l~isst sich ein sehr allgemeiner Satz beweisen, der 

den Fall 8) umfasst. Wir begniigen uns damit, das Ergebnis in zwei Dimen- 

sionen zu formulieren: 

Sat~ 4. B sei ein yon stiickweise analytisehen Kurven begrenzter, einfach zu: 

sammenhdngender, schliehter, im Endlichen gelegener Bereieh der (x, ~) Ebene. 

Damit die Differentialgleichung 
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f(x,  ~; u) folge.der Bedingu.g geuiigt: Wird unter v(x, ~) diejenige LSsu.g yon L(V) = o 
verstanden, welehe die vorgeschriebeuen Randwerte an~immt, so muss es zwei konstante 
Werte u~ < o und u2 > o geben, fiir welche 

f ( x ,  u, + . (x ,  < o u . d  / ( x ,  u, + > o 

im abgeschlosseuen Bereich B erfiillt ist. ~7ir d ie  LSsung u(x, ~) gilt dann 
<= u(x, <= 

Diese Bedingung ist gewiss erfiillt, wenn f (x ,  u) eine mit u yon - - ~  bis 

§ o~ verlaufende Funktion ist, z. B. ein Polynom ungeraden Grades in 'u  mit 

durchweg posi~ivem Koeffizienten der hSchsten Potenz. Verl~uft dagegen f 

yon § r nach § ~ ,  wie etwa ein Polynom geraden Grades mit durchweg posi- 

tivem Koeffizienten der hSchs~en Po~enz, so ist sie z. B. dann erfiillt, wenn 

f (x ,  ~; v(x, ~)) < o in B ausfiillt. 

Wird unter K(x, ~; y, 7) die zu L(u) gehSrige, am Rande yon B verschwin- 

dende Greensche Funktion verstanden, und hat v(x, ~) die in Satz 4 festgesetzte 

Bedeutung, so ist bekanntlich jedes der Integralgleichung 

j l �9 

~p(x, ~) § K(x, ~; y, 7) f(Y, 7; ~P(Y, 7) + v(y, 7)) dyd7 o 
B 

geniigende ~0(x, ~) eine am Rande verschwindende LSsung yon 

L(tp) = f ( x ,  ~; ~p(x, ~) + v(x, ~)). 

Daher ist u(x, ~)-~p(x, ~) + v(x, ~)i wegen L(v )=o ,  eine solche LSsung yon 

L(u) -~ f ( x ,  ~; u), 

welehe die vorgegebenen Randwerte annimmt. 

Zusammenfassend kann man also sagen: die Randwertaufgabefiir L (u )= 
= f ( x ,  ~; u) ist stets 16sbar, wenn f ( x ,  ~; u + v(x, ~)) eine der Voraussetzungen der 
Sh'tze 2), 3) oder 4) erfiillt. 

Besehr~nkt man sich wieder auf die Funktionen des Schemas S. 121, so 

gehSrt die Funk~ion f ( x ,  ~; u + v(x, ~)) zur selben Klasse wief (x ,  ~; u); eine Funk- 

tion der Klasse 8) geniigt aber den Voraussetzungen zu Satz 4); somi~ .folg~: 

In den FSllen I), 2), 7) und 8) ist die LSsbarkeit der Randwertaufgabe L ( u ) :  
-~ f (x ,  ~; u) bei beliebiger Wahl der stetigen Randwerte gewShrleistet. 
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Dass in den iibrigen F~llen bei gewissen Randwerten eine LSsung existieren 

kann, ist trivial - -  man braucht ja nur yon irgend einer LSsung auszugehen und die 

yon ihr auf der Berandung angenommenen Werte als Randwer~e vorzuschreiben. 

Schliesslich sei noch die Bemerkung gemach~, dass entsprechende Resultate fiir 

alle diejenigen Randwertaufgaben gelten, die durch Vermitflung einer Greenschen 

Funktion auf eine Integralgleichung der betrachteten Ar~ zuriickgefiihrt werden 

kSnnen. Hierher gehSr~ zum Beispiel die Frage nach einer solchen LSsung 

u(x, ~) yon 

~u(x,  ~) = f (x ,  ~; u(x, ~)), 
fiir die am Rande 

f Au + ~ ~--.o gilt, mit A ~ o, Ads :~ o. (N Richtung der Normalen.) 

Es sollen jetzt die Beweisgedanken, die zu den bisherigen Ergebnissen fiih- 

�9 ren, kurz gekennzeichnet werden. Satz I und 2 beruhen auf der Zuriickfiihrung 

auf ein Gleichungssystem, das vermSge einer endlichen Extremumsaufgabe als 

15sbar erkannt wird, Unter Zl, Z.~, Zs . . . .  und ~01, ~%, ~3, �9 �9 - seien n~mlich die 

Eigenwerte, beziehungsweise Eigenfunl~ionen yon K(x, y)verstanden. Auf Grund 

des Entwickelungssatzes fiir quellenm~ssig dargestellte Funktionen, d. h. solche 

der Form h(x) "~ t K ( x ,  y)w(y)dy l~isst sich jede etwa vorhandene LSsung der 
B 

Gleichung (I) durch eine gleichm~ssig konvergente Reihe 

dars~ellen. 

(7) 

(,) 

Die Fourierkoeffizienten c, haben gemiiss (I) die Gestalt 

~ = -  ~ f y, ~ , ~ , ( y )  ~(y)dy, (~= ~, ~, 3, . . . ) .  
(~) / 

B 

Somit sind die GrSssen cl, c2, c s . . . .  ein LSsungssystem dieser unendlichvielen 

~ranszendenten Gleichungen.  

Zufolge  der Besselschen Ungleichung konvergiert dabei die Reihe 

(8) ~ (~z~)*. 
(q) 
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K e n n t  man umgekehrt ein solches LSsungssystem yon (7), fiir welches die 

Reihe (8) einen endlichen Wer~ hat, so k0nvergiert, da nach' der Schwarzschen 

Ung le i chung  I ~ c , ~ , ( x ) ] <  Z(c,X,)' ist, die Reihe ~O(x)---~ ~ c , ~ , ( x )  
(,) 

gleiehm~ssig and absolut und stellt ersiehtlieh eine LSsung yon (I) dar. ~Die 

lntegralgleichung ist also dem Gleichungssystem (7) bei der Nebenbedingung (8) 

h'quivalent. Die Annahme (5) in Satz I und 2 ermSglieht es nun," eine solehe 

Extremumsaufgabe anzugeben, dass die zugehSrigen notwendigen Bedingungs- 

gleichungen gerade ein Ni~herungssystem yon (7) ausmachen. (w I.) Auf Grund 

der .weiteren Voraussetzungen yon Satz I und 2 li~sst sich die Konvergenz einer 

Teilfolge gegen eine LSsung beweisen. 

Die gefandene LSsung liefer~ nun das absolute Minimum eines gewissen 

Integrals, welches, wenn der Kern die Greensehe Funktion ist, in das zur Rand- 

wertaufgabe gehSrige I)irichletsche Integral  fibergeht, a (w 6.) 

Satz 3 wird aus Satz 2 durch geeignete Abiinderung yon f erschlossen. 

Satz 4 endlich erhiflt man auf Grund yon Eigenschaften des Dirichletschen Inte- 

grals: aus Satz 2. (w 7.) 

Im zweiten ikbschnitt  werden Fragen der Eindeutigkeit untersucht. Hier  

liegen, wie sich ergeben wird, die Dinge wesentlich verwickelter. Es kann vor- 

kommen, dass die Gleichung (I) nur eine, oder inehrere, oder unendlichviele 

LSsungen hat, (w 5-) Immerhin lassen sich zwei Klassen yon Funkiionen ein- 

faeh kennzeichnen, fiir welche die Eindeutigkeit der LSsung gewi~hrleistet ist. 

Es gilt n~mlich, wenn fiber den Kern wieder wie im ersten Abschnitt voraus- 

gesetzt wird, dass er brauchbar unstetig, symmetrisch und positiv definit sei: 

Satz 5. Die Gleichung (I) hat  hSchstens eine Lb'sung, wenn die stetige Funk- 

tion f(x,  u) bei jedem festen x in B monoton nicht abnehmend in u ist. (w 8.) 

Zusammen mit Satz I und 4 ergibt sieh: Is t  de r  Kern beschri~nkt oder 

eine Greensche Funktion, and nimmt die stetige Funktion f (x ,  u) in u nieht ab, 

so hat die Gleichung (I) eine und nu t  eine LSsung. 

Welter besteht ffir einen brauchbar unstetigen, symmetrischen, positiv deft- 

niten Kern 

Satz 6. Die Gleiehung (I) hat eine und nur eine Lb'sung, wenn es eine positive 

Konstante a < ~1 (~1 kleinster Eigenwert des Kerns) derart gibt, dass f i ir  alle u und x in 

8 Lichtenstein wendet zur Behandlung gewisser niehtlinearer Randwertaufgaben, die in den 
vorstehenden Siitzen als Spezialfiille enthalten sind, das Ri~zsche Yerfahren auf das Dirichletsche 
Integral an: l)ber einige Existenzprobleme der Variationsreehnung. J. f. Math. 145 (1915). 
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~B die stetige Ableitung yon 3~x, u) der Bedingung 

g agt. (w 9.). 
Wendet  man diesen Satz auf die lineare Integr~lgleichung 

q~ (x) -- it f g(x,  y) q~ (y)dy = k (x) 
B 

127 

an, welehe durch die Substitution ~(x)--k(x)=~p(x) auf die Form (I) 

+ x f g(x, = o 
B .  

gebracht wird, so deekt er sich, wege.n #u ~ lit I, mit der Aussage, dass die 

lineare in~egralgleichung fiir llt] < it1, stets eindeutig 15sbar ist, als deren Ver- 

allgemeinerung er angesprochen werden kann. Daraus erkennt man, class die 

Schranke 21 dureh keine k]einere ersetzt werden kann. 

Geniigt f(x,u) einer der Annahmen yon Satz 5 oder 6, so gilt dasselbe 

yon f(x,  u § v(x)) bei beliebigem stetigem v(x). Daraus folgt aber naeh den vor- 

angehenden tTberlegungen, class auch die Randwertaufgabe unter diesen Voraus- 
setzungen eindeutig lSsbar ist. Im Fall eines monotonen f i s t  dies Ergebnis nicht 

neu. Die oft behandelte Gleichung Ju~--e" ist darin enthalten. 

Die mit einem LSsungssystem c(~ ") . . . .  c~, ~) der Niiherungsgleichungen zu (7) 

gebildeten Funktionen 

= 

brauchen mit wachsendem n nieht gegen eine GrenzfunkCion zu streben, wenn 

Gleiehung (I) nieht eindeutig 15sbar ist. Beim Existenzbeweise (w i) wird nur 

die Konvergenz einer Teilfolge nachgewiesen. Anders bei Eindeutigkeit: Under 

der Voraussetzung yon Satz 6 wird gezeigt, dass die Funk~ionen ~m(x) gege n 

die LSsung ~p(x) konvergieren, und fiir den Fehler eine Restabschiitzung ange 

geben. (w IO.) Die Gleichungen (7) kSnnen also zur angengherf~n Berechnung- 

yon ~(x) dienen. 
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Welter ergibt sich fiir solehe Funkfion f ,  fiir die 

bei beliebigem z/ gilt, dass die LSsungszahl yon Gleichung ( I )  mR der yon ge- 

wissen endlieh vielen transzendenten Gleichungen fibereinstimmt. In  w I I wird 

noch eine notwendige Bedingung fiir die Eindeutigkeit der LSsung gegeben. 

Der dritte 

Gleichung 

AbschnRt handelt yon der mit e inem Fak~or ~ versehenen 

(9) ~(x) § ~ f K(x, y)f(y, ~(y))dy --- o. 
.B 

Die Einffihrung des Parameters ergibt sich hier nicht auf nat.firliche Welse, wie 

bei den linearen Integralgleichungen, scheint aber dudurch gerechtfer~igt, dass 

wie sparer gezeigt wird, derartige Gleiehungen in den Anwendungen eine Roile 

spielen. Dass (9) bei hinreichend kleinem ~ eine LSsung hat, ist lange be- 

kannt 4 und kann auf verschiedene Arden bewiesen werden. Aus den voran- 

gehenden Ergebnissen lassen sieh jedoch Sehlfisse fiber das Verhalten der Ls. 

sungen bei gegen o abnehmendem X ziehen. Es gilt n~i~nlich 

Satz 7. Der Kern sei brauchbar unstetig, positiv definit und symmetrisch. 

of Die Funktion f(x,  u) besitze eine stetige A bleitung O u" [st 1 > o eine beliebig vor- 

gegebene Zahl, so gibt es dazu ein )~0-~Z0(/) derart, dass fiir alle der Bedingung 
o < H <= Zo geniigenden ~ die Gleichung 

(9) ~(x) + ~ f K(x, y)f(y, ~ ( y ) ) d y :  o 
B 

genau eine LSsung ~p(x, )~) hat, welche ganz in das Inter vail --l<=~p <=l hineinfh'llt. 
(w i2.) 

Hieraus entnimmt man, indem man l gegen o konvergieren l~isst, dass es 

stets genau eine LSsung gibt, fiir welehe das Maximum des absoluten Betrages 

mit I)~] gegen o konvergiert. Dies kann die einzige LSsung sein (z. B. nach 

4 z.  B. Block: Sur  la solut ion de cer ta ines  ~quations fonct ionnel les .  Arkiv f6r Matemat ik  

Bd. 3- 
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Satz 5, wenn f monoton wachsend ist). Wenn jedoch noeh weitere vorhanden 

sind, so muss das Maximum ihres Betrages mit abnehmendem it fiber alle Gren- 

zen wachsen, was man erkennt, wenn man 1 gegen Unendlich gehen lgss~. Dass 

dies Vorkommnis tatsgchlich eintreten kann, wird durch ein Beispiel gezeigr 

Man kann jetzt die ffir hinreichend kleines it vorhandenen LSsungen ~p(x, it) 

mit waehsendem it weiter verfolgen. Ist  die Funk4ion f ( x ,  u) in eine naeh u - - u  o _ 

fortschreitende Potenzreihe entwickelbar, so bie~et die geeignete Handhabe hier- 

fiir die Theorie yon E. Schmidt. 5 

In  Riicksicht auf die folgende Anwendung (w 15) wird dies lediglich unter 

der Annahme If(x, u) l ~ eonst, ausgefiihrt. (w I3.) Es besteht 

Satz 8. D/e analytische Funktion j~x, u) sei f i i r  reelles u dem Betrage nach 

beschrh'n]ct. Betrachtet man die LSsungsanzahl do" Glei~hung 

(9) it) + x f K(x, v)f , it))dy = o 
B 

in AbhSngigl~eit yon it, so existiert fi~r hinreichend kleines it genau eine JLb'sung 

~O(x, it). Eine f4nderung der L&ungsanzahl  kann nur an einer solchen 8telle ito 

eintreten, zu der es eine Lb'sung ~)('x, ~) yon (9) gibt, derart, dass die lineare Inte- 

gralgleichung in r 

(IO) ~(x)-, * f K(x, ,of(y, p(y, v J  = o 

B 

den .Eigenwert ito hat. ~berdies kann sich die LSsungsanzahl nur um eine gerade 

Zahl  h'ndern. 

Die Exis~enz einer nicht identiseh versehwindenden LSsung yon ( Io ) i s t  

zwar notwendig, aber nieht hinreiehend ffir die :~nderung der LSsungszahl. Kri- 

terien, welche hierfiber Aufsehluss geben, werden auf Grund der Schmidtsehen 

Theorie angegeben. 

Als Beispiel wird in w 15 die Gleichung der erzwungenen Pendelseh.wingung 

betrachtet. Hamel e hat  dieselbe auf die nichtlineare Integrulgleichung 

5 In ~ 13 und 14 wird die in Anmerkung 2 genannte Arbeit als bekannt vorausgesetzt. Sie 
sind methodisch yon den vorangehenden verschieden. 

6 ~be r  erzwmagene Schwingungen bei endlichen Amplituden. M . A .  86. 

17--29643.. Acta m a g ~ l a t l c a .  54. lmprim6 ]e 16 mars 1930. 
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(11) T ( x ) -  a 2 f K(x,  y) 
0 

sin T(y)dy = -- fl sin x 

zuriiekgefiihrt, worin a, fl Konstant~n bedeuten, und 

ist. 

K(x, y) ---- 2_ ~ sin nx.  sin n.~ 

7gn=l  -~- I 

fiir x < y 

fiir x > y 

Es soll hier etwas allgemeiner diejenige Gleichung zugrunde gele2~ werden, 

bei "der die rech~e Seite -- fl sin x durch eine beliebige stetige Funktion -- g(x) 

ersetzt ist. 

Die Substitution T ( x ) + g ( x ) - ~ p ( x ) ,  a~=]~ bringt sie auf die Form (9): 

f ~(x) + x K(. ,  y) 
0 

sin (-- ~2(Y) + g(y))dy = o. 

t tamel hat  fiir die spezielle Gleiehung (I I) die Existenz einer LSsung bewiesen, 

und fiir a < I  Eindeutigkeit gezeigt. Dies Ergebnis foigt nun bei beliebigem g ( x )  

sofort aus S a t z ,  (Zusatz) und Satz 6, denn es ist Ou = N I c ~ 2 4 7  

_--<1)~]< I = Z , .  Die im hnschluss an Duffing yon Hamel zur Berechnung der 

LSsung aufgestelRe N~iherungsgleichung kann dem Gleichungssys~em (7)ohne 

weiteres entnommen werden. 

F i i r  [Z] < I beherrscht man also die betmchtete Gleichung. Hamel zeigt 

nun, dass, wenn ). welter w:s bei geniigend kleinem fl neue LSsungen hin- 

eintreten. 

Ferner kann man elementar beweisen 7, dass bei beliebigem zweimal stetig 

differenzierbarem g(x) mit g ( o ) = o ,  g(~)~--o fiir hinreichend grosses )L mehr LS- 

sungen als [ ~ ] f ~ [  vorhanden sind. t~ber die Werte yon Z, an denen eine 

Anderung der LSsungszahl eintritt, ~bt ,  theoretisch wenigstens, Satz 8 Auf- 

7 Vergl. die Arbeit des Verfassers: Eine nichtlineare Randwertaufgabe (Pendelgleichung). 
Jahresber. d. D. M. V. 
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schluss. Dariiber hinaus kann eine allgemeingiiltige Aussage nicht gemacht wer- 

den. Aus den Resultaten yon Paragraph 13 und I4 2olgt niimlich, dass bei ge- 

eigneter Wahl  yon g(x) in der Tat sowohl LSsungen an einer Stelle Xo neu hin- 

zutreten kSnnen, als auch, dass solche wieder verschwinden kSnnen. 

I. ABSCHNITT. 

Existenzs&tze. 

w i. Zurilckfllhrung auf  ein unendliches Gleichungssystem und 
dessert Aufliisung. 

Der Beweis des Satzes I und 2 wird zungchst gemeinsam gefiihrt. In  

diesem Paragraphen gelten folgende Voraussetzungen: 

Der symmetrische Kern K(x ,  y) ist positiv definit und brauchbar unstetig. 

Mit iq, ~,, ks, . . .  sollen im Folgenden stets die der GrSsse nach geordneten 

Eigenwerte, mit r q~(x), ~3(x) , . . .  das vollstgndige Orthogonalsystem der 

normierten Eigenfunktionen yon K bezeichnet werden.  

Fiir die stetige Funktion f ( x ,  u) wird gefordert 

IL 

(s) F(x, u)  = f f(x, v)d v >= - k_ 2 u '  - Ct (k < Jq). 
0 

Den Ausgangspunkt bildet fo!gende Funktion yon m Vergnderlichen 

-o (o , ,  o , , . . ,  oo) = z + : z 
�9 = 1  F = I  

B 

Dieselbe ist in al, .. : am stetig. Auf Grund der Annahme (5) folg~ nun, dass 

sie nach unten beschrgnkt ist und positiv unendlich wird, wenn auch nur eine 

Variable nach de r  positiven oder negativen Seite ins Unendliche riickt, denn es 

-ist ja 

�9 =1 F=I 
B 

(I2) ~ .=1~ (~" -- ~) ' :  --  2 C1 f d'~~ 
B 
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(m) (~ = I ,  2 ,  m), Daher gibt es zu jedem m mindestens ein Wer tsys tem a,  = c ... 

welches der Funkt ion H~ ein absolutes Minimum dm erteilt,, und somit das 

Oleiehtmgssystem 

O H ~  

O a e f :(,, 
.B 

m 

,13> : ,= i f (  ) 
/ ~ 1  

/3 

o,  ( e =  i ,  2, . . . m)  

15st. Sind mehrere solche vorhanden, so wird eines herausgegriffen. 

dl :> d~ >_-- ds �9 �9 �9 

04) 

m 

Aus (x2) ergibt sich nun leicht eine Schrunke fiir ~,(c~m)) '. 

Ferner  ist 

d= + 2 O. f a, > Z X.,~'="' ( ~ )  
B 

d~ + e O~ f dy 
(i5) ~ ~,(c(:,))~ < " = D  ]r " 

�9 ~ 1  I - - -  

Z1 

Es ist niimlieh 

Je~zg wird 

folgt  erkl~irt: 

(~6) 

Dabei ist 

( I 7 )  

eine Folge yon in B stet igen Funkt ionen  ~P~,~2, ~Ps, . . -  wie 

VJ~(x) = ~ r162 

f i ~'~(x) d x = (~(:))' _-< X,(~(:))' _-< ~ D, 
B " 

wobei D die in (I5) erkl~rte yon m unab.h~ngige Kons~n~e bedeu~et. 

Auf  Grund yon (x3) kann ~p~ auf  die Form 

(x8) 

gebra~ht werden. 

�9 = 1  ) J 
B 
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Hieraus lgsst sich folgendes Teilergebnis erschliessen: Falls K(x, y)nur end- 

lich vide, etwa m, JEigenwdrte hat, also K(x, y) : ~, 9"(x)r ist, so lSst ~V,~(x) die 

Gleiehung (I). Die  Anzahl do" Lb'sungen v a n  ( I )  stimmt in diesern Fall genau mit 
der Anzahl der L6sungen c(~=),.., e(~ ~} des Gleichungssystems (13)iiberein. Denn 

aus der Gleichtmg (18), die dann ja mit (I) identiseh ist, entnimmt"man leicht, 

dass auch umgekehr~ zu jedem ~0= ein LSsungssystem yon (I3) gehSrt. 

Es sei also fol4an angenommen, dass unendlichviele Eigenwerte exis~ieren. 

Somit ist die Folge ~Vx, ~P,, ~Ps, . . .  abzi~hlbar unendlieh. 
Je~zt wird lp= in die Gleichung (I) eingesetz~. Dies ergibt, wenn der Ent- 

wieklungssaez fiir quellenm~ssig darstellbare Funktionen beriicksieh~ig4 wird, auf 

Grund yon (18) 

(I9) + f K(x, y)f(y., tp  ))dy 
B 

o o  

B 

,==+1--~- ~ j r ( y ,  ~pm(y))qv,~l)dy. 
B 

Fiir den absoluten Betrag der letzten Summe liefer~ die Schwarzsche und Bessel- 

sche Ungleichung die Schranke 

.B 

Nun soil zuvSrderst did Exis~nz eiIrer LSsung yon (I) unter der Annahme 

erwiesen werden, dass es eine yon m unabhiingige Constante A gibt, so dass 

(20) f If(y, lpm(y))]tdy < A 
B.  

gilt. Das Bestehen der Ungleiehung (2o) wird sp/~ter under den Vorausse~zungen 

der Stt~ze 1) und 2) in verschiedener Weise gezeigt werden. 
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Aus (19) ergibt sich nach dem Vorigen infolge der gleichm~ssigen Konver- 

genz ,~1~ ~--~-] sofor~ 

B 

gleichm~,ssig in x. 

Nun ist die Ftml~ionenfolge 

K (x, y)f(y, ~pm(y)) dy ) ~ 0 ,  

~,n (x) = f K (x, y)f(y, ~)m(y)) dy 
B 

unter  der Annahme (20) gleichm~ssig beschr~nkt und gleichgradig stetig, denn 

es ist ja 

' com(xl) -- oJ,~(x,) ' -~ l / (K (x~ , y) -- K (x2, y))f (y, ~P,i(y)) dy I 
B 

If [ ~ (K(xl, y ) -  K(x2, y))~d if(y, ~(y))]2 dy ~, 
B B 

wobei der erste Posten, zufolge der S~etigkei~ des Iterierten eines brauchbar 

unste~igen Kernes bei hinreichend kleinem ]x,--xl] beliebig klein gemacht wer- 
den kann. 

Es gibt also nach einem gel~ufigen Satz eine derar~ige Teilfolge 

~m,, ~m,, ~om,, . . . ,  dass die zugehSrige Folge oJ~,, OJm,, 0~,, . . .  gleichmi~ssig gegen 

eine Grenzfunl~ion konvergiert. Hieraus und aus (21) erschliess~ mma jetzt, 

da~s auch die Folge ~Pm,, lp~, ~0~,, ~.. gleichmiissig gegen eine Grenzfunktion 
~0(x) konvergierr 

Endlich zieht die Stetigkei~ yon f(y,  u) noch 

li~ f K(x,v)f(y, ~p=,(y))dy= f g(x,y)f(y, ~(y))dy 
.B B 

nach sich, so dass also nach (2.1) 

~,(~) + f g(x, v)f(Y, ~(v))dv = o  

B 
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Existenz einer LSsung ist somit auf den Nachweis yon (2o)zuriick- 

w 2. Der beschr~nkte Kern. Beweis yon Satz 1. 

In  diesem Pamgraphen wird .vorausgesetzt, dass der Kern beschrgnkt sei. 

Fiir f gelte die Voruussetzung (5). Dann kSnnen die Ergebnisse yon w I an- 

gewandt werden. 

Es sei x ein Punkt  aus B.  Man verstehe unter x den Durchschnitt einer 

um x gesehlagenen Kugel mit B. Aus (I6) ergibt sich dann 

x 

__< z,(cy~)' ~,(~)d~ . 

Wendet man den Entwicklungssatz: 

B B B 

Punkt yon x ist wenn 
mi, der Funktion h(~)= i o 

sonst 

so folgt aus der vomngehenden Ungleichung 

an und beriieksichtigt (I5), 

x x x 

Bezeichnet 

halt yon x, so. ergibt sich 

Wegen 

l~sst 

jetzt K die obere Schranke" yon K(x, y) in B und x* den In- 

~,~(~) dE -_< D~ g~. 

der Stetigkeit yon Vim erhiilt man, wenn man x* gegen o konvergieren 
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Daraus entnimmt man sofort die Existenz einer yon m unabh~ngigen Konstanten 

A ffir die (20) gilt. 

Damit ist Satz I bewiesen. 

(~berdies geniigt die LSsung der Ungleichuug I~0(x)l ~ D~ K~. 

w 3..  Funktionen, die nicht starker unendlieh werden als die linearen. 
Beweis yon Satz 2. 

in  diesem ParagTaphen wird fiber den Kern nur vorausgesetzt, dass er 

brauchbar unstetig ist. Ffir die Funktion f gelte neben (5) die Anuahme 

(6) 

Dann ist 

If(x, u)l --< c, l . I  + G~. 

(f(x, .))' _-< v , . '  + vs, 

wobei C 7 und C8 yon u und x unabhi~ngige Konstanten bedeuten. Somit wird 

f [f(Y, ~,,.,(Y))]"dy <= c7 f [w,,,(Y)]" dy + Cs f dy. 
B B B 

Nach (I7) liegt die rechte Seite unter einer yon m unabh~.ngigen Konstanten. 

Damit ist (2o) und somit Satz 2 bewiesen. 

w 4. Der positive Kern. Beweis yon Satz 3. 

Es werde mi~ fQlgender einfachen Bemerkung begonnen. 

chung der Form 

(~) ~C~) + f K(~, y)f~(y, ~(y))dy = o 
t ]  
B 

eine L5sung ~v(x), so erh~lt man dureh die Spiegelung 

(22) A(~, ,,) = - f ( ~ ,  - , , )  

daraus eine LSsung l p ( x ) = -  ~(x) yon 

~(x) § f K(x, y)f(y, ~(y))dy = o. 
i , ]  

B 

Ha~ eine Glei- 
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Geniig~ nun f der Voraussetmmng (II) bezw. (IV) yon Satz 3, so erfiillt, wie 

unmittelbar ersichtlich, das dutch (22) damit verbundene f~ die Bedingungen (I) 

bezw. (III). Der Satz braucht daher nur unter  diesen beiden Annahmen bewie- 

sen zu werden. Er kann gem~ss der Forderung K ~ o  leicht aus Satz 2 ge- 

folgert werden. 

Fiir f gelte zun~chst d ie  Voraussetzung (I), d. h.: 

Fiir u _--< o ist o ~ f(x, u) ~ C~l:u I T C5. (o < C4 "< ]~,). 
Man erkl~re' eine stetige Funktion f*(x, u) dutch 

f * ( x , u ) = I  f(x'u) fiir u < O  
( f (x ,o )  fiir u ~ o .  

OffensichtHch geniigt f *  wegen C~< ~ den Bedingungen des Satzes 2. 

Gleichung 

~)*(x) = -- t" K(x' Y)f*(Y' ~)*(y))dy 
B 

Die 

besitzt somit mindest~ns eine LSsung ~*, die nach dem Verfahren yon w I ge- 

funden werden kann. Gem~ss der Annahme K ~ o ,  f * ~ o  folgt ~*(x) "<o. Da 

aber fiir ~0" ~ o die FunkCion f *  (y, ~*(y)) mit f (y ,  ~0" (y)) iibereinstimmt, so ist 

~* auch LSsung yon (I). 

Es gelte jetzt fiir f die Voraussetzung (III); diese kann so formuHert 

werden: 

Stets ist --  C6<=f(x,u); fiir u_-<o is~ f(x,  u)~ C4]u] + C5. ( o <  C,<Z,) .  

Die Funktion g(x) werde durch 

erkliirt und 

oo f y) 
.B 

= + + o .  

gesetzt, f*(x,u) erfiillt, mit anderen Konstanten, offenbar die Annahme (I), 

woraus folg~, dass . 

~*(x) § f K(x, y)f*(y, ~p*(y))dy : o 
~J 
B 

1@--29643 .  Ae2a ma~hcmat/ca.  54. Impr~m~ le 17 m a r s  1930. 
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eine LSsung ~p*(x)~ o hat. 

Gleiehung in 

(i) 

A. Hammerstein. 

Durch die Substitution gJ(X)= O*(x) + g(x) geht diese 

fiber. 

,(x) § f 
B 

K (x, y)f(y, ~V(y))dy = o 

~p(x) ist somit eine L5sung y o n  (I). Ffir sie gilt iibrigens 

~2(x) <~ C, f g(x, y)dy. 
. ]  

B 

Damit ist Satz 3 vSllig bewiesen. 

w 5. Beispiele fnr nieht l~sbare Integralglelehungem 

In  diesem Paragraphen werden Beispiele zur Illustration der F~ille, in denen 

Gleiehung (I) keine LSsung zu haben braueht, zusammengesteUt. Das Konstruk: 

tionsprlnzip ist ausserordentlich einfach. 

Fiir o ~ x ~ I  nehme man eine stetige Funktion a(x) derart, das~ a(x)>o 
wird. Dann erffillt der Kern 

K.(x, V) = ~ (x) ~ (y) 

alle Voraussetzungen, einschliesslich K ~ o .  

Die Integralgleiehung 

1 

+<x) + fg<:,  
O 

hat nun offenbar genau so viele L5sungen ~(x)=~a(x), wie die Gleichung fiir 

(23) 
1 

0 

a(y)f(y, ~a(y))dy = o. 

Es geniigt also zur, Bildung yon Beispielen ffir nicht 15sbare Gleichungen 

solche Funktionen f anzugeben, fiir die (23) keine reelle LSsung besitzt. Fiir 

die verschiedenen F~ille der Tabelle auf Seite 121 geschieht dies wie folgt: 
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ad 3) f (x ,  u ) = -  e ~. Die Gieichtmg (23) wird 

- =  e ~ f 
Zun~chs~ miiss~ ~-->_o sein. Wghl~ man jetzt a ( x ) ~ I ,  so  ist fiir ~ o  die 

reehte Seite nichg kleiner als e ~, woraus man erkennt, dass keine re elle LSsung 

vorhanden sein kann. 

a~l 4) Der Fall wird wie in w 4 dutch die Spiegelung 

(=) .fl(x, u)= " f (x ,  --u) 

auf den vorigen zuriiekgefiihrt. 

ad 5) f (x ,  u) =- u' + I 

1 1 

O 0 

a(y) dy = o 

hat fiir {~(X):> I keine reelle Wurzel. 

m:l 6) / (z ,  u) = - -  u + I. 

1 1 

o o 

~ O .  

1 

W/ihlt man a so, dass I a~ dy == I wird, so hat  die Gleichung keine LSsung. 
i ]  

0 

a~l 9) Folgt aus 5) dutch die Spiegelung (22). 

Man erkennt aus diesen Beispielen, dass fiir die FunktAonen der Klasse 

3), 4), 5), 6), 9) die Wahl des Kernes flit die LSsbarkeit yon Gleichung {I) aus- 

schlaggebend ist. 

Die Beispiele zu Fall 3) und 4) zeigen auch, dass die u in 

Satz 3 nicht dutch allgemeinere in dem in der Einleitung gena~nt~n Sinn er- 

setzt werden kSnnen. 

Eine Gleichung mit unendlich vielen LSsungen bildet man leicht mit a(x) > 2 
U 

und f (x ,  u)~-u sin a(x)" Die Gleichung (23) lautet dann 
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1 

0 

O .  

Sie wird durch unendlich ~iele Werte yon ~ erfiiUt. 

w 6, Zusammenhang der Integralgleichung mit einer Yariationsaufgabe. 

Dieser Paragraph schliesst sich unmit~elbar an die Paragraphen 2 und 3 an. 

Fiir K und f m6gen die Voraussetzungen von Satz I oder 2 gelten und es sei 
It  

wieder ~'(x, u )= t f ( x ,  v)dv gesetzt. ~p bedeute wie bisher die durch das Ver- 
tJ 
0 

fahren yon w I erhaltene Lb'sung der Gleiehung (I). Dann erteilt unter allen in 
B stetigen Funktionen Z die Funktion 

z(x) = " f ( x ,  
dem Integral 

1(%) = f f K(x, y)%(x)% )dxdy+2 f F(x, f g(x, y)z~)dy)dx 
B B B B 

ein absolutes Minimum. 

Beweis: Es existiert, wenn in den Bezeichnungen yon w I 

H~(c(,m}, . .. cy})=  d~ 

gesetzt ist, lira din=d, da die monoton abnehmende Folge dm gemiss (I4) nach 

un ten  beschr~inkt ist. 

Zun~hs t  wird nun gezeigt, dass das Integral I(z) fiir alle ste~igen X als 

Vergleichsfunktionen, d zur unteren Grenze hat. Ist  n~mlich g beliebiggegeben, 

so wird mit den Abkiirzungen 

f Z(x) 9,(x)dx = #,, (r I, 2, 3 , . .  
% . d  

.B 

nach dem bekann~en Entwickluugssatze 
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/(z) = ~,x.#: + ~ f F(x, Z#.~.(x)) d*. , = ,  ~ , = 1  " 

B 
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Zufolge der gleichmgssigen Konvergenz der in F als Argument auftretenden 

Reihe und der Stetigkeit yon F kann zu gegebenem ~ offenbar ein m so ge- 

funden werden, dass 

I I ( z ) - H = ( # , , . . .  #,.) I =< 

ausfgllt. Nach der Definition yon d~ ist aber 

Demnach f'olgt 

H~(#~, . . .  #~) >_-- d~ > d. 

z(z) > d - - ~  

fiir jedes ~. Daher ist die untere Grenze D yon I ~ )  endlich und D ~ d .  
Setzt man jetzt, wenn die GrSssen e~ ~) dieselbe Bedeutung wie in w I haben 

so wird 

D _-< z(z~) = H~(~(r ) , . . .  ~ ) )  = a=, 

was D ~ d nach sich zieht. Es ist also, wie behauptet, D =  d. 

Zum Beweis des Satzes bleibt jetzt nur 

J ( - f ( ~ ,  ~(x))) = d 

zu zeigen. In  w I war eine solche Teilfolge ~m, aufgewiesen worden, dass gleich- 

m~ssig ~p= --~) und somit 

Z ( - - f (x ,  ~ , (x ) ) )  -* Z ( - - f (x ,  ~(x))) 

gil$. 

Nach der Definition yon I(z) ist in Riieksieht auf (2I), 

�9 (-:(~, ~o.(.)I) = - f::x, ~.(x)) ~o.<.) ~x +. f ~,(., ~o.(.)) ~ + ~o., 
B B 
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wobei Rm, mit wachsendem m, gegen Null strebt. Beachtet man jetzt (I6) und 

(I 3), so ~lg~ 

x(-f(~, ~, (~) ) )=  ~t~,(~(,~,),... ~",)) + R~,, 

und w e g e n  H ~ ,  -~ d,n,--~ d weiter 

z ( - f ( ~ ,  ~,(x))) -~ d. 

In der Tat ist also I (~ f (x ,~O(x)) )=d;  w . z . b . w .  

Es sei noch bemerk~ dass aus der Variationsaufgabe, unter  Zulassung aUer 

st~tigen Funl~ionen Z das Integral I (g  ) zum Minimum zu machen, ein Tell der 

in Rede  stehenden Exis~enza~tze direkt sehr einfach gewonnen werden kann. 8 

Z u s a t z :  Der Bereich B der X, ~-Ebene sei yon stiiekweise analytischen Rand-" 

kurven begrenzt. Unter G(x, ~; y, 7) werde die am Ra,nde verschwindende Greensche 

Funktion zu dem Differentialauo&'uck 

L(u) = ~-x ~PU~ ) + (pu~) (p(x, ~) >= o mi~ stetigen Ab- 

lei~ungen I. und 2. Ordnung) 

verstanden. Die FunCtion f (x ,  ~; u) sei mit stetigen partiellen Ableitungen erster 

Ordnung versehen und geniige den Voraussetzungen zu Satz 2. Dann erteilt die 

nach dem Verfahren von w I erhaltene LSsung lp(x, ~) der Gleichu,g 

B 

dem Dirichletsehen Integral 

D(~)= f f Lv(~'~+~)+ 2F(x,~; ~(x,~))]dxd~ 
B 

unter allen am Rande verschwi~denden s~etigen, mit stiiekweise stetigen beschr~inkten 

Ableitungen erster Ordnung versehenen Funktionen w(x, ~) ein absolutes Minimum. 

Eingungs sei bemerk~, da~s der Satz 2 anwendbar ist, da die be~ruch~ete 

Greensche Funktion G(x, ~; y, 7) bekann~lich ein positiv definiter Kern ist. Unter 

s Man vergleiche die Arbeit des Verfassers: ~Nichtlineare Integralgleichungen und direkte 
Methoden der Variationsrechnung~. Sitzungsbericht der Berliner Math. Ges. 1927. 
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der Annahme iiber f(x, ~; u) besitzt V) zufolge yon (I a) nach bekannten Sgtzen 

stmtige Ableitungen erster und zweiter Ordmmg und verschwindet am Rande. 

Der Zusatz wird jetzt auf den vorigen Satz zuriickgefiihr~, und zwar zu-  

nis fiir mit sSe~igen Ablei~ungen erster und zweiter Ordnung verse.hene ~er- 

gleichsfunktionen. 

Bezeichnet co(x, ~) eine solche, so setze man 

(25) L(o) = - z(x, ~). 

Nach gelgufigen Eigenschaften der Greenschen Funl~ion lautet d i e  Umkehrung 

hiervon 

B 

.Aus der Greenschen Formel ergibt sich 

B B 

Daraus folg~, wenn man nach (25) und (25) die st~tige FnnkCion g fiir co einfiihr~, 

z)(~) = x(z). 

(26) e~gib~ mi~ Z = - - f ( x ;  f; ~(X, f)) ~ h  (~ ~) ~ , = ~  ~nd al~o 

D(~,) = z ( -  f (x ,  ,pCx, ~))). 

Nach dem Vorangehenden ist nun fiir jedes stetige 

I(z) ~ I ( - -  f(x,  ~; ~p(x, ~))) 
und somit 

3(o~) >__ z)( ,) :  

Es bleibt jetzt zu. zeigen, dass die Konkurrenz auf stetige mit s~iickweise 

stmtigen beschrgnldten Ableitungen erster Ordnung versehene Funl~ionen co aus- 

gedehnt werden kann. Hierzu geniig~ der Nachweis, dass die untere Grenze 

yon D(oJ) dabei nicht herabsinkt. Sei also w jetzt eine stetige mit stiickweise 

stmtigen beschrgnkten ersten Ableitungen versehene Funktion. Setzt man ihre 

Fourierkoeffizienten in Bezug auf die Eigenfunkti0nen yon G(x, ~; y,v) 
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so ist bekanntlich 9 

A. Hammerstein. 

B 

09 

f f ,  v=l  
B 

Nun werde co dureh die mit stetigen Ableitungen erster und zweiter 0rdnung 

versehene Funkfion 
n 

,,,.(x, ~) = Y, a .~.(~,  ~) 

im Mit~el approximiert. Dann is~ 

B 

Dabei wird 

.B 

[ ' f  

J J 
/~ ( 0 < 8 <  I) 

{ff f f  < (w--w,,)'dxd~. f~dxd ' .  
B B 

Wie in w 3 sctdiesst man, auf Grund der fiir fg i i l t igen  knnahme (5)yon Satz 2, 

f f  �9 
dass das Integral f~dxd~ unter einer von n unabh~ngigen Schranke liege, 

B 

woraus also 

lim D ( ~ . ) =  D(a~) 
n ~ O o  

foigt. Dies z ieht  die Behauptung nach sich. 

9 Zum Beispiel  L. L ieh tens te in :  Zur Analysis  der  unend l i chv ie l en  Variablen.  (M. Z. 3. 
Seite 125 .  ) 
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w 7 .  A n w e n d u n g  a u f  d i e  R a n d w e r t a u f g a b e .  B e w e i s  y o n  S a t z  4 .  

Nach dem in der Einleitung Gesagten genfigt es, um die genannten Resul- 

tale fiber die Randwertaufgabe fiir L(u): f (x ,  ~; u) zu erhalten, den Satz 4 zu 

beweisen. Die Funktion f(x, ~; u) mSge also den  dor~ gemach~en Annahmen ge- 

niigen. Zur Abkfirzung sei 

f(X, ~; " -b V(X, ~)) = fl(X, ~; U) 

gesetzt. Dann besitzt f~ stetige partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung 

u n d e s  gibt zwei Werte u~ ~ o, u~ > o derart, dass fiir alle Punkte des abgeschlos- 

senen Bereiehes B 

f i  (x, ~; ~1) < o; fa (x, ~; "3) > o 
ausf~llt. 

1%eben f l  
truchtet 1 0  : 

I.) 
n.) 

m.) 

wird jetzt eine Funktion f~ mit folgenden Eigensehaften be- 

fa besitzt stetige par~ielle Ableitungen ers~er Ordnung. 

f~(x,~;u):fl(x,~;u) fiir ul~u<=u~ und alle x,~ in B. 

If (x, u) l < c.  (o kons ant.) 

IV.) ! f2(x '~;u)<~ ffir u ~ u , }  ffir alle x,~ in B. 
(f~(x, ~; u) > o fiir u ~ uj 

Dann hat nach Satz 2 auf Grund yon III.) die Gleichung 

(27) ~p(x,~) + f f K(x,~;y,v)f,(y,*2;~p(y,@dyd~=o 
a / a ]  

- B 

zum Beispiel f~ (x, ~ ; u) = / f'~ (x, ~; v) d v + fx (x, ~ ; o), wo bei hin 10 Eine solche ist reichend 
L I  
0 

kleinem h > o 
I 0f, (x, ~; u) " = u --- ~ e - - - -  f~r u~ -<- u2 

o fiir U=<ul--h und u>_-u2+h 

f~, (x, ~; u) = I~ , ,~Of,(x,~;u,) ~ L u - - ( u ~ - - n j J ~  fiir u,--h <= u <= u~ 

�9 Ih[--u+(u,-Fh)]Of'(~f;u') f i i r  u,<=u<=u,+h 

gesetzt ist. 
1 9 -  29643. A c t a  r a a t h e m a t l c a .  54. Imprlm6 le 17 mare 1930. 
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eine oder mehrere LSsungen, wenn K die zum Problem gehSrige Greensche 

Funl~ion bedeutet. 

Wird yon einer gezeigt, dass sie ganz dem Intervall u~ ~ ~ ~ u~ angeh~r~, 

so 15st d~ese zufolge yon II.) die mit f l  anstelle yon f~ gebildete Integralglei- 

chung, und somit die vorliegende Randwertaufgabe. In der Tat geniigt die nach 

dem Verfahren in w I konstruierte LSsung yon (27) der geforderten Bedin~o~ng 11 

Um dies einzusehen, hat man gems dem Zusatz in w 4, der nach I.) und 

III.) mit f2 anwendbar ist, nur folgendes zu zeigen: Ist  u eine 2 real stetig 

differenzierbare am Rande verschwindende Funktion, deren Maximum gr5sser 

als u~ oder deren Minimum kleiner als ul ist, oder beides, so kann dazu eine 

mit stiickweise s~etigen besehr~nkten Ableitungen ers~er Ordnung versehene, am 

Rande verschwindende Funl~ion ~o so angegeben werden, dass D(u):> D(eo) 
ausf~llt. 

Hierzu wird die s~etige Funktion 

11 Die  Eigenschaft, dass eine LSsung der Integralgleiehung (27) unter den angegebenen Vor- 
aussetzungen fiber f l  ganz dem Intervall u~ ~ ~ _-< u2 angehSrt, kommt speziell der Greenschen 
Funktion als Kern zu. Bei stetigem Kern kSnnen sehr wohl alle LSsungen iiber u~ oder u 2 hin- 
ausgreifen. Ein Beispiel hierffir kann wie in ~ 5 hergestellt  werden, und zwar mit  fx (x, u) = - -  cos u, 
g ( X )  ~- I "Jr ~ (X) ,  w e n n  

�9 o < l < "  

I ! --/~ ffir I <: I 12 

O s o n s t  

bedeutet. 
Die Gleichung (23) ist dann yon der Form 

= cos ~ + a (~), 
wobei 

I ~(~)J --< 4z, 

ausf~llt. Sic hat somig bei hinreichend kleinem I eine reelle Wurzel ~, die nnr wenig yon der 
I~sung ~o yon ~o=eos~o abweieht. Fiir die LSsung ~ ( x ) d e r  Integralgleichung gilt daher ffir 

l ~/o(e): 

Sie nimmt also bei abnehmendem 1 beliebig grosse Werte an, und liegt somit in keinem fest ge- 

gebenen Intervall. 
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ul fiir diejenigen Punkte  x, ~, ffir welche u(x,  ~)<u~ ist, 

, , ( x , ~ )  ,, ,, ~ x , L  ,, ,, u ~ < u ( x , ~ ) < , , , ~  

, , ,  ,, ,, ,, x ,  ~ ,  ,, ,, u ,  <= u ( x ,  ~) 
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eingeffihr~. Auf  Grund der Eigenschaften ,IV.) yon f~ ist nun  I ~ ( x ,  ~; u ) =  
t t  

= ff (x, ,:) dv  fiir u < u~ monoton abnehmend, fiir u > u 2 dagegen monoton 

0 

zunehmend in u bei festen x, ~ und also 

B B 

Jetz t  approxim'iere man u nebst seinen partiellen Ablei tungen I. 0 r d n u n g  durch 

eine analytische, am Rande verschwindende Funkt ion ,~(x,~)so,  dass fiir alle 

Punkte  x, ~ yon B ~2 

0 3  Ou < e . . . .  < 
l a - u l = < ~ ,  e x  = ' o f  = ~  

gilt, wobei fiber e noch geeignet v erffig~ wird. 

Nunmehr  leistet die Funkt ion 

(x, f) = 

Ul 

,~(x, ~) 

US 

ffir diejenigen Punkte  x, ~, ffir welche ~(x, ~ ) ~ u l  ist 

,, ,~ �9 x ,  ~, �9 ~ u,  <= a ( x ,  ~) <= u~ ,, 

das Gewiinschte. Denn die Schnitt l inien yon ~(x,~) mit  den Ebenen 3 ~ u  1 

beziehungsweise ~ u , .  sind analytische Kurven. Also besitzt eo ab~eilungsweise 

stetige beschrgnkte Ablei~ungen erster 0 rdnung .  Ferner  verschwindet eo am 

Rande yon B,  da dasselbe yon 3 gilt, und ist also zulgssige Konkurrenz- 

Funkt ion.  Um noch 

D(u) >/)(co) 

zu erreichen, hat  man  e so zu wghlen, dass ~s 

~ Das  K o n s t r u k t i o n s v e r f ~ h r e n  fiir e in  derar t iges  ~ f lndet  s ich z u m  Beispie l  bei L i c h t e n s t e l n  

1. c. M. Z. 3. A n m .  S. I34. 
is k i s t  h ie rbe i  in  (28) erkl~rt .  
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(29) 

und 

I f f  f f  l 4 
B t l  

12 f f F,(x, ~; w(x, ~))dxd~-- 2 f F~(x, g; ~o(x, ~))dxd~l = k 
B B 

wird; dies ist mSglich, da, wie leicht ersichtlich, fiir alie Punkte x, ~ yon B 

s~ets Iw(x, ~ ) - ~ ( x ,  ~)1 < ~ gil~. 
Hieraus ergibt sich, zusammen mit (28) 

B B 

Ferner is~ 

�9 . ff~(~§ w~)d&d~ j f ~( ~ + ,~})dxd~-- o. 
B B 

Wird (29)" hinzugenommen, so erh~tlt man 

f f  : , f f  (3I) p( ~+u~)dxd~-- .p(oJ~ +co})dxd~>= - - I k .  
�9 4 

.B .B 

Addition yon (30) und (3I) liefert 

W. Z. b, w. 

2 

II.  ABSCHNITT. 

Eindeutigkeitss~tze. 

w 8. ~onotone Funkt ionen.  Beweis yon Satz 5:4 

Vorbemerkung. Die Frage nach de.r Eindeutigkeit einer LSsung der Gleichung 

(I) l~isst sich sofort auf die Frage nach nicht identisch verschwindenden LSsungen einer 

~4 Die w167 8, 9 u n d  Io  se tzen  n u r  die w167 I, 2 u n d  3 voraus .  
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ebenso gebau~en Gleichung zuriickfiihren. Ha~ n~nlich die Gleichung (I) neben 

~(x) noch eine weitere LSsung ~l(x), das heiss~, is~ 

und 

, ( x )  + f K(x ,  y) f (y ,  ~p(y)) dy  = o 
B 

(x) + f K (x, y) f (y ,  qJ~ ~)) dy 
B 

so erh~l~ man durch Subtraktion, wenn noch 

gese~zt ist, 

Daraus folg~: 

~ 0 ~  

~,  --  ~ = T und g(x, u) = f ( x ,  u + ~fl(x)) - -  f ( x ,  ~p(x)) 

B 

K(x ,  "y) g(y, T(y)) dy  ----- o. 

Notwendig und "hinreichend dafiir, dass Gleichung (I) nicht mehr als eine 

reelle Lb'sung hat, ist, dass die Gleichung (32) nur durch T~--o befi'iedigt wird. 

Das Chamk~risgische an der Funktion g isg, dass g(x, o ) = o  fiir alle x in B 

gil . 
Um nun zu den in der Einlei~ung genann~en Eindeutigkei~ss~fzen zu ge- 

langen, werden Klassen yon Funktionen g angegeben, fiir welche die Gleichung 

(32) nut  die Null zur LSsung haK 

~ilfaBatz 1. Der Kern K sei brauchbar unstetig, symmetrisch und positiv 

definit. Fiir die stetige Funktion g(x, u) gelte: 

g(x, u) ~ o f i ir  u > o und aUe x in B .  

g(x ,u)<o= ~ u < o  * ~ x , B .  

(32) 

Dann hat die Gleichung 

+ f 
1r 

K (x, y) g(y, T(y)) dy  ---- o 

nur die L6sung T(x)~--o. 
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Beweis: Aus der Annahme folgt g(x,o)--~o. Es bedeu~e bY(x) irgend eine 

LSsung yon (32). Da~m ist 

f § f f K(x,y)g(y, T(y))g(x, T(x) )dydx-~o .  
B B B 

Da der Kern positiv 

sorer  ist 

definit ist, fiillt der zweite Posten nicht negativ aus und 

f T(x)g(x, T(x))dx <: o. 
B 

Nach der Annahme haben aber T(x) und g(x, T(x)) nirgends entgegenge-" 

setzte Vorzeichen, so dass die vors~hende Ungleichung nur durch T(x)g(x, T(x))~  o. 

erfiilR sein kann. Fiir alle Stellen x ih B, an denen etwa T(x)=Vo ausf~llt, 

muss daher g(x, T(x))~-o sein; fiir diejenigen x, fiir welche T(x)-~o ist, ist auch 

g(x, T(x))=g(x, o)----o, d. h. g(x, T(x)) verschwindet identisch in B, w0ruus nach 

(32) dasselbe fiir T(x) folgt, w. z. b.w. Aus diesem ttil.fssatz folgt Satz 5 un- 

mit~lbar.  Is~ n~mlich f (x ,  u) monoton nicht abnehmend und bedeutet ~0(x) eine 

LSsung yon (I), so erfiillt die Funktion 

. )  = f ( x ,  u + 9 ( x ) )  - 

die Voraussetzung des Hilfssatzes I; Gleichung (32) wird also nur durch die 

Null erffilR. Nach der Vorbemerkung kann (1) daher nicht mehr als eine L5- 

sung haben. 

w 9. Funktionen mlt beschrAnkter Ableitung. Beweis yon Satz 6. 

Die Grundlage fiir die Untersuchungen dieses Paragraphen bilde~ 

Hi l f s~ tz  2. Der Kern sei brauchbar unstetig, symmetrisch und positiv definit. 
Fiir die stetige Funktion g(x, u..) gelte Ig(x, u) l _--< . I . I  mit konstantem, der Bedingung 
o < a < Z~ unterworfenem a, wobei ~l wie bisher den kleinsten Eigenwert yon K be- 
deutet. Dann hat Gleichung 
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(3 2) T(x) + I K(x ,  Y) gO, TO))dY = 0 

B 

nur die LSsu,g T(x)~--o..  

Beweis: Wie bereits in der Einleitung bemerkt, haben die Fourierkoeffi- 

zien~en c e jeder etwa vorhandenen L5sung hU(x) die Gestalt 

Aus der Besselsehen Ungleichung und der Annahme fiber g folg~ also 

( e )  (,) " ' J  �9 

B 

=< a! e ,~,  dy = a ~ ~, c~,. 
(,) 

B 

Diese Ungleiehung kann wegen u < 41 ~ 4~_--< 48 . . .  nur mit e e = o  ( # :  I, 2, 3, �9 �9 .) 

erffillt sein. Wie behauptet ist daher T ( x ) ~ o .  

Jetzt  kann Satz 6 leicht bewiesen werden. Aus der Voraussetzung 

folg~ 

I of(x, u) l 

If(x, ")1 =< ~1"1 + c~ 

O < f f < 4 1  

(C s konstant); somit existiert nach Satz 2 eine LSsung yon Gleichung ( I ) .  Um 

zu erkennen, dass dies die einzige ist, bilde man wieder 

#(x, ~ ) = f ( x , .  + vz(x)) - l ( x ,  ~p(.)) 
- u a f ( x ,  aU+a. ~(x)) , ( o < a <  ~). 

Ig(x,.)l_- < d . I .  

g(x,u) erffillt somit die Annahme zu Hilfssatz 2, woraus gem~ss der Vorbe- 

merkung in w 8 die Eindeutigkeit folg4. 

Geniigt a nieht der Bedingung a<41, so braucht die 'Gleichung (I) nicht 
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mehr eindeutig [Ssbar zu sein. Die genauere LSsungszahl yon (I) ist in diesem 

Fall ~quiv~lent mit der yon endlich vielen transzendenten Gleichungen. Dies 

ergibt sieh auf folgendem Wege: 

Sei bei beliebigem _4 ~ it~ jetzt 

I Of(x, u)[ -K-l<`4. 
Es kann angenommen werden, dass unendlich viele Eigenwerte yon K existieren; 

der entgegengesetzte Fal l  ist bereits auf S. 133 behande!~. Man bestimme die 

Zahl n (lurch die Forderung it, ~ `4 <),,+~ und setze. 

n 

K,,(x, y) ~ K (x, y) --~.~ q~,(x)q~,(y) . 

K, hat  dann 

Satz 6 besitzt 

die Gleichung 

die Eigenwer~e ~n+,__--<)~+~n+3 . . . .  u n d e s  ist - ~ < ~ n + l .  Nach 

daher bei beliebiger Wahl der reellen Konstanten a,, a s , . . ,  an 

(37) g(x) + / K n ( x ,  Y)f(Y, ,-,Za'r + Z()  dy = o 
B 

genau eine Lbsung Z ( x ) - = Z ( x ;  a , ,  as ,  . . .  an). 

Jedes LSsungssystem a,, as, . . .  an der n transzendenten Gleichungen 

n 

(38) ae "~- ~ f .  Y, Z a, ~,(y) -}- Z(Y) qDe(y)dy --~ o (~-.I ,  2 , . . .  n) 

.B 

fiihrt, wie man dureh Multiplikation mit 9r und Addition zu (37) sieht, auf 

eine LSsung 

- ~J (x) ~- ~ a, 9" (x) + Z (x) 

yon Gleichung (I). Zu verschiedenen Wer~esystemen a 1, a s , . . ,  an gehSren, da 

diese die Fourierkoeffizienten yon ~(x) sind, versehiedene Funlrtionen ~p(x). Um- 

gekehr~ gehSr~ abet auch zu jeder LSsung ~(x) yon (I) ein LSsungssystem yon 

(37) und (38), n~hmlich die Fourierkoeffizienten c~, c2 , . . ,  cn yon ~0(x) und die 



Nichtlineare Integralgleichungen nebst Anwendungen. 153 

n 

Funkt ion  Z ~ ~ - -  ~ c~0,. Zu verschiedenen ~ gehSren verschiedene Systeme 

cl, . . .  c~, da ja  die Gleichung (37) nur  eine Lssung  Z besitz~. 

Somit ist die Frage uach der Anzahl' der verschiedenen Lb'sungen yon Glei: 

chung (I) h'quivalent mit der nach der Anzahl der verschiedenen LSsungssysteme 

der n transzendenten Gleichungen (38), worin Z durch (37) eindeutig als Funktion 

yon x und a i , . . ,  a~ festgelegt ist. 

IO. Ein Approximationssatz.  

Ge l t e n  fiir f die Annahmen  yon Satz 6, so ist die Gleichung (I) e indeutig 

15sbar. Es wird je~zg gezeigt, dass die nach dem Verfahren  in w I gebilde~en 

N~herungslSsungen ~pm(x) gegen die LSsung ~o(x) streben. Die Gii~e der Kon- 

vergenz finder ihren Ausdruck in dem 

Approx ima t ionssa tz :  ~iir K und f m6gen die Voraussetzungen von Satz 6 

gelten. Unter c~ ") . . . .  c(~ m) (m > I) werde das eindeutig bestimmte L6sungssystem der 

in w I betrachteten NSherungsgleiehungen 

(I3) c(m)--e f Y' ~c(~ m)qD'(y) 

B 

verstanden und 
m 

gesetzt. Dann gibt es zwei yon x und m unabh~ngige Konstanten C 9 und Clo 

so, dass der Unterschied zwischen der LSsung ~(x) der Gleichung (I) und der 

s ~ ( x )  dutch 
oo 

+ ,  , 

abgesehdtzt wird. Die berechenbaren Wer t e  yon C 9 und Clo werden im L a u f e  

des Beweises angegeben. 1~ ~m(x) konvergier t  somit  gleichm~ssig gegen ~(x).  

15 Es sei ohne Beweis bemerkt, dass bei anderer Wahl der Konstanten C 9 der zweite Posten 
weggelassen werden kann. Freilich liisst sich dann die Konstante nicht mehr so einfach explicite 
angeben, wie im vorliegenden Fall. 

20--29643. Acta raathematica. 54. Imprim6 le 18 mars 1930. 
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Dass die Gleichungen (I3) ein .und nur  ein LSsungssystem besitzen, folg~ 

daraus, dass jedem solchen, wie berei~s in w i Seite 017 bemerl~, genau eine 

LSsung ~,,(x) der Integralgleichung 

~p,,,(x) + f [ z~ qD,(x)q~,(y)~ f ( y ,  ,=, ~, 1 ~)~(y))dy = o 
.B 

entspricht; diese geniig4 offenbar den Annahmen des Satzes 6, und es gibt daher 

nur eine LSsung ~ ( x ) .  

Der Na~hweis des Approximationssa~es wird so gefiihrt, dass die Eindeutig- 

kei~ der LSsung yon Gleichung (I) nochmals mit  herauskomm~. 

~Ian verstehe unter  ~(x) irgend eine LSsung yon Gleichung (I) mi~ den 

Fourierkoeffizienten c,-~ f Wr 3,...) und unter  c~), . . .  c~ ) irgend 
Q/ 
B 

ein L5sungssystem der G.leichungen (13). Jetz~ werden die Gleichungen (13) be- 

ziiglich yon den Gleichungen fiir die Fourierkoeffizien~en 

i/ 
(7) ce )~p f (Y,  ~(Y)) ~e(Y) dy 

B 

Das ergibt 

~Q - -  C~ m )  ~ - -  _ _  

subtrahiert. 

i/ 
Xe [f(y,  ~)(y)) - - f ( y ,  ~)m(y))] ~Q(y)dy, ((}---- i, 2 , . . .  m) 

B 

woraus nach der Besselschen Ungleichung 

B 

If(y, ~0(y)) - - f (y ,  ~0~(y))]~dy 

folgt. Bezeichne~ ~ einen Mi~telwer~ zwischen ~ und ~2m, so ist gem~ss d e r  

Annahme Ou = a 

l/(y, 
< 
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Setz~ man dies in die vorige Ungleichung ein, so folg~ 

m �9 m oo 

0 = I  o : m + l  - 

und wegen a ~ ~e~ sowie a < ~t 

(33)  " 

m co 

q = l  i _a ~ q =  

Aus (7) und der Besselschen Ungleichung folgt 

(34) 

und 

(33 )  

E z,~a <= f f ~ ,  v,(y))' dy 
o = m + l  

B 

If ce <= Z' - f (y '  ~(y))2. dy. 
q = m + l  m + l  

B 

Nun is~ wei~er nach der Schwarzschen Ungleichung 

0 = 1  (~ ) ( 0 = m + l  q = m + l  ~Q J 

Hieraus, aus (33), (34) und (35) ergibt sich, wenn K(~)(x,y) den iterier~en:Kern 

zu K bezeichnek 

(36) I v (x) - -  , .  (x) l ----< 

= <Z-~+l{K(2)(x,x) }' {( f(y, ~) 'gy ' + f(v, ~) 'gy " 
,O {~=m+l  r'O l 

I - - ~ B  B ;q 

D~ die rechte Seite mi~ wachsendem m gleichmgssig gegen Null s~reb~, folg~ die 

Konvergenz yon ~ gegen ~ ,  was natiirlich die Eindeutigkei~ nach sich zieht. 
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I~ Die Vpraussetzung Ou --< a hat nun 

If(x, u)l "< alu I -t- C8 

im Gefolge; dem entnimmt man wie in w 3 die Existenz einer nur yon f und K 
abh~ngenden Konstanten C~, die leicht berechnet werden kann, so dass 

f f(y, g,,,,(y))2 dy N C~1 
B 

ausf~llt. Da ~p~ gleichmiissig gegen ~p strebt, ist auch 

f f('u, ~'(Y))' dy < ~,, I 
11 

Dies in (36) eingesetzt, ergibt die behauptete Absch~tzung. Man erkennt, dass 

die Fehlergrenze um so gr6sser wird, je dichter a b e i  ~1 liege. 

w ~ .  Eine notwendige Bedingung flir die Eindeutigkeit. 

Die Untersuchungen dieses Paragraphen kniipfen an die Ergebnisse yon 

w 
Die Funktion f(x, u) und K geniige entweder der Voraussetzung zu Sa~z I 

o d e r  2. f(x, u) besitze stetige hbleitungen nach u yon so hoher Ordnung als 

gebraucht werden. Die Gleichung (I) hat ausser ~)(x)sicher dann noch eine 

weitere LSsung, wenn die Gleichung (32) in w 8 eine yon Null verschiedene LS- 

sung besitzt. Die darin auftretende Funktion 

g(~,  ,~) = f ( x ,  ~ + ~,(x)) - f ( x ,  ~,(x)) 

geniigt offenbar der Annahme zu Satz I oder 2, je nachdem dies f i i r f (x ,  u)gilt,  

und eine L6sung T(x) der Gleiehung (32) kann daher nach dem Verfahren yon 

w I bestimmt werden. Gem~ss w 6 erteilt die Funktion ~(x) - -~-  g(x, T(x)) dem 

lntegral  

i<z) = f f K(x, y)z(x)z )dxdy+2 f a (x, f y)z(y)dg)dx 
B B 11 B 
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ein absolutes Minimum, wenn dabei 

G (x, u) = f g (x, v) d v 

0 

157 

Da aus T ( x ) ~ o  nun Z(x)~---o und I ( z ) = 0  folgaL so ist gewiss dann gesetzt is~. 

eine nicht identisch verschwindende LSsung yon Gleichung (32)vorhanden, wenn 

das absolute Minimum yon I(g) nega~iv ausfgllt. Naeh dem Rollesehen Satz 

hat man 

u ~ o ' f ( . ,  a , ,  + ~(x)) Gix,,,)_,,~Of(x,,l,(x).. / + . . . . . . . .  , ( o < a <  ~) 
2 Ou 3! Ou~ 

und also, wenn e einen Parameter bedeutet, 

B B B B 

K(x, y) z(y)dy) ~~ 7u 7 dx} 

+ 3- K(x,y)g(y)dy du' 
B B 

Somit hr l(g) sicher dann ein negatives Minimum, wenn efne Funktion g so 

gefunden werden kann, dass der Koeffizient yon ~2 kleiner als Null ausf~lt.  

Es 2olg~: 

Hinreichend fiir das Vorhandensein einer zweiten LSsung yon Gleichung (I) 
ist, dasg die zweite Variation 

Of(x, ~v(x)) .,. Idz)= f f K(x,y)z~)dv(z(x)+ f K(x,y) a~ Z~y)ay] dx 
B B B 

durch geeignete Wahl von Z(x) negativ gemacht werden kann. Fiillt sie dagegen 

stets grSsser oder gleieh Null aus und verschwinde~ fiir eine Funl~ion go,O, 
so reicht 

I~(z~ f ( f K(x'v)z~ '~ ~v(x)) 
B .  B 

aUS. 

=~=O 

Man erkennt dies, .wenn man in ~ bis zu Gliedern viel4er Ordnung geht. 
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Yerschwinde~ der Koeffizien~ yon e8 auch  noch, so geben in ieich~ ersichr 

Weise hShere Glieder Aufschluss. 

Bekannflich geniigr es, I~(g) durch eine s~iickweise s~e~ige Funk~ion nega~iv 

zu machen. 

Ha~ nun der Kerfi K(x ,y )  Of(x' ~p(x)) den Eigenwer~ #l und die zugeh5rige 
Ou 

EigenfunkCion ~ ,  das heiss~, is~ 

so wird 

O f ( x ,  , , 

B 

I$(~1)= ( I + I / ; ;K(x,,,)~,'(y)~l(X)dydx. 
~$11 J J B B 

Is~ nun I + I_ < o, so f~ll~ [](Zl) negativ aus, und es folg~: 
tti 

Hinreichend dafiir, dass Gleichung (I) neben ~p(x) noch eine weitere Lb'sung 

besitzt, ist, dass der Kern K(x,  y) Of(x, ~p(x)) einen der Ungleichung o > th > I 
Ou 

geniigenden Eigenwer$ hat. '16 Diese Aussage is~ gleichbedeu~end mi$: Notwendig 

dafiir, dass Gleichung (I) nur die L6sung ~p(x) besitzt, ist, dass kein Eigenwert des 

Kerns K (x, - ~ Of(x, ~p (x)) y) -0~ . in das lntervall ( - - I ,  o} hineinfSllt. 

Der Zusammenhang mit der Variationsrechnung trit~ besonders hervor, wenn 

der K.era die Greensche Funk4ion 

y)  = 

fiir x < y 

fiir x > y bedeu~e~ (o ~ x--<_ ~). 

16 Falls das SysSem der Eigenfunktion yon K(x, y) vollst~ndig ist, ist die genannte Bedin- 
gung auch notwendig dafiir, dass I~(Z)< o ausflfllt, denn dann hat man bei geeigneter Normierung 
der Eigenfunktionen g~ 

�9 

| , of(~, ,(~/))ax). 

Vrgl. E .  Garbe, M. A. 76. 
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Die zweite und dr ive Variation geh~ dureh die Substitution 

in 

and 

fiber. 

0 

,~" (~)  = - z (x)  

- -  , :  ( , )  = 

0 

Of(x, V'(x)) 
+ ,~(x)~! dx,  (gu 

I.(z)=l*(,)= f ,~(x)~ 
0 

dx  

Wie man weiss ,  kann I*  dann negativ gemacht werden, wenn die den 

Anfangsbedingungen ~ (o) = o, ~' (o) ~ I genfigende LSsung der Jacobisehen Diffe- 

Of(x, ~p (x)) , ~ o im Intervall o _--< x _--__ ~ mehr als eine rentialgleiehung ~"(x) Ou ~ (x) = 

Nullstelle hat. 

Jetzt  folge noch eine Anwendung: Es sei n ungerade, a l , . . ,  an kons~anV 
n 

und a~ > o. Dann ist f ( x ,  u ) =  ~.j a,'u" ein Polynom ungeraden Grades. Es wird 

naeh nieht identiseh versehwindenden LSsungen'von 

~(x) + f 
B 

K(x,  y) ~_j a,~(y)" dy -~ o 
~,'~-1 

(K(x, y) besehr~nk~, posRiv definit.) 

gefrag~. Solehe sind gewiss nieh~ immer vorhanden, wie unmit~elbar aus Satz 5 

mi~ f ~ - u  a folgt. Das vorliegende KriCerium liefer~ hingegen, dass eine yon Null 

versehiedene LSsung s~e~s dann vorhanden is~, wenn a x < - - 2 1  is~. I n  der Tat, 

geht man yon 4er L~sung ~0(x)--o aus, so wird Of(x,~(x)) 
Ou 

rakteristisehe Integralgleichung 

(x) al I~ f K (x, y) g (y) dy Z 
,./ 
B 

i], 1 " 
hat den Eigenwert /~1 = a~, ffir den o >/~1 > --x  giR. 

Somit is~ neben der LSsung ~0(x)------o noeh eine weitere vorhanden. 

a~, und die eha- 
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I I I .  ABSCHNITT.  

Die mit einem Parameter versehene Integralgleichung. 

w i2. Kleine Werte des Parameters.  Beweis yon Satz 7. 

Fiir das Folgende ist eine Abschgtzung des Betrages der LSsung yon Glei- 

chung (I) erforderlich: 

Hilfssatz 3. Es bezeichne ~2 das Maximum yon f K(x,y)~dy, und B den 
d 

Flgcheninhalt  yon B .  Das stetige f(x, ui sei beschrgnkt :  

If(x, u)[ < M.  

D a n n  g i l t  fiir jede LSsung yon (I) 

I ~(x) I _--< B~KM. 

Der Beweis fo l~ .unmi t t e lba r  aus der Schwarzschen Ungleichung 

B B B 

Zum l~achweis des in der Einleitung ausgesprochenen Satzes 7 gehe man 

yon dem gegebenen 1 aus und bezeichne das Maximum yon if(x, u)] im Inter- 

]Of] mit M'-~M'(1) .  ])ann vail l _--< u _--< !, x in B, mit  M =  M(/), dasjenige yon' [ Ou ] 

1 
leistet die Zahl g 0 =  Min (2--~,,. 2~)~aT).._. das Gewiinschte, wobei h l wieder den 

kleinsten Eigenwert yon K bedeutet, und K sowie B in Hilfssatz 3 erkli~rt sind. 

Um dies einzusehen wird unter f l (x ,  u) eine Funl~ion mit  folgenden Eigenschaf~en 

verstanden ~ 7: 

of, 
I) fl(x,  u ) h a t  eine s~etig par~ielle Ablei~ung Ouu' 

�9 II) fiir --l<~u<~l und aUe x in B istfl(x,u)=f(x,u), 
I I I )  fiir alle u und x in B ist IA(*, ~)1 < 2M(Z), 

I<{x.,;) I IV) >, >, u und x in B ,> [ ggu < 2M'(1). 

17fa k a n n  g e n a u  w i e  in  A n m e r k u n g  IO S. I45 k o n s t r u i e r t  werden.  
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Zufolge yon IV.) ist 

0 
Ou (hA(x,  ~)) < I x I z M '  < x, far  I x I --< xo. 

Auf Grund 'h iervon und naeh I) liefert also Satz 6, dass die Gleiehung 

(37)  p(x) + f Ki , dy ~- o 

B 

eine und nur eine LSsung ~p(y) besitzt. Fiir dieselbe ~ l t  nach Hilfssatz 3 in 

Riieksieht auf I ! I )  

falls I/t[ < ~0 ist. Die Eigenschaft II) lehrt nun, dass ~p(x) auch der Gleichung 

(9) ~(x) + x f K(x, y)f(y, r dy = o 

geniig~. Es ist aber auch die einzige LSsung, die ganz dem In te rva l l - -1  ~ ~ < 1 

angehSr~, denn andernfalls h~tte, wieder wegen II), Gleichung (37)mehr als eine 

LSsung. 

Damit  ist Satz 7 bewiesen. 

Da, wie bereits in der Einleitung hervorgehoben, hieraus folgt, dass, falls 

mehrere LSsungen vorhanden sind, davon nur  eine bei abnehmendem E dem 

Betrage nach beschr;s bleiben kann, so liefer~ Hilfssatz 3 unmittelbar die 

Folgerung: 

Ist f ( x ,  u) besehrdnkt, so hat Gleichung (9) bei hinreichend kleinem ~ eine und 

nur eine L~ung. 

Als Beispiel fiir das Auftreten yon mehr  als einer LSsung bei beliebig 

kleinem ~ betrachte man die Gleichung 

1 

+ f K(x, 
0 

+ 1)dy = o  

mit  dem in w 5 eingefiihrten Kern K ( x , y ) = a ( x ) a ( y ) .  

Wie dort sind dann die LSsungen 
2 1 - - 2 9 6 4 3 .  Acta  ~ i c a .  54. I m p r i m 4  le 18 mar s  1930. 
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WO 

~1,2 

~(x)  = ~,~(x), ~ (z )  = ~,~(~), 

V / /  - -  I "]" I --  4,~ ~ a3dy ady 

o 0 
1 

2 z f ~ d y  
0 

als Wurzeln der Gleiehung (23) in w 5 erhalten werden. Es best~tigt sieh, dass 

das Maximum des Betrages yon ~Pi(x) bei zur Null abnehmendem Z gegen Null 

strebt, w~hrend das yon ~p~(x) fiber aUe Grenzen w~chst. 

w I3. Fortsetzung tier Liisung bei ~vachsendem Parameter. Anwendung der 
Sehmidtschen Theorie. 

In diesem und dem folgenden Paragraphen wird die Kenntnis der Theorie 

der nichtlinearen In~egralgleichungen yon E. Schmidt vorausgeset.zt. Von der 

FunkCion f ( x ,  u) wird je~zt angenommen, dass sie in eine best~ndig konvergente 
Potenzreihe 

f(x, u) = bo(X) + b,(x)u + b,(x)u ~ + . . .  

en~wickelbar ist, wobei die Koefficienten b,(x) stetige Funk~ionen von x in B 

sind. Es ist nicht schwer, diese Annahme durch allgemeinere zu ersetzen; es 

geniig~, dass die auf~retenden Integraipo~enzreiben nach Schmidt regular konver- 

gent sin& Der Einfaehheit halber sei an der oben genannten Voraussetzung 
festgehalten. " 

Ffir einen gewissen Weft  ~----Z o besitze die Gle ichung  

(9) ,(x) + x f K(x, v)f(y, = o 
Q ]  

B 

eine LSsung ~po=~0o(X, go) , deren _Verhalten bei Abgnderung yon Z untersueht 

werden soll. Hierzu setze man Z = Z  o + v  und ~----~o+U- Dann geht (9)in 
die Gleichung fiber 

'~Po + u + (~o + v) f g ( x ,  y)f(y, ~Po + u) dy = O~ 

. Y  

B 
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welche fiir hinreichend kleine konstante v naeh u aufzulSsen ist. Subtrahiert  

man yon ihr (9), so ergibt sich 

B B 

K (x, V)f(Y, + u) dv o, 

B B 

f ru'o'i(.,o) (38) + (go+V) K (x , y ) [~  i ~ + 3! Ou~ 
3~ 

~ 0 .  

Dieser Ausdruck stellt offenbar eine 

dar ,  die fiir u~-o,  v ~ o  verschwindet. 

]kleinem v sind zunRchst die linearen 
nach Schlnidt ls: 

Wird die Gleichung 

(39) q~(x) + go;K(x , y )Of~-u~~  9(y)dy 
~J 
B 

reguli~r konvergen~ Integrulpotenzreihe 

Fiir das Verhalten der LSsungen bei 

Glieder ausschlaggebend, und zwar gilt 

~ O  

nur  durch ~0(x)-~o erfiillt, so gibt es zwei GrSssen Uo, Vo derarr dass die Glei- 

chung (38) ffir Jv I =< v o genau eine LSsung hat, fiir welche lul ~ u o ist. 19 Di'ese 

muss natiirlich reell sein, da die komplexen LSsungen paarweise auftreten. 

Somit hat  auch die Gleichung (9) ffir I ii--gol _--< Vo genau eine LSsung, fiir 

die [ ~p(x, g)--~0(x, go) l ----< Uo gilt. Die Ausgangsl5sung kann daher stetlg for~ge- 

setzt werden, solange g kein Eigenwert  yon (39) ist. 

Bei def. ~_nderung yon )~ kann, wie das Beispiel des vorangehenden Para- 

graphen zeigt~ das Maximum yon I~p(x,)~)l fiber alle Grenzen wachsen. Um 

diesen Fall auszuschliessen, setze man nun weiter voraus, was ffir die Anwendung 

im Folgenden genfigt, dass If l  beschr~nkt sei. Dann ist nach w 12 die Glei- 

chung (9) bei hinreichend kleinem ~ eindeutig 15sbar. 

18 l . c .  w 5. 

O f ( y ,  apo(y)) identiseh verschwindet,  is t  darin enthal ten.  Dann ha t  niim- 18 Der Fall, dass O u  

lich die Gleichung (37) bei Sehmidt  bereits die Gestal t  (4), auf welche alle weiteren Schlfisse Bezug 
haben. Man beachte, dass der Kern der l inearen Integralgleichung (39) bereits in w I I bei der Frage 
nach dem Vorhandensein mehrerer LSsungen eine Rolle spielte. 
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Under ~* werde die obere (untere) Grenze derjenige n ~-Werte verstanden, 

fiir welche" die stetige For~setzung yon ~(x, ~) eindeutig mSgllch ist, das heisst 

oberhalb (unterhalb) ~* gibt es in beHeMger Nachbarschaft Werte fiir ~, zu 

denen entweder gar keine 0der mehr als eiue zu ~(x, ~*) benachbar~e LSsung 

gehSrt. 

~* kann + oo oder o oder --oo sein. (Zum Beispiel + oo bei monoton 

wachsendem f.) ]st  ~* endiich, so verstehe man unter ~(1), ~(~), ~(3),... eine 

solche -Folge, die gegen ~* strebt. Dann sind nach Hilfssatz 3 die Funktianen 

~(x, ~(*)) gleichm~ssig beschr~nlr~ und gleichgradig stetig, was wie in w I Seite 134 

eingesehen wird. Somit gibt es eine Teilfolge, die gleichm~ssig gegen eine Grenz- 

funktion ~p*(x) konvergier~, und es ist offenbar 

~*(~)+ , f K(x,y)f(y, ~p*(y))dy= o. 
B 

Die mit ~o~-~* und ~ o - ~ *  gebildete Gleichung (39)muss daher eine nicht 

identisch verschwindende LSsung ~ haben, da sich ~p(x, ~) ja sonst iibe'r ~* hin- 

aus eindeutig fortsetzen liesse. D a m i t  ist der erste Teil yon Satz 8 bewiesen, 

n~mlich, dass eine ~nderung der LSsungszahl nu t  an einer solchen Stelle ~o ein- 

treten kann; an welcher (39) eine yon Null verschiedene LSsung r hat. 

•ber das u der LSsungen in tier Umgebung yon ~o gibt die Schmidt- 

scl~e Theorie weiteren Aufschluss. ~~ Es sei nut  der Fall n~her untersucht, dass 

~o einfacher Eigenwert yon (39) ist. Er tr i t t  gewiss ein, wenn der Kern die 

Greensche Funktion 

ist, da dann die DifFerentialgleichung 

9~"(x) ( Of(x, ~Po(X)) ~ o  

nut  eine zur Randbe~ngung ~ ( 0 ) ~ o ,  ~(~)-=o gehSrige normierte L5sung be- 

sitzt, was in iiblicher Weise erschlossen wird. 

~~ 1. c. w 8. 
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Man hat jetzt die Verzweigungsgleichung aufzustellen; sie ist yon der Form 

0o oo oo 

m = 2  m = 0  / ~ = 1  

wo ~ die Unbek~nnte bedeutet und Lm, A ~  gewisse Konstanten sind. Is t  

nun Ln der erste yon Null verschiedene Koeffizient in der ersten Summe, so 

hat die Gleichung (38) und somit auch (9) genau n LSsungen, fiir welche 

[~)(x, ~ ) -  ~0(x, )~o)[ ----< Uo gilt, wenn [~--~ol ----< Vo ist, die jedoch mehrfach zu zi~hlen 

sind, wenn ~ mehrfaehe LSsung ist. Komplexe LSsungen treten dabei paarweise 

auf. Soll daher bei ~o eine ~nderung in der Anzahl der reellen LSsungen statt- 

finden, so ist dies n u r s o  mSglich, dass eine gerade Anzahl yon komplexen LS- 

sungen bei ~o ins reelle Gebiet iiber~ritt, oder umgekehr~. Dies ist die zweite 

�9 Aussage yon Satz 8. 

Freilich braucht nicht an jeder derartigen Stelle ~o eine ~nderung der LS- 

sungszahl einzutreten. Kriterien, ob und in welcher Art eine solche stattfinde~, 

sind leicht zu geben. 21 

Es sei 

Ao14:o; L . ,=L8  . . . . . .  L , - 1 - ~ o ,  L n * o .  

Dann hat die Verzweigungsgleichung die Form 

~"(L, + ~Ln+l +'"  ") -~- --v(Ao~ + ~Al1 +'" "). 

Da die in Frage k~ LSsungen ~ mit v gegen Null konvergieren m, so 

ergibt sich 
n 

= - - = 1  / - ; o ,  v + (v)), 
I / L ,  

wobei lira V(v)=-o ist. 
V ~ 0  

Daraus 

stellen hat, 

folgt, dass die Verzweigungsgleichung genau so viele reelle Null- 

|   AAOl v als [ L~ reelle Wer~e besitzt. Denn die n LSsuugen der 

21 Untersuchungen fiber die ~nderung einer L6sung der Randwertaufgabe in der Umgebung 
einer AusgangslSsung lp0(m ) finden sich bei Iglisch: ~LSsungsfelder yon zfu =f(u),,. M.A. IOI. Jedoch 
werden dort anstelle des Parameters ~ die Randwerte als ver~nderlich betrachtet. 

22 Schmidt 1. c. w 9. 
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u liegen bei geniigend kleinem v in beliebig kleinen Kreisen 

�9 | / - -  -4ol um die n Werte yon j /  Ln v. Ist, also ein solcher Wert  reell, so muss auch 

das zugehSrige ~ reell sein, weil ja-mit, ~ auch dessen konjugiel~e Nullst,elle ist,. 

Man hat. also, da zu rellen ~ mid nur zu diese reellen LSsungen yon (38) gehSren, 

f01gendes Krit,erium : 

I) n gerade. 

Haben Aol und Ln entgegengesetztes Vorzeichen, so treten bei wachsendem g 

an der Stelle go zwei neue reelle LSsungen yon (9) hinzu, die stetig aus ~p(x, go) 

hervorgehen. 

Haben dagegen Aol und Ln gleiches Zeiehen, so verschwinden bei go zwei LS- 

sungen, die stetig in ~p(x, ~o) hineinriicken. 

2) n ungerade. 

Beim Durchgang von g dureh go gibt es eine und nur eine L6sung ~(x, g) in 

der s yon ~p(x, go)- Im zweit,en Falle t,rit,t, also keine ~nderung der 

LSsungsanzahl ein. Es sei nochmals hervorgehoben, dass sich die Result,ate nur 

auf LSsungen in der Umgebung der bet,racht,et,en AusgangslSsung ~O(x, go)be- 

ziehen. GehSren zu go mehrere LSsungen ~fl(x, go); fiir die (39) eine normiert,e 

LSsung hat., so ist, die vorangehende Unt,ersuchung fiir jede anzust,ellen. 

Ahnlich behandelt, man den Fail, in dem Aot = o ist,. Ist. zfiniichst, A n =~ o 

und L~ =~ o, so bet,racht,e man die Gleichung 

(40) L ~  ~ + Anv~  + A o~v ~-~o.  

Schliigt, man um ihre Wurzeln 

- -A l l  +-- VA,~- -4L~An~ 
~12 ~ V 

Kreise yon Radius klvl,  die sich nicht, schneiden, .wenn ~1 und ~ verschieden 

sind, dagegen fiir ~1 ~ -~  zusammenfallen, so errechnet, m~n leicht,, dass auf deren 

Peripherie bei geniigend kleinem k der absolut,e Betrag der linken Seit,e yon (40) 

den der yon (4o) zur Verzweigungsgleichung fehlenden Gliedern iiberst,eigt,. Nach 

dem Rouchdschen Sat,z folg~ also, dass in jedem dieser Kreise ebensoviele Null- 

st,ellen der Verzweigungsgleichung liegen, als (40) dort, hat.. 

Daraus ergibt, sich: Es sei L~=4=o, Aol-~o, A n ~ o .  
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Ist A , ' , - -4L~Ao ,>O , so hat Gleichung (9) in der zweiseitigen Umgebung yon 

)~ genau zwei reeUe L'~sungen, die fiir ). = ~o stetig in die DoppellSsung ~)(x, ~o)" 

hineinriicken. 

Ist A t~- -  4L~Ao~ < O , so hat Gleichu~g (9) in der Umgebung yon ~o keine re- 

elle L6sung; nur fiir ~=~o tritt die DoplaellSsung ~(x, )~o) auf  

Es bleibt der Fall A,~--4L~Ao~-=o. 

Die Verzweigungsgleichung ha~ die Gestal~ 

Au )~ 
L~ ~ + ~ - ~ v  = - - ( L s ~  s + A2,v~ 2 + A , : v ~ +  Ao~v s + L,~' + . . . ) .  

Nach dem Vorangehenden gilt ftir ihre LSsungen g('~l, [~<~>[~kons~. M.  

Riicksicht darauf folgt aus der vorstehenden Gleichung 

~(1)- ~Al l  --All 
2 L ~ V + 7 ' ( v ) '  ~(2)= 2L~ v+7~(v),  

In  

wobei 1711, Ivd ~ ko,~t. M ~ ist. Setz~ man diese Ausdriicke in die recht~ Seite 

ein, so finder sich fiir 7, bezw. ~. 

~, ~ L ~ Z ~  ! + A ~ I \ ~ - !  +A.~ 2L~ ! +Ao~ I+ (7:(v)! 

mit lira 7" =~ o, lira 7" = o ,  falls der Ausdruck in der eckigen Klammer yon Null 
t'~O v~O 

verschieden ausf~llt. Daher liegen die be!den Nullstellen ~(1i und ~(2), immer be! 

geniigend kleinem v, in 2 sich nieht schneidenden Kreisen am die Punkte 

. . . . .  All v + V v  -~[--I-/--[----AH~$ --t- A ---i~-~411~'*~ A t ~ A l l ~  + --- 
2Le 

Daraus schliesst man jetz~: Is~ der Ausdruck 

~ ~-L~ / \ z L~ ) 
+ 

posit!v, so treten be! wachsendem ~ an der Stelle 4 o zwei neue reelle LSsungen 

yon (9) auf. Is~ er dagegen negativ, so verschwinden 2 LSsungen. 

Verschwindet der fragliche Ausdruck jedoch, so miissen zur Diskussion hS- 

here Glieder herangezogen werden, was nicht n~her ausgefiihrt werden soll. 
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Die n~ichste Annahme: 

A 0 , = o ,  All=Vo; L s = L 8  . . . . .  L , - ~ = o ,  L,,~=o 

fiihrt zu andersar~igen Ergebnissen als bisher. Dutch dieselbe Anwendung des 

Roueh6sehen Satzes wie im vorigen Fall ergibt sieh, dass die n Nullstellen der 

Verzweigungsgleiehung in sieh nieht seh'neidenden Kreisen um die n Wurzeln yon 

L,~ '  + A~v~ = o 

Sie hat  also stets mindestens eine reelle Nullstelle, nii.mlleh die im 

- -  A l l  , i - i  um ~ o  liegende. Die iibrigen liegen bei den Punkten ~ L~ v 

liegen. 

Kreise 

und sind also gleiehzeitig mit diesen reell oder nicht. Es folgt: 

Ist 

Aol=O, A~l~o; L 2 - ~ L s  . . . . .  L . - ~ - - o ,  L ~ : ~ o ,  n>2 . ,  

so hat Gleiehung (9) in einer beiderseitigen Umgebung der Stelle 20 mindestens eine 

sich stetig mit 2 h'ndernde reelle Lb'sung W(x, 2). 

Ist  n gerade, so kommt dazu genau noeh eine, die f a r  2=2o mit ap(x, 20) zu- 

sammenfdllt. Es tritt also keine Anderung der LSsungsanz. ahl ein. Ist  abet n un- 

gerade, so" teilt sich die L6sung ~(x, Zo) an der Stelle 2 = 2  o in drei LSsungen, und 

�9 A11 zwar kommen bei waehsendem 2 zwei neue hinzu, falls  ~ < o ist, hingegen ver- 

sehwinden zwei, falls  A,I Z- >o ist .  

Diese Result~te mSgen geniigen. Man erh~lt daraus wenigstens einen quali- 

tativen Uberblick fiber die Anderung des-LSsungsverlaufes mit s 

w I4. I~ber die Koeflizienten der Verzweigungsgleiehung. 

Um die Ergebnisse fiir das Folgende nutzbar zu maehen, sollen jetzt L2, 

L s und Aol auf eine einfachere Gestalt gebraeht werden. [Iierzu ist ein n~heres 

Eingehen auf die Verzweigungsgleichung erforderlich. Zur Aufstellung derselben 

hat  man naeh Sehmidt folgendermassen zu .verfahren: 

Neben der Gleichung (39) wird noeh die transponierte 

f Of(x, .,1 Z(x) + 20 K ~ ,  x) -Ou giy)ay : o 

B 
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betrachtet. Sie hat genau eine bis auf 

normierte LSsung 2s 

of(~, ~o(X))  
z ( x )  . . . . .  0 u  ....... ~ (x) ,  

das Vorzeichen eindeutig bestimmte 

I �9 

B 

wie man durch Multiplikation yon (39) mit Of(x, ~o(X)) erkennt. Das Zeicken 
Ou 

yon a kann dabei willkiirlich festgesetzt werden, ist im Verlauf der Rechnung 

jedoch beizubehalten. Nun w~hle man zwei s~etige Funktionen y(x) und q(x) 
so, dass 

und f q (x)q(x)dx4o 
B B 

ausfgllt, zum Beispiel P----Z, q = 9 .  Dann verschwindet der Kern 

E(~, v) = XoK(z, y)of(u, ,o(U)) z(x)~(v) 
Ou 

nicht identisch, wenn nicht K(x,  y) in das Produkt yon einer Funl~ion von x 

allein und einer yon y allein zerfiillt, welcher Fall in w I bereits erledigt ist, 

und hat keine NullSsungen mehr. 

E(x, y) bezeiehne die zugehSrige Resolvent~. Die Gleichung (38)kann jetzt 

auf die Form gebmcht werden 

§ f § f K(x,y)O(y)dy, 
B B 

worin ~---- f   u) tu)dv . . a  

B 

oo 

~,! Ou" 

bedeutet. Dureh AuflSsen ergibt  sich 

~s N a c h  A n m .  19 b r a u c h t  O f ( x ,  ~pu(x)) Ou  = 0 n i c h t  m e h r  b e r i i c k s i c h t i g t  zu  w e r d e n .  

2 2 - - 2 9 6 4 3 .  Aa, a mathematica. 54. I m p r i m d  le 18 m a r s  1930. 
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"(43) 

B B 

Darin  ha t  man sich in r der Reihe nach fiir st die Glieder  yon I., 2 ,  u. s. w. 

0 r d n u n g  eingesetzt  zu denken. Die Verzweigungsgleiehung f o l g t  daraus durch 

Multiplika~ion mi t  99(x) und In t eg ra t ion  nach x.  Der  so ents tandene Ausdruck 

kann  nach dem VorgaBg yon Iglisch ~ vere infacht  werden. E s  bezeichne w(x) 
eine in B stetige Funkt ion .  W(x) wird durch 

erkli~rL D a n n  ist 

f m W(x) = w(x) + B~x, y)w(y)dy 
B 

w (~) = w (~) + f ~ (~. v) w (v) dv 
B 

f f .o~(~ ~(,)) (44) w(x) + Z(x) r W(x) + ~'o K(x, y) ~ �9 W(y)dy. 
B B 

Da diese l ineare In tegra lg le ichung 

linke Seite zu Z or~hogonal ist, muss 

in W nur  dann  ISsbar ist, w e n n  d i e  

(45) f w(x)z(x)dx = -- f ~(x) W(x)dx sein. 

B B 

W e nde t  ma n  diese Bezfehung mi t  w : z  an, so erhiilt man  

(46) I = - -  f , ( ~  w(~)d~ ~i~ 
B 

W(x) = g(x) + f E(x, y) g(y)dy. 
B 

24 1. e. w 6. 
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Daraus folg4 aber, dass die linke Seite yon (44)identisch verschwindet, also 

W(x) = const. r ist. Die Konstante ergibt sich aus (46) zu - - I .  Somit kann 

(43) mit der Abkiirzung 

~(x, y) -~ g(x, y) + ;'E.(x, z)g(z, y)dz 
,J 
B 

in Riicksich~ auf (42), wenn nur diejenigen Glieder explicit aufgeschrieben sind, 

die zu L~, Ls und Ao~ einen Beitrag liefern, auf die Form gebracht werden 

= - -  v f y ) f ( y ,   Oo(y))dy - -  
B 

f [O'f(Y, ~Po) u(y)' -x0 ~(x,y)L ~ 2 
B 

oV(y, ~o)u(y)s 1 - -  § Ou ~- ~ -j dy -4- .... 

Fiihrt man jetzt die in ~ und v linearen Glieder in die hSheren Grades ein, so 

findet sich 

(47) u(x) = ~ -- v f ~(x, y)f(y, lPo) dy 
B 

O'f , .  ;to -s ~(x,y)-~u3qD ay § . •o2 ~' ~(X,  Y)-~--~2~ ay  - -  - ~  "'" 

' B B 

W~hlt man in (45) 

w(~) = K (x, y), 

und also W(x) ~- ~(x, y), so folg4 

f K( x, y)Z(x)dx = - - f  
B B 

und gem~ss (39) 

~(x) ~(x, y) d~, 

f Of(x. ~p,)(x)) , , .  a K(x, y) -Ou q~txl ax 
B 

- - 0  

Hieraus nach der Bedeutung yon % 

o f 
B 
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Die Verzweigungsgleichung erhglt man aus (47) durch Multiplikation mit 

9(x) und Integration nach x. In Riicksicht auf das zuletzt gefundene Resultat 

und auf f , , ~ d x  = ~ ergibt sich 

B 

Ou ~ 9 4 ~ ay  + L4~ ~ + "'" 
11 B 

+ + + . . . .  

B 

I f '  Es is~ also L~ = 9s 0 ~f L3 = I a f O--~u ~ d y ' () q~ ' O ~u s d y " 

B B 

�9 I" ( q ~ ( y ) f ( y , ~ V o ( y ) ) d y  kann auch in der Form Der Koeffizient Aol = ~ ~-- 

B 

A o l -  Z (x )~Vo(x )dx  geschrieben werden, wie sich durch Multiplikation yon 

B 

O f ( x ,  ~v~ und Integration nach x (39) mit  a / ( x ,  ~o(X)), yon (9) mit  Z = a 0 ~  

ergibt. Das Vorzeichen der normierten Funktion Z ist dabei durch das yon ~o 

und a festgelegt. 

Das erste Ergebnis S. 166 zum Beispiel kann jetzt so formuliert werden: 

- o - ~ d y 4 = o  u n d  qD(y) f (y ,~Vo)dy4=o,  so treten an der Stelle ~o 

B 

zwei neue LSsungen auf, wenn diese beiden GrSssen entgegengesetztes Zeichen 

haben, und es versch.winden zwei, wenn sie gleiches Zeichen haben. 

.Dass diese Fglle tatsgchlich eintreten kSnnen, wird aus dem folgenden Para- 

graphen ersichtlich. 

w 15- Anwendung auf die Gleiehung der erzwungenen Sehwingung. 

In diesem Paragraphen werden die allgemeinen Ergebnisse auf die spezi- 

eUe Gleichung 
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, (x)  + z f K(x, y) sin (-- ~0(y) + g(y)) dy = o 

0 

angewandt, wo g(x) fiir o ~ x =< z ste~ig isk und K(x, y) die Greensche Funl~ion 

K ~ 2 ~ .  sin nx sin ny 
~--1 . . . . . .  n~ bedeute~. 

Die fiir ~ < ~ =  I eindeutig bestimmte LSsung ~p(x)wird nach dem Ap- 

proxima~ionssa~z (w Io) durch die Funktionen 

, ~ ( x )  = ,pI sin ~z  
~" ~ * = 1  

(~1 verm5ge der Gleichung (r3) bestimmt gleichm~izsig angeniihert, wobei die c 

werden. Also: 

m 

~ sin(g~)_| -/~_2~.dm, sin.y) V .-- " 
0 - - / * = 1  

sin Qy dy. 

( e =  I, 2 , . . .  m) 

Als FehlembschEtzung finder man zufolge yon 

co ft  

Ki2)(x, x) = < -2-~d:7/:n 1 ~' =< ~4~ 3 ' ff(~' Wo(x)),dx <= z,~; 
0 

0o 0o 

n ~ h  (36) 

Sie ist yon g(x) unabh~ngig. 

Wi~hl~ man je~zt fiir g ( x ) : ~ s i n x ,  so wird die erst~ 

gleichungen 

wobei 
0 

der N~herungs- 
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gese~z~ is~. V ~ C ~ I )  

ci ) = _ fl  + c l  1) 

ist dabei der Fourierkoeffizienr der ers~en N~herung 

~ffi (X) = - -  ~ s i n  X -~ ~ I ( X )  

der ursprfinglichen Gleichung 

(ii) 
0 

Dies ist das Resul~at yon Hamel. ~5 

W i e  in der Einleitung hervorgehoben, w~chst mit ~ di e LSsungszahl yon 
(48) fiber afle Grenzen, falls g(x) ste~ige Ableitungen erster und zwei~er Ordnung 

hat, und g(o)~g(z)~--o ist. Es kann jedoch auch vorkommen, dass LSsungen 

an einer Stelle 4 o wieder verschwinden. Dies ergibt sich aus den Resultaten 
yon w 13. Eine ~nderung der LSstmgszahl kann danach nur an einer solchen 

Stelle it 0 stattfinden, fiir welche eine LSsung ~0o(x ) yon (48) derar~ exis~iert, dass 

die Gleichung (39), die im vorliegenden Falle mit To(X)=g(x) - -~o(x  ) die Form 

(49) 
0 

K (x, y) cos (To(y)) ~v(y) dy = o 

annimmt, eine nich~ identisch verschwindende LSsung ~(x) besitz~. 

Wenn durchweg [TQI< ~ gilt, so is~ die Gleiehung (49) i~quivalent mi~ 

~g 

g (x) -- ~o / ] /cos To(X) K (x, y) V cos To(Y) Z (Y) dy -= o, 
0 

wobei z (x )=V~OSTo(X)~(X  ) gese~z~ ist. Die Eigenwer~e und die n0rmierten, 
mit. dem rich~igen Vorzeichen versehenen Eigenfunk~ionen g dieser Gleichung 

2~ 

35 l .  c. w 2. :Man beachte 2 sin[C~Jsiny]'sinydy = sin [C~l~ sin y] sin y dy. 
0 0 



Nichtlineare In.tegralgleichungen nebst Anwendungen. 175 

konvergieren bekannt.lich gleichmiissig gegen die des Kerns K(x, y), wenn To(X ) 

gleichmi~ssig gegen Null geht~6 Somit h a t  also (49) einen Eigenwert ~t o > o und 

die zugehSrige normierte Eigenfunklion ~(x) der Gestalt 

(5o) ~ (x) = 1 / / ~  -z_ sin x + ~(x), 

wobei ~(x) mit To(X) gleichm~issig nach Null strebt. 

Man gehe jetzt yon einem To(x ) aus O~Pol< ~ )  

den kleinsten Eigenwert der zugehSrigen Gleichung (49). 

und 

t g  

~o(x) = -- ~o f K(x, y) sin To~) dy 
0 

g(x) = To(X) + 

und bezeichne mit $o 

Setzt man 

so hat die mit diesem g(x) gebildete Gleichung (48) fiir 1.=~o die LSsung ~o(X), 
fiir welche die Gleichung (49) eine LSsung r der Form (5o) hat. 

Ausschlaggebend flit die Xnderung der LSsungszahl yon (48)sind nun n a c h  

w I4 zuniichst die Integrale 

- - ' I f  L~ -~ ~ -  q~(y)a sin To(Y) dy 
0 

.0 

Auf Grund yon (50) iiberlegt man sich nun leicht, dass To(X ) so gew~hlt werden 

kann, class L~4=o und Aol ~=o ausfallen und entweder gleiches oder auch ent- 
gegengesetztes Zeichen haben. Daraus folg4 nach w 13 S. 166: Es kommtfiir 
gewlsse Funktionen g(x) sowohl vor, dass an der Stelle ~----~o eine L6sung ~(x, ~o) 
der Gleichung (48) neu auftritt, die sich dort in zwei verzweigt, als auch, d~s fiir 
~ ~o zwei solche in ~(x, ~o) zusammenriicken .und dort verschwinden. 

~6 Zum Beispiel Hilbert-Courant:  Methoden der mathemat ischen Physik. Kapitel  I lL  w 8. 4. 
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Endlich iiberzeug~ man sich davon, dass auch der Fall L2 = o eintreten kann. 

W~ihlt man n~mlich die Funl~ion To(X ) der Bedingung To(X)= T0(z--x) gem~iss, 

so hat  die Gleichung (49), die ja mit  

q~"(x) + Xor T 0 ( x ) r  = o; ~ (o )  - -  o ,  q~(z) = o 

~iquivalent ist, zugleich mit  ~(x) die LSsung ~(z- -x) ,  wie man durch Einsetzen 

sieht. Da die Eigenwerte einfach sind, folgt also mit  konstantem c 

~(x )  = c ~ ( z - x )  ,~nd ~ ' ( x )  = - c ~ ' ( z - x ) ;  

Aus den obens~ehenden Formeln ist jetzt ersichflich, dass L ~ = o  stets dann 

eintritt, wenn To(X ) = To(Z--x ) und q ~ ( ~ ) ~ - o  ist. Dieser Fall t r i t t  zum Bei- 

spiel fiir diejenige Eigenfunktion ~(x) ein, die bei geniigend kleinem To(X ) yon 

der Gestalt 

9(x) : V ~ s i n  2x + ~(x) (~(x)~  o) 

ist, da dann nicht q~(x)----q~(z--x) sein kann. 

Uber die Anderung der LSsungszahl an einer solchen Stelle ~o geben die 

Resultate yon w x3 n~iheren Auf.schluss, doch soll darauf nicht mehr eingegangen 

werden. 


