
OBER DIE AUFLOSUNG EINERSINGUL,~REN .INTEGRAL- 

GLEICHLING. 

V o N  

D. ENSKOG 

i n  G ~,VLE. 

w I. Gibt es eine konstant, e NullSsung einer linearen In~egralgleichung 

zweiter Ar~ 
b 

(1) k (s) qD (s) --  f K (s, t) qD (t) d t -~ f(s) ,  
a 

wo aUe GrSssen reeU sein sollen, so wird 

(2) 
b 

fK( , t)dt, 
a 

und die In[egralgleichung kann auch in der folgenden Form geschrieben werden: 

(3) 

b 

f K(s; t)[r (s)-- r (t)] dt--~f(s). 
a 

Ist  allgemeiner u(s) eine NullSsung yon (I), so kann man sie z. B. durch die 

Substitution 

k* (~) = x (~) ~ (~) 

K *  (~, t) = K(~ ,  t)~ (0 
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* 

in eine Gleiehung der Gestalt (3) verwandeln. 

Wird fiir t -~ s K(s,  t) so stark'singular, da~s die dureh (2) definierte Funk- 

tion k(s) unendlieh wire], so verlier~ die Make Seite yon (I) ihre Bedeutung. Die 

linke seite yon (3) kann aber aueh in solehen F~ilen einen bestimmten Wert  

haben. Is t  ~0 (s) eine Funktion mit" beseh~nkter  Ableitung, so geniigt es hierfiir 

anzunehmen, dass das Integral 

b 

f lK!s, t)(s--t)ldt 
a 

konvergiert. 

Ein ~hnMcher Fall kommt bei der gastheoretischen Integralgleichung vor. 

Die Funktionen K(s,  t)"und k(s) h~ngen hier yon einem Parameter bl, dem Wir- 

kungsradius der Molekiile, ab. Diese GrSsse ist gewissermassen unbestimmt, und 

es kann aus physikalischen Griinden nieht yon Belang sein, wenn man sie un- 

endlich gross annimmk Dana wird aber" k(s)-~ ~ ,  und die Gleiehung. kann 

n ich t  mehr in der Form (i) geschrieben werden. 

w 2. Wir  wollen annehmen, dass ~0 !s) beinahe iiberall eine Ableitung Z (s) 

besitzt, und dass man setzen kann 

(4) ~0 (s) ---- ; Z  (s) ds + e. 
g 

Stuart (3) erhKlt man die Gleiehung 

(5) 

b 8 

a t 

Setzen wir die Vertausehbarkeit der Integrationsfolge voraus, so geht (5) in die 

Infegralgleichung der ersten Ar~ 

(6) 
b 

f H(s, t ) z ( t ) d t = f ( s )  

a 

mit 
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i K(s, r )dr  f i i r t  < s, 

(7) H ( s ,  t)--=, 
b 

# K  (s, r) dr  ffir t > s 
a ]  
t 

fiber. Ist K(s,  t) nur ffir t = s  uns~e~ig, so erffillt H(s,  t) die folgenden Be- 

dingungen: 

I) Es ist fiir a < s < b  

(s) H ( 8 ,  a) = H(8 ,  b) = o .  

2) H(s,  t) is~, abgesehen yon der Stelle t = s, fiberall stetig; an der ge- 

nannten S~elle macht sie einen Sprung 

�9 �9 b 

(9) H(8, s + o) -- H(s,  s --  o ) =  --  f g (8 ,  t)dt  : --  k(8), 
wJ 
a 

der eventuell unendlich gross sein kann. 

3) K ( s ,  t) ist iiberall, abgesehen yon der Stelle t ~ s ,  die partielle Ableitung 

yon H(s ,  t) in bezug auf t. 

Der Kern H(s ,  t)" ist sehw~eher singular als K(s, t). Ist dieser in bezug 

auf t absolut integrierbar, so ist jener besch~nkt.  Wir machen im folgenden 

die Annahmen, dass die Integrale 

b b b b 

f i  I I  �9 

existieren, und dass die beiden ersten beschr~nlrte Funktionen sind. 1 

w 3. Es sei hi(s), h~(s), hs(s ) , . . ,  ein vollst~ndiges System linear unab-. 

h~ngiger stetiger Funktionen. 2 JWir bilden sukzessive daraus durch einen Or- 

1 Es soll mSglich" sein, H(s, t) durch beschr~nkte und nur  flit s=t  unstet ige Kerne H5(s, t) 
b b 

so zu approximieren, dass die Integrale #[1-[(8, t)-- 1-Id(s , t)] 2 ds und # [H(s, t)-- Hd(s,t)]~dt 
a a 

gleichmiissig nach o streben. 
2 In d e n  Entwicklungen dieses Paragraphen werden yon den Eigenschaften des Kernes H(s, t) 

nur  die (fast ausnahmslose) Stet igkeit  und die qua~tratische Integrierbarkei t  vourausgesetzt. 
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thogonalisierungsprozess die linearen Kombinationen re(s), ( i =  I, 2 , . . . ) ,  welche 

die folgenden Eigensehaften haben. Ist allgemein 

b " " 

(to) t)ds, ( i =  I, 2 , . . . )  

so soll 

(ix) 
b 

(,,, ,,)=- f ,,,(t) 
ct 

v k ( t ) d t = ~ i k = { :  fiir,> i 4= k 

sein. Bei diesem Prozess kann der folgende Fall eintreffen. 5Zachdem man eine 

* 8 solche nicht normierte Kombination us ()  bestimmt hat, dass das entsprechende 

v* (s) zu den schon erhaltenen v~(s) orthogonal ist, kann die Normierung jener 

fv* v~)= o ist. Die stetige Kombination gemiiss (I1) unmSglich werden, weil ~ ,  

Funktion v* (s) muss dann identisch verschwinden, und es ist tp(s)= u* (s) eine 
LSsung der homogenen Gleiehung 

b 

(I2) f, (s) H(s, t) ds = o. 
($ 

Wegen der linearen Unabhgngigkei t der ~mkt ionen h~(s) kann diese NullSsung 

nich~ identisch verschwinden. Streicht man das entsprechende h~ (s) aus der ge- 

gebenen Funktionenfolge, so kann aber der Orthogonalisierungsprozess fort- 
gesetzt werden. 

Da jedes hi(s) als eine lineare Kombination endlich vieler der Funktionen 

uk(si und u* (s) dargestellt "werden kann, so miissen diese FunkCionen zusammen 

ein vollst~ndiges Funktionensystem bilden. 

Ist g(s) eine quadratisch integrierbare LSsung yon (6), so erhalten wir 

leicht ihre Fourierkoeffizienten in bezug auf die vi (s). Aus (i o) und (6) folgt 

b b b 

(xa) a,=f v,(t)z(t, gt= f fo,(,)'(, 
tl a a 

= f ~ ,  (,)f(~) d~, ( i=  x, 2, . . . )  
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Wenn die unendliche Reil~e a~ + a'2 + "'" konvergiert, so wird nach dem Satze yon 

Riesz-Fischer dutch den Ansatz 

(I 4) % (s) = Z a, v, (s) 
1 

eine nach Lebesgue qua~lra,tisch integrierbare Funktion Z (s) definiert, deren 

Fourierkoeffizienten (Z, vi) gleich den ai sind. 

Wenn die Beihe a~ + a~ + ... konvergiert, 

Funktionen u*(s) orthogonale stetige Funktion ist, ~o 

tisch integrierbare Funktion Z(s) (I4) aufgel6st. 

Die stetige Funktion 

b 

F(s) " f S ( s ,  t) 
~ d  
a 

Es gilt dann der folgende Satz: 

und wenn f(s) eine zu jeder tier 

wird (6) durch die quadra- 

Z (t) dt - - f (s )  

ist ni~mlich nach der Vomusse~zung und nach (12) zu den Funktionen u~(s) 

o~hogonal. Es ist ferner 

b b 

g)-m:=o, (k=I, 2,...) 
a a 

jeder 

giert 

Da die Funktionen u~ (s) und uk(s) ztmammen ein vollstiindiges Funktionensys~em 

bilden, muss F(s) ident;isch verschwinden, womit das behauptet~ bewiesen ist. 

Man sieht ohne wei~eres die Richtigheit des folgenden Satzes ein: 

Wenn (6) eine quadratisch iutegrierbare Lb'sung g(s) besitzt, so ist f(s) zu 

normierten Lb'sung do" homogenen Gleichung (i2)orthogonal, und es konver- 

die Reihe a~ + a~ + 

Aus diesen beiden S~tzen folg4 dann: 

Warm f(s) zu jeder der Funktionen u~(s) orthogonal ist, und wenn ausser- 

dem (I2) wenigstens eine zu f(s) nieht orthogonale, normierte I~'sung hat, 80 diver- 

giert die Reihe a~, + a] + ... 

w 4. Ist K(s, t) absolut in~grierbar,  so ergibt sich fiir eine beliebige be- 

schri~nkCe und in~;egrierbare. FunkCion g (s) die folgende Iden~i~t:  



182 D: Enskog. 

b t b 

a a a 

Dieselbe Gleichung ist noch giil~ig, wenn vorausgesetzt wird, dass K(s, t) und 

g(s) quadratisch integrierbar sin& Unsere Funkt ionen u* (s)sind folglich, ebenso 
7 

wie jede stetige LSsung yon (I2), in jenem Falle auch LSsungen der homo- 

genen Gleichung 

b 

(I6) k (t)~) (t) - - f  ~) (s) K(s, t) d8 ~-- o, 
a 

d. h. 51ullSsfingen der zu (I) gehSrigen transponierten Gleichung. Wenn um- 

gekehr~ ap (s) der Gleichung (I5) geniigt, so ist sie offenbar auch eine LSsung 

yon (I2). Setzt man voraus, dass K(s, t) quadratisch in~egrierbar ist, so wird 

jede quadratisch integ-rierbare Funkt ion ap(s), die bis auf eine Nul~menge der 

Gleichung (I6) geniigt, auch eine LSsung yon (12) und umgekehrk 

Nehmen wir an, dass k(s) iiberall grSsser als eine positive Zahl m. ist, so 

gelten in diesem Falle die Fredholmschen Sgtze fiir die Integralgleichung ( I )der  

zwei~en Ar~. Diese Sgtze sind dann mit  einer kleinen Modifika~ion auch fiir 

die In~gra lg |e ichung  (6) der ers~en Ar~ giiltig, wenn K(s, t )und f ( s ) s o  be- 

schaffen sind dass jede LSsung yon (1) beinahe iiberall eine Ableitung besitzt. 

Es ist unter diesen Voraussetzungen (6) dann und nut dann 15sbar, wenn 
f(s) zu jeder normierten IZsung yon (12) ort]wgonal ist. Die Zahl der zu ~inander 
orthogonalen und normierten L6sungen dieser Gleichung ist endlich und um eins 

gr&ser als die Anzahl der nicht verschwindenden, linear unabhdngigen Lb'sungen 
der zu (6) gehSrigen homogenen Gleichung. 

Die Modifika~ion kommt daher, dass die triviale NullSsung o yon (6) der 

NullSsung I yon (3) entspricht. 

w 5. Wir  kehren wieder zu dem singulgre n Fall zuriick, nehmen aber an, 

dass K(s, t) eine symmetrische Funk~ion yon s und t ist, und dass f-fir jede ste- 

tige oder s~iickweise stetige Funkt ion 9 (s) 

.b b 

a a 

~ o  
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b ' b  

' / f  2 
K (s, t)[q~ (s) - -  go (t)]' ds dt  >= o 
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is~. Es soll ferner  mSglieh sein, K(s, t) durch endliehe symmetrische Funkt ionen 
)~ ~ �9 . K~(s,t) zu approxlmlerem;, die sich n u t  fiir s - - ~ < t < s + ~  yon K~s, t) unter- 

scheiden, und fiir welche ebenfalls die Ungleichung 

b b 

f f t)gD(s)[~(s)--q~(t)]dsdt>>_ 

gilt. Se~z~ man ~0 (t) gleich ~" fiir s l --  e < t <  s~ + ~, - -  wo e beliebig klein sein 

kann" - -  und sons~ gleich Null, so sieht man ein, dass 

Setzen wir 

b 

, t) dt>o.= 

K (s, t) -~- K t  (s, t) + J (s, t), 

so soil dementsprechend die Funk~ion ~(s, t) in der  n~ehsten Umgebung  der 

Geraxlen s = t iibera]I positiv und nirgends negativ sein. Is~ ~0 (s) eine LSsung 

der homogenen Gleichung 

b 

( '  7) f K (s, t)[go (,~) -- q~ (t)] d t = o, 
a 

so wird 
b b 

/ f  
a a 

Ka (s, t)[q~ (8) - -  q~ ( t) ]" ds d t + 

+ 
b b 

f f ,  I, 
a 

, t)[~(s) ~ ( t ) ] 2 d s d t = o .  

Da keines dieser Glieder ne~o~tiv sein kann, so muss insbesondere das zweite 

verschwinden. Es ist folglich ~0(s) konstant .  Die homogene Gleiehung (17) 
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hat in diesem Falle keine yon I linear unabh~ngige stetige LSsung, und es  hat  

(5i ke ine  nieht versehwindende stetige NullSsang. 

w 5.' Die Frage, in welehem Umfang die GiiRigkeit der Fredholmschen 

S~tze fiir den allgemeinen Fall bewiesen werden kann, ha~e ich bisher nicht 

Gelegenhei~ genug zu un~ersuchen. Sueht man sie auf Grund der gewonnenen 

Resultate zu beanCwor~en, so stSsst man auf Schwierigkeiten. Vielleicht ist eine 

tiefere Analyse dieses Problems erforderlich. 

T 


