
UBER DIE PRAKTISCHE AUFLOSUNG VON INTEGRALGLEICHUN- 
GEN MIT ANWENDUNGEN AUF RANDWERTAUFGABEN. 

YoN 

E. J. NYSTR()M 

in fIE LSINOFORS. 

w I. Die Fragestellung. 

I. ~ber  die fundamentale Bedeutung der Integralgleichungen ~ussert DU 

BOIS-REYMOND, tier sie wohl zuerst erkannt hat, unter andereml: >>Seitdem (self 

1852 ) sind mir die Integralgleichungen in der Theorie der par~iellen Differen- 

tialgleichungen so oft vorgekommen, dass ich iiberzeugt bin, die Fortschritte 

dieser Theorie seien an die der Behandlung der Integralgleichungen gebunden, 

fiber die aber so gut wie nichts bekannt ist.>> 

In der Tat hat  die sp~tere Entwicklung der Wissenschaft 11icht nur die 

angefiihrten Worte voll best~tigt, sondern die Integralgleichungen haben sich 

auf den verschiedensten Gebieten der Mathematik und deren Anwendungen zu 

einem m!ichtigen Hilfsmittel entwickelt, das vielleicht sogar umfassender und 

niitzlicher als dasjenige der Differentialgleichungen genannt werden kann. So 

gibt beispielsweise eine yon AUEL aufgestellte Integ~ralgleichung ein Problem der 

]~echanik an, d ~  keine bekannte Differentialgleichung auszudriicken vermag." 

Die Integralgleichungsthcorie, die sich durch grosse Schmiegsamkeit gegen- 

fiber Verallgemelnerungen verschiedener Art ausgezeichnet hat, ist in den letzten 

Jahrzehnten zu einem hohen Grad der Vervollkommnung gebraeht. Eine der 

1 DU BOIS-REYMOND: Bemerkungen Yiber /Jz = 0 x  i + ~  = o .  ( Journa l  fiir (lie reine und  

a n g e w a n d t e  M a t h e m a t i k ,  Bd. lO3). 

vgl. v. MISES in Zei tschr .  f. angew.  MathL und  Mech.,  Bd. 5 (I925), S. I59. 

24--29643.  Acta mothematica. 54. Imprlm6 le 18 mars 1930. 



186 E . J .  Nystriim. 

wichtigsten Entdeckungen auf diesem Gebiet bedeutet hierbei die FREDHOLM im 

Jahre I9OO gelungene Angabe der LSsung 99 (t) der >>linearen Integralgleichung 
zweiter Art>> 

b 

( I )  ~(8)=X f K(8, t)q~(t)dt+f(s) ( a < b ) ,  
r  

a 

wo der Kern K(s,  t) und f(s) bekannte Funktionen sind 1. Man braucht yon die- 

sen Funktionen nur vorauszusetzen, dass sie im Gebiete a ~ s ~ b, a ~ t <: b' bzw. 

im IntervM1 a ~ s ~ b eindeutig deflnier~ seien und ausserdem nebst ihrem Qua- 

drate integrabel im Sinne yon L~BESGUE. 

Bei der Herleitung des Fredholmschen Resultates, die auf mehrfache Weise 

geschehen kann, stellt sich eine SchSne Analogie mit der >>linearen Algebra)) 

heraus, wenn man, wie w i r e s  auch unten (Hr. 4) tun werden, die Gleichung (I) 

Ms Zusammenfassung eines linearen Systems mit unendlich vielen Unbekannten 

auffasst. 

2. Fiir die numerische Behandlung yon Integralgleichungen der Form (I) 

und auch der anderen Arten ist immerhin die Mehrzahl der theoretisch gege- 

benen ~e thoden  nur yon geringem Nutzen sowohl wegen der verwickelten Aus- 

driicke der expliziten LSsungsformeln als besonders auch wegen der oft eintre- 

tenden UnmSglichkeit der exakten Ausfiihrung der in denselben bezeichneten 

Quadmturen. Ausserdem ist der in der Technik vorkommende Fall zu beriick- 

siehtigen, dass der Kern K(s, t) sowie f(s) iiberhaupt nicht dureh analytisehe 

Ausdriicke g'egeben sind, sondern dass ihre Werte durch Versuche bestimmt 

werden. 

Diese Umst~nde machen die Aufstellung praktisch brauchbarer Nffherungs- 
methoden wiinschenswert. Solche sind jedoch nur wenig erSrter~ worden, und 

zwar erw~hnt der oben zitierte Encyklop~dieartikel nut  zwei solche >>von allge- 
meiner Anwendbarkeit>>, n~mlich diejenigen yon E. SC~MIDT und D. ENSKOG. 

Die Methode yon SCH~IDT bezieht sich auf >>Kerne endlichen Ranges)), d. h. der 

Form 

K(s, t)" ~ a, (s) fl,(t) 

1 Sowohl  in der  Terminologie  wie in der Bezeichnung Schliessen wir  uns  dem yon HEL- 
LII~GER und TOEPLITZ geschr iebenen Encykiop~idieartikel an (Enc. math .  Wiss. II.  C. I3, (1927)). 
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oder solche, die sich durch Ausdriicke dieser Art approximieren lassen; diejenige 

yon E~SKOG liefert bei symmetrischem Kern, falls eine gewisse Ungleichung er- 

fiillt ist, fu'r die gesuchte Funktion ~(s) eine >)verallgemeinerte Fourierentwick- 

lung)). I n  beiden F~llen muss eine Anzahl Koeffizienten durch je eine Quadra- 

fur bestimm~ werdenl 

Wie HELLINGER und TOEPLITZ auch sagen, bedeu~et die Zuriickfiihrnng 

der AuflSsung der Integralgleichung (1) auf diejenige yon einer grossen Zahl linea- 

rer Gleichungen mit ebensovielen Unbekannten keine wesentliehe FSrderung des 

Problems, indem die n e u e  Aufgabe genau die gleichen Schwierigkeiten enth~l~ 

wie die urspriingliche. Zwar kann man die ~fe~hoden der Ausgleichungsrech- 

hung heranziehen, um >>Normalgleichungem> m i t  einer kleinen Anzahl yon Un- 

bekannten zu gewinnen, doch muss dies als ein Umweg bezeichnet werden. 

Man kann aber fragen, ob es nich~ mSglich w~re, die zu behandelnde In- 

tegralgleichung direkt durch ein zwec]cmSssig gewiihltes, lineares System mit nur 

wenigen Unbekannten zu ersetzen. Gerade dies wird den Gegenstand des vor- 

liegenden Aufsatzes bilden. 1 

w 2. Die numerische Aufliisungsmethode. 

3- Falls wir das oben angegebene Minimum yon Stetigkeitsvoraussetzungen 

beibehalten wollten, wiirden damit die brauchbaren Hilfsmittel zu sehr einge- 

schr~nk~ werden. Das wiirde iibrigens bei naturwissenschaftlichen Anwendungen 

nichts niitzen, da die bei solchen auftretenden FunkCionen speziellere Stetigkeits- 

bedingungen erfiillen. 

Wir machen daher zun~chst folgende Voraussetzungen: 

Der Kern K(s, t)muss als Funktion yon t betrachtet wenigstens Stiick- 

weise durch Polynome approximiert werden kSnnen. Er selbst und seine Ab- 

leitungen kSnnen also fiir eine endliche Anzahl bestimmter Werte yon t unstetig 

sein; dagegen diirfen die Diskontinuit~tsstellen nicht yon s abh~ngen. Ebenso 

diirfen f(s) und ~ (s) sieh fiir einige bekannte Werte  der Variablen sprungweise 

~ndern. 

1 Die zu besprechende  Methode i s t  frfiher vom Verfasser  in den Aufs~tzen behande l t  wor- 
den:  I" Uber die praktische Aufl6sung yon linearen Integralgleichungen mit Anwendungen auf  
Randwerta,tfgaben der _Potent~altheorie. (Soc. Scient.  Fenn.  Comm. Phys.-Math.  IV. 15 (I928)), und  
II .  Uber die praktische Aufl6sung yon Integralgleichungen. (Soc. Scient.  Fenn.  Comm. Phys.-Math:  
V. 5- (1929)). Diese Aufs~tze werden im Folgenden kurz mi t  I und  I I  bezeichnet .  
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Ferner nehmen wir an, dass die Integralgleichung (I) eine eindeutig be- 

stimmte LSsung hat. Diese wollen wir im Intervall (a, b) ann~hern. 

In den beiden letzten Paragraphen werden wir indessen Kerne be~rachten, 

in denen oder in deren Ableitungen yon s abh~ngige Unstetigkeiten vorkommen, 

und zwar behandeln wir den fiir verschiedene Anwendungen wich~igen Fall, dass 

die Diagonale t-~ s des >>Fundamentalquadrates,> a < s < b, a < t <  b eine Diskonti- 

nuith'tslinie ist. 

4. Es gilt zunKchs~, das Integral in (I) (lurch eine Summe zu ersetzen. 

Jedoch handelt es sich nicht um eine gewShnliche numerische Quadratur, da ja 

der Integrand unbekannt ist und nebst der Variabten t noch einen ver~nder- 

lichen Parameter s enth;,ilt. Nichtsdestoweniger kann man yon bekannten Qua- 
b 

�9 / 
dra~urformeln Gebrauch maehen, indem man das Integral K ( s , t ) 9 9 ( t ) d t  als 

a 
Grenzwert fiir n--* ~ der endlichen Summe 

(2) (b--a)[al.K(s,  tl)qg(t~) + c~K(s ,  t,.)qg(t,.)+ ... + a , K ( s ,  t , )~ (t,)] 

?~ 

auffasst, wo ~,ai--~ r i s t .  Der Wert  des Integrals wird dem Produk~ der Inter- 
' 1  

vall~nge und einer >>mittleren Ordinate,> gleich gesetzt, wobei die letztere aus n, 

an den Stellen 

(3) t = t , ,  t = t ~ , . . . ,  t = t ~  

zu messenden und mit den >>Gewichtem> al, a ~ , . . . ,  a,, zu nehmenden Ordinaten 

gebildet wird. 

In der allgemeinen Theorie kann man die Punkte (3) h'quidistant annehmen 

und alle Gewichte ai gleich i_ setzenl; die Annahme yon Werten ti und Gewich- 
n 

ten ai, fiber die noch passend verfiigt werden kann, geschieht hier eben im Hin- 

blick auf das zu entwickelnde N~herungsverfahren. 

In dem yon uns auch zu beriicksichtigenden Falle eines nur stiickweise 

stetigen Kerns tri t t  ansta~t des Klammerausdrucks in (2) eine Summe yon meh- 

reren solchen Ausdrficken auf. Mit den yon uns gemachten Annahmen behal- 

ten die folgenden Ausffihrungen auch in diesem Falle mi~ unmittelbar einleuch- 

tenden Erweiterungen ihre Giiltigkeit. 

1 Vgl. GOURSAT: Cours d'Analyse math6matique, vol. III, 3:te Aufl. Paris I923, 368. 
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Die Integralgleichung (I) kann nun durch die Relation 

(4) 9~(s)-:-~(b--a)[cqg(s, t~)q~(t~)+a~g(s, t.)~(t~)+ ...+a,,K(s, tn)~(t,)]+f(s) 

approximativ ersetzt werden, die ja in der Tat bei zweckm~issiger Wahl der 

Werte t~ und ai mit n--~oo in die Integralgleichung (I) iibergeht. 

5.. Zur Bestimmung der Funktion ~ se~zt man hierauf in (4) sukzess iv d i e  

Wer~e 

(5) s=t , s=t  

ein, also dieselben Werte, die oben der Variablen t gegeben wurden. Wenn 

noeh zur Abkiirzung ~0 (t~)=~ot und f( t i )=J~ gesetzt wird, so entsteht dadureh 

folgendes System yon n linearen Gleiehungen mit ebensovielen Unbekannten: 

(6) 

Ist die Determinante dieses Systems yon Null verschieden, so ergeben sich dar- 

aus fiir r r  ~ eindeutig bestimmte Werte, die denjenigen der gesuehten 

Funk~ion in den Punk~en (5) anniihernd gleich sin& Bei tmseren Vorausse~zun- 

gen wird die Determinante des Systems (5) auch stets dann yon Null verschie- 

den sein, wenn n so gross gewShlt ist, dass eine wirkliehe Approximation der 

Gleiehung (I) durch dieses System stattfindet. 

5. Die Idee der Methode ist nun, in die Gleichungen (5) nur soviele Funk- 

tionswerte ~i eingehen zu lassen, als nStig sind, um den Funk~ionswert.r (s) an 

jeder anderen Stelle des Intervalls direkt, ohne AuflSsung irgendwelcher Gleichun- 

gen, bestimmen zu kSnnen. Das ist nieht etwa derart zu verstehen, als sollte 

man aus (6) so dicht gelegene Funktionswerte ermitteln, dass sie eine gew5hn- 

liche Interpolation gestatteten, sondern wit werden finden, dass, sobald eiuige 
wenige zweckmffssig gewh'hlte ~-Werte bekannt sind, man aus diesen jeden ~nderen 

Wer~ der gesuchten Funktion unmittelbar aus Gleiehung (4)berechnen kann. 

Wenn wir diese Gleichung in der Form schreiben 

(7) 
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und uns die n Wer~e r  (6) bestimmt denken, so kSnnen wir in (7) einen 

beliebigen Wer~ s einsetzen. Die Formel (y) lfefert daher efne approximative LY- 

sung do" Integralgleichung (I). 

Hierbei sind die ai und die t~ Zahlen, die weder yon dem Kern noch yon 

der Funktion f(s) abhgngen. 

7. Wie in Nr. 2 gesag~, ist es fiir die Brauehbarkeit der skizzierten ~Ie- 

rhode wesentlich, dass man nur wenige lineare Gleichungen (6) aufzulSsen hat. 

Es gilt s0mit, die n Punkte (3) nebst den zugehSrigen Gewichten a,: so zu wgh- 

len, dass eine mSglichst gute Ngherung erhalten wird. 

Dieses Problem ist aber bereits yon Gxvss gelSst worden. Allerdings hatte 

er nur die Auswertung bestimmter InbegTale im Sinne; wir kSnnen jedoch seine 

Resultate ohne weiteres fiir unseren Zweck verwerten. 

Nach Gxoss wird die giinstigste "Ngherung erhalten, wenn man die n Punkte 

mit den n Nullstellen der Kugelfunktion n:ten Grades zusammenfallen 1/isst, 

naehdem man dureh die Transformation: 

b--a a+b 
(81 t =  + 

2 2 

die Integrationsgrenzen zu - - I  und + I gemacht hat. Diese Punkte teilen also 

das Intervall (a, b) in bestimmte, ein fiir allemal angebbare Verh//ltnisse und 

sind somit wie auch die Gewichte a,. yon der speziellen Form der zu 15senden 

Tntegralgleichung unabh/~ngig. Durch die Gausssche Formel, die n Ordinaten 

benutzt, wird eine gauze rationale Funktion yon 2 n:tem oder niedrigerem Grade 

genau integriert. 

Bei speziellen Problemen kSnnen start der Mittelwertformeln yon GAuss 

gewisse andere mit Vorteil gebmucht werden, vor allem wenn es gilt, einige 

Ordinaten besonders zu beriicksichtigen (vgl. w 5). Unter Umstgnden sind die 

Formeln von TSCaEBYSCHEFF, bei denen alle Gewiehte ai gleich = ~  gesetzt 

werden, auch empfehlenswert (vgl. S. 195, Fussnotel). 

Wir geben hier die Werte der Gaussschen Zahlen 1 fiir n ~ Io fiir das Inter- 

vall yon --o.s bis o.5. 

Diese Zahlen wurden yon GAuss  selbst  fiir n = 2, 3 , . . -  7 auf  I6 Dezimalstellen ange- 

geben fiir das ln terval l  yon o bis I. In  den Ges. Werken I I I ,  S. 193, GSttingen I866 finder sich 

ein Druckfehler  indem dort  fiir n = 2  s teh t  a " = I . 8 8 . . ,  s tar t  a ' P ~ o . 8 8 . . .  
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Tabelle der Gaussschen Zahlen: 
-4- t i o.288675 I 

.9t~2 
a i 0.5 

4- t i o 0.3872983 
n=3 

~f o . 4 4 4 4 4 4 4  o.2777778 

_+ t i O .1699905  0.4305682. 
n=4 

a i 0.326o726 o. 1739274 

t i o 0.2692347 0.4530899 
n= 5 

~i 0 . 2 8 4 4 4 4 4  o.2393143 o.I 184634 

:t: t i o. 1193096 o . 3 3 o 6 o 4 7  0.4662348 
n=6 

ui 0 " 2 3 3 9 5 7 0  ~176176 0"0856622 

-b t i o 0.2029226 0.3707656 
n=7 

a i o.2089796 o.I9O915 o o. I398527 

n=8 4- t i o . o 9 1 7 1 7 3  0 . 2 6 2 7 6 6 2  o.3983332 
0~i oA813419 OA 568533 0.1111905 

4- t i o o.1621267 0.3o66857 
n=9 

cr o.1651197 0.1561735 o.[3o3o53 

-4- ti o.o744372 o.2166977 o.3397048 
9Z~IO 

"i o.147762t o.I346334 0.1095432 

8. W i t  maehen  noeh einige Bemerkungen  

191 

0.4745540 
0.0647425 

~48o1449 
o.o506143 

o.418oi56 
o.0903241 

0.4325317 
o.o747257 

fiber die prakt ische  

0.4840801 
0.0406372 

0.4869533 
0.0333357 

Dureh-  

f i ihrung der Rechnung.  1 

Ein gu te r  Tell der  Arbe i t  bei der  AuflSsung der ln t eg ra lg l e i chung  (1) be- 

s teht  in der Bereehnung  der  Koeff izienten der Gle ichuugen (6), wo wir  uns 

je tz t  die U n b e k a n n t e n  auf  die l inken Seiten gebrach t  denken.  Da  man  a b e r  

s~mtHche Koeffizient.en der  l inken Seite aus den W e r t e n  einer und derselben 

Funkt ion"  zweier Ver~nderl ichen,  n~imlich des Kerns ,  durch Mul t ip l ika t ion  mi t  

gegebenen  Fak to ren  ; ~ ( b -  a)a i  ausrechnen kann,  l~sst sich die Arbei t  meis tens  

durch TabeUen oder  graphische oder mechanische H i l f smi t t e l 'wesen t l i ch  erleich- 

tern.  Ausserdem "diirfte der  K e r n  gerade  bei den ma themat i seh ,  physikal isch 

oder teehnisch wicht igsten P rob lemen  yon verh~l tnism~ssig  e infachem Bau sein. 

Bei derar t igen  Rechnungen  ist immer  eine K o n t r o l l e  sehr wiinschenswert ,  

u n d ' e i n e  solche kann  hier  auch leicht  e rha l ten  werden, und zwar  dadurch,  dass 

m a n  in (I) s ta r t  ~ i rgendeine bekann te  Funk t ion  e int r~gt  und die Funkt ion  

f der  rechten  Seite dementsprechend  ver~ndert .  Denken  wir  uns z. B. ~ 

Konst .  = I gesetzt ,  so musste  man  haben  

i Ausfiihrlicher in der S. 187 genannten Abhandlung I, w 5. 
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(9) 
b 

a 

Die linken Seiten in (6) reduzieren sich mit der Annahme ~9----I auf die Summe 

der Koeffizienten der Unbekannten, und diase Summen miissen mR den Werten 

der Funktion (9) in den Punkten (5) iibereinstimmen. Eventuelle Abweichungen 

riihren, sofern sie nicht auf Abrundungsfehlern beruhen, yon den Fehlern der 

angewandten Integrationsformel her. 

Eine gewisse Schwierigkeit bietet "die jeweilige Feststellung der Anzahl n 

der zu benu~zenden Ordinaten. Mangels anderer Anhaltspunkte kann man die- 

jenige der Gaussschen Formeln w~hlen, die zur Ann~herung des bestimm~en 
b 

Integrals ~ t K ( s ,  t ) f ( t ) d t  geniigend genau ist und die geringste Anzahl Ordina- 
a /  

ten enth~lt. Eine grSssere Anzahl Ordinaten zu benutzen als die notwendige, 

wiirde natiirlich die Arbeit erschweren. 

w 3. l n w e n d u n g  auf  die Randwertaufgabe der Potentialtheorie. 

9. Da die Brauchbarkeit einer Methode der beschriebenen Art  erst nach 

erfolgter Durchrechnung yon Beispielen zu beurteilen ist, geben wit jetzt einige 

solche und'  zwar aus dem Gebiete der partiellen Differentialgleichungen, worauf 

im Anfang hingewiesen wurde. 

Die >>Randwertaufgabe der Potentialtheorie>> besteht in Folgendem: 

Eine nebst ihren Ableitungen ers~er und zweiter Ordnung st~tige" Funktion 

u(x,  y) ist so zu bestimmen, dass sie im Innern eines yon einer geschlossenen 

Kurve c begrenzten Bereiches der Laplaceschen Differentialgleichu~g 

O~u O~u 
d u =-- ~Txi + O y ~- = o 

geniigt und auf der Randkurve c vorgeschriebene Werte g (s) annimmt. Es gibt 

bekanntlich nur eine solche Funktion. 

Um mSgl~chst direk~ an unsere Formeln anschliessen zu kSnnen, setzen wir 

voraus, das Grundgebiet sei einfach zusammenhiingend und yon einer konvexen, 
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mit s~t ig  variierender Tangente versehenen Randkurve begrenzt. ~ Die Gleichung 

der Randkurve mSge in Parameterform x ~-x  (t), y = y  (t) gegeben sein. 

Ffir die 

Darstellung >) 

gesuehte .harmonisehe Funktion ergibt sieh eine ~queUenmffssige 

(~o) u (x,  y) = f ~, (o) dO, 
c 

wo 0 denjenigen Winkel  bedeutet, den die Verbindungslinie des inneren Punk~es 

P(x,  y) und eines beliebigen Randpunlr~es mit einer fesf, en Richtung bildet. Die 

~t(8) isis aus einer Integralgleiehung der Form (I) zu bestimmen, nKm- Fun~ ion  

lich aus 

wo ~t (t) = / t  (O) ist ~ 

�9 y(t) - y(~) d t = g (s), 

c 

4 4 

4 4 

Fig. I, 

IO. Die Kurve c sei nun im besonderen die Ellipse 

I 
(Iz) x ~ c o s t ,  y = - s i n t ,  

2 

und die Randwerte seien in bezug auf beide Achsen symmetrisch verteilt. Die 

Integration l~ngs des Randes wird dann vortefihaft fiber die zu beiden Seiten 

der x-Achse liegenden Ellipsenhiilften vorgenommen. W~hlen wir die Gausssche 

Formel mit n ~ 8,. so sind nach den betreffenden Zahlen der Tabelle S. I9I die 

Werte yon g (s) in den I6 in Fig. I markierten Punkten der Peripherie zu be- 

1 W e n n  die B e g r e n z u n g  Ecken .besitzt ,  t r i t t  der  Fal l  s t i ickweiser  S te t igke i t  der  auft~:etenden 

F u n k t i o n e n  ein. 
2 Fiir  die I3er le i tung  vergle iche  m a n  z. B. GOURSAT: Cours d'Analyse mathdmatique, t. I I I  

oder die A b h a n d l u n g  I I  des Verfassers .  

25--29643. Acta mathematica. 54. lrmprim6 le 18 mars  1930. 
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riicksiehtigen. Infolge der  vorausgesegzgen Symmetrie wird nun aber die An- 

zahl der Unbekannten auf 4 erniedrigt (/~1, ~-~, ,us, ~ ) .  

Die Wer~e K~i sind nun aus (~2) und dem ~usdruck des Kerns in (II) zu 

berechnen. Es ergibt sich en~sprechend {6)folgendes System: 

(i3) 

�9 I 
/*1 I.I25990 -k/*.a 0.263037 -k/*a 0.31 I729 +/~4 0.299244 --- ~g~, 

I 
#1 o.I I9735 +/*~ 1 . 2 5 4 8 1 6  --}-/~3 0.315974 +/*~ 0.309480 --~ ~g~, 

I 
/~t 0.I0059I +/z~ 0.223987 q:/za 1.321839 + #~ 0.353576 -= ~g3, 

I 
/~10.083522 H-/~2 0.189758 +/~3 0.305828 + #~ 1.420914 ~ ~g4, 

naeh dessen AuflSsung die gesuehte Funktion /~(s)durch die gemgss (7)auf- 

gestellte Formel 

I /~i ~ i  

~(8) = V~ g(~) - -  ~/a ~ % u  cos (8• 
i= l  

berechne~ wird, in welcher der Summand eine Kiirzung des Ausdrucks  

I I 

a~g~ % - cos (tk + t~) + % - c o s  (tk + ~ - t ~ )  

, } 
+ 5/~ _ cos (tk + ~ + ti) + ~/~ -- cos (tk + z ~- -  t,) 

ist, (i, k =  I, 2, 3, 4). 
I I. Beispiel I aus der de Saint-Venantschen Torsionstheorie. Bei der Be- 

stimmung der Torsion eines zylindrischen Stabes yon elliptischem Quersehnitt 

stSsst man auf das eben angezeigte Problem, wobei die Randwer~e durch den 

Ausdruek 

g (t) = k (~' + y , )  

gegeben sin& Wir nehmen hier k =  I - an nnd 15sen darapf das System (I3). 
2 

Die resultierenden Ngherungswerte sind nebst den zum Vergleich berechneten 

exakten in der folgenden Tabelle aufgefiihrt. Dieselbe enthglt auch die extre- 

men Werte der Funktion /~, die an den Endpunkten der kchse erreich~ werden. 

Der Fehler ist - -  wie eine nghere Be~raehtung zeigt - -  f i i r t  = 9 ~ und 
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t = 27~) ~ am grSssten und er wird folglich den Betrag yon 6. I o - 6  nirgends 

iibersteigeu. 

Z I 2 

t~ 
I ~g~ 

/~ appr. 

/1 exakt 

3~ 

o.I5869I 

o.Io3o34 

0.103034 

i8~ 

0.147386 

0.092859 

0.092859 

3 

42~ o 

0.104254 

0.054038 

0.054o40 

4 

I 

73"29'27". 18 

0.049458 

0.o04698 

o.o04696 

o ~ und I8O r 

0.159155 

0.1o3451 

0.1o3451 

9 ~ und 27 ~ 

0.039789 

--o.003985 

--o.003979 

12. Beispiel II .  Konforme Abbildung der Ellipsenfldche auf den Einheitskreis, 

wobei die Mi~telpunk~e einander entsprechen s011en. 1 

Es wird zuerst die Greensehe Funktion des  Bereiches der Ellipse (12) mit 

dem Mittelpunkt als Pol bestimmt, dies bilde~ aber ein Randwertproblem der 

besprochenen Ar~, wobei die Funktion g (t) dutch die Formel 

g ( t )  = - l o g  Vx~+v ~ 

gegeben ist .  Wir  kSnnen uns deswegen wieder der Gleichungen (I3) bedienen, 

in denen nur gegeniiber dem friiheren Falle die rechten Seiten zu ~indern sin& 

Mittels der Greenschen Funktion li~sst sich dann diejenige analytische Funk- 

tion angeben, welche die gesuchte Abbildung vermittelt. Wit  geben bier nur 

das Resul~at an, das aus (I3) und (IO) tells durch Anwendung vierstelliger Lo- 

garithmen, teiis graphisch ermi~tel~ ist. Die gesuchte Punktion Z(w) = Z ( x  § iy) 

" ist yon der Form 

Z ~ w e  u(x, y)+iv (.% y), 

Wenn man, wie SCHWXRZ bei seiner exakgen LSsung der Aufgabe getan hat, die 

Hilfsvariable z durch die Relation w ~----7 z -  einfiihr~, erhiflt man 
4z 

[u(x, y) + iv(x,  Y)](,ppr./ --= 0.2878 + 0. I003 Z~+ ~ + 0.OO6 Z~+ 

 o.ooo   o.ooooo(    

Ausfiihrliche Behandlung in II, w167 11--12. 



196 E . J .  NystrSm. 

w~hrend nach  SCHWARZ 

[.(x, + iv(x, y)]/o    l--o.2879+o. ooo j +o.oo6  j 

( It + o.ooo46 z ~ + ~ + o.oooo4 

�9 w 4. Ve r seh i edene  Y e r a l l g e m e i n e r u n g e n .  

I3. Ausser  den Gle ichungen  yore Fredho lmschen  Typus  (I) g ib t  es gewiss~ 

andere,  d e r e n  AuflSsung uach  der  angegebenen  Methode  erfolgen kann.  

W i r  erw~hnen zuerst  die sogenannten  ~)gemischten)) oder ))belasteten~)Inte- 

gra lg le ichungen 

b 

fK 
�9 = 1  a 

bei deren AuflSsung m a n  die p W e r t e  r ( t , ) ~  ~ ,  un te r  den n U n b e k a n n t e n  d~s 

l inearen Systems (6) au fzunehmen  hat .  W e n n  p ~ - 2  ist, und  ~1 ,  ~ die Wer t e  

yon ~ (t) in den E n d p u n k t e n  des In te rva l i s  bedeu ten ,  kann  m a n  sich gewisser  

yon LOBATTO gegel~ener Quadra tu r fo rme ln  ~ bedienen,  bei denen gerade  diese 

Ord ina ten  besondere Ber i icksicht igung finden, die abe.r im iibrigen nach  dem 

Gaussschen Pr inzip  gebi ldet  sind. Sonst  muss  m a n  im Falle belaste ter  In te -  

gra lg le ichungen eigens fiir diese Quadra tu r fo rme ln  aufstel len.  

I4. Fe rne r  ist  hervorzuheben,  dass auch ))Fredholmsche Integralgleichungen 

erster Art~ 
b 

f (s )  ~- t K ( s ,  t) ~ (t) d t  
a 

In seiner Arbeit Die Druckverteilung an K6rpern in ebener ~otentialstr6mung (Physika- 
lische Zeitschrift I 9 2 8  , S. 865--869) gelangt W. PRAGER Zll einer !ntegralgleichung der Form (I) 
fiir die ~)Wirbelbelegung v(s) der Querschnittsberandung, des KSrpers, deren AuflSsung nach un- 
serer Methode yon ihm beschrieben wird. Er wendet in einem Beispiel die Tschebyscheffsche For. 
mel fiir. n = 5 ,  ebenso wie wit in Beispiel I, auf die beiden H~ilften der Peripherie einer Ellipse 

yore Achsenverh{iltnis : I - an. Zur Bestimmung der Kernwerte bedient er sich einer graphisehen 
2 

Methode. E r  erh~ilt ein Gleichungssystem mit 3 U'nbekannten und findet eine befriedigende Uber- 
einstimmung der N~herungsliJsung mit der in diesem Fall auch angebbaren exakten. 

B. P. MooRs: Valeur a~pro.~mative d'une intdgrale ddfinie, Paris I9o5, w 3 o, Table D. 
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sowie nichilineare Integralgleichungen 

b 

(14) 9 (s) = f K(s, t, 9 (t))dt + f(s) 
t ]  
a 

durch Erweiterung unserer Methode aufgelSst werden k6nnen. Man wird aller- 

dings im letzteren Falle auf ein nichtlineares Gleiehungssystem gefiihr~, das 

sieh aber oft wegen seiner Form zur AuflSsung durch Iteration eigne~. Das: 

s e lbe  geht formal aus den friiheren Formeln (6)hervor, wenn man rechts die 

Werte K(tj, tt) 9 (t,) dureh K(tj, ti, 9 (t~)) ersetzt. Das S 

I~erationsverfahren besteht darin, class man in die b' 
reehten Seiten der Zu 15senden Gleiehungen immer die 

besten, bisher bekannten Ngherungswer~e einsetzt. Auf t 

die Frage der Konvergenz gehen wir hier nicht ein3 

Eine Integralgleichung de r  Form (I4) wird in w 5 als / t 75  

Beispiel behandelt werden. / 
15. Besonders bei Problemen der Elastizi~g~s- a a b ---t 

theorie treten Integralgleichungen auf, deren Kerne Fig. 2. 

yon s abhgngige Unstetigkaitsstellen aufweisen. Wir 

se~zen bier (vgl. Nr. 3, Schluss), die Diagonale s = t des Fundamentalquadra- 

tes, Fig. 2, als die einzig vorkommende Diskontinuiti~tslinie voraus. 

Unsere Annahmen gestatten insbesondere, dass fiir den Kern zwei verschie- 

dene analytisehe Ausdriieke gebraucht werden , die denselben in je einem der- 

jenigen Dreiecke darstellen, in welche das Fundamentalquadrat yon der Diago- 

nale s = t geteilt wird. Diese Ausdriicke seien iibrigens im ganzen Fundamen- 

talquadrat defmiert und mSgen mit K (1} (s, t) und K(2)(s, t) bezeichnet werden. 

Wir  setzen also 

(IS) K(s, t)==-g(1}(s, t) fiir a<=t<s, K(s, t)~K(2)(s, t) fiir s<=t<b, 

und wir fassen den Fall ins Auge, wo K (1} (s, t), K (2~ (s, t) und f(s) im Funda- 

mentalquadrat, bzw. im Intervall (a, b) durch ganze rationale Funktionen mit 

ausreiehender Genauigkeit approximiert werden kSnnen. Es gilt, den Verlauf 

1 Uber  die Ausfi ihrung dcr I terat ion vergleiche man  die Arbeit  yon v. MISES und H. POL- 

LACZEK-GEIRINGER in Zeitschr. f. angew. Math. 11. Mech., Bd. 9 (I929), insbesondere S. 62--73.  

Diese Arbeit  betrifft zuni~ehst l i n e ar e  Systeme, doch kann Vieles yon dem dor~ Gesagten verall- 

gemeinert  werden. 
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der gesuchten Funktion 

Intervall festzulegen. 

(16) 

E. J. Nystr6m. 

~(t)," deren Existenz vorausgesetzt wird, in demselben 

Hierher gehSrt u. a. die AuflSsung der Volterraschen Zntegralgleichung 

$ 

(8) = x f (t) dt + f(s), 
a 

die der Annahme KC~)(s, t ) ~  o entspricht und somR ein Spezialfall yon (I) mit 

dem Kern (I5) ist. 

I6. Wenn aber, wie im Falle (I5) oder (I6), die Integrutionsgrenzen yon 

s abh~ngen, stellen sich der numerischen AuflSsung erhebliche Schwierigkeiten 

entgegen. Dies hat darin seine n Grund, dass ein bestimmtes Integral, wie dasje- 

nige in (I) anfangs VOl~usgesetzt wurde, wesentlich leiehter zu approximieren ist 

als ein unbestimmtes, alas yon tier Grenze ~ abhfingt. 

Da n~mlich die Gaussschen Punkte t~ das Intervall in bestimmte Verh~lt- 

nisse teilen , wiirden bei einem vel~,~nderlichen Intervall die Teilungspunkte eben- 

falls ver~s sein; in die verschiedenen Bedingungsgleichungen wiirden 

immer neue Unbekannte eingefiihrt werden, woran natiirlich das ganze Verfah- 

ren scheite~. 

Um der angezeigten Schwierigkeit zu entgehen, kann man folgendermassen 

veffahren: 

Es l~sst sich die Integralgleiehung (I), wo wir uns nun den Parameter 

I 
in den Ausdr~ck des Kerns hinein multipliziel~ denken und wo wir a = - - ,  

2 

b = I  annehmen, in je eine tier beiden Formen 
2 

1 

~- s 

(I7) q~(s)= f K(~)(s, t)qD(t)dt + f L(s, t)q~(t)dt + f(s), 
1 1 

1 1 

f t)q~(t)dt--f L(s, t)q~(t)dt +f(s )  

1 $ 

2 

identiseh umwandeln, wo die Funktion L (s, t) dureh 
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definier~ ist. 

stimmte, die 
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L (s, t) = go} (s, t) - -  K (~) (s, t) 

Die ersten Glieder der rechten Seiten yon (17) und (I7)' sind be- 
zweiten dagegen unbestimmte Integrale,  und die ausgefiihrte Um- 

formnng wird eben deshalb vorgenommen , weil dieselben auf versehiedene Weise 

approximiert  werden mfissen. 

Die Formel (t7) werden wir fiir s < o  gebrauchen, die andere, (I7)', ffir 

s > o ,  so dass wir die In tegra t ion  mit  ve~nder l icher  Grenze stets hSchstens fiber 

das halbe IIrtervall zu erstrecken haben. 

17. Auf  die ersten Glieder der rechten Seiten der Formeln (I7) , (I7)' wen- 

den wir in der beschriebenen Weise eine der Mitt~lwertformeln yon Gxuss an 

und ersetzen somit die bestimmt~n Integrale  durch Summen, in denen die Un- 

bekannten 991, q ~ , . . . ,  ~0,, auftreten. 

Bei tier Approximation der unbeStimmten Integrale  kSnnen wir nun diesel- 

ben Punkte  anwenden, aber auch nur  diese, da das Eintragen eines neuen 

t-Wertes das Erscheinen einer neuen Unbekannten ~0 zur Folge hittte. Eine Aus~ 

nahme tritt~ jedoeh ein, wenn man a priori gewisse Wer te  yon q~ (t) kennt  oder 

wenn die Funkt ion L (s, t) Nullstellen besitzt; dann empfiehlt es sich, die Wer~e 

des Integrunden L (s, t)q9 (t) auch an diesen Stellen --  die wir t I i t fspunkte  hen- 

hen - ,  heranzuziehen, u m  eine bessere Approximation zu erreichen. 

w i r  bestimmen nun fiir L(s, t) ein Lagrangesches [nterpolation.r 
m--1: ten Grades, wenn wit  im ganzen m (m--> n) Ptmkte  t; beriicksichtigen wol- 

len. Den 5Igherungsausdruck 

(I9) 

wo 

L (s, t)qo(t) = ~ (t--t,)H',.(ti)~' ' 

m ,  (t) = ( t -  t , ) ( t -  �9 .. ( t -  t,,), 

kSnnen wir nun  in die Formeln (I7) und  (I7)' e intragen und die Integratio-  

hen ausffihren. Geben wir damn der Variablen s der l ~ i h e  nach die Werte  

t j ( j  = I, 2, . . . ,  m), so bekommen wir ein lineares Gleichungssystem mit  den m 

Unbekannten q~a', dessen AuflSsung zu einer approximativen L5sung der Integral-  

gleichung (I) ffihrt, falls' eine LSsung existiert. 

Die Koeffizienten sind wie friiher yon den Funk-~ionen K(s, t) und f(s) un- 

abhiingig, sofern nieht  die W a h l  der Itilfspunktae durch die spezielle Form jener  

Funkt ionen bedingt ist. 
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~ t t e n  wir bei der Approximation der unbestimmten Integral e die gleiche 

Sch~irfe erreichen wollen wie bei derjenigen der erst~n Glieder der rechten Sei- 

ten yon (I7) und (I7)', so h~tten wir nach dem in Nr. 7 Gesagten ein La- 

grangesches Polynom der Ordnung 2 n - - I  verwenden miissen, es w~ren dann 

also n Hilfspunkte erforderlich gewesen. In der Praxis. wird man jedoch wohl 

meistens (vgl. die Anwendung in dem folgenden Beispiel) eine geringere Anzahl 

solcher anwenden, muss aber bea~hten, dass dann die Fehler der Gleichungen 

im wesentlichen yon der weniger guten Approximation der in den Formeln (I7) 

eingehenden unbestimmten lntegrale herriihren, deren Interv~ll~inge aber nicht 

grSsser als _I ist. 
2 

S~ wir mittels der 15senden Formeln neue Werte  ~ (s) berechnet ha- 

ben, k5nnen wir diese dazu verwenden, die Funktion L(s,  t)~ (t) durch ein La- 

grungesches Polynom hSherer Orduung als das friiher benutzte zu ersetzen und 

bekommen damit fiir die in (17) auftretenden unbestimmten Integrale bessere 

N~iherungen als vortier. 

Damit erhalten wir wieder fiir die 9~j, deren Anzahl jetzt grSsser als ~n ist, 

ein neues System �9 yon Gleichungen, wor~us sich fiir dieselben verbesserte Werte 

ergeben. Man kSnnte fragen, ob die hinzutretenden Gleichungen tats~chlich yon 

den friiheren unabh~ngig sind. Um sich yon der Tatsache, dass dies der Fall 

ist, zu iiberzeugen, braucht man nur zu bedenken, dass ihre Koeffizienten dutch 

Ausrechnung neuer Funktionswerte Kji entstanden sind. 

Das verbesserte lineare Gleiehungssystem bruucht iibrigens nicht vollst~ndig 

yon neuem gelSst zu werden, sondern man benutzt es nur, um die Korrektionen 
der 9~-Werte zu berechnen, was bekanntlich erheblich leichter auszufiihren ist. 

Die Kleinheit der Verbessernngen gib~ eine Vorstellung yon der Genauig- 

keit des Verfahrens. ~ 

Schliesslich wollen wir bemerken, dass der Kern der nichtlinearen I ntegral- 

gleichung (I4) auch yon der Art (I5) sein daft. 

�9 w 5. Anwendnng auf Randwertaufgaben bei gew~hnlichen Differential- 
gleiehungen. 

I8. Eine Anwendung der Integralgleiehungsthe~r]e bezieht sich auf Rand- 

wertprobleme der foigenden Art. Es soll eine fiir t~-a und t--b verschwindende 

�9 LSsung der ~)ifferentialgleichung ~weiter Ordnung 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Eine etw~s madere Fehlerabschi~tzung findet man in II, w 5- Ein Beispiel dazu in w 6. 
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ermRtel t  werden. 
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~"  (s) = F (s, ~0 (s)) + g (s) 

Diese Aufgabe is t  aber  damR ~quiva!ent, die In tegra lg le ichung 

(2i) 
b 

= f t) F(t, 
a 

(t)) d t + 

zu 15sen, wo der Kern  durch die Bedingungen 

(22)" K ( s ,  t) = K (1) (s, t) = ( s - - b ) ( t - - a )  fiir a < t < s 

( t -b)  
K (s, t) = K (~) (s, t) b - - a  ffir s =< t < b 

definiert ist und wo 

b 

f ( s )  = t K ( s ,  t) g (t) d t .  1 
. d  

a 

Yon der Richt igkei t  dieser Behaup tung  fiberzeugt man sich durch direkte Diffe- 

ren t ia t ion  yon (2I) nach S, indem man sich die In tegra t ion  ge t rennt  fiber die 

Interval le  yon a b i s s  und yon s bis b ers t reckt  denkt.  Nati i r l ich kSnnen die 

�9 I 

Grenzen auch je tz t  mittels einer  mit  (8) analogen Transformat ion  zu - - -  und  
2 

I gemacht  werden, was wir als bereits ausgefiihr~ annehmen.  
2 

19. Das Verschwinden tier gesuchten Funkt ion  an den Enden  des In~er: 

valls ist nun ein Umstand,  .den wir zur Er langung  einer sch~rferen Approxima.  

L i o n  gebrauchen kSnnen. Dies geschieht  so, dass wir s tar t  einer der Formeln  

yon GAuss eine der in Nr. I3 erw~hnten Lobat toschen benutzen,  denn h ie rdurch  

wird die Genauigkei t  tier Approximat ion  gesteigert,  ohne dass die Anzahl der 

Unbekannten  vermehr t  wird. 

Die einfachste,  i iberhaupt  in Bet rach t  kommende N~herungsformel  ist die- 

jenige, wo drei  innere Ordinaten  berficksichtigt werden. Diese sind nach Lo- 

BATTO in den Punk~en tl -~ o,  t~ = - -  2 ' t3 = 2 zu bereehnen,  und es wird 

1 Is$ die Quadra tur  n icht  e lementar  durcl~fiihrbar, so muss  man  auch zur  Bes t immung  der 

Funkt ion  f ( s )  Niiherungsmethode n heranziehen. 

9.6--29643. Acta mathemati'ca. 54. Imprimfi le 12 avril 1930. 
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1 

1 

Hier ist aber g ( - - ~ ) : g ( ~ ) - ~ o  zu setzen, da wir g( t )mi t  Kil)(s, t)99(t) bzw. 

K (~/(s, t) 99 (t) identifizieren werden. .- 
Zur Approximation der unbe~timmten Integrale in ( I 7 ) k S n n t e n  wir uns 

der Formel (19) bedienen, es ist aber bier einfacher, fiir 99(t) mit  den obigen 

I" I 
Werten tl, t~, t~ u n d  den Werten t~ = - - ,  t 5 ~ -  ein Lagrangesches Polynom 

2 2 

(s) zu bflden und dieses mit  dem Ausdruck L (s, t) zu multiplizieren; der wegen 

(18) und (22), (22)' auch ein Polynom ist und zwar gleioh s--t.  
Unsere N~herungspolynome enthalf~n somit nur  die drei Unbekannten 991, 

99~, 99~. Fiir diese ergeben sich (lurch Ausfiihrung der In tegra t ionen naeh einer 

etwas weitlgufigen, aber natiirlich nur einmal auszufiihrenden Rechnung folgende 

Gleichungen 

(24) 

- 99~ = o.o75oooo F(o ,  99~)+o.o2552o8 ~ " ~ -  ~ V  ~' 99~ 

§ 

) "-- 998 = o.o326531 F(o, 99~) + o.oo71428 F ~ ~, 992 

Die AuflSsung dieses Systems gibt 91, 992, 99~, und wir bekommen dann 

wie it/ Nr. 6 oder dutch Eintragen des vorher gebildeten Polynoms ~(s) in (21), 

bzw. in die gemgss (17) gebildete Umformung davon, eine LSsung 99(s) der vor- 

gelegten Integmlgleichung (2 1). 
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Zur Beurtei lung der Genauigkeit  brauehen wir nur  die gewonnene Funk- 

Lion 90 (s) mit  dem Lagrangeschen Polynom ~ (s) zu vergleichen. 

Die beschriebene Methode zur LSsung des l~ndwer~problems (2o) besitzt 

vor allem den Vorteil, dass sie ziemlich weit gebracht ist ohne Spezialisierung 

der Funk~ionen F ( s ,  q9 (s)) und g (s). 

(25) 

20. Beispie l  einer nicht l inearen Randwer taufgabe .  1 

Es mSge sich um das Problem 

,, ( : )  +_ = o  

handeln. Man kann auf verschiedene Weisen zeigen, dass dasselbe eine LSsung 

hat,  die nur  wenig yon derjenigen des linearen Problems 

~ 9 " ( 8 ) - -  ~0(8) + I :~- O 

abweicht, welche letztere durch 

(26) ~ ( s ) =  I - - - -  
c o s h  s 

I 
cosh 

2 

~ o  

geliefert wird. Wir  kSnnen uns zweeks LSsung yon (25) des Systems (24) be- 

dienen. 

x I s2" Hiermit  und da Das Eintrugen yon g (t) ~ --  I i n (23)'liefert f ( s )  - -  8 2 

jetzt  F ( t ,  ~0(t))= sin ~o(t) zu setzen ist, kSnnen wir aus den Gleichungen (24) 

durch I tera t ion die Unbekannt~n ~ox, q92, ~os ermitteln.  Dabei erscheint es t,mt, 

yon der LSsung des vorher erw~hnten linearen Problems auszugehen. Wi r  ge- 

langen sehon naeh zwei Schrit ten zu Wer ten  goi, die sich durch nochmaliges 

Eintragen nicht  mehr Kndern, n~tmlich 

~ 1 = O .  I132OO, ~ s = ~ s = O . . O 6 5 Z 5 7 .  

1 Die ,,Gleichung der erzwungenen Schwingung,, liefert Beispiele zu diesem Paragraphen. 
In der Abhandlung II, w 7 wird die lineare Randwertaufgabe y"(s)+ y ( s ) ( I - - p s  2) + x = o ,  

Massenverteilung,, bezieht. Unsere Me~hode gibt eine gute 0bereinstimmung mit den auf andere 
Weise berechneten LSsungen. 
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Dann  h~ben wit  das Lagrangesche Polynom ~ (t) zu bilden und bekommen 

(27) o. I 13200 - -  0.443469 t ~ " 0.037324 t 4. 

Ferner  erhal~en wir fiir sin ~ (t) das Lagrangesche Po lynom 

o.I I 2 9 5 8 -  o .44Iooi  t 2 -  0.043325 t ~, 

das wir in (2 I) einfiihren und finden dann als n~herungsweise L5sung des Rand- 

wertproblems (25) 

(28) ~ (t) = O.! I32OO - -  O.443521 t ~ --  0.03675 ~ t ~ --  O.OOI444 t 6. 

Der  Vergleich yon (27) und (28) zeigt, dass der Untersehied dieser Funk- 

~ionen d e n  Be~rag o .0oooi2 nirgends im IntervaU i ibersteigt  Wi r  kSnnen des- 

halb behaupten,  dass bei Abrundung  der Wer~e der Niiherungsfunktion ( 5 8 ) a u f  

fiinf Dezimalen die Unsieherhei t  hSchs~ens eine Einheit  der le~z~en S~elle betri/gt. 

A 


