
INTERVALLFUNKTIONEN UND INTERVALLKONSTANTEbl 
BESCHR~,NKTEN SYMMETRISCHEN KERNS. 

VON 

JOHANNES MOLLERUP. 

in  KOPENHAGEN, 

EINES 

Einleitung. 

Es sei K(s,t)  ein gegebener symmetrischer Kern; entweder variiert (s,t) 

unbeschr~nk~ im Quadrat: a < s < b, oder (s, t) durchl~uf~ alle Punkte  mR ganzen 
~ t  ~ 

posRi~en Koordinaten. K(s, t) ist beschrh'nkt; diese Eigenschaft wird hier (nach 

TOEeLITZ) in folgender Weise definirtl: ist g (s) ei~w Funktion der Klasse L (~), also 

b 

f g (s) ~ ds 
a 

8 

konvergen~, da~m gehSrt wieder die iterirte Funktion: 

b 

f K(s, t)g(t)dt  

g, ( 8 ) =  a 
~_~K(s, t)g(t) 

t 

-~ (K(s.); g) 

derselben Klasse L (2) an. Wir betrachten jetzt ein Intervall  J der ~-Achse: 

1 JOHANNES I~IOLLERUP: Das P u n k t s p e k t r u m  e ines  beschr / ink ten  s y m m e t r i s c h e n  Kerns  ohne  
S t r e c k e n s p e k t r u m ,  Math .  Zeltschrift. ,  Bd. 3 ~ pag.  624. 

38--29643.  A c t a  mathemat ica .  54. Imprim~ le 30 avril 1930. 
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~ Z ~ Z : , ;  es sei z. B. die Funktion g(~,s) in Bezug auf Z stetig, in Bezug 

auf s der Klasse Lm) angeh5rig. Im Intervalle . J  erhiilt g (Z, s) den Zuwachs: 

w~ihrend die Iterirte: 

den Zuwachs 

g (x, ~) = g (x~, 8) - . q  (z,, 8), 

gl (~, 8) = (K (s.); g (Z.)) 

~ g l  (Z, 8)=g ,  (Z~, 8)--g, (X~, 8) 

erh~lt. Unsere Aufgabe wird sein: eigentliche LSsungen der homogenen Gleichung 

(~) ~ (z, 8)= ~ (z, 8) 

zu finden; die unbekann~e Funktion ~ (Z, s) soil in Bezug auf s der Klasse L (2) 

angehSren; te ist eine unbekannte Konstante, ein Eigenwert, der vom Intervall 

abhfingt. Schreiben wir (I) 

sehen wir, dass dieselbe jedenfalls befriedigt wird, wenn /~ Eigenwert und ~ (Z, s) 

eine entsprechende Eigenfunktion is~ fiir ;~=Z i u n d  Z=Z~. In einem Vortrag 

an dem sechsten Skandinavischen Mathematikerkongresse, Kopenhagen I9251, 

wurde gezeigt, dass wenn, im Gebiete der stetigen Funk~ionen, ~(Z, s) fiir Z - ~  1 

Eigenfunktion des Eigenwerts # ist, dann gilt dasselbe fiir Z~-Z,~; dasselbe gilt, 

wenn 
b b 

a a 

~_j K(s, t) ~ 
Sj f, 

= l I g l l  ~ 

konvergier~ und ausserdem ~ (),, s) die obengenannten Eigenschaften zukommen. 

Im Falle des beschriinkten Kerns liegen aber die Verhitltnisse anders; in der oben 

zitirten Arbeit ~ ist z. B. gezeigt, dass verschiedene Parameterwerte auch ver- 

schiedene Konstanten erzeugen kSnnen. Wir wollen hier zeigen, dass die Gleichung 

(l) einer direkten Behandlnng mittels tier l~erationsmetode fithig isk 

1 Kongresberetning pag. 45I. 
Pag. 698--70o. 



wir an d ie se r  Stelle an das 

homogenen Gleichung 

(2) 

aus. 
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Damit  die folgenden Ausfi ihrungen geli iufiger.vorkommen m6gen, erinnern 

gewShnliche I~emtionsverfahren zur LSsung der 

g (~)= z g, (~). 

Um (2) zu  lSsen gehen wir yon einer beliebigen Funkt ion g (s) der Klasse L(2): 

I) Iteration." 

b 

f g (s) ~ ds 

I l g l l ~ =  ~ 
~ g ( ~ ) ~  ' 

$ 

go(*)=e(*); g~(~,)=(K(,.); ~._,) , ,=~, : , . . .  

2) Konstantenbestimmung : 

1] gn+al] < ]] gn+2]] "-~(~l > O ,  fiir n -~  0r 
[I = II gn+i II 

[I g~+,ll < Ilg~ll :~ v")>~o. 
G? +1 = G? 

V (t) > o wird angenommen. 

3) Starker Grenziibergang : 

g2n (s) ,-~ G(1) g~+ i  ~-~ e~l)(s)=(K(s ); e(1)); [IG~ [[ = V(1). 

LSsung yon (2): 

+ ~ ~1) ) (z, g (s)) = _ ~ ,  • ~ G~)(~) + (~) 

4) Orthogonale Abspaltung : 

Das Verfahren l~ss~ sich nun fortsetzen, inden man yon g(~)(s) ausgeht. 
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(1) 

I .  

w I. Eigenschaften der Liisungen. 

Vorgeleg~ ist also die Gleichung 

d~p (~., s )=p.4~,  (~., ,~'), 

wo A ein Intervall: 4, ~ 4 ~ 4 ,  andeu~et, # ist eine zugehSrige unbekannte Kon- 

stante und ~ (4, s) die unbekannte Funktion,  welche in s der Klasse L (~) angehSrig 

sein soil. 

Satz 1. Die Zuwlichse 
sprechen, si~d orthogo~al. 

Es sei n~mlich 

zweier L6su~gen, die verschiedeq~en Eige~werte~ e~t- 

p, z '~ ,  (~., ~)=.4 '  ~, (4, ~,.)= (K(,,..); .1 '~  (~..)) 

,u._,A"~ (4, s) ---- A"~0~ (~, s ) : ( K  (s.); A"~0 (4.)), 

wo f~ ~ #~; A' und A" sind zwei Intervalle, die verschieden oder zusammenfallend 

sein mSgen. Diese Gleichungen werden mit  J " ~  (4, s) bez. A' %. (2, s) multiplizirt 

und die Variable s wird wegintegrirt  oder wegsummirt;  durch Subtrukgion finden 

wir dann: 

(p, - ~ )  (A' ~ (4.); ~ "  ~ (4.)) = o, 

indem auf der rechten Seite die Integrations- oder Summa~ionsordnung vertauscht 

werden darf, well die durch das Klammersymbol angedeutete Integral  oder Summe 

absolut konvergirt. Weil ~1 ~= #.~ erhalten wir dann 

(~'~(4.); ~"~(4.))=o. 

Sat~ 2. SSmtliche Eigenwerte si~d reeUe Zahlen. 
Es sei ~1 + ~'~ Eigenwert, T (4, s) + i~0 (4, s) eine entsprechende eigenfliche 

LSsung; es ist dann / ~ - - i / ~  eine Konstan~e desselben Intervalls mit der LSsung 

~(4, s ) - - i~(4,  s). Es w~ren dann die Zuw~ichse Aq~(4, s) + iA~(4,  s) und Aq~(4, s)-- 

iA~0 (4, s) einander orthogonal, also 

I I ~ ( X . ) l l ~  + 11~t~(4.)11~=o d.h.  
H..t~ (2..)]] = [[ z ~  (4.)[[ --  o, 

was ausgeschlossen ist. 
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Sat~ 3. Si,nd ~vL (~, s) und ~f., (~, s) beide L6sungen desselben I~dervalls ,,nd 

mit demselben Eigenwert, dann ist jedes li~zeares Aggregat mit konstanten Koeffi- 

zienten wieder eine Lb'sung desselben Intervalls und desselben Eige,nwerts; sind 

~,.(~,s), v =  I, 2 , . . .  abzShlbar viele LSsungen desselben Intervalls und desselben 

- C T  �9 Lzgenwert, s" und ist das System /Iq~,.(~,s) orthogonalisirt, dann ist ~, a,~,  ()~, s), 

wofern ~ a~ konvergirt und die Reihe stark konvergirt, wieder eine Lb'sung des- 

selben Intervalls und desselben Eigenwerts. 

Satz 4. Die Menge sSmtlicher Eigenwerte ist abzffhlbar oder endlieh. 

Das System der Zuw~chse der LSsungen bilden ein Orthogonalsystem, d. h. 

eine abz~hlbare Menge. Jedem Eigenwert entspricht also eine Menge yon Inter- 

vallen, die nicht endlich oder abz~hlbar zu sein b r auch t .  

w 2. Die trivialen Fiille. 

Wir machen zuerst die folgende Bemerkung. Ersetzen wir in .der  starken 

Limesgleichung - -  wo wir Leichtigkeit halber in diesem Moment den Parameter 

)~ entbehren - -  

g2~ (s) (;(~) ( ; . , . , , -~  (s) 

die Konstante (~ mit einer gr5sseren Konstante (~1 > (~, dann folgt 

Denn aus 

folgt 

o.  
1 

]ly-,,]] -)II (;(')11 

Ily2, l] 
) O .  

G2,, 

Wir gehen jetzt von einer beliebigen Funktion g(),, s) aus, die als Funktion 

yon s der Klasse L (2) angehSrt. Es existirt also die L~nge 
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I I g ( Z , . ) l l =  

abet auch die L~nge II J g() ' , . ) l l  existirt. Denn 

Wir  finden 

II ~g(Z,. )I1~--II g(~.~. )IF+ II g(z,. ) IF-2(~(4 .  ); g(z , .  )). 

I I g ,+ , ( z , . ) l l  G~(Z,) una  IIg"+~(Z~')II-~G~(Z~), 
I lg , (Z , . ) l l  -~ i lb~(~.~.  )11 - 

g~. (z,, 8) ~i', ~ (4 ~=a g~" (~ '  ~) (~'~ (4. 

Betrachten wit dann die Gleichung 

(:) ~ g~. (z, 8) = g~. (z~, ~) - ~ , ,  (~,  .~); 

es sei erstens Gx()~)> G~(~); dividiren wir die Gleichung mit  G~(Z~) 2". Dann ist 

(~1 (J~2) 2n --'-)-) e~ )  (8), -G1(~2)2 n 0; 

weil nun die Eigensehafg der starken Konvergenz additiv ist, wird 

i~t . . .  II w2 II * o, a~=.  i.~ ~uch 

II i t  g~, ()..)11 G(I/II, 

und G 1 ().~) ist nicht ~llein eine _Punktkenstan~e (des Pvnl~es ),~), ~ber ~vch eine 

Tntervallkonstante (des Intervalls J=().~,)~2)). Dieser  F~I1 ist ~ls Trivialfall zu 

bezeichnen. Ist  dagegen ] ]G~) ] l=o ,  wird eine direkte Bestimmung einer Inter- 

vallkonstante G~ (~4) < G~ (E~) no~wendig. 
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Zweitens nehmen wir an, dass G1 (Z~)--(11 ()-~). Es ist dann 
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g,,, (,~, s) 
(~, (~)~ a - - -~  Gi',)(s)-- Gi~)(8)= ~ Gi" (s); 

ist nun O(~)(s) --  G(~ ) (s) + o, dann ist G, (Z~) = G, (Z.) nicht  allein eine Punktkon-  

stante (der beiden Punkte  XL und L~), abet  auch eine Interval lkonst~nte (des Inter-  

vails z/). Dieser Fall ist ein Trivialfall. Is t  dagegen G(~)(s)- G~ ) (s)=o, z. B. 

G~)(s) = G!~)(s)=o, wird eine direkt~ Best immung einer Interval lkonstante  ~q 

G 1 (d) =< e~ ()~) notwenOig. 

w 3. B e s t i m m u n g  yon Kons tan ten  und k a r a k t e r i s t i s c h e n  Funk t i onen  

eines Intervalls. 

Um nun eine dlrekte Best immung einer Interval lkonstante  zu finden gehen 

wir yon einer beliebigen Funkt ion g(~,s) aus; g(~,s)soll als Funkt ion yon s 

der Klasse L (2) angeh5ren. Es existiren also die beiden L~ngen [Ig(~. )11 und 
] ] .~g(x . ) ] ] .  

Dnrch I terat ion yon ~/g (Z, s) ---- g ().g, s) -- g ().1, s) wird gefunden:  

~/gl(L, s ) = ( K ( s . ) ;  J g ( ~ . ) ) ,  . . .  Jgn() . ,  s) ---- (K (s . ) ; Jg ,~- , ( ) . , . ) ,  . . .  ; 

gn().,8) und .4g,,(Z,s) gehSren beide L (2). I s t  M die ))Schranke)> des Kerns K(s, t), 

dann ist nach der Schwarzschen Ungleichheit! 

also 

I/ / K(8, t)'~t. A~i)., ~)'d,,. 

i i~/g~(;~.)l l ,__< - a ~ - < M ~  I1~/ (;~ l ip  
I ~ ,K(~,  t) ~. dg(;~, 4 '  - " ~ " ' 

t s 

Iiii I IIJg,~(~ )11 < M. ]lJ'q'-(-~' < M, allgemein Ogy;,_~;(~.-)-~ 
I I . '1~(,~. = = 

Weiter  finden wir: 
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b 

f 
b b 

~tg,(Z,s)~ds-- f .-4g,,(t,s)ds f K(s,t).lg,,-l(),t)dt 
a a 

~,..,lg,,().,s) ~ =  ~_~.,lg,,(t,s) .~K(s,t),,lg,-~(1, t)dt 
$ s t 

(~g ,+ i ( z . ) ;  ~sg,,_i (z.))_-<_ II/~ 9,+1 (z . )11  11.4 g,,-~ (z . )11, d.h.  

l l~'g,,(Z.) l) l l l  < II J.q,,+, ( z ) I I  < M  
Ii ~ign_l i )* . . . .  = II ig~,  (z. i l l  = ' 

also 

(3 )  II 4 g,,+~(?.. )ll 
l l~ 'g, , (z .  )II --' e, (~,)  =< M ,  

wo J das Intervall: Z~--_ i ~ Z~ bedeutet. 

Wir bemerken noch die Tatsache, dass wenn 3 aufeinanderfolgende Glieder 

I I J g , , ( t - ) l l  eine geometrische Progression bilden, dann bilden s~mtliche Lfingen 

I ] Jg , ,0 . . ) ] ]  eine solche Progression. In jedem Falle ist also 

(t. h .  

II ,~,qn4-1 (Z)II < (;, (.4) = U, (,,I),,~ 1 
l l"/g"(~'" il l  = (;, ( 9?  ' 

II ~1y,,+I (Z.)II < II ~J ~,,(Z. )II 
GI(#) "+~ = Gx(~/)" ~ V(1)(~/)~~ 

Wir haben also den Sa~z bewiesen: 

Sat~ 5. Ist g (1, s) eine Fnnktion von s der Klasse L (2), dann ent,sTricht jedem 
Teilintervalle ~4 des Tntervalls (--M, M) eine Konstante G 1 (~4)>o: 

II ~.q,,+, (z)11 
II ~ g,, (1 .)ii - '  G~ (~) 

u n d  e i n e  K o n s t a n t e  V (1) (,/~) ~ o :  

II J .q , , ( z  ) l l +  v(~) 
(~, (.4),, (_4). 

Wir haben jetzt bewiesen, dass wenn eben V(1)(./[)~O, dann wird durch 

starken Grenziibergang eine Grenzfunktion G (~) (J ,  s) mit der Li~nge V (1) (//) be- 

stimmt. Diese starke Grenzfunktion ist bestimmt durch 
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(4) -4 g2,, ()., s) G (~) (_4, s). ( ; l  ( "J)" ~ - ' ~  

Der Beweis ist naeh dem klassischen Beispiel yon H e r rn  ERItARD SCH~IIDT 1 

SO ZU formuliren : 

] l ~ t , , , , , . z , , ( z . )  ..l.q.,,,(z.)l]'~ I!:r II~/.q~,,(z.)ll  ~ 

Es ist abet  hier 

(Ag2~+~ (z.); ~/g~,,(z. ))=11 ~/g~,+~(z. )11 ~, 

well man in gewShnlicher Weise den einen Index verkleinern und den andern 

vergrSssern kann : 

b 

(~1:t, ( z ) ; , / g ~  ( z ) ) =  \ F, ~ (~, t) d y~_, (z, t) ; ~ 'q~ ( x )  

o 

- -  / ~ K (s, t) J gp---1 (~,, t) ,~r ffq 0 e, 8) 
$,t 

= (A g,~_-, (J~.); / [ g q + l ( Z .  )). 

Es is~ dann 

e l  (~)~'~ . . . .  i ) ; ( ~ ) , ;  ; , , ,  . . . .  + - (;- ,(~r 

lissom,z+ (x)11" 2 - -  m . ( ;1  ~z:jC)4..q~2, t --O ] r ( l ) ( . j f )2_]_  V ( 1 ) ( l j ) 2  2 ~ / - (1 ) ( z~ )2~_O.  

Hiermi t  ist dann die Existenz der Grenzfunkt ion:  

.4 g~. (z, 8) c.(a) (~/, s) 
(4 )  ( r  I (/_/) n ' -1 '+ ~/ 9. - 

t ERHARD S(3HI~IIDT, Entwicklung willkiirlieher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener, 
Math. Ann. 63 (i9o7), pag. 456--457. 

39--29643. Acta mathematic, a. 54. Imprlmd le 30 avril 1930. 
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gesichert ;  dieselbe gehSr~ L ('~! als Funk~ion von ,~. 

tion (l (~) (_4, s) finden wir noch eine, ngmlich:  

Ausser  dieser [ n t e r v a l ~ k -  

..I~.,,,+z(Z,~)G~(j) '2''~1 ( 1.q.~,~(~.)~.,(I),,,, (5) - K ( s . ) ;  ]-- , .s(K(8.);  G(') (.1. ))-- G~') (.J, s). 

Dureh  I t e ra t ion  finden wir endlieh:  

(6) (K(s.); (;!')(..1. ) )=  (;1 (:4) $. (;(1)(~/~, 8). 

Die gefundenen  In te rva l l funkt ionen  (;(1)(..4, s) und  G~)(..4, s) haben die Lgngen:  

(7) II " ( ' (  1.  )11 : - :  V I I )  (/'1); II 6~p ('1.)11 = "S ('<I)")r(,> ('I). 

Endl ich finden wir unmi t te lbar  durch I te ra t ion  der  In te rva l l funk t ion  

(1,  ,~) - +_ ~;, (._4) (;(,)( .4, 8) + ~!"  (~.1, s) 

die Gleichung 

v,, (-.4, s)- + ~ ,  (._4) r;~,)(_11, ,~) + . ,  (.4)~ . ( , ) ( .4 ,  .~) :-: +_ o .  (.11) ~, (..4, s). 

Wir haben  also mindes tens  eine LSsung der l~ffervallgleiehun.q 

(8) ~ (.1, s ) =  p ~ ,  (_4, s) 

gefunden,  n~mlieh 

(9) Ft, ~ ( / ,  s ) -  I ' I + ~' + "'  (Jl) o(,)(.4, 8) + (;~1~ (,.4, ~) } ,  
.... ~1 (n) . . . .  

wo die Kons tan te  G~ (1) und  die FunkCion +_. C.~..jt ~1/GO) (_4, s) + G~ ~) (.1. s) sieh mi t  

dem I n ~ r v a l l  ..4 ~ndern. 

Wir  sammeln  diese Ergebnisse in dem folgenden Satz: 

Satz  6. Ist g (X, s) in Bezug auf  s eine Funktiou der Klasse L ('2) u . d  G~ (..4) 

die dem Intervalle _4 entsprechende Konstante, dann werden, unto" der Voraussetzuug 

V(~)(.:I) > o ,  dutch starke~z Grenziibergang zwei Inte,rvallfunktio~e,~ bestimmt : 

�9 ,.4.qp~++ (z, s) -~+ .1.q.~,, (z, ~) .-->-> e(,) ( 1, ~), V~) (~, 8) 
. ~  (1)" ,, r.z (...li ~'' ' 

tcelche gleichfalls der Klc~se L(") angehb'reJt; die Intert, all.qleichung: 
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(J, 8)= : ,~,,  (,4, ~.) 
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wird dutch die L6sung 

I i I (9) t , ,  ,~ (..1, .,.) = .[ +_ (;, (.4i' +- (;~ (.:1) ~;(,) ( 1, .,.) + , ! ' ) ( J ,  ,,.) l 

geniigt. 

Wir wollen jetzt die GrSsse der Intervallk0nstante mit der GrSsse der beiden 

Punktkonstanten der Endpunkte vergleichen und betrachten zu diesem Zwecke die 

Gleichung 

(~) ::l.q~,, ()., ,,.) - ,q~,, (k_~, .,.) - ~q..,,, (~,, s) 

und die 2 Punktkonstanten (1~(~) und (;~(~), so wie auch die IntervaUkonstante 

G~(J). Es sei G die mittlere dieser 3 Konstanten; wir dividiren die einzelnen 

3 Glieder mit G')"; es konvergiren hiernach fiir ~--*~ die 2 Glieder stark und 

deswegen auch das drit~e Glied, weil ja die Eigenschaft der starken Konvergenz 

addi~iv is~. Hieraus folg~ aber offenbar, dass die mittlere und gr&sere der 3 Kon- 

stanten gleich sind. Es gilt also der Satz: 

Satz 7. Sind die 2 Punktko~sta'nten (;~ ().~) und G~ (~) gleich, dann ist die 

Intervallkonstante Ga (A) gleich oder kleiner als die beiden; sind G~ ().~) u~d (;~ (~) 

ungl~ich, dann ist Gx (_1t) gleich der grSsseren dieser Konstanten. 

In ~hnlicher Weise beweist man den Satz: 

Satz 8. 1st das Intervall A i~t 2 Teile J '  uq~d 1 "  geteilt, dam~ ,ind die 

der 3 Koustanten G~ (~/), G~ (,4'), G~ (A") gleich, die dritte gleich oder ]deiner. 

Es ist n~mlich 

und man braucht nur mit G 2" zu dividiren, wo G die mittlere der 3 Konstanten 

ist. - - W e g e n  der folgenden Ausffihrungen mfissen wir uns gelegentlich auf den 

Fall besehr~nken, dass die 3 Konstanten, die den Intervallen (o, ~1), (o,),.~), (Z 1, ~.~) 

entsprechen, alle gleich sind. Die vorhergehenden 2 S~tze geben uns die Mittel 

uns fiber diese Frage zu orientiren. Wir nennen vorl~iufig die 3 Intervallkon- 

stanten: k0 ~,, k0 ~, k~ ~.~ und die 3 Punktkonstanten: k~, k~.,, k~..., die entsprechenden 

e~nk~u~ktio.e~: e~)(~), G ~1 (~ ( ~  (8) ).l V ] ~  
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1. Es seien die 3 Punktkons tan ten  ungleich z. B. 

Nach Satz 7. is~ dann:  

die 2 I~tervallko~stanten siud gleich, die dritte kleiuer. Aus der Gleichung 

.<J .q2 n (J~, 8) = g2 ,z (J~2, 8) - -  g2 ,,. (Z l . 8) 

erhal~en wir dureh Division mit  /c?" und n--~ r 

G (1) (.4, 8)-~-- G -0) (s). 

Es komm~ dieser Fall  nicht  sparer in Betracht. 

I I .  Es seien die 2 Punktkons tan ten  gleich, die dri t te  kleiner oder grSsser: 

Dann ist 

k~., ~_. ~ k~,, ko ~, = ko, ko ~-~ ko, 

also wieder: die 2 Intervallkonstanten sind gleich, die dritte kleiner. 

Ist 

dann ist: 

is~ dagegen 

d~nn ist 

is~ hier eben 

ist aber 

Diesmal finden wir: 

(z, s) 
k 2 n 
R~ 

.)_) (_~!I)(8)- G! ') (b')-- ,..I G~ I) (s 
A2 A1 

~t I ~ / 

k~, ~, ~ k~,, G(')(.'-/, s) = z/G(~ ~) (s) (Trivialfall); 

G (') (s)---- �9 i t ~).~ 

k~, ) .~=]Q, ,  f o l g t  G( I ) ( / / ,  s ) = J G ~ :  ) ( 8 ) = 0 ;  
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]C).~ )._~ < k&, 

b rauch t  G (1) (d,  8) nicht  zu verschwinden. 

Abgesehen vom obengenannten Trivialfall besch~ifgigen wir uns nicht spSter 

mit  diesem Fall. 

(2) k o < k a , = - k ~ .  

Dann ist .  

k~, ~..~ < k~, , ko ~, - - ka,--  ko ~.., d. h. 

die 2 In terval lkonstanten s ind  gleich, die dri t te  gleich oder kleiner. Wir  finden 

1st 

dann ist 

Is t  dagegen 

dann ist 

~' ~- (~ '  '!') ~-~ G!. (4 - (;i',) (4 = J Ci  ') (4.  k 2  ii. Z~ 
2q 

ell ) (4 # C~tl),, (4, 

k& ~, := k&, e (t) (d, s) =-.//G(~ ~1 (s) (Trivialfall). 

G~ 1) (4 = a!')(4 

ka, & ~ ka, ; 

damit  die 3 Interval lkonstanten gleich seien: 

muss auoh 

G (I) (d, s ) =  o. 

Auch hier besch~f~igt uns sp~ter nur  der Trivialfall. 

(3) ko = ka, < ka,. 

Dann  is~ 

�9 ka,  a, = ko a, = k~...; ko ~, ~ ka,  < k~ , ,  

also: die 2 Tntervallko~,~ta~ten s ind  gleich, die dri t te  Meiner. Ausserdem finden wir: 

~(') (~, s )=  ~ ) ( 4  
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Auch dieser Fall verschwindet aus der spis Betrachtung. 

(4) J(;z, < kz~ -~ k o. 

Dann ist 

ko ~,-- kz, ~. = ka:, ko ~... ~ kz,, d .h .  

<tie 2 [ntervallko~staJ~ten sind gleich, die dritte gleich oder kleiner. 

G(') (.4, s)= '!'.) (sl. 

Hier interessirt  uns der Fall: 

Wi r  finden : 

)['o l :  - " ]r 2~ - -  k ) . ,  ).2' 

I I I .  Es seien alle S Punktkons tan ten  gleich: 

k o = k~, = k~.~ = k. 
Dann ist : 

ko~ ,~k ,  k 0 z , ~ k ,  k~.,z.,~__k. 
Wir finden 

�9 t .q~,,  (Z,  ~.) 
k~ . . . .  ,, - , +  a i '  o)_ (8 ) -  G (1)~, (8)~--J Gia)(~'); 

ist also 

Gi': ) (~)+ ai~ , (~,), 
dann ist 

also 

G(a) (/1, s) -= zt G~ 1) (s) (Trivialfall). 

Is t  dagegen G~) (s ) -  (r kann man nu t  behaupten, das k;., ~, ~ k; auch in 

diesem Falle ist es mSglich, dass die 3 Interval lkonstanten alle gleich sind: 

ko ;., = -- ko ~.~ = k, h L, .  

Wir wollen sofort ein Beispiel durchrechnen, indem wir als Ausgangsfunlrt ion 

g(~,s) eben die Funkt ion  K(]t,s) benutzen; zwar liisst dieses Beispiel sich nur  in 

der Theorie der Integralgle ichungen benutzen, weil ja  ). ein Interval l  durchlaufen 

soU. Wir  setzen also 
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g ()., 8) = g ()., s) 

und finden durch I terat ion 

gl (Z, s) -~ (K (s.);  K (~,,.)) --- K~ ()., s) 

:/, (z, 8 ) = K , + ,  (z, ~). 

Es wird dann 
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11/-4.q,, (z.) II 11.4.K,,+l(Z.) II---, a, (.4) 
i i - 7L - ,  (Z . ) I I - -  il ~4 K,, (Z.~I 

In  der oben zitirten Abhandlung,  die zwar nur den algebraisehen Fall behandelt ,  

sind als Ausgangsfunkt ionen die Grundfunkt ionen  benutzt,  d. h. die Funkt ionen 

l o s : ~ u  
, U - - - I , 2 , . . .  ~; , , (8)  = I I ~ = ~  

Man finder dann als erste I tera t ion die Funkt ion  K(s, u), u - I ,  2 , . . .  und kSnnte 

also in der Tat  ebenso gut  die Funkt ion K(s, u), u =  x, 2 , . . .  als Ausgangsfunk-  

tion benutzen. Die Kons tan te  wurde dann P.,,,~ bezeiehnet; man hat te  hiernach 

die Grenziiberg~nge: 

g~.+, (~, ~) _K2 n ('/~, 8) --->-~/_/u(1 ) (8), - - - - -  -r  H (1) (8), 
~Q2 n .C2"2 n u, 1 

U, 1 lt~ 1 

II K,, (,,, .)11 ~,, --, y~:' 
i t ,  1 

in. Beh'acht  zu 

also erstens 

ziehen. Wir  brauchen hier dieselben Bezeichnungen. Es wird 

II ~ ' g " + ~  (Z" ) l l  ~ ,  (.+t). 
I I~K , (Z . ) I I  ---' 

Um die GrSsse dieser Konstante  ~21 (//) abzusch~tzen bet rachten wir die Gleiehung 

.4 g2, (Z, .,,') = .,I K2 ,,+, ()., s) = K.,. ,,+1 (Z2, 8) -- / fk"2 , ,+ I  (Zl, 6") 

oder vielmehr die hiervon abgeleitete:  
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II ~ , , ( ; ~ .  ) I P =  II ~' K~ n+i(Z. )11 ~ = II K~ n+10~ ~ . )IP + I I / ~  '~+I(Zl" )11 ~ -  2 K , .  +~(2,.., Zr). 

~) Ist  nun ~..~,l = ~l,,~, erhalten wir 

II ZK~,+~, , . ( ;~ .  )112- + . . . .  - -  ~ HI,~)(;~,1; : ( u T Y  + ( v  (')~ 
~-1, 1 

ist rechte Seite # o, haben wir einen Trivialfall. Ist  dagegen 

dann ist 

2) Is t  dagegen 

dann wird 

~ ./ 

~ (~/) ~ ~ , ~ .  

P-~, ,~ < ~%.., ~ = p., (.~), 

H p  (~, 4 = H~,~ (s) 
. ) .~ ,1  

w 4. Intervallfunktionen als Zuwl~chse yon Punktfunktionen. 

In einer Reihe yon F~illen h~ben wir im vorhergehenden die Gleichung 

(IO) G (1) (J ,  s) = J G)~ 1) (s) 

gefunden; es ist hier G(1)(J, s) die charakteristische Funktion, die dem Intervall 

(~l,~)Sentspricht,  wKhrend G(~l)(s) die charak~eristische Funl~ion des Punktes 

ist. Die Rich$igkeit der Gleichung (IO) war aber auf Trivialfiille beschr~nkt, 

d. h. auf solche F~lle, wo eben die direkte Iteration des Zuwachses J g ( ~ ,  s)iiber- 

fiiissig ist, indem man sich mit der Iteration der Funktion g (~, s)begniigen kann. 

Abgesehen yon diesen F~llen beschr~inken wir uns auf die F~lle, wo die 3 Inter- 
vallkonstanten der Intervalle (0, ZI), (o, L,), (~, Z~) gleich sind un.d wollen bier eben 

mittels der In$ervallfunktionen eine Punktfunktion in der Weise definiren, dass 

die Gleichung (Io) ihre Giiltigkeit behalf. 

U m  eine solche Punktfunktion G (~) (4, s) zu bilden setzen wir erste~s 

(~ ~) G (~I (o, s)=o 

und zwei~ss  
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G (1) (;~, s) = V (~) (~, s), 
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wo ~ das I~tervall (o, ~) bezeichnet. 

D a n n  ist 

G (1) (Z, 8)~--- G (1) (~, 8) - -  G (1} (0, 8). 

Wir  bet rachten nun  die Interval le:  J =  (~1, Z~), J'---- (o, 21) , J "  : (o, ~) mi~ der  

gemeinsamen Kons tan te  G~ (J);  aus der Gle ichung 

~,g~,,(~,, 8 ) = ~ , ' %  (2, ~) ~,' n - g ~ , , ( 2 ,  8)  

erhal ten wir dann  

G O) (z/, 8) = G (a) (z/", s) - -  G (~) (z/', 8) ---- G (~) (;~, s) - -  G(') (;~, s) ---- A G (1) (Z, 8). 

U~Tter der genannten Beschrh'nkung gill  also der Satz: 

Satz  9. Die Intervallfunktion G (~) (zl, s) ist der Zuwachs der Puuktfunktion 
G (i) (~,, 8). 

I n  diesem Falle (dem))l%rmalfalle))) haben  wit  eine LSsung der  Zuwachs- 
g le ichung 

gleichung:  

ni~mlich 

(I) gefunden.  Wi r  fanden  n~mlich oben eine L5sung  der In~ervall- 

~,; ~ (~, 8) = .  + ~, (j-~, 

Die Gle ichung 

9~ (~; 8)= ~,9~, (,~, 8), 

+_ G~ (d) G (~) (d, s) + G~ ~) (J ,  8)} 

~+ 
�9 = i - -  (~1 ('~--)' +- G1 (z~lr zJ G (1) (Z, 8) ~- J G~ 1) (;~, s)}. 

(,) 

wird also yon der LSsung 

(I3) 

befriedig~. 
40--29643. 

-t- G1 (z/) (~(1)(21 8) -t- G~ l) (A, s) 

Acta mathematlca. 54. lmpHm6 le 30 avril 1930. 
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w 5- For t se tzung der  I tera t ion.  

Um nun die Funktion g(2, s) weiter ausniitzen zu kSnnen setzen wir: 

(x4) g(2, 8) = e (1) (2, 8)2F 6 (2) (2, 8) 

(I5) J g ( 2 ,  s ) = A  G (~) (2, s) + jg(e)(2, s), 

wo die letzte Spaltung orthogonal ist: 

(~6) (~ G~)(2. ); ~g(~)(2. ))=0. 

Durch Iterat ion entsteht: 

~a~ (2, 8)= ~ Gi ') (Z, 8)+ ~61 ~) (Z, 8). 

W~re nun der Quotient ]]Jg,+i(2.)[]  1igg.(zli|l konstant, dann w~re schon dg~2)(2, s ) = o  

und j g(2) (2, s) eine NullSsung, d. h. 

(K(s.);  Jg(~) (2.)) = o. 

Sind dagegen die Quotienten [[ J g , + i  (2.)1[ I ] ~ : ) i i  verschieden, dann ist Jg~2)(2, s ) ~ o ;  

um d g~(2, 8) welter anszuleeren, setzen wit die Iteration fort: Kons~antenbestim- 

mung, sturker Grenziibergang, Abspaltung, wofern wir wieder die 2 Voraussetzungen 

machen I)[I  V(2)(J)I] > o  (~ 2, 7) und 2) den >>Normalfall, (den Satz 9). Wir  

finden dann: 

LIg (2, 8 ) = z ]  e (1) (2, 8) q- z] e (2) (2, s) + A g (a) (~, 8) 

f ]g l  (Z, 8)---~ e l  1) (2, 8) 2F ~ e l  2) (2, 8) 2[_ L/e?)(2, 8). 

Ist jetzt  II ~g(:)+l (2.)1! ko . s t .n t ,  aann ist ~ g(~' (2, 8 ) = o ,  und J gl ()', s) ist schon 
�9 II d ~;~)(2 )11 

dutch die 2 orthogonale Glieder ersch5pft: 

A 61 (2, s ) =  A G! 1) (2, 8) + A G(~ 2) (2, s), 

und A g(8)(2, s) ist eine Nullfunktion. 

Im entgegengesetzten Falle setzt die Iteration sich fort. Wenn wir voraus- 

setzen, dass erstens die GrSssen V (1) ( J ) >  o (w 2, 7), und zweitens dass der Normal- 
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fall des Satzes 9 immer eintritt, finden wir eine abnehmende Konstantenfolge: 

> > ( z ) . . .  

mit entsprechenden Intervallfunktionen: 

und 

wo beide Summen 

~/G (~) (Z, s), J G (2) (Z, s ) , . . .  

G~ 1) (Z, s), J G?  (Z, s), . . . ,  

absolut und stark konvergiren. 

ErschSpft die Summe ~ J G(, ") (~, s) immer noch nicht den Zuwachs A g~ (~, s), 

dann l~sst sich, immer unter den zwei obengenannten Voraussetzungen, die 

Iteration wieder fortsetzen, indem man yon der Funktion 

ausgeht; die neue abnehmende Konstantenfolge liegt g~inzlich unter der vorigen. 

Wenn die zwei genannten Voraussetzungen immer zutreffen, nennen wir die 

Funktion g (~t, s) eiue tZun]ction mit durchlaufend~" Zuwachsiteratiom Nach einer 

abz~hlbaren Anzahl yon Schrltten bricht die iteration ab; wir haben dann eine 

abz~hlbare Anzahl yon Konstanten und charakteristischen Funktionen gefunden; 

geben wir diesen Mengen durch zweckm~ssige Permutation den Typus to, dann 

schreiben wir das Ergebnis: 

Satz 10 (Entwicklungssatz). Es sei K (s, t) ein beschrSnkter Kern und g (), s) 

eine Funktion yon L (2) (in Bezug auf s) yon durchlaufender Zuwachsiteration; der 

Zuwac~ der lterirten." 

gl  (~*, 8) = (]1 0~2, 8) "-- gl  0~1, 8) 

lh'~'st sich d a ~  in einer absolut und stark konvergirenden Reihe ~aeh den Zuwdehsen 

der charakteristischen Funktionen : J G~ ~) (g, s) entwickeln ; 
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(, 7) <tg,  (it, s ) =  ~ ~1 a~,)(it, s). 

Die ent~prechende Reihe ~ zt G (') (it, s) konvergirt gleichfalls absolut und stark, und 

die Differenz 

A 9 (it, s) - y ,  ,4 a(,)(it,  s) 
Y 

ist eine Nullfunktion des Kerns oder verschwindet identisch. 
Die Zuwachsgleichung 

hat die Lb'sungen 

~; ~ (it, s ) =  +_ 

..~ ~ (it, s) = ~, ~ t~ ,  (it, 8) 

I 
G,(.4); + G,(.4) G(")(it, s)+ G~')(it, s), v -~I ,  2, 3 , . . .  

w 6. Die inhomogene Zuwaehsgleichung. 

Es sei nun die inhomogene Zuwachsgleichung 

(18) LI u (it, s) = ~,! h (it, s) -- I~-.t h, (it, s) 

vorgelegt; u(it, s) sei eine gegebene Funktion, die in Bezug auf s L ('~) gehSrt und 

ansserdem im Sinne yon w 4 durchlaufende Zuwachsiteratio~ besitzt; h(it, s) ist die 

unbekannte Funktion, welche in derselben Weise L (2) angehSren soil. 

Wit  bemerken zuerst, dass wie gewShnlich die Differenz zweier LSsungen 

yon (I8) eine LSsung der homogenen Gleichung 

o = ~ h (it, s) - ~ ~ h, (it, s) 

ist; es dreh~ sich deshalb vor allen Dingen darum eine einzelne LSsung von (I8) 

zu finden. Zu diesem Zwecke bestimmen wit das I~erationssys~em yon ..tu(it, s): 

Intervallkonstanten: U1, U~, Us . . . .  , charakteristische Funktionen: U ('') (it, s), 

U~")(it, s), n-~ I, 2, 3 , . . . ,  LSsungen der homogenen Gleichung: 

I 
+- u~' +-- u ,  3 u(')(it, s) + J ui'> (it, 8). 

I U (') ()., s) eine LSsung; Is t  U ,  _4 U(')(it, s) + # U~')(it, s) = o ,  dann  ist  - U:'  
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I 
ist -- U, 4 U (') (Z, s) + .4 U~ ") (L, s) = o, dann ist ~j_, U (o (Z, s) eine LSsung. Sind 

I 
beide Ausdriicke yon Null verschieden, dann sind .+ U, beide Eigenwe~e. Wir  

beweisen zun~chst den Satz: 

! 
Satz 11. Ist  f f  @ ~ ,  n - -  I, 2, . . . ,  u nd ist te ~ auch keine VerdichtungssteUe 

der Grb'ssen U~' dann konvergirt die Reihe 

(i 9) J j  (Z, s) = ~, # ~t V!") (Z, s) +__ t,' l_]_; 4_U('_')_(~, s) 
I - -  ~t ~ U~ 

?~ 

absolut und star# in Bezug au f  s; die Reihe defini~:t eine Funktion j (L, s), die in 

Bezug auf  s L (2) angeh&'t. Beweis: Die Reihen ~ J  U(l')().,s)=u~(1, s) und 
?~ 

~_~ U~ J U(")(~, s) = u~ (Z, s) konvergiren beide absolut und, in Bezug auf s, stark; 

schreiben wir dann 

.4 ui")(~, s) 
Fs ..1 v?')(~., 4 =  F, I1~ ~:')(~:.)11 II ~/v~")(~. 111 

71, 1;: 

und 

~/U(") (Z, s) 
y,,~ v~ ~1 u~")(z, 4 = ~, II ~1-~Y(,-,~-(z :)II �9 v~,ll~/u(")(z.)ll, 

konvergiren die Quadrutsummen 

F, I I~ ui")(x.)ll' una "F, u411~/u(")(x.)ll'; 

es dreht sich nur darum, einzusehen, dass auch die Oua~lratsummen 

~ lid u?')(~..)lP u~ll~u"(~..)lP 
( i _ _ #  2 Vi~),~ u n d  Z ( I - - t t '  UT~)~-- - 

11. ? |  

konvergiren. Dieses folgt aber unmittelbar aus dem Umstand, dass die Gr5ssen 

I 
( IL-I~-U~ zwischen 2 positiven Konstanten liegen. Es ist ~.lso dutch (19) die 

Funktion j (Z, s) definirt. 

Wir  wollen nun den Ausdruck J j ( ) . , s ) - -#_ . l j ,  ()., s) berechnen; zungchst 

finden wir durch Iteration: 
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1 - -  t t  ~ U ,~  

(20) 

Es ist also 

J j  (s s) - -  ~t A]]I (~, 8) = Z #~4  U(I ~) (~, 8) - -  ft  3 U~'t z ]  V~ n} (~, 8) 
1 --~'~ U~ '//, 

qg 

Mifi Hilfe dieser Gleichung wird die vorgelegte Gleichung (18) zu der fol- 
genden reduzirt: 

(2I) du() , , s ) - -#Ju, ( , l , s )=d(h(~,s) - - j (~ ,s ) ) - - lad(h , (s  

Die Gleichung (2I) wird aber geniig~, wenn wir 

(22) h(L s ) =  u (~, s) +j() ,  s) 

setzen. Wir driicken dieses Resultat in den folgenden Sa~z aus: 

I 
Satz 12. Ist #~ # -~.~, n = x, 2, und ist l~ ~ auch keiue Verdichtungsstelle 

I 
der Gr&sen ,~.~, dann hat die inhomogene Gleichung 

(18) ~/u ()L, s )=Ah(~,  s)-- , J  hl ()., s) 

die L&ung 

h (~, ~) = ~ (~., ,) + j (~, ~), 

wo j (~, s) dutch die Gleichung 

(19) 

bestimmt wird. 

A j  ()., s) = ~ tt:l UI ") (Z, s) + t? U,~ ~ /U ('*) (), s) 
I - -  ,tt ~ U~ 

(2a) 

w 7. D i e  Z u w a c h s g l e i c h u n g  erster  Art. 

Wir  betrachten schliesslich die Gleichung erster Art: 

J g ,  ()~, s)=(K(s  .); d g ( s  .)); 
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es sei hier  gl (Z, s) eine gegebene Funkt ion  der Kl~sse L (~'), g (Z, s) eine unbekannte 

Funkt ion  derselben Kl~sse. Obwohl nun  g (~, s) eine unbekunnte  Funkt ion  ist, 

ist das I terat ionssystem doch bekannt,  n~mlich dasselbe wie dus [ terat ionssystem 

der bekannten Funkt ion  J gl (~, s). Wi r  setzen vomus, d~ss J gi (~, 8) durchlaufende 

I tera t ion  besitzt. Wir  beweisen jetzt  den folgenden Sutz: 

Satz 13. 

der Gleichuny 

(23) 

sind : 

Die notwe~digen u~d hinreichenden Bedingungen fiir die LSsbarkeit 

A g~ (Z, s) = (K (s.);  d g (Z.)) 

I) Die Reihe ~ A  G ('} (Z, s) muss absolut und, in Bezug au f  s, stark konvergiren, 

2) Die absolut und stark konvergirende Reihe ~ d  G~ *) (Z, s) muss die Summe 

zi gl (Z, 8) haben. 

Die :Notwendigkeit der Bedingungen leuchtet  ein; denn (I) und (2) sind ja 

beide erfiiU~, wenn g(4, s) eine gegebene, in Bezug auf  s, L (2) ~ngehSrige Funkt ion 

ist. Anderseits, ist :~J  G (~) (4, s) ubsolut und stark konvergent,  dann ist 

(K (s.); E ~ ~(')(~.))= E (K(s.); ~ a(')(~ ))= F, ~ Gi ~) (Z, 8)= ~gl  (4, s). 


