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Introduction. 

w I. - -  La recherche des singularit~s d'une sdrie de Dirichlet est essen- 

tiellement plus difficile que celle des singularit~s d'une s4rie de Taylor. 

Dans les sdries de Taylor les puissances grant enti~res il est infiniment dif- 

fieile de se rendre eompte de la vraie forme sous laquelle doivent intervenir des 

combinaisons des exposants et des coefficients d'une s~rie de I)irichlet quand il 

s'agit de passer des sdries de Taylor aux s~ries de Dirichlet g~ndrales: ainsi par 

exemple si un thdor~me concerne des s~ries de Taylor (ceux concernant les s~ries 

lacunaires raises s part) il est diffieile de pr~voir si la difference des exposants 

successifs dolt intervenir dans le th~or~me gdn~ral concernant les sdries de Di- 

richle~ et "~ quel moment. 

Remarquons aussi que thSoriquement parmi les th~or~mes concernant les 

singularit~s des s~ries de Taylor doivent ~tre considdr~s comme les plus impor- 

rants ceux qui permettent de donner dans leur ensemble d'une part des condi- 

tions pour qu'un point fixe soit singulier (Wigert-Leau-Faber), d'autre part des 

lois permettant de passer de ces cas simples aux cas plus compliqu~s par des 

operations sur les coefficients entralnant des operations simples sur les singulari- 

t~s (Opdration de M. Hadamard, Operation de Hurwitz), et enfin ceux donnant 

des relations entre les coefficients d'une sdrie de Taylor et 1~ nature des singu- 

larit~s (th~or~me de M. t tadamard sur les s~ries de Taylor reprdsentant les fonc- 

tions m~romorphes). 
1--29764. Acta mathemat~ .  55. Irnprim~ le 19 d6cembre 1929. 
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II s'agit donc de h'ouver des combinaisons entre les eoOfficients et les exposants 

d'une sdrie de Dirichlet g~n~ralisant la notion des coefficients des s~ries de Taylor 

(ear en g6n~ral on ne pent pas traduire un th~or~me concernant les coefficients 

d'une s~rie de Taylor en un thdorSme concernant directement les coefficients 

d'une s6rie de Dirichlet g~n~rale) et susceptibles de fournir des renseignements 

sur les fonctions correspondantes et qui se rapprochent autant que possible de 

ceux concernant les s~ries de Taylor et citds plus haut. 

J 'intr0duis darts ce travail une de ces eombinaisons qne j 'appeUe >>coeffi- 

cient -tayloriem> d'une s~rie de Dirichlet qui donne beaucoup de renseignements 

sur l'allure de ces fonctions et qui ressemblent s ceux que donnent les coeffi- 

cients d'une s~rie de Taylor sur les singularit6s eorrespondantes. 

w 2. - -  Nous d~signons dans tout ce qui suit par s la variable complexe, 

par a e t t  des variables r~elles telles qu'on air s : a + i t .  Nous supposerons que 

les s4ries de Dirichlet considdr~es ne sont pas partout divergentes, donc qu'elles 

possSdent un axe de convergence a~-ao, a o < + ~ .  

Soit f(s) = ~ane-an ` (o < )~n < )~n+l, lim )~,,: ~) une sdrie de Diriehlet et la 

fonction suppos4e uniforme repr~sent6e par cette s~rie. Soit 6 0 l'axe de conver- 

gence de cette sdrie. 

D~signons par E(f ,  al) l'ensemble de tons les points non-rdguliers de f ( s )  

situds dans le demi-plan a >  al. 1 E( f ,  al) n'est pas vide seulemen~ dans le cas 

off a~ < ao. 

D~signons par E ( f ,  al, to) le sons-ensemble de  E( f ,  a~) situd dans le demi- 

plan t > to. 

Si sur une droite t---- tl il existe un point de E(f ,  aj), d6signons par at~ celui 

des points de E( f ,  a~) qui de tons les points appartenant s cet ensemble et sitnds 

sur la droite t-~t~ est le plus ~ droite: ainsi, si a~,~at~§ tout point a §  

avec a > a ~  est un point r6gulier de f(s) .  ~ Si sur la droi~e t-~te il n'existe pas 

de points de E( f ,  a~) posons at~=a~, donc at~-----a~ + its. 

Lm fonction f(s) et la quantit6 a~ 6taut donndes, les symboles at et a~ 

(a~=at + it) sont d~termin~s quel  que soit t. 

Posons a~ ---- lira a~. 

1 Nous  appe lons  e n s e m b l e  de po i n t s  non-r~gul iers  de f(s) dans  le demi-p lan  a > a 1 l ' e n s e m b l e  

compos~ de t 6 u s  les po i n t s  s i ngu l i e r s  de f(s) dans  ce demi -p lan  et  de t ons  les po in t s  qu i  ne  son t  

su r  a u c u n e  courbe (si~ude dans  ce demi-plan)  p a s s a n t  pa r  u n  po in t  od f(s) converge  e t  ne  p a s s a n t  

pas  pa r  les po in t s  s ingu l i e r s  de f(s). 
2 I1 ne  f au t  pa s  confondre  qL et  6 o avec qt pour  t r e s p e c t i v e m e n t  ~gal ~ I e t  o. 
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Pos0ns a } =  borne supdrieure des at quand t varie de - - ~  s + or Nous 

choisirons la quantR6 al telle qu'on air az < a}. 

Soit , un hombre p0sitif fixe. D6signonS par D~ ~, un ensemble de points 

int6rieurs qui eontient l'ensemble E( f ,  aj) et t e l  que quel que soit le point A 

appartenant ~ D~ ~ il existe un point B appartenant s E ( f ,  al) donL la distance 

de A soit inf6rieure ~ , .  

D6signons par D ]a, l'ensemble des points du demi-plan a>_--a~ + ,  qui n'ap- 

partiennent pas ~ D~ ]a'. 

D6signons par C~J, l'ensemble des points fronti~res de D~J,, par C~,2a la 

partie de C~, ~, contenue dans la bande a _--< t =  </~, et par L~]~, la longueur totale 

des eourbes I C~a communes s C~,g et s la fronti~re de D/~ 

Soit k une constante telle qu's tout ~ on peut faire eorrespondre un Df*, 

tel que quelque soR s appartenant s D~, ~' on aR: 

If( ) I < M(e) l tl 

M(e) ne d6pendanL que de ~. 

Soit v la borne inf6rieure de t o u s l e s  k jouissant de la propri6t6 prgc& 

dente. Nous constaterons ce fair en disant que f(s) est B(v, al) ou f(s) poss~de 

la propri6t6 B(v, al). 

Si v d6fini comme ~ l 'instant v6rifie lui m6me la propri6~6 (I) nous dirons 

que f(s) est B(v, al): ainsi dire par exemple que f(s) est B(6, al) revient g dire 

que If(*)l < M(,) dans D~, *,. 

Soil k une constante telle qu'~ tout e on peut faire correspondre un D~, ~, 

tel qu 'on  aR pour les points s qui font partie de ~ * ,  

(2) [ f (a  I ~- ~ "q- i t)  l < .MI(~) ] tlk' , El(o" -q- /~)]  < MI(~)  n k '+l ,  

n,n+l et n-~-- I, 2, .) (3) [ f ( s ) [ [ T ~ - l , - n  + L f~, ] < M2(,)n r', (s sur C -n-1 , -n  C",~+1, t~Efffl �9 . 

(4) Max (k', k") = k, 

MI(* ) eL Ms(e ) ne d6pendanL que de e. 

Soil v la borne inf6rieure de Lous les k v6rifiant cetLe condition nous dirons 

que f(s) est  AB(v, al). 

i Ces courbes sont supposdes en nombre fini pour chaque a,/~ et rdguli6res. 
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Si k est tel qu's tout e on peu t  faire correspondre un /)f~, et une suite 

al, a~ . . . .  , an, . . . ;  a ~ > o ,  l i m a , = ~  tels qu 'on  nit pour les points qui appar- 

tiennent ~ Df~ ~' et situ6s dans le demi-plan t >  o: 

(5) If(a1 + * + it)l < M~(,)t ~', I f ( a +  ~ . )1  < M,(,).~'+ ~-.,  

(6) 

(7) 

If(s) l L~ < M~(d,~,~" (s sur 0~ 
8 J O  1 

Max (k' + ~, k") = k 

et s i v  6rant la borne inf6rieure des quantit6s k v6rifiant cette condition ta v6rifie 

elle-m~me nous dirons que f(s) es~ C(v, al). I1  est .dvident que v ~ I. 

Une tone,ion f(s) ~tan~ donn~e si elle est B(v, al) elle est B(~', a/) pour 

En partant donc de la propri~t~ B(v, ol) on voi~ que v est Une fonction 

d~croissante de a soit: v(a). 
Cette fonction coincide a v e c l a  fonction bien connue de M. LindelSf pour 

Une quantit~ h dtant donnde d6signons par a(h) la  borne inf6rieure des 

quantitds a telles qu'on nit v(a)----h. 

N o u s  appellerons une sdrie de la forme ~ane - ' s  s6rie de Taylor-D. 

Une fonction ddfinie par une s6rie de Taylor-D est 6videmment B (5, at), 

A B  (o, a~), C (i, at) qnel que soit a~. 

I1 existe des s6ries de Dirichlet diff~rentes des s6ries de Taylor-D jouissant 

des m8mes propri~t6s. 

Patrons,  par exemple, d'une s~rie de Dirichlet 2 ' ( s ) ~ a , e - Z n  s qui admet 

un axe de Convergence absolue a = a x  < + oo. 
Soit O(s)=~b,e  -'~s une s~rie de Taylor-D d'axe de convergence ao>aA. 

Posons aA < at < ao et supposons que E (0, a~) ne possSde que des points singu- 

Hers isolgs non critiques. 

Soit T(x) une fonction entibre; T(x)-~ 5Cnx  '~. 

La fonction T(F(s )+  O(s)) est une s~rie de Dirichlet, 

~(~) = r(F(s)  + O(~))= Z k ~ - ~  ~ 

diff~rente d'une s~rie de Taylor-D et qui est B (o, a,), A B  (oi al), C (I, ol); on 

a ici E(~0, al)--=-E(O, ,~). 
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On peut en donner plusieurs autres exemples, et off E(~0, a l )ne poss~de pas 

la m~me r6gu]aritd sans ~tre vide. 

Dans le chapitre I nous donnons un th~or~me particulier de composition 

H de deux s~ries de Dirichlet appartenant au m~me type (c'est-s avec les 

m~mes ~n) ce th6or~me contenant le th~or~me de M. Hadamard sur les sdries de 

Taylor comme cas par~iculier. L' importance du th~or~me I consiste plutSt dans 

la forme I bi~ que je lui ai donn~e dans ce m~me chapitre. 

Dans le ChapRre I I  nous donnons un th~or~me de composition H tr~s 

gdndral qui lui aussi contient le thdor~me de ]K. Hadamard comme cas tr~s 

part ieulier .  

Le Chapitre I I I  est consacr~ ~ un th~or~me gdn~ral de composition con- 

cernant les s~ries de Diriehlet et contenant le th~or~me de t turwitz sur les sdries 

de Taylor quand on se borne s une partie du plan. 

Les autres chapitres sont consacr~s ~ transporter aux sdries de Dirichlet 

gdndrales les propositions connues pour les s~ries de Taylor. 

I1 "est ~vident que tous les th~or~mes pour la s~rie de Taylor dont la d~- 

monstration s'appuie sur les fairs que nous transportons aux s~ries de Dirichlet 

peuvent aussi ~tre transportds aux s~ries de Dirichlet gdn~rales. 

Quelques-uns des rdsultats de ce travail ont dtd dnonc~s dans une Note aux 

Comptes Rendus de l'Acaddmie des Sciences. ~ 

Pour  lire ce travail on n'a pas besoin de recourir ~ rues autres travaux 

concernant les s~ries de Dirichlet, pourtant il se relie gtroitement s un Mdmoire 

publid dans le Bulletin de la Soci~t~ Mathdmatique de France - -  I929. 

CHAPITRE I. 

Un cas special de Composition H concernant des s~ries de Dirichlet parti- 
culii~res, et g~n6ralisant le th~ori~me de composition de M. Hadamard. 

w 3. - -  Th~or~me I. - -  Soit f(s)-~2~ane-X,~ s une fonction qui 290ss~de la pro- 

pri~t~ C (I, ql) et soit qg(s)=~b,e-~n ~ possgdant la propridt~ t~ (5, a2) eette seeonde 

s~rie poss~dant un axe de convergence absolu a =  aa < + oQ. 

Posons H(s) = H ( f ,  q~) = ~a,~b~e-~ ~ . 

1 Tome I88, page 684. 
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L'ensemble E (H, a~ + a~) n'est form6 que par  des points a + fl et des points 

a~ + i t  + fl, t >  to oh a est un point  quelconque de E (f ,  aa, to), fl un point  quelco~que 

de JE (90, a.,) et o~ t o est arbitraire, et des points-limites de l'ensemble ai~si obtenu? 

R e m a r q u e .  - -  C o m m e  une  s6rie de Tay lo r -D  poss~de les propri6t6s  C(~, aa) 

et  B (5, a~) avec a~ a rb i t ra i re  il rdsul te  du  th6or~me pr6c6dent  que si l ' on  pose 

~ - - n  (alors f(s)-~-Y.a~e -n~ et ~ ( s ) = ~ b ~ e  -n~) la s6rie ~anbne - ~  n ' a  pas c l 'aut res  

poin ts  s ingul iers  que a + fl oh  a est  un  p o i n t  s ingul ie r  que lconque  de f (s)  et fl 

un  po in t  s ingul ier  que leonque  de ~(s).  En  p o s a n t  e - S - z  on ob t i en t  le th6or~me 

de M. g a d a m a r d .  

D d m o n s t r a t i o n  d u  t h 6 o r 6 m e  I. 

Soi t  e une  quan t i t6  posi t ive et  so ient  D~ ~, et  la sui te  o < a~; a~, a~, . . .  a , ,  . . . ;  

l im u ~ = o o  les 616ments qui d 6 p e n d e n t  de e et  qui en ver~u de la propr i6 t6  

C (I, at) de f (s)  pe uve n t  6tre choisis  tels q u ' o n  air, d ' ap rbs  la d6f ini t ion m6me  

de ce t te  propri6t6,  

(8) + + it)l < M;(e) ,  If('* + < 

q u a n d  s var ie  dans  la par t i e  de D~ ~, qui est  situ6e dans  le demi-p lan  t > o.  

r. ~ ~" < M ~  (~) ~ ,  (s sur  C ~ ~ (9) If(*) I =, , , ,  

Chois issons  D~ r te l  q u ' o n  air 

(m)  

q u a n d  s var ie  

B (6, ~,). 

D o n n o n s  

dans  D~ ~ ce 

I I < 

qui  est  aussi  possible en ver~u de la propr i6 t6  

la par~ie de C f~, compr ise  dans  la t o > o, et  cons id6rons  C~[~ , 

bande  t o _< t _--< a~. 

Fa i sons  pa rcou r i r  s la  var iab le  z==x + i y  un  d o m a i n e  J born6  c o n t e n a n t  

un  po in t  Zo-~ Xo + iyo avee 

1 C'est g dire E(H, a~+a~) ne pent contenir que les points a+~; ~l+it+~, (t>to) , ieurs 
points limites et les points qui ne sont situds sur aucune courbe situde dans le demi-plan 6 > ~  +a~., 
cette courbe passant par un point oft la s6rie H converge et ne contenant ni les points prdcis6s 
ni leurs points timites. H n'est pas partout divergente, comme nous verrons an cours de la d6- 
monstration. Le th6or6me de M. Hadamard concernant les s6ries de Taylor doit s'6noncer d'une 
maniere analogue g celle du th6or6me I avec les conventions pr6cis6es ici et en bas de la page 
2 tout en parlant du plan entier au lieu du demi-plan; l'6nonc6 qu'on donne couramment du 
th6or6me de M. tIadamard n'est pas assez rigoureux. 



( I I )  

tous les points z de J vdrifiant les conditions 

(12) > 2 ,  

( I 3 )  x >  a~ + ~ + 3  e 

(14)  [ z - - a i - - i t - - f l [ > 2 * ,  t > t  o 

quels que soient a de E (f,  a~, to) et fl de E (9, a2). 

I1 r6sulte de (12) et (I4) et de 1~. d6finition de C~.7, . 
0 

(15) I~--~--~1>~ 

Contribution "~ la thdorie du prolongement analytique des sdries de Dirichlet. 

Xo > max (a} + aA + 2 e, aa + 2 ~) 

quand z e s t  un point quelconque de J ,  s u n  point quelconque de C~,~, et fl 

un  point  quelconque de E (~ ,  a~). 

A part ir  de ce moment  on supposera que t o est choisi de telle mani~re 

qu 'on air 

at < o~ + ~ si t > to ~ 

( I 6 )  ~ ( Z - - 8 )  > (r 2 + e. ~ 

ee qui est possible en vertu de la ddfinition de 5 .  

On aura  donc quand s est un point quelconque de CAr,~,. 

point de la droi~e a =  a~ + 

g ~ g ~ + ~ o ~ + z ~ .  

qui n 'est  pas 

Quel que soit z - - x + i y  de J et s d e  C-r9 on a en v e r t u d e c e t t e d e r n i ~ r e  
~lOa n 

indgalit6 et de ( I2 )  et (13) 

Consid6rons main tenan t  la suite H,,(z) des fonctions ddfinies par l '~galitg: 

c f a Z  
e t o ~?~ 

I t  est  dvident  que si le thdoreme I a lieu pour  un t o i l  aura lieu pour  to infdrieur  au 
prdcddent.  De m~me si l 'on ddmontre  que H(z) est  ho lomorphe  dans tou t  //  form6 ~ par t i r  de t o 
par  les indgalitds (II~, (I2), (13) et  (I4) elle sera aussi  ho lomorphe  dans  tou t  domaine  A formd par  
les m6mes indgalit~s et  ~ par t i r  d ' un  to infdrieur au prdcddent.  

et  a~ < a ~ .  Voir page 2. 2 Rappelons  que a 2 < a~ 

, Le sens d ' in tdgra t ion  d tant  choisi  de sorte k laisser les points  de D~e at k droite  du parcours.  

que 
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La famille des fonctions Hn(z) est holomorphe (d'apr~s (I5)) et born6e darts 

son ensemble. 

En effet: quand z varie dans H et quand s est sur C~'~ 

(9) ,  ( I 0 ) ,  ( I 5 )  , ( I 6 )  

- -  L 0 a n  IH, (z)I < A Ma,  I/(*)l Ma,  Iq , (z- -s) l  
. a n  s sur 6~,aL z dans J 

- -  ~ to ~ n  

+ < C 

on a d'apr~s (8), 

off A et C sont des eonstantes inddpendantes de n. 

La famille Hn(~) est donc une famille normale. 

I1 existe done une suite nj ( j =  I, 2 , . . . )  telle que la suite H~j(z) tend uni- 

form6ment vers une fonction holomorphe dans tout domaine ferm6 int6rieur g z/ 

quand j tend vers l'infini. Posons 

(I7) lim H.j(z )  = t t ~  
j=o :  

En ver~u de (I I) o n  peut choisir une quantit6 a > a ) + ,  et telle qu'on air 

Xo > Max (~ + aA + *, aA). 

Consid6rons la partie Dj,, de Jg{~' dont les points se trouvent dans le do- 

maine 

a<=a, t o ~ t ~ a , j .  

Soit Cj,, sa fronti~re. 

Consid6rons d'autre par~ un cercle C1 de centre z 0 et de rayon assez petit 

pour qu'on air pour t ous l e s  points z de ce cercle et par tous les points s du 

domaine ferm6 Dj,, 

(I9) x > M a x ( a + a A + e ,  aa) ( z = x + i y ,  s = a + i t ) .  

Ce cercle de rayon 6 non nul existe en vertu de ( I 8 )  et de la d6finition 

de Dj.~. 

Quand z et s parcourent les ensembles sp6cifi6s en dernier lieu la fonction 

q~(z--s) est alors une fonction holomorphe de s. f(s) &ant aussi holomorphe 

quand s est dans Dj, ~ on a 
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(2o) 
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f f(s) (z-- s)ds = o. q9 

D6signons par C'j, l'ensemble des points de Cj, qui n'appartiennent ni g 

ni g la droite a-~a.  

On a 
a,j 

= f o. I f f( +it)99( - -iOdt 
(]fat to 

~ toanj 

1 f ~ )  99 (~_ ~) d~. 
o 

Z a,,j 3 

En d6signant par .Lj, la longueur totale des segments form6s par les 

points de C'j, on voit imm6diatement qu'il existe un hombre L tel que pour 

tout j on air 

L j , < L  

nous pouvons done 6crire en vertu de (19): 

(2 I )  ] f f(s)99(z--s)ds] < LM~(,)M,(~). 
c'j, 

En ver~u aussi de (I9) on a pour tout point z de C1 et s de la droite a = b  
uniform6ment 

99(z --s) = ~ b.e-~,, ('-') 
n 

cette s6rie converge d'ailleurs absolument. 

Nous pouvons done 6crire en vertu de (20) 

",,j 

H,j(z) = a,~. f(3 + it) ~ b'e-a"" e~"t~+"l dt i ,,j 
t~ C'je 

Comme ~ > a ) + e  et comme f(s) est born6e pour a > a } + e  on peut 6crire 

d'apr~s une formule connue 
2--29764. Acta mathemat~ca., 55. Imprim6 le 19 d6cembre 1929. 
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avec 

T 

I ff( 
t~ 

§ i t)dk(~+")dt--ak + e(k, T) 

lim e(k, T)~---o 

quel que soit k. 

On voit, donc que quand z est. dans C; on a 

p f (22) Hnj(Z) = ~,  b~e-Z,n"(am + ~j~) -- .I f (s )q)(z- -s)ds  + _Vpj(Z) 
Z a n j  

... m -- 1. C' j  e 

les ~jm ~t,ant, tels que ~/> o dr,ant, donn~ s l 'avance on peut, choisir J0 tel que 

pour J>Jo on air, [ e j ~ [ < ~  et, off (la s~rie ~b.e--~., ~ converge absolumenLL quand 

z est. dans C) 

f (23) Fpj(z) -=~.  f ( ~  + it) ~ b,,e-a,,(~-~) ds. 
" 3  m = p + l  

to 

En combinant, (2I), (22) et, (23) on obt,ient, pour z dans C1 

avee 
lira Fj(z) ----- o; 

~- 1~ bm am e -~,,~ + 1,'~.(z) + Fpj 

lira Jim i%(z)=o 
j = |  p=r 

uniformS.merit, dans C1. 

D'ofi 

lira H0(z ) -~ HO(z) -= ~, a,,bme-~.m ~. 
7,l 

Done pour z variant, dans C1 on a: 

H~ = H(z) = H( f ,  q~). 

La fonct ion H(z) coincide donc avec H~ ce qui (en nous rappelant  la 

ddfinition de z/ et le fair, que H~ est. holomorphe dans z/), "d~mont,re le 

t'h~or~me. 

Le t,h6or~me I peut ~t,re utilisd sous la forme suivant,e: 
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Th6or~me Ibis: Si pour t o et a~ fixes, l 'ensemble 

ECH, a~ + a~) off H(s )=  H(f(s) ,  9(s))= 2~a~bne-~,~ 

contient au moins un point qui n 'est  ni de la forlne a + f l  pour aucun a de 

E ( f ,  a~, to) et fl de E ( 9 ,  a~) ni de la forme at + i t +  fl, t >  t o ni un point limite de 

l 'ensemble ainis obtenu, la s6rie 9(s)=Xb,,e-~,,  ~ admet tan t  un  axe de conver- 

gence absolue, alors ou bien f(s)-~Y.ane-Z~, 8 ne poss~de pas la propri6t6 C(I,  a,), 

ou bien 9(s) ne possbde pas la propri6t6 B(6 ,  a~). 

Pa r  exemple on a en posant f(s)----9(s)=2~e-~,~ 8 (et alors H(s)=2~e-Z~ 8) 
et a~=a, le f a r  suivant:  

Si pour t o e t  a~ fixe E ( f ,  a~ + a~ o~ f ( s ) =  2~e-Z~ s poss~de au moins un point  

qui ne p e u t  8tre mis sous la forme a + fl ou de la forme a 1 + i t  + fl, t >  t o et qui 

n 'est  p a s  un point limite de tels points off a est un  point de E ( f , a ~ ,  to) et 

un point de E (f, a~) convenablement choisis, alors f(s) ne poss~de pas au moins 

une de deux propri6t6s C(I, al), B (o, a~). 

Le fair simple suivant est contenu darts ce que nous venons de dire: 

Si f ( s ) - ~ e - ~ ' ~  ~ ne poss~de des points singuliers que dans une bande 

t~ < t <  t~ en en poss6dant au moins un, alors aucune combinaison 

(24) + + + + . . -  + + 

o~1 les ai (i I, 2 . . . .  , r) sont choisis  arbi trairement n 'est  born6e pour a >  ak 
2 

t >  to, t o 6rant arbitraire. 

H(F,  F)  est encore, on le voit imm6diatement de lu forme (24); si t o est 

choisi d e  sorte que t o > Max([tL[ + [t~[ + 2[a~[) l 'ensemble ~E(F, a~', tot est vide; le 
i = 1 ,  2, * �9 r ~ 2 ] 

r6sultat prdc6dent d6montre le reste. 

C H A P I T R E  II .  

Une composi t ion H i ( f ,  9) eoneernant  les s~ries de D i r i ch l e t  tr~s g6n6rales et  

con tenant  ~galement  eomme cas pa r t i eu l i e r  l 'op6rat ion H sur  les s~ries 

de Taylor. 

w 4- - -  Dans la th6orie des moyennes typiques de M. Marcel Riesz on 

op~re avec les exp6riences de la forme 
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~, (., - ;~,,)%. 
).n < r 

une s~rie ~a,,e-~,~ ~ ~tant donnde. 

]~ous donnerons s la quantit~ variable r des valeurs num~riques qui seront 

les exposants d'une autre sdrie de Dirichlet .~bqe'--tq~: n o u s  considdrons donc les 

expressions 
�9 

ha'< l m 

et nous employons ces expressions dans un but tout s f a r  different de celui de 

la th~orie de M. Riesz. 

Nous appellerons l'expression (2~) le m i~me coefficient du type (lq) ~ et 

d'ordre k de la sgrie ~ a n e - ~ ;  nous appellerons aussi m i~~ >>coefficient tayloriem> 

d'ordre k de la sdrie ~a,,e-a~ ~ son m ~ coefficient du type ( q ) e t  d'ordre k 

c'est-s l'expression 

2 n < m  

Cette appellation nous paraitra tout s f a r  naturelle apr~s que nous aurons 

dtabli les thgor~mes des chapitres suivants; mais remarquons d~s maintenant que 

si l'on pose ~,-~n,  et en posant e - ~ = z  c'est-'~-dire en considdrant une s~rie de 

Taylor le n ~m~ coefficient tayl0rien d'ordre k est ~gal s C~ o5 

k! 
ZC"zn - -  (I - - z )  ~+~ Za ,  z'*. 

Donc les th4or~mes concernant les singularit~s des sdries de Taylor et por- 

rant sur les propridt~s de ses coefficients peuvent ~tre immddiatement remplac~s 

par des thdor~mes donnant des renseigaements sur les singularitds et portant 

sur les coefficients d'ordre k. C'est sous cette derni~re forme que ces th~or~mes 

se transportent le plus facilement aux s~ries de Dirichlet gdn~rales, comme nous 

le verrons dans les Chapitres suivants: 

Commen~ons par d~montrer le th~or~me suivant: 

Th~oreme II. Soit f ( s ) ~  ~a,,e -~,," une jbnction qui poss~de la propridt~ 

A B  (~,~, al) et q~(s): ~bne-Z~ ~ une fonction possddant la propridt~ B (~,~, a~) cette der- 

i ( l q )  d ~ s i g n a n t  l a  s u i t e  !1 ,  12, . . .  l q ,  . . .  



Contribution ~ la th6orie du prolongement analytique des s~ries de Dirichlet. 13 

nitre sdrie poss~dant un axe de convergence absolue aA. 

posons 

(26) Hl(s  ) : H i ( f ,  qg) : Za(k)b e--~n . 
i n  n 

Soit un entier k > v~ +v_~, 

si le point  o est un point singulier de f(s) ,  et posons 

(27) H,(s) : 111 (f ,  99)=  2~a~) b . e - ~  8 - -  

_ {f(k)(o) 99 (s) - -  kj~k--! ) (o)99' (s) + . . -  + (--  I)kf(o) 99(k)(s)) 

si le point  o est un point  r6gulier de f(s)  oh alk) est le n i~me coefficient du type {lq} 

et d'ordre k de la fonction f(s)  c'est-&dire @J = Z (t~-Zm)~am" 
2 m < 1 n 

L'ensemble E ( H ,  Max (a~ + a.z, a~ + a~)) n'est form6 que par des points de la 

forme a + fl et leurs points-limites oft a est un point quelconque de E ( f ,  al) et oit 

est un point  quelconque de E(99, ae). 1 

l~emarquons que le thdor~me I I  lui aussi contient  le th~or~me de M. ]~ada- 

mard comme cas tout  s fair particulier:  en effet si ~n = In---n on peut  ~videmment 

poser v l = o  , v ~ = o ;  posons donc k = 2  avec (l I et a.2 arbitraires;  si O(z)=~.anz '~ ne 

possede pas le point  un comme point  singulier la fonction F(z) O(z) ( I - - z )  3 
6 

: ~ Cnz ~ (les Cn sont tels que C ~ ' :  an) admet  le point  I comme z~ro triple, donc 

en posant  F ( z ) :  F(e  -s) = f ( s )  et T ( z ) =  ~b~z n~- T(e-'J----99(s) et en tenant  compte 

de ce que C~'----a~ on voit d 'aprbs le th~orbme I I :  

H1 (Z 99) = Z ~: '  b,~ e - ~ '  - -  { f ( o )  99" (s) - -  2 f (o) 99' (s) + f ' ( o )  99 (s)) = 

--~ ,~.~ bne -ns =- Za~bnz ~ : H(O, T)  

n'a pus dans le plan s d 'autres points singuliers que les points a -Ff l  off a est 

un point  singulier quelconque de f(s) et fl un point  singulier quelconque de 99(s) 

ou au t rement  dit elle n 'a pas duns le plan z d 'autres points singuliers que les 

points a'fl' off a '  est un point  singulier quelconque de O(z) et fl' un  point  sin- 

gulier quelconque de T(z).  

De m~me si O(z) admetta i t  le point un comme point  singulier different d 'un 

pble de degrg infdrieur s 4 on aura  encore 

i V o i r  les  n o t e s  en  b a s  des  p a g e s  2 e t  6. 
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H ~ ( f ,  qD) = 2 t~'''~v,, , ,  ~'~'--'s = Za , ,bnz  '~ = H(O, T )  

et la conclusion subsiste. 

Enfin si un  dtait  un p61e de degrd au plus 6gal s trois ce point sera un 

z6ro de degr6 au p l u s  6gal s deux pour F(z) et on aura 

Hi ( f ,  99)= ~C(~'bne -n*  - -  ( f ( o ) 9 " ( s ) -  2 f ' ( o )9 ' ( s )+ f " (o )9 ( s )}  = 

= H(O, r) + A(~) 

A ( z )  admet tan t  comme points singuliers seulement ceux de T, d'ofi encore la 

conclusion. Donc le th6orgme I I  contient bien le th6or~me de M. I t adamard  

comme cas particulier. 

Remarquons encore qu 'un th6or~me 1 avec des restrictions pour les ensembles 

de points singuliers de f ( s )  et ~(s) et que j 'ai  propos6 de d6montrer s un de rues 

auditeurs par des m~thodes qui relgvent de l ' int6grale que j 'emploie dans la suite 

est aussi un  cas tr~s particulier du th6or~me II .  

D6mons t r a t i on  du th6or~me II. 

Soient e et ~ deux quantit6s positives. Soient /),f~, et / ) ~  et les quantit6s 

k', k" ,  k ' "  tels que Max (k', k")  < v I + d, It'" < v 2 + ~ e t  qui correspondent ?~ la 

d6finition de A B ( v L ,  al) e t  B(v~., a,~) c'cst-s tels qu'on air: 

(28) If(a,  + ~ + it)l < M l ( . ) l t l  ~' I f (~  + i - ) l  < M~ (~) .~ '+ ' ,  

(29) If(s)  l ~ ' - " - ' ' - ' ~  ~'~'~+~ - "  [l.~efal + .t~efa, J < M2($)n  k'' (8 s u r  C - n - l ,  e t  C n, n+l) 

quand s varie dans /~ j l  

(so) 1~(41 < M~(~)ltl ~''' 

quand s varie clans D~'~.. 

Faisons parcourir s la variable z - ~ - x  + i y  un domaine born6 zt contenant  

un point z o = x o + i y  o avec 

(3I) Xo > ao + 2~ + a.4 

t Widder C.R. I927, A. Journal of Mathematics i927, Bull. of the American Math. So- 
ciety I927. 
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off a o est l 'axe de convergence de f(s) les points de z de ce domMne v6rifiant 

les in~galit6s 

(3 2) [ z - - - r  > 2~ 

(33) x > a ) + o 2 + 2 s  

(34) x > @ + a ~  + 2e 

q u e l  que soit le point a de E ( f ,  a~) et quel que soi~ fl de E(~,  a~). 

I1 r~sulte de (32), (33) et (34) que quel que soit le poin~ s de C~ ~,, z de J 

et fl de E ( ~ ,  a~) on a: 

(35) 1 ~ - 8 - ~ 1 > ~  

(36) ~ ( z - - s )  > tr~ + ~. 

Consid~rons alors l ' int~grale 

(37) 
ld l "  ds 

F(z) = 2--~ j f(8) ~ (~ - 8) . 8k+1 

all, 

En d~signant par  C~ la patt ie de C~ ~, qui se trouve dans les bandes 

- -  n --  I ~ t =< --  n, n _--< t_--< n + I nous pouvons ~crire 

(38) k, f 
C n 

I i  

cette derni~re somme dtant  uniform~ment convergente l'~galit~ (37) a done un sens. 

En effet on a d'apr~s (28), (29) , (3o), (35) et (36) 

i F(z)] < G1 Z (n § I)~,t-~+2ct = C2 Z I 
f~k + 1 nk + 1--~1--~'~--20' 

n n 

C1 et C, dtant  constantes. Comme ~ est une constante arbitraire positive qu'on a 

pu choisir assez petite et comme ~1 + ~ <  k on volt que (38) est nniformgment  

convergente en z donc (37) ddtermine une fonction holomorphe de z quand z e s t  

dans z/. 

D~signons par D ~  la pattie de D ~ ,  qui se trouve dans le domaine 
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a ~ a ,  - - n < t < n  

&ant  tel qu'on air ~ > a o + t et 

(39) x 0 > o + o a + t  

ce qui est possible en vertu de (31). Soit C,,  la fronti~re de D,,,. 

Consid&ons d 'autre  part  un cercle C~, de centre z o e t  de rayon assez peti t  

pour qu'on air pour t o u s l e s  points z de ce cerele 

(4o) x > h + a A + t .  

z &ant  contenu dans C~, et s &ant  dans D,,,,, ferm6, la fonetion 9(z--s)  est holo- 

morphe de s; f(s) est aussi holomorphe dans D,,,, ferm& Donc si s = o  n 'est  pas 

un point singulier de f(s) on aura si a t + t < o < 

(41) f 
Cn,~ 

{(--  I)' f(O)qp(k)(g) --}- (-- I)k--1 ]Cf @ 

+ ' ' "  + 

cax la parenth~se d6signe le r6sidu multipH6 par  k! du p61e s = o  de la fonction 

f(8) r - 
s~+l et l ' int6grale est prise dans le sens n6gatif. 

Nous avons suppos6 dans (41) que a ~ + r < o < b .  On peut 6videmment 

toujours supposer la seconde patt ie  de cette in6galit6, il suffit pour cela de 

prendre x o et a assez grand. Si la premiere partie n 'avai t  pas lieu c'est-g-dire 

si at ~ o (on exclut facilement le cas at + * - - o  par un choix convenable de t) 

la formule (42) aura  lieu; mais comme les s ingular i~s  correspondant g la paren- 

th~se de la formule (41) qui sont les ~ sont telles qu'elles ne peuvent pas entrer  

dans l 'ensemble ~ ( H ,  Max (a) + a~, @ + a~)) si a, ~ o, car alors ~.~ ~ @ ~ @ + a~, 

on voit donc qu'on peut supposer a~ + t < o. 

Si au contrMre le point s----o est un point singulier de f(s) on a 

(42) k! ( ' ds 
2-z f(s) ~ (z --  s) ~ g i  = o.  

d 
Ca,, 

D6sigmons par C ' ~  l 'ensemble des points de C,,E qui n 'appar t iennent  ni g 

C, ra, ni g la droite a - - a  on a 6videmment 
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(43) f �9 d s  lira f ( s )  qp (z - -  s) ~ = o . 

C~n~ E 

n r6sulte imm6diatement  des formules (37), (41), (42) e~ (43) que pour  z 

situd dans C1, on a 

.+o9 

f idt F(z) = ~ f (~  + i t ) 9 ( z - - ~ - - i t )  (~-+ i t?+  ~ 
- - o o  

i f ( O )  ~9 (k) (Z) . . . .  + ( - -  I )k f (k) (0)  ~ (Z)}, 

si s =  o est un point  r6gulier pour  f ( s )  e~ 

-~-oo 

F(z) ,, f i d t  = 2 ~ f(~ + r t)~ (~ - ~ -  r t) (~ + i t) ~+~' 
- - o o  

si s = o  est un point  singulier pour  f ( s ) .  

M~is on peu~ 6crire 

(44) 

+ a o  + 0 o  

, , i d t  k!  ~ ~ f 1,,~ i d t  

- - 0 0  - - o o  

pour  a = a ,  z 6~an~ dans C1, 

car d'apr~s (39) 

1'expression 

la s6rie ~b~,e-t , ,  8 converge alors absolument  e~ uniformgmen~ 

+o0 0 

dt  f if(,)l i,idt+l f If(,.) I i-]~ + 
0 - -oo  

6tan~ finie d'aprSs (28) et d'apr~s l 'in6galit6 k > k'. 

On a d 'autre  par~ d'apr8s une formule connue 

donc 

3--29764. 

+ 0 o  

f ( s )  e ~ s ,+f  --z~n< ,o 
--00 

si a = - ~  

f ( ~  + i t )  dn(~+.) (~ + i t )  T M  = a(k) I n " 

~ o o  

Acta mathemat~ca. 55. Ilnprlm6 Ie 20 ddcembre 1929. 
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D'ofi l'on tire que 

S. Mandelbrojt. 

= I t ,  

quand z e s t  dans C~. Comme F(z) est hol0morphe dans J on eonstate que notre 

th~orSme es~ d6montr& 

On peut avoir un th6orSme analogue en rempla~)ant les expressions 

a , .  (1 .  - 
2m< I n 

par des expressions 

mais nous nous contentons de le signaler. 

CHAPITRE I I I .  

0p~ration H *  eoncernant les s~ries g6n~rales de Diriehlet et g~n~ralisant 

l'op~ration de Hurwitz sur les s~ries de Taylor. 

w 5. - -  Bien que les fonctions qui intervenaient sous le signe d'iut6grale 

darts les d~monstrations des th6or~mes I et I I  ressemblaient plut6t s celles qui 

in~erviennent dans la d~monstration du th6or~me de Hurwitz pour les s6ries de 

Taylor, les op6ra~ions trait6es doivent bien 8tre consid6r~es comme g6n6ralisa- 

tions du th6or~me de ~I. Hadamard: elles deviennent cette operation si ln--Z,----n. 

C'est s cause de la transformation e - ~ = z  qu'interviennent les sommes a + # pour 

la variable s, quand a'fl' intervient pour la variable z. (a'==e -~, fl'-=e-#.) 

An contraire: s l'expression a ' +  fl' correspond l'expression - - log  (e -~ + e-#). 

Le th6or~me de Hurwi~z pour les s6ries de Taylor-D s'6nonce donc de la 
o, 

mamere suivante : 

Si f ( s ) ~ a , e  "s e~ q~(s)-~Y~b,~e as poss~dent un a~xe de convergence la fonetion 

~7,e  "~ off 

(45) 7 ,=anb l  + Cr + .. : + a~b, 

n'a pas d'autres points singuliers que les points -- log (e -~ + e-#)si a est un point 

singulier quelconque de f(s) et fl un point singulier quelconque de 9~(s). 

Une g6n~ralisation du th6or~me de Hurwitz aux s6ries de Dirichlet doit 

done contenir le th6or~me pr~c6dent comme cas par~iculier. 
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Nous supposerons que les s~ries de la forme ~k=er, ~ consid~rdes duns la 

suite poss~denr un  axe de convergence s distance finie, c'est-~-dire qu'il existe 

pour chacune de ees s~ries une quantit6 a = a o > - - ~  telle qu'elle converge 

pour a < a 0. 
Nous employons duns ce chapitre les mgmes notations que duns le chapitre 

prdc6dent, mais chaque fois que nous employons une telle notat ion en relation 

avec une s~rie de la forme ~k=e~,: pour comprendre cette notat ion il faut  se 

rappor~er s la s~rie :~k,,e-~,:. 

Ainsi par exemple en considdrant une fonction f (s)-~ Y.a,e~,: on dira qu'elle 

poss~de les propri~t~s A B ( v l ,  al), B(v2, a~) si la fonction f l ( s ) = f ( - - s )  poss~de les 

propridt~s A B (v~, -- a~), B (v2, --a~); l 'ensemble E (f, a~) est symdtrique par rapport  
4 ~ s la droite a = o  de l 'ensemble E ( f ~ , - - a l )  ainsi que les ensembles D~ ~,, C f~,, D~ ~ 

etc. qui sont respect ivement sym6triques des ensembles D~ ,-",, C :,-~, D~,-~,, etc. 

a ) = - - a ) , ,  oA pour f(s) est ~gal s - -a~  pour f~(s). 

~ous  pouvons main tenant  ddmontrer  le thdor~me suiv~nt: 

�9 hfior~me III .  Soit f(s) = ~a~e~ s une fonction possddant la propridtd A B(v~, a~) 

et ~ ( s ) - ~ b , d , :  une fonction possddant un axe de convergence absolu a~ > -  r 

Soit un entie~" k > ~, et posons 

(46) H * ( 4  = H * ( f ,  qD) = Z d . : , :  

si le point s = o est un point singulier de f(s) ,  et posons 

(47) Hr162 = .UCt:(f~ ~9) = ~.-,dn egns + ( - - I )k+l  {:k)(o)~[9[-- log (e - - s -  I)] -~- 

+ k:k-1)(o) [-- l~ ( : ' - -  + 
d~ j~=0 

+ f(o) [ dkg~ [ -  lOgd~ ~(e-s-e-t)]]j~=o~] 

(pour 9~ (s -- ~) < o; 9~ [-- log (e -~ - -  e-~)] - -  ~b,, e',, (I - -  e~-})-',,; (, - -  x)-',~ = 

= I + l , x  + . )  si le point o est un point r~gulier de f(s), oit les ft, ddsignent les 

sommes m m  lq (m-- - - I ,2 , . . . ;  q~ - - I , 2 , . . . )  rang~es par ordre de grandeur et oit 

dn=bqa(~ )lq(lq§ I ) ' ' ' ( l q + m - I )  ( ) m! si ttn--~m + lq; a(~ ) : ~,(m--)~)kar . 
Xr<m 

L' ensemble ~E (H *, min (a}, -- log ( e - ~  + e-~,))) n'est form~ d' autres points que 
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de ceux de la forme - -  log (e-" + e-~) et de leurs points limites ~ a est un point 

quelconque de E ( f ,  a~) et oie # est un point quelconque de E(q~, + oo). ~ 

Dans  cet dnonc6 nous donnons au logari thme routes les dd~erminations 

(sauf 6videmment s la quanti t6 log ( e - ~  + e -~') qui est prise r6elle). 

D@monstra t ion du  thdor~me III. 

Oonsid6rons un domaine born6 z/ de la variable z : x  + iy contenant  un 

point  Z o = x  0 + iyo avec 

(48) x o < - - l o g  (e --ao+l -q- e--aa +1) 

ao ~tant l 'axe de convergence de f(s), et dont  tous les points v6rifient l 'in6galit6 

(49) [z + log (e --~ + e-#) I > e > o, 

(50) x + log (e--~) +** + e ---a*) < o, 

e 1 (5 1) X + log(e-r + e -  ~+~) < o, e ~ > o ,  

a.2 @rant une quanti t6 arbitraire fixe ces in~gali~@s ayant  lieu quel que soit le 

point  a de E (  f ,  al) et quel que soit  # de /~ (~0, a~) et en donnant  ~ log (e -~ + e-#) 

routes ses ddterminations. 

8oit  c? > o et eonsiddrons tous les couples d 'un a et  d'urt ~ tels qu 'ont  ai~ 

+ 

On a d'au~,re par t  pour  tout  e et  ~out fl 

~ > @ ,  ~ # > ~  
donc 

(53) 

(54) 

Soit V > o ,  et soit En un ensemble de points s tel que quel que soit le 

point s de cet ensemble on puisse t rouver  tm g jouissant  de la propri6t@ 

1 Voi r  les n o t e s  p a g e s  2 e t  6. 
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(55) 1 . - - 1 < . 2 .  

II r6sulte de (53) et de (55) qu'~ tout  point  s de E n on peut  faire cortes- 

pondre un point  a tel qu 'on air 

(56) 

off *2' tend vers z6ro avee *2. 

(5z) 

[ e - s  - -  e--" [ < *2' 

On peut  done ehoisir *2 assez peti t  pour  qu'on air en vertu de (52) et (54) 

~- < le --s + e - f l  < 2c 
2 

quel que soit le point  s de E~, v6rifiant (55) a et fl v6rifiant (52). I1 r6sulte de 

(52), (54) et (57) qu'on peut  t rouver  une quantit6 . 2 " > o  qui tend vers o avee *2 

tel  que quel que soit s de E~ v6rifiant (55) a et fl vdrifiant (52) 

[ e -a  + e - ~ [ =  [log (e-' + e--f) -- log (e --~ + e-f)[  < .2" (58) l o g e _  s + 

e --a + e--J ~ 
en ehoisissant la d6termination prineipMe du logari thme de 

e - s  + e - f t "  

On peut  alors en vertu de (49) et (58) ehoisir *2 assez peti t  pour  qu 'on air 

(59) I~ + log (,-s + e-f) I > ~'~ > o 

pour  une quanti t6 eonvenablement  ehoisie ,'~ quel que soit s de En v6rifiant 

(55) quels que soient a et fl de (52 ) et quel que soit z de J ,  et avee une d6- 

terminat ion queleonque du logarithme. I1 r6sulte done de (57)qu 'on peut  t rouver  

une quantit6 e s > o  telle qu 'on air dans les m6mes conditions que pour  (59): 

(60) I e - ' - -  e - s - -  ~-~1 > ~ .  

Comme I~fll est born6 e-g est situ6 dans une couronne autour  de rorigine,  

on a e n  vertu de (6o) 

(6 I) I log [(e ---~ - -  e -s) e~] I = I log (e ---~ -- e --s) + fl I > e, > o; 

e~ 6rant eonvenablement  ehoisi quel que soit z de J et s de E~ a et fl de (52) 

en donnant  ~ log [(e -~ --e-S)ef] nne d6termination queleonque. 
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I1 rdsulte d 'nutre pnr~ de (56) qu'on peut  choisir ~ assez peti$ pour  qu'on 

nit pour  tout  a et  tout  fl v6rifinnt l 'in6galit6 

+ < 

l 'in6galit6 suivante 

]e-S + e--fll < 2~  

s v6rifinnt (55). 

On peut  done ehoisir d et  ~2 assez petits pour  qu 'on air pour z de z/, s 

v6rifiant (55), a e t  fl v6rifinnt (62): 

(63) e - z - e - s - e - ( J  [ > ~5 > o ,  

~ 6rant eonvenablement  ehoisi. 

On peut  done t rouver  une quanti t6 e 6 > o telle qu 'on air 

(64) log [et~(e - z  - -  e-S)] ~- l log (e --r - -  e -~) + a l > 

duns l e s  m~mes condit ions que (63) quelle que soi~ In d6termination du 

log [e~(e -~ - -  e-S)]. 

En ddfinitive en supposnnt  (49) nous nvons pu ehoisir les quantit6s positives 

d, 7, e4 et e 6 telles que si ~ tout  s correspond un a tel  que 

(65) 18- 1 < v 

on a pour  tout  a e t  tout  fl v6rifiant (52) l'in6galit6 (6I) et pour  tout  a e t  fl v6ri- 

fiant (62) l'in6gnlit6 (64) quel que soit z de A.  Posons tt < min (~2, e~, %)(~t > o). 

On volt  done que pour  tous les points de E~, pour tout  z de A et pour  tout  fl on a 

(66) I log(  e - ~ -  e- ' )  + fll > / ~ > o  

quelle que soit la d6termination du log (e ~ -  e-*). 

Consid6rons maintenant  un domaine A 1 de la variable z = x  + i y  q u i  est 

la pat t ie  commune de A et du demi-plan 

(67) x < rain [--  log (e--~) +~ + e-a'), - -  log (e --~'+~ + e-~+~)].  

I1 r6sulte de cette in6galit6 qu 'en posant  s = a l - - l z +  i t  

(68) ~ [--  log (e - z  - -  e-S)] < a~ - -  tt 
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z appar~enant ~ J1;  en effet, on a 

1 

Done 

I e--~ - -  e -S  [ > e - ~  - -  e - ' l '+g  > e - ~  +~ 

d:ofi (68). 

Posons E~--~Df~ , et consid4rons alors l ' int4grale 

23 

(69) F ( z )  - ~  f ( s )  q~ [-- log (e -z -- e-~)] ~ - ~ ,  

cf al 

quand z e s t  duns J~,  la valeur de ~0 I - - log  (e -~- ,e-s)]  qui intervient  dans eette 

int~grale ~tant d~termin~e de la mani8re suivante: 

Consid6rons un cercle C 1 autour  du point z 0 e~ de rayon assez petit  pour 

qu'on air pour tous !es points z de ce cercle 

(70) 

ce qui est possible 

imm~diatemen~ que 

done 

x < - -  log(e --~o+1 + e--~A +l) 

en ver~u de (48). Comme / z < i  et comme a ) > a  o on voi~ 

e - x  - -  e - "  > e-~.4 + 1 

(7,) [ -  l og  e-s)] < _ 

pour z dans C1 et s inter4enant  dans (69). 

La  s6rie 

(72 ) 2 ~ b n ( e - ~ - - e - ~ ) - ~ n  

converge done uniformdment  et absolument dans  les mSmes conditions que (7I). 

D 'au t re  part  il r6sulte de (7 o) que 

X<Or. 

Nous pouvons done ~cdre 

(73) (e_Z_e_S)_ln = elnZ Z Zn(ln'{- I)"" (ln-{-m--I)em(Z_S ) 
m! 

cette s~rie convergeant ainsi uniform~ment  et absolumenk 
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(z4) 

Donc la s6rie double 

m! 

converge absolument quand z e s t  dans C1 et quand s est sur C/~1. ~t 

La sgrie (74) repr6sente une s6rie de Taylor-D en s. C'est la valeur de 

cette s6rie que nous donnons s ~ [ - - l o g ( e  -~ ' -e-*)]  quand z et dans CI et s 

s u r  C f a~ . 

�9 . E~ c'es~ par le prolongemen~ analy~ique par rapport  ?~ z que nous d6finis- 

sons les valeurs de cette fonetion pour z situ6 dans d l  et s sur C/~' en ne 

passant  que par les valeurs de z sRu6es dans d~ .  Ce prolongement 6~an~ 

unique car e ~ -  e -~ ne s 'annule pas dans les conditions pr6cis~es: on a en effet  

d'apr~s (68) 

l e -~ -  e-~l > e-~, > o. 

En s 'appuyant  sur (66), (68) e~ sur les propri6t6s de f(s) r dans le th6or~me 

on d6montre d 'une mani~re t~u~ g fair analogue comme pour l ' int6gral e (37) 

que l ' int6grale (69) a un sens bien d6termin6. 

(I 9 [-- log(e-Z--e-S)]l  < M,  z 6taut  dans d I e t  s 6taut  sur C~ a, vu la p6rio- 

dieR6 de 9 I - - log  (e-~--e-~)] par rapport  & s.) 

En tenant  compte du fair que l 'expression 

k!{  f ( ) q p [ - - l ~  f ( ~  ds k a~=o, 

est le r6sidu du pble s = o  de la fonction (en s) 

f(~) ~ [ -  log ( , - '  - e-')] 
8k+l 

on constate eomme pour le th6or~me I I  que 

+oo 

2-~ f(~ + i 0 r 1 7 6  (e-~" 

si S = O  est un  point singulier  de f(s) et 

dt  
--~--ft it)~+l , 
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+oo 

2-~ f ( a + i t ) 9 [ - - l ~  + i t)  k+l 

+ {/<'(~ [ -  l~ (~-=- ')l + " + f(~ [ '~ ~' I -  l~ (~* "  e - ' ) l ] ,~ *~  _l,:o// 

q u a n d  z es~ dans  C~, a & a n t  ~el q u ' o n  ai~ 

et  
a < a o  

x < - -  log  (e - ~  + e-~a +1) 

quel  que soit  z de C 1 ce qui est  possible en  ver~u de (7o). 

O n  p e u t  m a i n t e n a n t  6crire en  ve r tu  de (72) 

(75) - -  bn ey s) In 8 k +  1 ' f ( s )9[- - l~  s T M  2~ ( e - ' - -  
--o@ ~oo 

e~ en ver~u de (73): 

+ ~  

(76) f f(.) (:, dt - -  e - ' )  s * - ; i  = 

"~- Z e(m+t")z ln(ln+ I ) " "  ( / n + m - - I )  
m! 

q u a n d  z esg dans  C1. t 

Mais  en posan~ s = - - s '  eg f ( s )=f l ( s ' )  on  a ( S = a + i t ) ,  

+| +o~ 
k! f . ,  . e --m* .k! g , e '~*' 
U~ JJ-ls) ~ d t  - (_ iV+~z~ JA(s  ) d-~ 

On obgient~ d o n c  

f e_mSdt ' 

dt  = { - - I )  TM ~ (m - -Zr )ka t ,  
;tr < m 

(s=~+/t) 

~,1 dt  _- (_ i)k§ F, b. 2~e(~+,.).t,, (1-+ _~-')~). 
m! n ~ 

Les s~ries (75) ct (76) convergent et leur emploi est 16gitime car ~[-- log (e-z--e--a--it)J < 

< a A --/z et if(s) ] [~k-+l converge. 
~0o 

4 - -29764 .  Acta mathematica. 55. I m p r l m 6  10 20 d6cembre  1 9 2 9 .  
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Cette derni~re s6rie poss~de un  axe de convergence absolue. 

2 r < m 

En effet 

off M est ind6pendant  de m e t  qui v6rifie l '6galit6 

ao co 

=*' (f,/( fv(), - -  ~11 + ~ , 
0 0 

Done pour  x n6gat i f  et  en valeur  absolue assez grand  

~, I b~ I ~ e ('+~)~l~(l~+ I)--.m (t~ + m-- ~ ) !  i.~) I 
n 9/~ 

< M ~ , l b . l d ~  l€ em(~-~) 
= m! 

en posant  

= M E I b , , l e ~ C ~ - ~ ,  

I - -  e x - ~  = e* .  

Quand lim x =  - -  ~ ;  lira e = o ;  comme 9(z)  possbde un  axe de convergence absolue 

nous voyons que notre  assertion est vraie. 

Nous pouvons done 6crire pour  z situ6 dans C1: 

+oo 

k! f d t  2-~ f ( s ) 9 [ - -  log (e - ~ -  e-S)] s~+l - -  

~0o 

= ( - -  I ) k + l  Z bn Z e(m+ln)z 7n(ln + I ) ' ' "  (ln'+ 
ml 

(s = a + i t) 

off # , ~ = m  + lq (cette suite 6rant pareourue dans l 'ordre de croissance) et off 

m [  ;~r< m 
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Comme dans C~ 

= H *  

e t  comme F(z) es~ holomorphe darts Ar On voit que le thdorbme I I I  est dd- 

montr6. 

w 6 . -  On peat d6montrer d'une manibre beaucoup plus simple que le 

thdorbme I I I l e  thdor~me suivant 

Th~or~me IV. Considdrons la sdrie f(s)= ~a~e '~s d'axe de conve~yence a = a  o 

et la sdrie q~,(s)= ~b~eZn ~ poss~dant un axe aA de cony. absolue. 

La fonction 

H*(s) = H*( f ,  qg) -~ Zd,~e',~' 

oh 1,~=m + ~ (cette suite ~tant parcourue duns l'ordre de croissanee) et ore 

d~ 
m! 

est telle que E(H* ,  rain (a~, no) ) n'est formd d'autres points que de points de la fo.rme 

log(e'-" + e-~) et de leurs points limites ah a est un point de E ( f ,  ~ )  et oie fl est 

un point de J~(qD, ~ ). 

Duns la d~monstration de ce th~or~me on peut supposer que le domaine 

D ~  ~, a~ 6runt une quantit~ quelconque, est p~riodique avec lu p~riode 2evi, 

c'es~-~-dire que les parties de D~, situ~es dans deux bandes 2k~t_- -<2(kq  ~ I)~ 

et 2 k ' z  ~< t ~ ~ (k' q- i ) z  peuvent ~tre superposdes, lu fonction f(s) ~tant p~riodique 

avee la m~me p~riode. En d~signant par D~0 ~, la par~ie de DI~, contenue dans 

la bunde o ~ t ~ z z ,  et put cg~: sa fronti~re nous pouvons poser 

aq-2~i 

/-/~*(z)=~-g~ f(s)f[--log(e-~--e-")]ds=2~ ~ f(s)f[.log(e-~--e--")]ds 

(dans la derni~re int6grale s---~ + it). 

Comme duns ces int~grales s et e-~--e -~ ne varient que duns des domaines borngs 

ces int~grales on~ un sens quels que soien~ a~ et a2; on u aussi a)=ao. On voit 

imm~diatement quelles sont les par~ies du raisonnement qui ont servi pour la 

d~monstration du thdor~me I I I  qui doivent ~tre ~ransport~es ici. 

Remarquons que le thgor~me I I I  peu~ se dgmontrer en combinant les th~o- 

r~,mes I I  et IV. 
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C H A P I T R E  IV. 

Sur  les s6ries de Dirichlet repr6sentant des fonctions m6romorphes .  

w 7. Consid6rons de nouveau la fonction f ( s ) ~ a , , e - ~  8 et l 'ensemble 

z(f, @. 
Soit z ' = a '  + it ' ,  o<=t '< 2 z .  Nous dirons qu'un sous-ensemble de E ( f ,  at) 

constitue une classe z' si ce sous-ensemble contient t o u s l e s  points de E ( f ,  at) 

qui peuvent 6tre mis sous la forme z ' 4  2 k z i  off k est un entier, l~'ous d6- 

signons ce sous-ensemble par E(z').  

Si une classe E(z') ne poss~de que des pSles nous dirons qu'elle est polaire. 

S'il existe un nombre r qui de tous les degr6s des p61es de lu classe polaire E(z') 

est le plus 61ev6 nous dirons que E(z') est polaire de  degr6 r. 

Soient A ~ ,  4 k les coefficients de la parole principale du p61e z ' +  2 k z i =  

~ a ' + i t ' + 2 k z i  (ce point appart ient  ~ E(z')), les quantit~s Ak,~-,+~, Ak~-v+2, �9 �9 ", A~ 

6rant des z6ros si ce point est un p61e de degr6 p < r .  Si pour un k le p o i n t  

z ' = a '  + i t '  + 2 k ~ i  n'appartien~ pas ~ ~(z')  nous poserons A~k =A~k . . . . .  - -  A~=o.k 

Posons 

log I A~I 
(77) e = Max lim 

f=1,2 .... ~ t k t = ~ l o g [ k ]  

Nous  dirons alors que la classe polaire E(z') est de degr6 r et d'ordre ~. 

D6montrons main tenan t  le th6or~me suivant:  

Th~or~me V. Si  E ( f ,  at) est composd d'un hombre f in i  de classes polaires." 

E(#~)), E ( z  (2)) . . .  E(z  (~)) dont les degr~s respectifs sont rt . . . .  r~ et dont le plus  grand 

ordre est Q, si en ~lus f(s) = 2 a ~ e - ~  * est B (v, a~). 

Alors en ddsignant par  C~, le n i~~ coefficient taylorien de f(s) d'ordre entier 

kl > max (v, e) et en posant 

, I . . ,  

Cm + 2 .,~+ 1 

o~ N = 2~r~ 4- k 1 

on a l im ]~] Din, iv ] < e N'max (0, a)). 

Ce th6orSme contient 6videmment le th6or~me de M. Hadamard  sur les 

fonctions m6romorphes repr6sent6es par une s6rie de Taylor. 
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D ~ m o n s t r a t i o n  d u  t h 6 o r ~ m e  V .  

Remurquons que si duns la d6monstrution du th6or~me II ,  le domaine 

D~J, est compos6 d 'une suite de domaine: D~, D ~ , . . .  D~, . . .  dont  les fronti~res 

sont C~, ~ , . . .  C ~ , . . .  et si les points de C~ ( j =  I, 2 , . . . )  font  purtie de /)~jx 

nous pouvons 6crire, en conservant  les notat ions du th6orbme I I :  

-~ c~ 

k! f + ~ f (a~+~+it) f (z_a. i t )  dt ((7 + i t) k + 1  + (f(k)(0) 9 (Z) . . . .  + (--- I )kf(o) 9 (k)(z)) 
~oo 

s i s  = o est un point  r6gulier de f(s) et 

@oo 

k !  f f(~+it) qD(z--~-it) 
(79) 2 z j  (~+ it) k+~ 

+o~ 
k! f ds 

dt  - -  _ _  ~ L f l s ) e ( ~ - ~ ) = r ~  + 
2 ~r~ $ j I---,] 8 

c~ 

+co 

+ f(al  + * + r t) ( z -  ~ , - , -  i t), dt 
2 ~  ~0 (~ Jr i t) k+l 

--Qo 

si s =  o est un point  singulier de f ( s ) .  

Si en partieulier E ( f ,  a~) ne eontient  qu 'un hombre fini de classes E(Z (1)) . . . .  

E(z (z)) on peut  6crire 

(so) 
m=~lkl=~ 

f f(s)qD(z--sls- ~ = ~ ~ f (8)~o(z- -8)  8~:+l 
m = l  k=O 

c j  C k, m 

off C k~ est une circonf6rence de rayon ~ au~our du point  z ( ')  + 2k~ri en tenant  

compte du fair que 

f ds 

ckm 

si z r + 2k~i n'appar~ient pas ~ E ( f ,  al). 

= O  
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I1 es~ 6vident d 'autre  part  que la fonc~ion de z 

( 8 I )  

+ o o  

est holomorphe pour x > a~ + ~ + a~ si a~ + a~' > a, + as.' 

Posons maintenan~ 

I 

(s) I -- e - '  

g0(s) poss~de donc la propri&~ B (o, a~) quel que soit a~. 

En t~nan~ alors compte du fair que la fonc~ion f(,s')-~a,,e-~," du th6o- 

rSme V possSde la propri&~ B(u, a~) on voi~ eu s ' inspirant de la d~monstration 

du th6orSme I I  

(82) H'(z)= 2"k! ; , dt = C(k)e - ' :  (s-- a+it) f(s) (I_e_Z+,),a~,+~ Z 
~d 

En tenant  compte des hypo~h&es du th4or~me V et des remarques qui ont 

condui~ aux formules (78), (79), (8o) et (8I) on volt que 

/p (~ )  = ___  
k! + Ikl=~ _ ds 

Z Z + 2/ ir i  m = l  k~0 J t 
g ~  

+ ~{y,',~(o)~(~) . . . .  + (-~)~,/(o)~(~,)(~)} + T(~) 

oh T(z) es~ une fonc~ion holomorphe dans le demi-plan x > at + ~, a2 &ant  quel- 

conque e~ a ~ = o ,  et d = o  si s-~-o est singulier pour f(s), ~=: I si s - ~ o  es~ 

rggulier pour f(s). 

Soit a---z(") + 2k~i ~=o. 

Soit s~,+~ ~,+1 

I 

I - - e  - - z+s  

[ ~ ( z - , ) |  [ d '~ (~ -~ ) ]  (~_,) . .+ 
~ ( ~ - ~ ) -  ~ ( ~ - ' )  - L- ~ i ,=" ( ~ - ' )  § t ~ ] , = o  

A ~, m Aim A~ " 
f(~) = (,--,--) + (,--~)~ + + (s--,)" 
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On a pour x assez grand 

31 

_ _  . I km km .. 

off 

"+  ((-') ~-~ [d~-~~(~-~)] ) } 
�9 ~ . B k o m + . . . + 9 ( z _ a )  B ~  Ark ~ + T ( z , s )  

L d s  J~=~ 

I (T,(z) + T~(z) + . . . ) .  T (~, ~) - (.~ _ ~,)~ ~ _ 

D'ofi on tire immddiatement 

(84) k, f ds 
Ckm 

~" __ km km .i.}. {~1+ 1 {99 (g ~)B 0 A,  + 

Comme l'ordre de la classe polaire .E(z (m)) est infdrieur s d'apr6s l'hypo- 

thgse, il r6sulte imm6diatement de la formule (84) que la somme 

Ikl=~ 

(85) F~(z) ~_~ f(s)qv(z--s) sh+, 
/ r  

C TM 

converge absolument el; uni form6ment  quand x est assez grand. Si r,~ est le 

degr6 de la classe polaire E(z  (~}) on eonstate que F~(z).est une fonction qui 

n!admet comme singnlarit6s que les points z (m) + 2 k z i  ( =  I, 2 , . . . )  qui sont des 

p61es de degr6 au plus 6gal ~ r~ (ear ~ --  k~ _ k ~ _  Arc+l- -  A.m+2-- A. --  0 et les fonctions 

[d~ points + 2 k z i  comme pbles de degr6 j + I) adme~tent les z(m) 
ds~ is=0 

I1 r6sulte donc de (82) et (83) que la s6rie de Taylor-D Y.C(~,)e -n~ repr& 

sente une fonction m6romorphe dans le demi-plan x > ~ qui y poss~de au plus 
l 

I + k 1 + ~.jrn p61es. 

D'apr6s le th6or6me I I l a  pattie r6elle des affixes de ces p61es ne surpasse 

pas max (o, a}). Ii suffit maintenan~ d'appliquer le th6or6me de M. Hadamard 

(dont le th6or6me V est la g6n6ralisation) pour arriver au th6or6me V. 

w 8. - -  Le raisonnement employ6 au w pr6c6dent prouve en outre que si 

f(s)~-~ane-~n 8 est telle que E(f, al) ne poss6de que la classe E(0 ) (que nous ne 

snpposons plus polaire) qui ne contient pas de points critiques, et si f(s)es~ 
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B(vi,ai),  alors la s6rie de Taylor-D :~Cl~l)e -n8 avec k l > v  ne poss~de pas dans 

le plan ~ > a 1 d'autres points singuliers que ceux qui appartiennent s la classe E(o). 

La s6rie de Taylor-D cit6e repr6sente donc une fonc~ion F(z) de la forme 

F(z) = F~(~) + ~ ( ~ )  

off F~(z) ne poss~de comme singtflarit6s que celles appartenan~ s E(o) et F~(z) 

poss6dant un axe de convergence qui "se ~rouve dans le demi-plan a___ < a 1. D'ofi 

en appliquan~ un th6or~me connu de M. Faber concernant les s6ries de Taylor 

on obtien~ le r6sulta~ suivan~ qui g6n6ralise ce th6or~me pour routes les s6ries 

de Dirichlet. 

Th~or~me VI. Si f ( s ) :~a , , e -~n  * est telle que E ( f ,  - - ~ )  ne contient qu'une 

classe E(o), alors pour tout k entier le coefficient taylorien a~) d'ordre k de cette 

sdrie vdrifie l'dgalitd suivante 

a~ ) ~- g(n) -F a'n 

oa g(z) est une fonction enti~re telle que ]g(z)] < edd; lim e-----o 
Izl = =  

et o~ lira log I a'. I __< a(k).' 
n 

Lille, le iI  mai I929. 

Pour la d~finition, de a(k) volt l'Introduction. 


