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Die Transformation der elliptischen Funktionen hat nicht nur fiir sich 

selbs~, sondern auch wegen ihrer Anwendungen auf die Theorie der algebra- 

isehen Gleichungen und auf d ie  Theorie der ganzzahligen bin~ren quadratischen 

Formen yon jeher viel Interesse erregt und besRzt eine hSchs~ ausgedehnte 

LReratur. Nach den urspriinglichen Arbeiten yon Abel, Jacobi, Sohnke, Schl~fli 

u. A. gelang es in d e r  zweiten I:[~lf~e der siebziger Jahre des vorigen Jahr- 

hunder~s FELIX KLEIN, die Behandlung des Transforma~ionsproblems tier ellip- 

tischen Funktionen wesentlich zu fSrdern, indem er die gruppentheoretisch-geo- 

metrischen Grunds~tze seiner Theorie der Modulfunktionen zur Grundlage seiner 

En~wicklungen machte. Einer der schSnsten Erfolge war hierbei die Gewinnung 

der bekannten Resolvente elften Grades der Modulargleichung zw51ften Grades, 

deren Existenz bereRs Galgis en~deck~ hatte. Man darf als die wesentlichste 

Grundlage der Kleinschen Entwicklungen diejenige Un~ergruppe der Modulgruppe 

bezeichnen, in deren Subs~itutionen die zweiten Koeffizien~en # der Kongruenz 

f l ~ o  (rood n) geniigen. Diese Gruppe wird weiterhin die >>Transformationsgruppe>> 

des n ten Grades genannt und dutch (~(n) bezeichnet. 

tTber diesen Standpunkt hinaus sind nun neuerdings wesentliche For~schritte 

gelungen. Freilich musste man dabei das engere Gebiet der elliptischen Modul- 

funktionen verlassen nnd die aUgemeinere von KLEIN und PoI~cA~ geschaffene 

Theorie der eindeutigen automorphen Funktionen heranziehen. Man kennt die 

gl~nzenden Arbeiten PoincarG's fiber diese Funktionen, die besondere Zierden 

der ersten B~nde der Acta mathema~ica sind; jedoch hat~e Niemand gewag~, 
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diese Theorie nun auch einmal zur LSsung sonstiger Probleme yon Interesse 

wirklich zu verwerten. Indessen lag gerade in dieser Richtung tier Keim des 

Fortschritts bei der Behandlung der Transformation n re" Grades der elliptischen 

Funktionen und die M5glichkeit der Erkenntnis der wahren Einfachheit der beim 

n t~n Grade eintretenden algebraischen Beziehungen. 

Die neue Grundlage fiir die Behandlung der Transformation n ten Grades 

ist die weiterhin als >> ttauptgruppe >> des Grades n benannte und durch ~(') be- 

zeichnete Gruppe. Ihre Erki~rung beruht auf folgender Betraeh~ung: Es sei 

n :  t. s irgend eine Zerlegung der Gradzahl n in zwei teilerfi 'emde Faktoren t 

und s. ]~an bilde dann alle Substitutionen der Gestalt: 

, a t w  + fin (I) r --- - -  , a(~t--flTS-~- I 
7 ~ + 6 t  

mit ganzen, die zweite Gleichung (I) befriedigenden Zahlen a, fl, y, 6. Da t und s 

teilerfremd sind, so giebt es fiir jede Zerlegung n =  t. s Substitutionen dieser Art. 

Die Substitutionen (I) mSgen symbolisch durch Vt bezeichnet werden, ihre Ge- 

samtheit dutch St. H a t  man  dann  zwei  Substi tut ionen Vt und  V't,,  die zu  irgend 

zwe i  unserer Zerlegu~gen n - - t . s  und  n ~ t ' . s '  geh6ren, so gi l t  f i i r  die aus Vt 

und  V't, zusammengesetz te  Subst i tut ion die Regel:  

(2) V't '  . Vt = V"t,, ,  t" . ~ = t' . t, 

wo ~ der grSsste gemeinschaft l iche Tel ler  yon t' und  t ist. Hebt man n~mlich aus 

den vier Koeffizienten der zusammengesetz~n Substitut~ion V ' , .  t Vt den gemein- 

samen Faktor ~ fort, so folgt: 

V't, . Vt 
t + t', + 

Nun ist die ganze Zahl: 

(3) n t t' 
J 

T T T 

�9 t '  
durch jede der beiden teilerfremden Zahlen t und - 

T T 

teilbar; man kann also: 

, also dureh ihr Produkt t" 
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v', , .  v~ = ~ 7", a"t"] 

mit ganzen Zahlen a", fl", 7", d" sehreiben. Fiir die Determinante dieser Subs~Ru- 

tion grit: 

(4) a" 6" t ''~ - ~"7"n : t".  

t p 
Zufolge (3) is~ die ganze Zahl s dureh die gegen t ~eilerfremde Zahl teilbar, 

T 

t' 
so dass man s - = - . s  o mit ganzer Zahl s o schreiben kannl Set~z~ man so~=s , 

T 

so folg~ n =  t" .  s", und die Gleiehung (4) ergieb~ n~eh Division mit~ t": 

d '  d" t " - -  #"7"s"  = I ,  

woraus zugleich hervorgeht, dass t" und s" wieder teilerfremd sind. Dare r  ist 

die Regel (2) bewiesen. 

Ist Z die Anzahl verschiedener Primteiler yon n, so hat man genau 2 x ver- 

schiedene Zerlegungen n =  t. s und dami~ 2 z verschiedene Systeme St yon Substi- 

~utionen Vt. Aus der  Regel (2) geht dann unmittelbar folgender Satz hervor: 

Die Substitutionen aller 2 ~ Systeme St bilden eine Gruppe, die als >>Hauptgruppe>> 

~(") des Grades n bezeichnet werden soll, und in der die aus dem System S 1 allein 

bestehende >)Transformationsgruppe>> des Grades n eine ausgezeichuete Untergruppe 

des Index 2 ~ ist. 

Bildet man die zur Transformationsgruppe (~(~) als einer ausgezeichnes 

Un~ergruppe der ~(~) gehSrende >>Quo~ientengruppe>> ~(~)/6~ ('), so hat man als Ele- 

men~e derselben die 2 ~ Systeme St zu benutzen, die sich wieder naeh der Regel: 

(5) S' t '  . S t  = S " t " ,  t "  . ~ = t '  . t 

zusammensetzen. Es folg~ der Satz: Die Quotientengruppe ~(~) /~(n) ist eine Abel- 

sche Gruppe der Ordnung 2 z, die ausser dem Einheitselement S 1 lauter .Elemente 

der Periode 2 entMilt. Eine zugehSrige Indexreihe iss ~-gliedrig und besteht aus 

lauter Indizes 2. Entsprechend besteht eine KomposRionsreihe aus lau~er Grup- 

pen, deren jede ausgezeichnet yore Index 2 in der voraufgehenden Gruppe ent- 

hal~en ist. 

Indem man alle mSglichen Kompositionsreihen aufstelR und bei jeder Reihe 

yon den einzelnen Gruppen zu den entsprechenden Untergruppen der Hauptgruppe 
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ii~ergeh~, gelang~ man zur Kenntnis aller Gruppen, die in ~(~') enthalten sind 

und ihrersei~s ~(~) enthalten. Diese Gruppen sollen >>Zwischengruppem> genannt 

werdem Um eine zweckm~ssige Bezeichnung dieser Gruppen einzufiihren, ver- 

stehen wir auch unter ~(~) die aus dem System S~ allein bestehende Transforma- 

tionsgruppe; sie entsprich~ dem EinheRselement der Abelschen Quotientengruppe. 

Hieran reihen sich die (2x--I) zyklischen Untergruppen der Ordnung 2 in der 

Quotientengruppe, deren einzelne neben S~ e/n Element St mit t >  I enth~lt. 

Man gelangt zu  ( 2 ~ - - i )  Zwischengruppen, die dureh (~('~) | (~(') zu be- 

zeichnen sind, und deren le~zte die bekannte Klassengruppe ist. Es reihen sich 

w e R e r  - I (2 ;~ - - I ) (2 ; t - -2 )  Zwisehengruppen @~,,to, t~ an, wo t 3 naeh tier Regel (5) - 6 

aus den yon einander verschiedenen Teilern tl und t~ yon n zu berechnen ist. 

Indem m a n  entspreehend fortf~hrt, gelangt man nach ;~ SehrRten zur Haupt- 

gruppe ~(~) selbst, die demnach aueh dureh | t ...... , bezeichnet werden k5nnte. 

Ist  iibrigens nicht zweifelhaft, weicher Grad vorliegt, so mag auch der obere 

Index an der Gruppenbezeiehnung fortbleiben. 

Die Klassengruppe stehg in einer bekannten wichtigen Beziehung zu den 

>> Klassen>> g~nzzahliger bin~rer quadratiseher Formen der Diskriminante D ~ -- 4 n 

bezw. im Falle n ~ 3  (rood 4) der beiden Diskriminanten D : - - 4 n  und D : - - n .  

Der Aufstieg zur Hauptgruppe ~(,,) entspricht der Zusammenfassung der Klassen 

in >>Gesehlechter>>, wobei die Hauptgruppe ihre Benennung erhalten hag, weil sie 

dem >>Hauptgeschleehte>> entsprieht. Fiir n ~  I (rood 4) und n ~ o  (rood 8) ist die 

Anzahl der Gesehleehter bei D : - - 4 n  genau gleieh 2 z. Ebenso ist fiir n ~ 3  

(rood 4) die Summe der Geschlechteranzahlen bei D ~ - -n  und D ~ - - 4 n  gleich 2 z. 

Indessen finder man fiir n ~ 2, 4 und 6 (mod 8), class die Anzahl tier Gesehleehter 

bei D ~ - - 4 n  nur gleich 2 x-~ ist. Auf der anderen SeRe hag sich gezeigt, dass 

man bei den Graden, die dureh 4 oder dureh 9 teilbar sind, auch die Haupt- 

gruppe einer nochmaligen ErweRerung, sogar unter Umst~nden wiederholten Er- 

weiterungen, unterziehen kann, ohne aus dem Bereiche >>eigentlich diskon~inuier- 

licher Gruppem> ~ hinauszutretenl 

Fiir die Durchfiihrung der algebraischen Theorie des einzelnen Transforma- 

tionsgrades ist die zun~chst zu 15sende Aufgabe die Feststellung des >>DB>> fiir 

die durch die Spiegelung an der imagin~ren ~o-Achse erweiterte Itauptgruppe, 

die in dieser erweiterten Gestalt auch dureh ~(") bezeichnet sei. Dieser >>DB>> 

i d. h. Gruppen mit  endlichem ,,DB,, (Diskontinuit/itsbereich). 
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werde das >)Hauptpolygon,) des Grades n genannt und durch Hn bezeichnet; 

fiir die entsprechend erweiterte Klassengruppe und die Transformationsgruppe 

werden die ~,DB>) als ))Klassenpolygom) 1(,~ und ))Transformationspolygom) T~ 

bezeichnet. Ich besitze die fertigen Untersuchungen und Zeichnungen der ttaupt- 

polygone aller Transformati0nsgrade yon n =  2 bis 46, eingeschlossen, und dar- 

fiber hinaus ffir die Grade: 

n = 4 8 ,  49, . . . ,  60, 62, 63, . . . ,  66, 68, 70, 71, . . . ,  78, 84, 9 o, 91, IO2, IO5, IIO, 13o. 

Von diesen 79 t tauptpolygonen haben die weitaus meisten, n~mlich 66, im Rie- 

mannschen Sinne das Geschlecht p :  o. Diese F~ille sind natiirlich ffir die Durch- 

fiihrung der algebraischen Theorie besonders aussichtsreich. Es existier~ dann 

immer eine einwertige der I tauptgruppe zugehSrige automorphe Funktion, die 

))Hauptfunktiom) des betreffenden Grades, nach deren Adjunktion zur Modul- 

funktion erster  Stufe j(co) die zugehSrige Transformationsgleichung (Modular- 

gleichung) durch eine Kette yon ~ Quadratwurzeln 15sbar wird. 

Bilden die Formklassen nur ein Geschlecht, wie bei primzahligen n, so ist 

mit tier Klassengruppe bereits die Hauptgruppe erreicht. Auf diese F~lle be- 

zogen sich meine friiheren'Untersuchungen. Iqeuerdings habe ich die F~lle n = 4 2  

(Acta mathem., Bd. 52, S. 257 ) sowie n - - 7 o  und IO5 (Mathem. Annalen, Bd. IOI, 

S. 316) behandel~. Der hSchste Grad, bei dem bisher das Geschlecht p = o  des 

Hauptpolygons festgestellt werden konnte, ist n----IIO. Die hier zun~chst vor- 

liegenden Schwierigkeiten konnten fiberwunden werden; die folgenden Zeilen lie- 

fern die algebraische Theorie des Transformationsgrades I IO. 

w 1. Hauptpolygon, Zwisehengruppen und Formklassen beim Grade 110. 

Das Hauptpolygon H~t o ist in Fig. 1 dargestellt. Es ist ein Kreisbogen- 

zwSlfeck mit neun rechten Winkeln, zwei an den Ecken ~4, s5 gelegenen nicht- 

rechten Winkeln, die indessen in Summa zwei rechte Winkel geben, und dem 

Winkel o in der Spitze co : i r  Abgesehen yon den beiden geraden Sei~en, die 

natiirlich Symmetrielinien der erweiterten Hauptgruppe sind, stellen auch die 

stark ausgezogenen, mit s~, s~, . . . ,  s~ bezeichneten Seiten Symmetriekreise der 

~(no) dar. Die Gleichungen dieser Kreise und die zugehSrigen Spiegelungen Sind 

gegeben durch: 
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(++), 

(+5), 
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~ + V~ + 2 . 5 5 ~ +  27. i i 0 = o ,  oj'= 55~+27"II0 
--co--55 

3(~+V~) + 2.55~ + 9. I IO=O, co'= 5 5 ~ + 9 " I I ~  

g~' + V ' ~ +  2 .  I 5 ~ + 2 .  I I 0 = 0 ,  0 ~ ' =  

I I ~ +  IiO 
~ + V" + 2 .  I I ~ +  I I 0 = 0 ,  tO ' - -  - - ,  

- - o J - - i i  

~] "+ V ~ - -  I I 0 = 0 ,  COP ~ I I0  

- - 3 ~ - - 5 5  

3 �9 5 ~ +  2. i i o  

- - ~ - - 3 - 5  ' 

a~ . O" 

~s 

~55 
' , I t , , , I , , , I , , , , i i I . . . .  

-50 - ~tS -/tO - 3 5  --30 

86 

6s ~6 ~ ~6 

-25  --20 --1ff -- lO - 3 - 0 

Fig. i. 

Hierbei ist co-----~ + i v gesetz~ und ~ is~ der zu ~ konjugier~ komplexe Wert. 

Die noch iibrigen fiinf Polygonseiten a~, a~, . . . ,  % h~ben die Gleichungen: 

ffl), ~ + V ~ + 2 . 4 5 ~ +  18 I I O = O ,  (6~), 5(g~+V~)+ I 7 . 2 2 ~ + 6 3 . I I O = O ,  

~ + V ~ + 6 5 g +  1 9 . 5 5 = o  , (%), 5(g~+V2) + 2 �9 I42g + 36. I IO~O,  

(%), ~ + V ~ + 4 5 ~ + 9 . 5 5 = o .  
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Von diesen sind die erste und  letzge auf  e inander  bezogen; es geht  n~Lmlich a~ 

in a~ durch die folgende hyperbolische Subst i tu t ion iiber: 

r  220) + 9 :  I I 0  

- - 0 J - - 2 . 2 2  

Die drei anderen Seiten t ragen  die FixpunkCe eg., es, e4 elliptischer Subst i tu t ioneo 

der Haup tg ruppe ,  deren einzelne ihre Seite a in sich selbst ~ransformiert.  Die 

Lagen  dieser Punk te  und die elliptischen Subst i tu t ionen sind: 

-- I I ~ 1 7 6  o~ '=  I I ~ 1 7 6  37" I I ~  
( e~ ) ,  . ,  = , , 

3 - - 3  w - I I O  

(e3) , w = - -33  + i V I I  , t o ' =  3. I IOJ+ IO. I2O 
- - o J - - 3 .  I I  

- - 5 5  q - i V 5 5  5 5 0 +  14 .  I I 0  (,~), (LJ t 
r  

2 - - 2 0 - - 5 5  

Die Symmetr iekreise  s l iefern die weiteren Ecken und  elliptischen Subst i tu t ionen:  

el) 

( e 0 ,  

(~0), 

. , =  - 5 5  + i V y ,  
! 

oJ - -33  + iV-HI o/  
2 

- 5 5  + c g - ~  
CA} ~ 

4 

~o . . . .  m +  i V Y ,  

5 5 0 9 +  2 8 .  I I O  

- -o~- -55  

3 . 1 1 0 9 + 5 . 1 1 0  

- - 2 c o ~  3 . I I  

to' 5 5 t ~  7 " I I ~  

- - 4 t 0 - - 5 5  

o)' I0(O + I IO 

- - ~ o ~  IO 

(e8) , O~ = / V I I o ,  OJ'----- I I 0  
- - O J  

Endlieh sind die seehs Eeken 81, 8 3 , . . . ,  86 des Polygons  Hno gelegen bei: 

(e,), to = - - 9 . I I  + 3iVY11 (~), o~ 
2 

- - 3 I "  55 + 3 i V y "  5 5 ,  
( 8 , ) ,  ( 8 , ) ,  s O) 

49 

- - 2 7 . 5 5  + 3iV~29.55 
(8~ ) ,  o ,  = , (88) ,  o ,  = 

59 

Hie r  t.ritt als a.kzessorisehe Irrationali tg~ ] /29  auf .  

51--29764. Aaama~hemat ica .  55. Imprim~ le 11 aofit 1930. 

- - 2 7 . 5 5  + 3r  �9 55 
38 

- - 2 3 . 5 5  + 3il/-~99.55 
41 

- - 9 .  i i  + 3 i l / ~ i i  

5 
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Aus dem besehriebenen KreisbogenzwSlfeck geht der ))DB,) der nicht er- 

weiterten Hauptgruppe ~ hervor, indem man dem ZwSlfeck sein Spiegelbild an 

der imagingren ~o-Achse anfiigt. Dabei erscheint jeder (in der Fig. I stark aus- 

gezogene) Symmetriekreis v~ tIx~ 0 auf seinen beziiglich der imagin~ren Achse 

symmetrischen Kreis bezogen, und jede der Eeken e~, es, e6, e7 gehSrt mi~ ihrer 

symmetrischen zu einem ~>Zyklus~) zusammen. An neuen elliptischen Ecken tre~en 

die zu e,, ea, e4 symmetrischen Ecken ~3 ., ~ ,  e4 auf, so dass der ))DB~ der Gruppe 

im ganzen elf elliptische Ecken el, e3, e3, es, e3, e4, e,, es, e6, eT, es hat. 1 Aus 

der Art der SeRenzuordnung geht unmittelbar hervor, dass der ~)DB~) der Haupt- 

gruppe ~(no) das Geschlecht p = o hat. 

Entsprechend den acht Systemen $1, $3, $5, S,0, S~t, $3~, S~, Sa, o is~ die 

Transformationsgruppe (~ eine ausgezeichnete Untergruppe des Index 8 in der 

Itauptgruppe ~ .  Zwischen beiden Gruppen stehen zwei Systeme yon je sieben 

Zwischengruppen, die s~mtlich ausgezeichnete Untergruppen der Hauptgruppe 

sin& Man hat zun~chst die sieben Zwischengruppen: 

(~1, 3, 5,10 , (~1, 2,11, 22, (~1, 2, 55,110 , (~1, 5,11, 55 , (-~1, 5, 22,110 , 1~1,10,11,110, (-~1,10, 22, 55 , 

die s/imtlich den Index 2 in der Hauptgruppe haben. Daran reihen sich mit 

dem Index 4 die sieben weiteren Zwisehengruppen: 

(~1, 2, (~1, 5, (~1, lO, (~1, 11, {~1.23, (~1, 55, (~1,110" 

Auf die vier IrrationalW, i.ten i ~ ,  i ] f ~ ,  i ]#HIx, i ~ verteilen sich die elf 

elliptischen Ecken so: 

i V I I o ,  ee, 83, es, 

i l l 5 5 ,  el, e,, ~ ,  e6, 

i ] / H ,  e3, ~a, es, 

i V]o, e~. 

Der >>DB,) einer Zwischengruppe ist in der einzelnen Ecke stets und nur dann 

verzweig4, wenn die zugehSrige elliptische Substitution nicht in der Zwischen- 

gruppe enthalten ist; die Ecke heisse dann eine )~Verzweigungseeke>> der Zwischen- 

gruppe. Man stelle insbesondere fiir die ersten sieben Zwischengruppen die Ver- 

' Jeder Eckenzyklus ist hierbei nur als eine Ecke gez~hlt. 
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zweigungsecken fest und bestimme daraus das Geschlecht des ,>DB,> der Zwischen- 

gruppe. Is t  dies gleich p,  so miissen bekanntlich (2p + 2) Verzweigungsecken 

vorliegen. Die Geschlechtszahlen und Verzweigungsecken sind folgende: 

(~1,2,5,10" P = 4 , :  e,, e.2, ~ ,  ea, ~ ,  e4, ~4, es, %, e8, 

(~1,.2,11,22: P = 3 ,  el, e2, e.2, e4, et, es, e6, e8, 

(~1, .2, 55,110 : p---~ I ,  e3, ea~ es~ e7, 

(~1, 5,11, 55 : p ~  I , 6.2, e.2, eT, e8, 

(~1,5,22,11o: P ~ 3 ,  el, e3~ e3, e4, ea, es, e6, eT, 
2 

(~1, I0, II, 110: p ~  I,  el, e4, ca, e6, 

~1,10, 22, 55 : p~-~2, e~, ~.2, ea, ea, es, es" 

Die Erschwerung fiir die algebraische Theorie des Grades 1IO bestand darin, 

dass keine dieser Zwischengruppen mehr das Geschlecht o besass. 

Die Anzahl der Klassen urspriinglicher positiver quadratischer Formen: 

(a, b, c) = a x  ~ + b x y  + cy ~ 

der Diskriminante D - ~ - - 4 4 0  ist zwSlf, wie man durch Aufstellung einer Liste 

der reduzierten Formen leicht feststellt. Man hat drei Charktere, geliefert durch 

die Legendreschen Zeichen: 

( ~ ) '  (E)m ,' ( ~ ) ( =  - - I C  ~-18 

unter  m eine ungerade dureh die Form (a, b, e) dars~ellbare Zahl vers~nden.  

Demnaeh hat  man vier Totaleharaktere der Formklassen, die dnrch: 

[(?) 
bezeichnet seien. Hierans folgt, dass es bei D = - - 4 4 0  vier Geschlechter zu je 

drei Formklassen giebt; alles Nghere entnehme man aus der Zusammenstellung 

der Totalcharaktere und der zugehSrigen reduzierten Formen: 

Jedes 

[+  I, -1- I, "{- I]; (I, O, I I0) ,  (9, 8, I4), (9, --8, I4), 

[+I,--I,--I]; (IO, O, II),  (6,4, I9), (6 , - -4,  I9), 

[--I ,  + I , - - I ] ;  (5, O, 22), (3,2,37), (3 , - -2 ,37) ,  

[ ' - - I , - - I ,  + I ] ;  (2, O, 55), (7,6, I7), (7,--6,  I7) �9 

Gesehleeht hat  eine ambige Klasse und zwei einander entgegengesetzte. 
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Die zwSlf Formklassen kann man natiirlich auch aus den Ecken des Klassen- 

polygons I~11 o ableiten. Den Aufstieg yon der Klassengruppe ~1,110 zur Haupt- 

gruppe ~ kann man durch Zusatz der beiden Subs~itu~ionen: 

vollziehen : 

V(w)= 22~ +9 .110  
--w -- 2.22 

V,r ] + 28.110 
- - ~ - - 5 5  

: (~1,110 -~ (~1,110. V-~ (~1,11o. V" Av (~1,11o. V t V. 

Umgekehrt werden beim ~bergan~e v o n d e r  Hauptgruppe zur Klassengruppe alle 

Ecken e, bei denen eine [rrationalit~t i ~ o o ,  i VI~I I, i ] / ~  auftritL Verzweigungs- 

ecken, die also fiir das Klassenpolygon K,o  keine Ecken mehr liefern. Als ellip- 

tische Ecken yon Kll 0 verbleiben nur noch die vier aus e s hervorgehenden Punkte: 

~0 = i~fI I ~ ,  V ( / V ~ ) ,  v ' ( i  ~#i~), v'v(iVi~), 
die vier aus e~ hervorgehenden: 

r --IIO'~-~#I~3 ' V( -IIO~-i|/-l~O/3 ], Vt(--i I~ 3~-~|/-I~01/, VtV(--II~ 
. 3 ! 

und die zu den letzteren vier beziiglieh, der imagin~ren ~o-Aehse symmetrisch 

liegenden Punkte. Diese zwSlf Ecken yon Kll 0 miissen die zw51f Formklassen 

der Diskriminante D = - - 4 4 0  liefern, wobei das erste Quadrupel die ambigen 

Klassen liefer~. 

Die Rechnung best~tigt dies leich~. Wir benutzen als erstes Eckentripel: 

I2. i i o + / V I i O  
3i ' 3i \ 3 / 

Gebrauch~ mun das Symbol N als Zeichen der A quivalenz beziiglich der Modul- 

g ruppe ,  so stell~ man leicht fest: 

~ '2= - - I 3 2 0 + i ] / I I 0  - - 4 + i V I l O ,  ~2 4 + i V i i o  

3 x 9 9 

so dass wir zu den drei Formen des Hauptgeschlechtes gelangen. Die Ausiibung 

der Substitution V auf t21 und 52~ ergiebt: 
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V(~QI) = - - 2 o 9 o + i ] / i  i o  i V Y ,  

93 5 

g(~]-2) = - - I  I~ + [ ] / I  I~ I + i ] / I I ~  

3 3 

so dass sieh die drei Formen des oben an drifter Stelle genannten Geschleehtes 

einfinden. Entspreehend erh~l~ man bei Austibung yon V': 

W(..e,) = 
- -29.  I IO -l-i]/ ' I  IO i ]/-I IO 

57 2 

--47. I I0 -t- i] /-I  IO - - 3  -1- i ] / I  IO 

87 7 

und dami~ das letzte Gesqhlecht. Endlich fiihrt die Substitution V' .  V zu: 

W. 

F ' .  v( .A = 

- - 2 8 .  I I O + i V I I O  i l f l I  IO 
~I 10 

- - I 0 .  i i o + i ] / i I O  - - 2  + i | / I I O  

~9 

also zu dem noeh fehlenden zweiten Geschlechte. 

w 2. Herstellung der Hauptfunktion des Grades 110. 

Aus der Modulform erster Stufe (--I2) t e r  Dimension ~/(w~, ~%) stellen wir, 

unter s eine positive ganze Zahl verstanden, die Form: 

her, die gegeniiber allen der Kongruenz / ~ o  (mod s) genfigenden Substitutionen 

der Modulgruppe invari~nt ist. Fiir die Gruppe (~(11o) haben wir demnach die 

acht Modulformen : 

J1, J~, Js, z/~o, Jl~, J~'~', "ds~, Jno 

zur Verfiigung. Als invariant bei (~l zeig~ die einzelne dieser Formen gegen- 

fiber allen Substi~utionen des einzelnen Systems St das gleiche Yerh~lten. Um 
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dieses Verhalten festzustellen, schreiben wir die erzeugenden SUbs~itutionen der 

Hauptgruppe ~ ,  die zu den Ecken e gehSren, homogen, unimodular und von 

der Periode 2. Wir benutzen also z. B. fiir die Systeme-S~o, S~5, $11o die drei 

SubstRutionen: 

(i) 
[ i l / I O W / =  I0r 1 q- I IOw.~, 

/ Z 1 / 5 5 ~ 1 : 5 5 ~ 1  "b, 2 8 .  IIOO)., ,  

( i V i i o w  1 ' I I0(0.2, 

m t 

i V I o ( . o  2 = - - 0 )  1 - -  I0s 

i V ~ o ) , '  = - -  ~ol - 5 5 ~o,,, 

P 
i l / I  Io~o.~ = - -  o h .  

H a t  man die Transformationsformeln der H~ bei diesen drei SubstRutionen fest- 

gestellL so erledigen sich die iibrigen Systeme S einfach durch Kombination 

der erhaltenen Formeln. Die Ergebnisse der Rechnung stellen wir tabellarisch 

zusammen : 

S 1 82 85 S10 SI1 $22 $55 SI lO 

~1 2--6J2  5--6~5 I0--6 ~10 I 1--6 ~11 22 -6~22 55--6 Z~55 I I0--6 Z~ll 0 

~2 26z~1 5--6 z~lO 26- 5--6~5 I I--6 ~22 26" 11--6 Z~ll 55 -6 Z~llO 26" 55--6 ~55 

~5 2--6 ~1o 56Z~1 56 �9 2--6 Z~ I I--6 z~55 22--6 A~llO 56. II--6 ~11 56 * 22--6 A~'22 

Z~jo 26~5 56~2 I06~ l  II--6Z~llO 26 . II--6~55 56 . I I --6~22 I06.II---6~11 

~11 2--6 ~22 5--6 ~55 IO--6 J l lO I I6 g~l I16. 2--6 z~2 116" 5--6 s I 16" IO--6 z~lo 

z~22 26 Z~ll 5--6 Z~llO 26 . 5--6 z~55 II6 z~2 226 Z~I I I6 .  5--6~10 226 . 5--6 z~5 

z~55 2--6 Z~ll o 56~I1 56 . 2--6 z~22 116 z~5 116 . 2--6 Z~lo 556~t 556 . 2--6ZJ2 

Z~I10 26 Z~55 56 Z~22 I06 Z~I1 II6~10 226 Z~5 556 z~2 I I06 _~t 

Als EntwicklungsgrSsse fiir Potenzreihen der Modulformen unserer Trans- 

formationsgruppe ~1 haben wir: 

2 ~l"to 
X ~ qllO ~ (? 55 

zu benu~zen, die in der Spitze des IIauptpolygons If jl o bei ~ o = i ~  einen ein- 
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faehen Nullpunkt hat, Aus der bekanntefi Reihenentwicklung der 24 sten Wurzel 

aus J ergiebt sich dann die Potenzreihe: 

24 1 / - -  t 
(2) V - ~ s :  2 Y Y ' ' , ? 6 " ~ ( l - - X t - - X 2 t 2 f - x 5 t q - $ 6 " T t - - x 1 2 t - - x 1 5 t ' q - X 2 2 t q - " ' ' ) ,  8 . t  = I I O ,  

l '  0)3 

we sieh t aus s dureh die beigefiigte Gleiehung bestimmK 

Es sell nun zun~tchst die Zwischengruppe ~1,5,1~,55 des Geschlechtes p =  i 

mR den Verzweigungsecken e~, ~9., eT, es verwertet werden. Wir bilden die beiden 

eindeutigen ~Iodulformen der Dimension - -2 :  

24 
= 

24 
992 (fOl, 0)'2) : V'~Cl'd~SZ:tll z]55, 

deren Reihenentwicklungen die folgenden sind: 

(3 )  [ 99fl ( (~O l , KO2 ) ~ ( 2 :71;12 .(L.6 ( I --- X2 - -  X 4 -q- X12 -]- 2 X14 .q- . . . ) . 
\ r 

Im Innern der r verschwinden diese Formen nirgends. Nimmt man 

r auf der imagin~ren r reell, so sind beide Formen daselbs~ reell und 

posRiv. 

Man weiss nun aus der algebraischen Theorie des elften Transformations- 
12 

grades, dass 1 /~ ,~ / ,  eine eindeutige Modulform der zugeh5rigen Transforma- 

tionsgruppe (~(11) ist. t t ieraus ist zu schliessen, dass die Quadrate yon 99~ und 

99, eindeutige Formen der Gruppe (~01o) sind. Man stelle fest, wie sich die 

Formen q91 und q93 selbst gegeniiber der zweiten Substitution (I) verhalten, die 

zum Eekpunkt e 1 yon ]I11o geh5rt. Aus der vorletzten Spalte obiger Tabelle 

folgt, dass 99~* und 99~ bei dieser Substitution invariant sind. Die Formen 991 

und 992 werden sich demnach bis auf multiplikative 24 ste Wurzeln der Einhei~ 

reproduzieren. Diese Wurzeln k5nnen aber nur gleich + I oder - - I  sein; denn 

die Substitution hat die Periode 2. Dabei ist - - I  ausgeschlossen. Wiirde n~tm- 

lich z. B. die Gleichung bestehen: 
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so wiirde man naeh Ein t ragung der d e m  Eekpunkte e, entspreehenden Werte  

a ~ = -  55 + i | F ~ ,  w~= I mit  Riicksicht auf die gerade Dimension der Form das 

Ergebnis finden : 

~ , ( - 5 5 + r  ~ ) = - ~ , ( - 5 5 + ~ V 7 5 ,  I); 

d. h. ~t hgtte in der Ecke e 1 einen ~qullpunkt, was jedoch nicht der Fall  ist. 

Also sind ~1 und ~ gegeniiber der zweiten Substi tut ion (1) invariant.  Genau 

in derselben Weise stellt man fest, dass ~, und 9~ auch bei den richtig ge- 

schriebenen, zu den Polygonecken es, e4, e 5 u n d e  6 gehSrenden Subs~i{utionen un- 

vergnderlich sind. 

Wei ter  ist das Verhalten unserer Formen bei Ausiibung der dr i t ten Substi- 

tut ion (I) zu erforsehen. Man ha t  die letzte Spalte der Tabelle zu benutzen und 

finder zungehst: 

t IIOf% --f0i~O ) [ IIOf0"2 --I;01 ) =2--1. ' 

wo s und e' Einheitswurzeln 24 Str Grades sind. Fiir eo~ = i 1/I l o, oJ._, = I folgt :  

9~1(//II0, i )=2~o~(iViio i), 99](/]/iio i) 1 P , , = 2 -   1(iV776, i )  

Da ~ l ( i V I I o ,  I), ~.~(i}/I m ,  I) yon o versehieden sind und reelle positive Werte  

haben, so gilt  ~ = + I, und wir finden: 

(4) ~ v l ~ , ~ - i ~  ~ =299_o(eol, w.,), ~02~ilf77io,7~7~o =2-'~01(to1,~~ 

Nun sind ~',, 9~ eindeutige Formen tier Gruppe (~l- Da sie gegeniiber 

den zu el und  ea gehSrenden Substi tutionen (also Substi tut ionen der Systeme 

$55 und Sn) invariant  sind, so sind sie sogar Formen der Zwischengruppe 

(~1,5,11, 5~. Zufolge (4) zeigen diese Formen gegeniiber allen nicht  in der Zwi- 

schengruppe enthal tenen Substi tut ionen d e r  l Iauptgruppe  das Verhalten:  

~o'~ 4~] ~2. = , q~'~ = 4-1 

Die Wirkung der r ichtig geschriebenen zu den Ecken e2 u n d e  7 gehSrenden homo- 

genen Substi tutionen sowie der zum Seitenpaar al, a~ gehSrenden hyperbolischen 

Erzeugenden ist hiernach: 
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(5) ~ 1 ' ~  +- 2~.~, 90.2'-: • 2 - ~ i .  

Dabei gelten fiir die einzelne der beiden elliptischen Erzeugenden entweder nur 

die oberen oder nur die unteren Vorzeichen, da die Substitution yon der Periode 

2 ist. Dasselbe gilg dann ~ber auch yon der homogen gesehriebenen hyperbo- 

lischen Erzeugenden, da diese sieh aus den drei zu e~, e~, e~ geh5renden homo- 

genen elliptisehen Subsfitutionen herstellen lSsst. 
! t Gegenfiber der parabolischen Erzeugenden 0)~ = 0)1 + t I 1 0)2, 0)2 = w~ bleiben 

~ und 902 zufolge (3) invariant. Ein >>DB>> fiir ~1,5,~,55 wird aus HHo dureh 

Anlagerung des Spiegelbildes l~ngs s~ hergestellt, wobei eine zweige parabolisehe 

Spitze im Punk~e 0)--o  auftritt. Da sieh ~ ,  ~0~ gegeniiber der dritten Substi- 

tugion (I) bis auf die konstanten Faktoren .2 und 12 -1 permutieren, so iibertragen 

sich die letzten Betrachtungen auf die yon den Seiten des angefiigten Bereiches 

gelieferten Substi~utionen. Auch die ~ber~ragung auf die beziiglich der imagi- 

ni~ren r symmetrischen" Polygonh~lften mach~ keine Schwierigkeit, da bei 

der Spiegelung an der genannten Achse die Werte unserer Formen in die kon- 

jugiert komplexen Wer~e fibergehen. Hiernach steh~ folgendes Ergebnis lest: 

Gegeniiber den erzeugenden Substitutionen der Zwischengruppe (~, 5,11, 55 sind 

die Formen t01(0)1, w~), ~.2(0)1, e%) entweder invariant, oder sie erfahren gleichzeitig 

Zeichenwechsel. 

Man bilde nun den Quo~ien~en der beiden Formen 10x,'10.>: 

24 

~ 9 ( 0 ) ) -  ~1(( '01'  0).2) - - -  1 / ~ J S z ~ 1 0 ~ I j l ~ 0  
~-,~(0)1, 0).2) r ~ 1 ~ J . ~ 5  ' 

fiir den man aus (e) die Reihenentwieklung gewinng: 

(6) q ~ ( 0 ) ) = x - ~ ( I - - x + o - - x ~ + x ~ - - e x ~ + e x 6 - - x 7 + 3 x S - - 3 x g + 3 x l ~  

- -  5 X13~- 6 x l ~ - - 8  X15"~ - I O X  1 6 -  I OX t7 q- I OX 1 8 -  1 3 3019 "~- 1 6 X  .20 "~ " '"  ) .  1 

Aus dem eben gewonnenen Ergebnis folgt der Satz: In  q~(o~) hat man eine ein- 

deutige autornorphe Funktion der Zwischengruppe ~,~,x t ,~  gewon~en; diese Funk- 

tion hat im >>DB>> der Zwischengruppe einen einzigen Pol und zwar yon der dritten 

Ordnung in der Spitze bei w~- i  ~ und entsprechend einen Nulllgunkt derseiben Oral- 

hung in der zweiten Spitze bei 0)=--0. Gegeniiber der Transformation des >>DB>> 

in sich zeigt q~(0)) das Ve~;halten." 

D u r c h  das Z e i c h e n  o wird  h e r v o r g e h o b e n ,  dass  d a s . G l i e d  m i t  w ~ ausfg l l t .  

52 - -29764 .  Act~ mathematica. 55. Imprlm6 le 11 aoflt 1930. 
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= 4 
(7) r ~ ) .  

Man hat also hier eine dreiwertige Funktion der Zwischengruppe gewonnen. 

Weiter aber folgt sofort: Die Funktion." 

4 O(w) = ~(~) + ~(~) 

mit der Reihenentwicklung : 

(8) *(~O)=X--3(I--X+O--X3+X4--2xS+6x6+ BX7+7XS+~X9+ IlXl~ "") 

ist eine eindeutige &'eiwertige automoJThe Funktion der Hauptgruppe des Grades I Io 

mit einem Pole d~itter Ordnung in der Spitze bei ~o =ioo. 

Man verwende zwei~ens die Zwischengruppe @1,10,11,11o des Geschlechtes p = i 

mit den Verzweigungsecken el, e4, e4, e6. Es sind die beiden Formen: 

24 24 
~-)1(O)1, 0)2) = Vz~2AJ5Z~)2zJ55 , lp2 ((-D 1, 603) = |/Z~1Z~IOZ~11Z~110 

mit den Reihenentwicklungen: 

(9) 
(~ l~x~( , -x~-x ' -x~+~+x'+x~+ . . ) ,  

I*"(~" ~.~1 = ( ~ t ' x  1~ (~ -x -x '+x~  I 

zu bilden. Man stellt fiir diese Formen das VerhaRen fest: 

(io) V~5-5---' i v~  ] 
'~J2 (~ ~ r 28 " I I003"2 ' V - ~  - -  r - -  ~ ~ 0)~-~ iV~  / 

= ~ (~1 ,  ~ ) ,  

= ~1(~1, ~ ) .  

Beim Beweise nehme man e% auf der linken geraden SeRe des Hauptpolygons 

reell an und beachte: dass dann ~p~, ~p~ daselbst fibereinstimmend negativ imagi- 
12 

nitre Werte annehmen. Aus der obigen Bemerkung fiber V-J1Jl l  folgt wieder, 

dass ~V~, ~p~ Formen der  Gruppe ~(u0) sin& Durch en~sprechende Be~rachtungen 

wie oben, die hier nicht wieder ausfiihrlich dargeleg~ werden sollen, finder man, 

dass die Formen ~Vl, ~P2 gegeniiber den Erzeugenden der (~1,10,11,110 entweder in- 
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variant sind oder gleichzeRig Zeichenweehsel erfahren. Letzteres ist z. B. bei 

der parabolischen Substitution `o~'=`o~ + I l O`o~, `o~'=`o.~ der Fall. ]~Ian gelangt 

zu dem Ergebnis: Der Quotient: 

2 4  

der beiden Formen ~Pl, ~P~ mit der Reihenentwicklung: 

(~ ~) ~(`o) = x:~(~ + x + x  ~ 4 2x~+ 2x '+  2x~+ 3x~+4x~ +4x~-~ 6x~+ 7x TM + : . )  

ist eine eindeutige automorphe Funktion der Zwischengruppe ~i,~o,1~,~1o. Sie ist 

im ))DB,) dieser Gruppe zweiwertig mit einem Pol zweiter Ordnung in der Spitze 

bei `o-~ i ~  und einem Nullpunkte de~'selben Ordnung in der zweiten, bei `o-~--5 5 

gelegenen Spitze; gegeniiber der Transformation des ))DB~) in sich zeigt ~p(`o) das 

Verhalten : 

(550)+28: IIO) I 
(~2) ~' ~ - , o - 5 5  = ~,(`o)" 

Hieran reiht sich sofort der weii~ere Satz: Aus ~p(`o) stellt man in der Gestalt: 

I 

eine zweite eindeutige automo~The Funktion der Hauptgruppe ~J mit  der 

entwicMung" 

(I3) ~(`O) : X--2(I "-~x'Jrx2-]-2X3"~, 3X4"~XS"~- 3X6"~ 3xT"~-SxS +6xg ~-7XiO + " 

Reihen- 

her, die im ))DB)) der Hauptgruppe zweiwertig ist und einen Pol zweiter Ordnung 

in der Spitze bei co-~ioo hat. 

Als Funktionen der t tauptgruppe sind ~(w) und T(`o) durch eine alge- 

braische Relation verbunden, die (wegen der Wer t igke i ten) in  T vom dritten 

und in q) yore zweiten Grade ist. Da die beiderseitigen Pole zusammenfallen, 

also jede Funktion eine ganze algebraische Funktion der anderen ist, kommt 

nur ein Glied mit der hSchsten Potenz T a und nur eines mit der hSchsten Po- 

tenz (P~ vor. Die Relation hat also die Gestalt: 

T a + (aq)+b)~I ~ + (eq)+ d) T +  eq) ~ + f q )  + g = o ,  
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wo a, b , . . . ,  g numerische Koeffizienten sind. Da diese Gleichung in ~o iden- 

tisch bestehf, so muss die Eintragung der Reihen (8) und (I3) fiir @ und W 

und die Anordnung nach ansteigenden Potenzen yon x eine identisch verschwin- 

dende Potenzreihe liefern. Da elf Reihenglieder zur Verfiigung s~ehen, so erh~lt 

man fiir die sieben zu berechnenden Koeffizienten a, b, . . . ,  g elf lineare Glei- 

chungen, deren erste sieben zur Berechnung der a, b , . . . ,  g dienen, w~hrend 

man die letzten vier zur Kontrolle des Ergebnisses benutzen kann. Man finde~ 

und best~tigt (durch die Kontrollrechnungen) den Satz: Zwischen den beiden auto- 

morphen Funktionen @(oJ) und W(w) der Hauptgruppe des Grades I IO besieht die 

algebraische Beziehung : 

(I4) qr~a 5 ~p-~__(5 @+ 13)l/a-__ (~2 + 5 @q_ 7)=O. 

Deutet man (/) und W als rechtwinklige Koordinaten in der Ebene, so wird 

durch die Gleichung (I4) eine Kurve dritten Grades dargestellt. Diese Kurve 

hat  in tJbereinstimmung mit dem >>DB~ der Hauptgruppe das Geschlecht i 0 = o  

und besitzt demnach einen Doppelpunkt. Setzt man die Gleichung (I4) in die 

Gestalt: 

(15) (~+ ~)3 8(~§ ~)~- 5 a~(~+ ~)- a~=o, 

so erh~lt man q )=  o, T = -- I Ms Koordinaten des Doppelpunktes. Nun schnei- 

der bekanntlich das Geradenbiischel mit. dem Doppelpunkt als Zentrum auf der 

Kurve dritten Grades eine einwertige Funktion aus. Wir  gelangen zu dem grund- 

legenden Ergebnis: Als ~) Hauptfunktion~) des Transformationsgrades x IO kann man 
@ 

oder, was noeh etwas zweckmffssiger ist: den Quotienten tl s + I 

(I6) V( fg ) - -~ - [ -  I q- 2 

benutzen. Die Hauptfunklion besitzt zufolge (8) und (I3) die Potenzreihenent- 

wicklung ." 

(~7) v(~) = x - l ( I * O + ~ 1 7 6  2x8+x~+ 2x '~  ":) ;  

ihr Pol erster Ordnuug liegt in der Spitze des Hauptpolygons bei co = i ~ .  
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w 3. Funkt ionssys teme der Zwischengruppen. 

Die Bedeutung der tIauptfunktion v(w) besteht wie bemerkt darin, dass 

nach ihrer Adjunktion zu j(~o) die Transformationsgleiehung des Grades I Io 

algebraisch, niimlieh dutch Auszieheu yon drei Quadratwurzeln 15sbar wird. 

Diese Quadratwurzeln gewinnt man in einer ersten Gestalt dadurch, dass man 

die Funktionssysteme der Zwischengruppen ]aerstellt. t tierbei erhiilt man zugleich 

die Kenntnis der numerischen Werte der Hauptfunktion v(w) in den Ecken des 

Hauptpolygons. 

Zuniichs~ sind die Ausdriicke yon �9 und T als Funktionen dritten bezw. 

zweiten Grades yon v festzustellen. Setzt man: 

( , )  a) = ( ~ - ~ ) ( ~ +  ,) 

in die Gleichung ( I 5 ) w  2 ein, so folgt naeh For theben des Faktors (W+ I)~: 

(~+ , ) - 8 -  s ( v - 2 ) -  ( v -  2 ) ~ =  o .  

Hieraus folgt der Ausdruck fiir W in v, durch dessert Eintragung in (I) aueh 

der Ausdruck dritten Grades fiir q) gewonnen wird: 

(2) ~ = v 3 " v ~ - - 4 ,  T ~ v  ~+v~= I. 

Zur Gewinnung eines Funktionssystems der Zwischengruppe (~,, 5,11,55 fhhren 

die Gleichungen: 

@_~_q~+ 4 =v3 v 2 _ 4 ,  q)2-- (v3--v~--4)q~+4~o.  
~v 

Bei AuflSsung nach ~ stellt sich als Radika.nd zuni~ehst ein Ausdruck sechsten 

Grades in v e i n .  Doeh muss sich aus ihm das Quadrat eines Linearfaktors ab- 

sondern lassen, da die Zwischengruppe nur die vier Verzweigungsecken e2, e~, eT, es 

hat. Die Rechnung bes~iitigt dies; sie liefert: 

(3) 2 ~ = v ~ -  v ~ -  4 + v V(~ - , ) ( v ~ - v " -  s ) ,  

wo die Quadratwurzel auf dem Hll 0 angehSrenden Teile der imaginiiren w-Achse 

positiv zu nehmen ist. Als _Funktio~ssystem der Zwischengru~vpe hat man: 
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womit die erste unter den drei Quadratwurzeln gewonnen ist. 

Da die reelle Wurzel der kubischen Gleichung va--v'2--8~-o grSsser als I 

ist, so gehSrt diese zur Ecke w : i ] f I  l o, und wir finden fiir die Ecke eT: 

(s) v ( - i o + i V - ~ ) :  i. 

Die anderen drei Eckenwerte yon v, d. h. die Wurzeln der kubischen Gleichung 

va--v ~ -8 - - -o  wirklich zu berechnen, hat zun~chst kein Interesse; doch sei an- 

gemerkt ,  dass die Quadratwurzel der Diskriminante dieser  Gleichung gleich 

4 iV  I I O  i S t .  

�9 Zur Behandlung der Zwischengruppe (~1, lo, n, no mit den Verzweigungsecken 

el, e4, ~,  e 6 haben wir entsprechend den Ansatz: 

I 2 T-~+~=v +v+~, ~'~-(v~+v+0~+~=o. 

Die AuflSsung nach ~p liefert: 

(6) 2 ~ = v  ~ + v + ~ + V ( v ~ + v + 3 ) ( v ~ + v - ~ ) ,  

wo die Quadratwurzel auf der imaginiiren w-Achse positiv zu nehmen ist. Als 

Funktionssystem der Zwischengruppe ff~1,1o, 1~, 11o ergiebt sich: 

(7) v, V(v~+v+3)(v~+v-~), 

womit die zweite Quadratwurzel festgestellt ist. 
wir kennen: 

(s) 

Als neue Eckenwerte yon v lernen 

/ v ( - s s  + , : V ~ ) - - -  ' - ~ - ,  
2 

v ? 

Zur Gewinnung der noch fehlenden dritten Quadrat~wurzel betrachten wir 

endlich a uc h  noch die dritte Zwischengruppe des Geschlechtes p :  I, n~mlich 
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(~,,2,55, n0; die Verzweigungsecken sind %, e3, e~, e 7. Man bilde die beiden 

Formen: 

(9) 
~1(0)1, 0)2) = ~ ~5 ~10~11z~22 ----~-~ (2 7gt 2 X2 ( I - -X5--  2 X 10 . . . .  ), 

\ % f  

Z2(0)1, 0 ) 2 ) :  ~ ~1z~2z~55LJr (2"]~12X7( I - x - 2 x 2  ~-X3-~ 2x5  ~-X6 ~- " "" ), 
\0)2 1 

deren 24 ste Potenzen naeh obiger TabeUe gegeniiber der Zwisehengruppe ~1, 2, 55,110 

invariant sin& 

Das Verhalten der Formen Z1, Z~ gegeniiber den Erzeugenden der Zwischen- 
8 

gruppe ist besonders leicht festzustellen. Man weiss n~imlich, dass VAlz/55 eine 

eindeutige Modulform der Transformationsgruppe (~(55) ist.~ Daraus folgt, dass 

die dritten Potenzen tier Formen (9) eindeutige Formen unserer Transformations- 

gruppe q5 (n~ sind. Die Z,, Z2 selbst gndern sich gegeniiber den Erzeugenden der 

(~1, 2, 55,110 h5chstens um multiplika~ive dritte Einheitswurzeln. Aber dabei k5nnen 

keine komplexe dritte Einheitswurzeln auftreten, da jedesmal das Quadrat einer 

hier auftretenden Einheitswurzel gleich I sein muss; dies folgt aus der Periode 2 

der elliptischen Erze.ugenden. Man setzt die Betrachtung leicht wie bei den 

beiden schon behandelten Zwischengruppen fort und  gelangt zu dem Ergebnis: 

Der Quotient'der beiden Formen (9): 

24 

l / J~J lo  Jn J~>~ x - - 5 ( i + o c + 3 x 2 + 4 x a + 9 x i T i i x S _ ~ 2 2 x 6 + . . .  ) 
(I0) Z ((.0) i /  .,~fl ,,~f2 ,,~f55 .,~f 110 = 

ist eine fiinfwertige Funktion der Zwischengruppe ~1, 2, 55,110, die gegeniibe r der zur 

Edce e 7 geh&'enden elliptischen Erzeugenden de," Hauptgruppe das Ve*'halten zeigt: 

(Io0) + I IQ/=  i 
(iI) z \  - w - i o  ] z(oJ)" 

Man finder nun sofort in: 

I 
( I2)  X(0)) = Z(w) + = x -5(I + x + 3 x 2 + 4 x a + 9 x a +  I I x S + z 2 x 6 +  �9 .) 

1 Man vergl, z. B. R. FRICKE >,Die elliptisehen Funktionen und ihre Anwendungen, (Leipzig, 
I916 ft.), Bd. II,  S. 299. Dieses Werk wird weiterhin dureh ~E. F.,~ unter Angabe yon Band- und 
Seitenzahl zitiert. 
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eine fiinfwertige Funktion der ttauptgruppe, also (da der Pol fiinfter Ordnung 

bei w = i ~  liegt) eine ganze Funktion fiinften Grades yon v, fiir die die Potenz- 

reihen die Darstellung liefern und best/itigen: 

X ~ v 5 + v 4 -~ 3 v3 - -  v2 - -  2 . 

Zur Berechnung von Z uus v haben wir die quadratische Gleichung: 

Z ~ - (  7 3 5 + v 4 +  3 v 3 -  v ~ - 2 ) Z  + I - - O  

zu 15sen, deren Diskriminante eine ganze Funktion zehnten Grades von v ist. 

Diese Funktion muss, da wir wieder nur vier Verzweigungsecken haben, die Ab- 

spaltung des Quadrates einer ganzen Funktion dri~ten Grades gestatten. In der 

Tat finder man den folgenden Ausdruck yon Z in v: 

(14) 2 Z = V 5  H - Vl-{ - 3 V a - - V g " - - 2  .+ '~'(y~-t- .b,+ 2) |./(L,-- I) (b,a+,~;2+ ~ ~,-- I).  

Wir haben damit auch die dritte Quadratwurzel gewonnen und notieren den 

abschliessenden Satz: b~t ein Funktionssystem der Transformationsgruppe des 

Grades I IO zu erhalten, hat man zur Hauptfunkt ion v dieses Grades die drei 

Quadratwurzeln zu  adjungieren : 

V(~-~) (~:~-v ~- 8), 

(I 5) V(/,2-[ - y +  ~)(v2-[ - y - -  i ) ,  

V ( b ' - - I ) ( V 3  + V2"~- ~ V - - I )  . 

Der sehon unter (5) festgestellte Eckenwert v =  I fiir den Punkt  e 7 f inder 

hier seine Best~tigung. Weiter aber lernen wir die Eckenwerte: 

v (  - 3 3  + i l / H )  ' 2  v ( + 3 3 + i ] f I I )  

kennen. Der erste ist gleich der reellen, zwischen o und 

Wurzel der kubischen Gleichung: 

v~ + v2 + 3 v -  1 ~ o ;  

- ~ + V 5  
gelegenen 

2 

die beiden anderen werden yon den komplexen Wnrzeln dieser Gleichung geliefert. 

Die Quadratwurzel der Diskriminante dieser kubischen Gleichung ist gleich 2 i l / H .  
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w 4. Hauptgruppe und H a u p t f u n k t i o n  des ~Transformationsgrades 55. 

Um die gewonnenen Ergebnisse fiir die Transformation IiO ten Grades nutz- 

bar zu machen, is~ nun die Modulfunktion erster Stufe j(oJ) als Funk~ion der 

Transformationsgruppe (~(11o) r~tional durch v und die drei Quadr~twurzeln (15) 

w 3 darzustellen, wobei an Stelle der letzteren auch drei mit ihnen gleichwer~ige 

treten kSnnen. Man hat sich bei LSsung dieser Aufgabe der Vermitflung tier 

Tr~nsformationsgrade 55 und I I zu bedienen, l~Iun is~ die algebraische Theorie 

des Grades I I seit lange bekann~ (vergl. >>E. F.>> II,  403 ft.); dagegen muss diese 

Theorie fiir den Grad 55 hier erst noch entwickeR, werden. 

Das Haup~polygon Ha~ ist das in Fig. 2 darges~ellte Kreisbogenneuneck mit 

einem Winkel o bei ~o~i  ~ und iibrigens nur rechten Winkeln. Acht unter den 

Seiten sind Symmetriekreise yon Spiegelungen, und zwar haben die sechs mit 

sl, s e , . . . ,  s 6 bezeichneten Seiten foigende Gleichungen und Spiegelnngen: 

2(~ ~ + q7 ~) + 2 . 5 5 ~ +  27.55 = o ,  

3(~"+ ~ ) +  2.55~+ ~8.55--o, 

~ + ~ +  3 o ~ + 4 . 5 5 = o ,  

~ +,2 ~ + 22~+ 2 .55-~o ,  

~2 +~]'~ + i 5 ~ +  55__.0, 

~ -~: 7 -0 -- 55 ----o, 

81) 
oJ' = 55~  + 27 .55 ,  

- - 2 ~ - - 5 5  

~o' -- 55~~ + i8 .55 
- - 3 ~ - - 5 5  

oJ' = I5~ + 4.55 
- - ~ - - I 5  

L 

1 1 0 9 + 2 . 5 5  
( 2 )  p - -  

- - ~ - - i i  

co' I 5 ~ + 2 . 5 5  
- - 2 r a - -  15 

d _ -  5~. _ 

/ 8 , : ,  

E t  

e~ e o 
* t I * �9 �9 �9 I i �9 �9 * I * �9 * " ' t t I I I i I ! I I 

- 2 a  - 2 0  - -15 - # o  - -  $ - - o  

F i g .  2. 

53--29764. A a a  mathemat i ca .  55. Imprim6 lo 11 aofig 1930. 
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Die m i t a  bezeiehnete SeRe ha~ die Gleiehung: 

(a), ~2 + ~ + 4 5 ~ +  9 . 5 5  = o ;  

ihre Endpunkge el, e2 liegen bei: 

"--99 + 3 i l / -~I  - - 9 9  + 3 iV77I I (~,), ,o  = , ( ~ ) ,  ,o = 
4 5 

Piir die Ecken el, e 2 . . . .  , e 7 und die zugehSrigen elliptischen Substitu~ionen yon 

der Periode 2 gelten die Angaben:  

(el), o) - -55 + / V ~  , 55~o+28 .55  
2 --2o~--55 

(e2) , t o =  - - 2 2  + i V H ,  r p 2 . I I W + 9 . 5 5  
- - 0 ) - - 2 .  I I  

, , (@,  co = - -  3 �9 I I + i V I I ,  

2 

, ,(e4~ , ~ o = - - 5 5 + i l / ~ ,  
4 

,,~, ~ = - s 5 + i g ~ ,  

7 

- - e . i i  + i V ~ i i  
. .~e6~ , o~ = 

3 

w' 3 " I l e ~  I0"55 
- - 2 w - - 3 . . I I  

, 55 r -[- I 4 .55  
O) ~ 

- -4~o--55 

o ; _  55,~ + 8 .55 ,  
- - 7 w - - 5 5  

w' 2 " I I W + 3 " 5 5  
- - 3 0 ) - - 2 .  II 

(e7) , o) = / V - ~ ,  co '=  55 
-- to 

Entsprechend den vier Teilern yon 55 setz~ sich die t t auptgruppe  aus den 

vier Subs~itutionssystemen $1, $5, $11, S~ zusammen, yon denen das ers~e die 

Transforma~ionsgruppe liefert. Hieran reihen sich nur  noch drei Zwisehengrup: 

pen m(55) fiir die wir sogleich die Geschlechtszahlen p und die Verzweigungs- 

ecken tabellarisch zusammens~ellen: 

(~,5,  P = 3 ,  el, e ~ , ~ ,  e3, e4, e 5, e~, eT, 

(~1,11~ p :  I ,  el, ea, es, eT, 

(~1,55, p----I, e~, e2, ea, e6- 
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Da der Grad 55--= 3 (rood 4) ist, so hat  man bier die urspriingliehen posi- 

riven quadratisehen Formen der beiden Diskriminanten D = - - 2 2 o  und D = - -  55 

heranzuziehen. Man hat  beide Male vier Formklassen mit den reduzierten 
Formen: 

D = - 2 2 o ,  0,  o, 55), (5, o, IIi, (z, +_2, 8), 

D = - -  55, (i, i, I4), (4, 3, 4), (2 ,  +_i, 7). 

Bei beiden Diskriminanten liegen zwei Gesehleehter vor, und es bilden immer 

die beiden ambigen Klassen das Hauptgesehlecht und die beiden entgegen- 

gesetzten Klassen das zweite Geschleeht. 

Von der Klassengruppe (~,~5 werden diese aeht Formklassen in folgender 
Ar~ geliefert: Da die Spiegelung: 

V(o~)--II~+2.55 
- - ~ - - I I  

nieht zur (~1,55 gehSr~, so gewinnt man die zur Linken der imagin~iren co-Achse 

gelegene Hiilfte K55 des Klassenpolygons, falls man an das Hauptpolygon H55 

sein Spiegelbild lgngs der Seite s 4 anfiigt. Dabei bleiben e4 und e~ elliptische 

Ecken, denen noch (da sie nieht mehr auf Symmetriekreisen der (~1,5~ gelegen 

sind) die symmetrischen Ecken e4, e5 hinzuzugesellen sind. Auf Symmetriekreisen 

der (~1,~ verbleiben el, e7 und die aus ihnen dureh V hervorgehenden Eeken. 

Demgegeniiber sind e~, ~,  e~, e 6 Verzweigungsecken der Klassengruppe, die also 

fiir I~55 keine Ecken mehr liefern. Die vier ersten Ecken e4, e4, es, e5 miissen 

die beiden Pa.are entgegengesetzter Klassen liefern, wiihrend die vier letzten 

Ecken die ambigen Klassen ergeben werden. Die Rechnung bestiitigt dies; wit 

stellen die Ergebnisse sogleich tabellarisch zusammen: 

(e,), w = -- 55 + i l / ~  -- I + i v y ,  (i, i, i4) , 
2 2 

(eT), ,o = i l / ~ ,  (~, o, 55), 

-- i I ' 5 5  + i l f ~  - -3  + i V ~  (4, 3, 4), 
~(el ) ,  " = 52 ~ 8 ' 

~-(eT), ,o - - 3 . 5 5 + i r  iV~__,  (5, o, i~),  
I6 5 
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+- 55 + i ] / ~ -  -t- I + i V 5 5  (2, T I, 7), ( e ~ ,  ~ , ) ,  o~ = - -  , 
4 4 

V 55 + i V - 5 5  + i + i ] / r ~  
(e~, ~ ) ,  ~o = - , (7, u 2, 8).  

7 7 

Zur Konstrukgion der Hauptfunktion des Grades 55 gelang~ man am kiir- 
ttt(110) zesten auf folgendem Wege: Die Zwischengruppe ~Vl,5,11,~ enthfilt lauter Sub- 

stiOutionen, die auch in der Hauptgruppe ~(55) des Grades 55 enthalten sind, 

und ist~ ffemnach eine Untergruppe der ~(~5). Um den Index v dieser Unter- 

gruppe zu bestimmen, beachte man, dass die @~u0) eine Un~ergruppe des Index 4 
(~(110) 

in der 1,5,n,5~, also eine solche des Index 4v in der ~(55) ist. Diesen Index 4v 

kann man auch so berechnen, dass man yon der ~(5~) zun~chst zur Untergruppe 

(~(~) des Index 4 geh~ und dann beach~et, dass (~uo) eine Untergruppe des Index 3 

in der (~(~) is~. Es is~ demnuch 4 v =  I2, also v =  3. Die beiden Substi~uti0nen: 

V l ( ~ ) = ~ +  5 5 ,  v~(~) = - 5 5  

~(11o) yon ,~(~5) sind nicht in der Untergruppe W.~l, 5,11, 55 enthalten, und aueh V11 . V$ 

gehSrt ihr nichO an. Wir  gewinnen demnach fiir die Haup~;gruppe des 55 sten 

Grades die Darstellung: 

(~(110) ~(110) (~(110) �9 V2 " 
~-~(55) = 1, 5, 11, 55 ~- 1, 5, 11, 55. Wl 3V 1, 5, 11, 55 

Man gehe nun auf die in (6) w 2 gegebene Funktion 90(co) der Zwisehen- 
r 

gruppe "-~'1, 5,11, 55 zuriick und stelle die drei Funk~;ionen: 

9~(co), qo( V~ (~o))= ~(~o + 5 5 ) ,  qg(V~(~o)) = 9  ( ~ 5 5  5) 

neben einander, d ie  man mittels der Subst;i~mt;ionen der ~(55) aus 9(w) herstellen 

kann. Jede symmetrische Verbindung dieser drei Funktionen is~ eine Funktion 

der t tauptgruppe ~(55). Man bilde insbesondere die mit -- I multiplizierte Summe, 
2 

die mit u(co) bezeichne~ werden soll: 

(i) u(,,,) = - ~ ~(,,, + 55) + ~ - 
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Man zeigt dann leieht, dass man in u(oJ) bereits die Hauptfunktion des Grades 55 

gewonnen hat. Wir entnehmen ngmlieh zun~chst aus (6) w 2 als Reihe ffir die 

beiden ersten Glieder in (I) reehts: 

I 

- + + 5 5 ) )  = 

= X--9(I +X~+2X4+xST3x6+4xlO+sx12+SX14 + IOX16+ I3xl8+ �9 ..). 

Um die Reihe ffir das dritte Glied in (I) reehts zu erhalten, zerlege man 9 wie- 

der in den Quotienten der beiden Formen: 

2 4  2 4  

und stelle die Wirkung der Substitution: 

! iV~o~ = 55 co~, 
r i V ~  ~% -- co I 

fest, wobei in Betracht zu ziehen ist, dass die Formen auf der imagin~ren w-Achse 

reell und positiv sind. 1 W~hrend ~02 invariant ist, geht 91 fiber in: 

2 4  

' V ) ~oL-= 4 J(zcol,  co~)J ,m~ J \ I I  'c~ d \ 5 5  '~ . 

Man gelang4 zur Reihenentwieklung:" 

i x -  2 -- ~ ~ : ( -  2xS--2xl~ . . . . .  ). 

Fiir die in (I) erkF, irte Funktion u(oJ) finder man die Potenzreihe: 

(2) u (~o )=x-2 ( I+x~q-ex4+xG+xS+ex l~  

Nun hat x ~ in der Spitze ~o~-ioo des Hauptpolygons 1t55 einen Nullpunk~ erster 

0rdnung;  mithin hat  u(o~) daselbst einen Pol erster Ordnung. Da im Innern 

yon 1t5~ Pole nicht auftreten kSnnen, so haben wir in der Tat in u(~o) die flag- 

liche Hauptfunk~ion. 
(~mo) Im >>DB>) der Zwischengruppe 1,,,11,55 ist u(m) dreiwer~ig mit einem Pole 

zweiter Ordnung bei ~o : ioo  und einem solchen erster Ordnung in der anderen 

t Man nehme (o~ daselbs~ wieder reell an. 
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bei ~o=o gelegenen Spitze. Andrerseits ist in jenem ~>DB~ die Haupffunktion 

v(w) des Grades I Io zweiwertig mit je einem Pole erster Ordnung in den beiden 

genannten Spitzen. Mithin besteht eine algebraische Relation zwischen u und v, 

die in. u vom zweiten und in v vom dritten Grade ist. Diese Relation hat, da 

jede der beiden GrSssen eine ganze algebraische Funk~ion der anderen ist, die 

Gestalt: 

u ~ + (av~+bv+e)u + (dvS+ev2+fv+g)--  o. 

Die sieben unbekannten Koeffizienten bestimmt man wleder mittels der Reihen. 

�9 Da wir elf Reihenglieder zur Verfiigung haben (vergl. (2) und die Gleichung (i7) 

w 2), so kann man nach der Berechnung der a, b , . . . ,  g noch vier Proben auf 

die Richtigkeit des Ergebnisses anstellen. Die zwischen den Haulotfunktionen v 

und u der Grade I Io und 55 bestehende algebraische Relation lautet: 

(3) .~--(Y~+V+2).+(V3-] -v2+3 v-I)=O. 

Bei AuflSsung dieser Gleichung nach u muss sich die fiir die Zwischen- 

gruppe (~(~10)1, ~, ~1, 55 charakteristische erste Quadratwurzel (!5) w 3 wieder eins~ellen. 

In der Tat berechnet man sofor~ als Darstellung der Hauptfunktion u des Grades 

55 in de~enigen des Grades IIO: 

(4) 2 .  = v + v + 2 + s), 

wo die Quadratwurzel auf dem oberhalb des Punktes w = i V I  IO gelegenen Teile 

der imagin~ren r positiv zu nehmen ist. 

w 5. Zwischengruppen ~ , t  und Eckenwerte der Hauptfunktion u. 

Um die Eckenwer~e yon  u(w) zu bestimmen, muss man auf die beiden Zwi- 

schengruppen ~1,11 und 1,55 eingehen, die beide ~ =  i haben. Man wird dabei 

for~au besser mi~ der EntwicklungsgrSsse: 

2 ~ t w  

x --~- e 55 

des Grades 55 arbeiten, hat also das bisherige x ~ jetzt durch x zu ersetzen. Die 

Potenzreihe der Hauptfunktion lautet demnach jetzt :  

(I) .(~O)=X--I(I-~-X+2X~+XS+X4+2XS+3xO+4xT+6XS+sxg+ ""). 
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Nun hat  erstlich die Zwischengruppe (~, ~ die Verzweigungsecken e~, e~, e~, e 7 . 

Wit  bilden fiir diese Gruppe wieder zwei Formen ~ und ~2 durch die AnsStze: 

2 4  

2 ~  ol- 2 5 7 
9 ~ - - - V ~ 5 ~ t ~ = - - x - ( ~ - x - , x  + x  + x  . . . . .  ) ,  

r 

24 2Y~' 5 5 10 ~ = V g ~ d ~ , = - - ~  ( ~ - x - x  + ), 

deren Quadrate jedenfalls Formen d e r  Transformationsgruppe (~5~ sind, da 
1 2  

V:-Jxd~t der Gruppe (~(~) angehSrt. Das Verhalten der ~0~, 90~ gegeniiber den 

erzeugenden Substitutionen der Hauptgruppe ~{55~ wird durch eine t lber legung 

festgestellg, die derjenigen bei den Formen 90~, ~2 des Grades IIO genau ent- 

spricht. Man finder, dass der Quotient der Formen ~,, 90~: 

2 4  - -  

] f f ~  ~'~ - x -~  (~ - x - x  ~ + 2 x ' ~ - x  ~ + 3 ~ 0  + . . . )  (2) ~ = [ ~ ,  d ~ ,  

eine im ~>DB~> der ~1,11 zweiwertige Funkgion ist, die gegeniiber der Transforma- 

tion dieses ~>DB~ in sich das VerhaRen zeigt: 

5 

Wegen dieses Verhaltens isg: 

5 ~(~) = ~(~) + ~(~) 

eine Funl~ion der ttauptgruppe, fiir die man die Entwicklung findeg: 

(4) q ) = x : 2 (  I - x - x ~ + o + S x 4 + 7 x ~ + g x 6 +  ISX7+25xS+3ox.9+53x1~ ...). 

Sie hat  im >~DB>> der Hauptgruppe nur einen Pol, der in der Spitze bei e o : i ~  

liegt und v0n der zweiten Ordnung ist. Danach ist �9 als ganze Funktion zweiten 

Grades der Hauptfunktion u darstellbar. Man gewinnt aus den Reihen und be- 

st~tigt durch zahlreiche Proben die folgende Darstellung yon q) in u: 

(5) ~ :u~- -3u- -3 ,  
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Fiir 9 selbs~ gewinnt man damit die quadratisehe Gleichung: 

9~--(u~--  3 u - - 3 ) 9  + 5 ~ o .  

Die AuflSsung nach 9 ergibt als Darstellung" von ~ durch die Hauptfunktion u: 

(6) 2 9 = u ~ - - 3 u - - 3  + ]/u4--6u3+ 3u~+ 18u--~ I,  

wo die Quadratwurzel auf der imagingren ~o-Aehse oberhalb des Punktes ~o = i ] / ~  

posi$iv zu nehmen ist. Die Wer~e der Hauptfunktion u in den vier Verzweigungs- 

ecken der ~1,]~ finder man dutch LSsung der biquadra~ischen Gleichung: 

u4--6u ~ + 3 u~ + 18u-- I I - (u '~+u-- i ) (u~--7u+ ] I ) : o .  

Die Eckenwerte sind: 

(7) 

I 7 + V5 
- , 

--55 + i V 5 5 1 7 - 1 / 5  
U 7- ] 2 ' 

I-{- V5-2 ' it(--55~ ~V~) --I--l~52 

Weiter ha~ die q~(~5) (Klassengruppe des Grades 55) die Verzweigungsecken 1, 55  

8 

%, e~, %, ee. Man benutze hier den Umstand, dass 1/~1L/~5 eine Form der 

Transformaisionsgruppe | ist (vergl. >>E. F.>) II,  299) und bilde zun~chs~ die 

beiden Formen: 

~ 1 ~ J s Z ~ 1 1 : ( 2 7 g 1 3 x 2 ( i - - x 5 - - x l ~  3 , 
\ ~% l 

. . . .  ) ,  

\ tO., l 

Der Quotient dieser Formen: 

8 

-- x-5(I + 3x+gx~ + 22x3 + 5IX4 + IO5XS + 212x* 

+ 4o2xT + 744xS + i326xg + ...) 

is~ eine im >>DB>> der (~1,55 fiinfwer~ige Funktion, die gegeniiber der Transforma- 

tion dieses ,>DB>) in s ich das folgende Verhalten zeigt: 



(9) 

Hiernaeh hat  man in: 
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( 2 . I i w + 9 . )  
, ( - ~ - ; o - - - ~ _ i ~ 5  = i . q2(@) 
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I 

eine fiinfwertige Funkt ion der Hauptgruppe ~(5~) mit  der Entwicklung: 

(Io) T :x -5 (1 - r  

+ I326x9+ ...). 

Die Darstellung yon T als ganze Funkt ion fiinften Grades yon u ist: 

(I I) T=u~--2u4--3uS + 4u~ + 4u--2.  

Eine Priifung der Rechnung kann man dadurch ausfiihren, dass die LSsung der 

quadmtisehen Gleiehung fiir ~V: 

qfl--(uS--2ui--3uS + 4uZ + 4u--2) q) + I ~-o 

zuni~ehst einen Ausdruck zehnten Grades unter  dem Wurzelzeichen enthifl~, der 

die Abslmltung des Quadrates einer ganzen Funktion dritten Grades gestatten 

muss. In  der Tat finde~ man: 

(12) 2,=uS--2u4--3ua+4us+4u--2+(U--l)(UZ,--u--2)Vu(uS--gu--4)., 

w o die Qua~lmtwurzel auf der imagingren r wieder positiv zu nehmen ist. 

Fiir die Eeke e s ergiebt sich: 

w~hrend die drei letzten Eekenwerte: 

( - 2 . I I + i V T I I  / 
U 3 - - ] ,  ~ * ( u  

yon den Wurzeln der kubischen Gleiehung: 

(I4) u ~ - - 4 u - - 4 = O  
54~29764. Aeta mathemat/e.a. 55. lmprim6 le 11 ao~t 1930. 
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geliefert werden, fiir die sich als Quadratwurzel der Diskriminante 4iVIH~ be- 

rechnet. ~brigens stellt man auch leieht den auf der Polygonseite s~ ein~re- 

tenden Weft :  . 

(i5) U ( .  I 0  + i V Y )  = 2 

fes~, da zufolge (4) w 4 fiir v =  I der Weft  u =  2 eintritt. 

Als Hauptsatz sei angemerkt: Dutch Adjunktion der beiden Quadratwurzel~" 

(,6) V~(u~+u-,)(u~-7u+ ,,), V u ( u 3 - 4 u - 4 )  

zur Hauptfunktion u gewinnt man ein Funktionssystem fiir die Transformations- 

gruppe des Grades 55. 

w 6. Ubergang zum i I ten Transtbrmationsgrade.  

Um den Zusammenhang zwischen den Transformationsgraden 55 und t I 

herzustellen, hat  man denselben Gedankengang zu benutzen, der yore Grade I ,o 

zu 55 fiih~e. Alle Substi~utionen der Zwischengruppe (~1551)1, sind in der Haupt- 

gruppe ~(n) enthalten. Also ist die (~(55) 1,11 eine Untergruppe der ~(11); und zwar 

handelt es sich um eine Untergruppe des Index 6, was man wie oben bei den 
(~(110) 

Gruppe~ 1,5,11,~5 u n d  ~(55) feststellt. Versteht man unter ]71 und V2 die Sub- 

stitutionen: 

V I(0))~--~ § , I ,  V 2(0))--~ - -  Ill , 
oJ 

SO gilt fiir die Bauptgruppe ~(lx) die Darstellung: 

~(11) r~(55) ~t(55} /:r (~A(55) 8 ~t(55) 4 . (r V2" ---- ~1,11 + ~1,11. V1 + ~1,11. V~ + ~1,11. V~ + ~1,11- V~ T ~1, 11- 

Die Hauptfunktion des Grades 11 wurde in >>E. F.>) II ,  403 mit $ bezeich- 

net; sie besitzt, iibertragen auf die hier vorliegenden Voraussetzungen und Be- 

zeichnungsweisen, in der EntwicklungsgrSsse x des Grades 55 die Reihendar- 

stellung: 

(I)  *'(Ca)) = X  - ~  (l + 6x8+ I7X'~ 1 1 6 x ~ O +  2 5 2 X ~ 5 +  " "). 
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I m  ))DB)) der Gruppe ~1,11 ist nun u eine zweiwertige und ~ eine seehs- 

wert ige Funkt ion ,  und zwar ist wieder jede der beiden GrSssen eine g a n z e  alge- 

braische Fuuk t ion  der anderen.  Die zwischen u und z bestehende algebraische 

Rela t ion ist also yore sechsten Grade in u und yore zweRen. in  ~, und wieder  

komm~ nur  ein G l i e d  mi t  u ~ und eines mit  z~ vor. Die fragl iche Rela t ion muss 

also die Gestal t  haben:  

(2) u ' + (.o* + .~).~ + (t,0. + b,)u ~ + (~o* + *~)u ~ + (d0. + ~,)~ 

+ (%~+ e,)~ +f0,  ~ +A~ +A = o. 

Infolge  der grossen Anzahl  der unbekann ten  Koeff izienten ist deren Be- 
~ (5~) 

rechnung hier  e~was umsti~ndlicher. 3San ziehe zunitchst den ))DB)) der 1.o1,11 

heran  und s t e l l e  die beiden Nul lpunkte  ers ter  Ordnung  yon u in den Ecken: 

-33  + i/Vii - 3 3 + i V I I  
2 I I  

fes~. Beide Stellen sind zugleich Nul tpunkte  erster  Ordnung  yon ~. We i t e r  f~lit  

in der Spi tze .  ~ ~- i  ~ tier Po l  erster  Ordnuug  yon. u mi t  einem solchen f i inf ter  

Ordnung  yon ~ zusammen, und in der anderen Spitze b e i  r  l iegen iiberein- 

s t immend Pole erster  Ordnung  yon u und ~. Also ist der Quotient :  

~(~) 
w(~)=~(~ i 

m (55) eine vierwel4ige Funkt ion  der t~l, 11 mit  einem Pole  vier ter  Ordnung  in der Spitze 

bei ~0 ~ i ~ .  t t i e raus  ergiebt  sich, dass sich nach E in t r agung  yon ~ : ~ u w  in (2) 

der Fak to r  u s aus allen Gliedern herausheben la~sen muss, woraus wir e l ~ o ,  

f i  -~ o,  f~ ~- 0 folgern.  

Man best imme demni~chst die Koeffizienten yon u S , . . . ,  u ~ im Ansatze (z) 

einzeln. Die Wurze ln  der Gleichung sechsten Grades (2) fiir u sind: 

(3) u(~), u ( ~ + ~ ) ,  u ( ~ + 2  ~ ) ,  ~ , ( ~ + 3 .  ~ ) ,  , ( ~ §  ~i), 

W~hrend  sieh die Reihen der ersten fiinf GrSssen sofort  aus (1) w 5 ergeben, 

macht  allerdings die letzte GrSsse (3) etwas mehr  Miihe. Man ha t  sich zu er- 

innern,  dass u(~) der Quot ient  der Summe der drei Formen:  
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2 4  

1/~/: JJo d.,o d , ,0 ,  

2 ' " \ 10 , 0/-, \ 22 ' 0/2 \ I I0 ' (0.2 ' 

2 4  

5 ,~o.~ d \ i  ~ , %  d \ 5 5  ,r 

und der Form: 
2 4  

1 / ~ ,  d5 d , ,  ds.~ 

ist. Man stelle also die Wi rkung  der Subst i tut ion:  

- -  t _ _ _  

i l /HI col' = I 1%, ilFI I c% --~ ,  

fest und bilde fiir den  t ransformierten Quofienten die Potenzreihe. 

~ ( - - I t  / : x -5 ( i -~xS~ 2xlO-~x15~-x~O~-2x25~ - . . . ) .  

Es ergiebt sich: 

Nun kann man dutch  ziemlich einfache Rechnungen die vier ersten Potenzsum- 

men Pl,J~ P~ der sechs Gr5ssen (3) als Funkt ionen der Grade I , . . . ,  4 yon 

migtels der Reihen berechnen: 

p t~-~ ,  j o . 2 - ~ - - I 0 ~ + 2 0 ,  p . ~ z s - - I S z ~ + 3 0 ~  , 

p 4 = ~ 4 - - 2 0 ~  3 + 903.2-- I4OW + I00. 

Zur Probe dient, dass sich die vier ersten symmetrischen Grundfunkt ionen 

st, s.2, s~, & n a c h  bekannten Regeln der Algebra aus den Potenzsummen als 

lineare Funkt ionen yon ~ ergeben miissen: 

s t = ~ ,  ss~---5~-- lO, s ~ = o ,  s~----  ~5a:+ 25. 

Die beiden letzten noch unbekannten Koeffizienten folgen jetzt  sehr leicht mit- 

tels der Potenzreihen. Dami t  finden wi t  das grundlegende Ergebnis: Die beiden 

Hauptfunktio~en u und �9 der Grade 55 und I I Mingen zusammen durch die alge- 

bralsche Relation." 

(4) u6 - -  ~ + 5 ( z - -2 )  u4 - -  5 (3 ~ - - 5 )  u~ - -  ~u + ~ =  o .  
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Bei AuflSsung dieser fiir ~ quadrat isehen Gleichung nach �9 muss sich na- 

tiirlich die fiir die Zwischengruppe (~(5~) 1,11 charakteris t ische e rs te  Quadratwurzel  

(16) w 5 einstellen. In  der Ta t  finder man  als Ausdruck der Hauptfunktion ~(o~) 

des Grades I I in de~enigen des Grades 55: 

(5) 2*-~u(u'--Sus+ ISU+ I) + u(u~-2**-3 )V(u '+u- l ) (u~ -7u+ i i ) ,  

wobei die Quadratwurzel  auf der imagingren ~-Achse positiv zu nehmen ist, 

Der  For tgang  zur Transformat ionsgruppe  (~n) des elf ten Grades geschieht  

je tz t  dadurch,  dass man  zur Haup t funk t ion  �9 dieses Grades die Quadratwurzel :  

(6) = I/~-(* ~ -  2 o ' ~ +  5 6 , - 4 4 )  

adjungier t  (vergl. >>E. F.>) I I ,  405 ft.). Es stellt  sich d a n n  die Funk t ion  j(W) in 

a und �9 so dar: 

4 , (6 I*~- -24  . 23* +  25 . I 1--24 . 3 " 5 i f )  3 

D u r e h  die drei letzten Gleichungen and  die Gleichung (4) w 4 ist j(e) in 

der Haup t funk t ion  v(o~) des Grades I IO dargestellt .  Zur t r ans formier ten  Funk- 

t ion 3 ~ - - -  gelangt~ man dureh dieselbe Formelket te ,  wenn man nur  in (4) 

w 4 vor der Quadratwurzel  das negative Vorzeiehen sehreibt  und  alle i ibrigen 

Zeichenvorschrif ten unveriindel4 li~sst. Zur Berechnung v o n j ( - ~  IIO) ausj(co) 

sind, wie es sein mass, nach Adjunkt ion  der Haup t funk t ion  v(w) des Grades 1 IO 

z u  j(oJ) noch drei Quadra twurzeln  auszuziehen. 1 Hie rmi t  ist die algebraische 

Theorie  des Transformat ionsgrades  I IO zum Absehluss gebracht.  

t Von den drei hier benutzten Quadratwurzeln ist nut die erste unmittelbar mit der ersten 
Wurzel (I5) w 3 identisch. Jedoch sind 6 und F~(u~+u--I)(U2--7u+ I I) ais Funktionen der Trans- 
f6rmationsgruppen (~(11) und (~55) mithin auch der Gruppe (~110) durch die Hauptfunktion v(to) 
des Grades IIo und die drei Wurzeln (I5) w 3 rational darsteUbar. In diesen rationalen Darstel- 
lungen stellen sich auch keine numerische Irrationalitiiten ein; denn die Entwicklungskoeffizienten 
in den Potenzreihen aller hier in Betracht kommenden Quadratwurzeln sind ganzzahlig, und die 
Koeffizienten der gedachten rationalen Darstellungen sind daraufhin dutch LSsung linearer Glei- 
chungen mit rationalen Koeffizienten berechenbar. 
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w 7. Klasseninvarianten und Klassenk~rper der Diskriminanten 

--55, --220, --440. 

Naeh den Angaben yon w 4 hat man ffir die vier Formklassen der Diskri- 

minante D ----- -- 55 die Klasseninvarianten: 

( I '  j(--I +2ilf 5~ ) , j(~-3+-BiV-~ ) , j(+I 4i~55 ) �9 

Die beiden erstcn zu den ambigen Klassen gehSrenden Invarianten sind reell 

und genfigen den Ungleichungen: 

�9 - - I + i  _ < o < j  .--3 ,V55_ < i2~; 
2 

die beiden letzten Invarianten (I), die den entgegengesetzten Klassen angehSren, 

sind konjugiert komplex. 

Die biquadratische Klassengleichung hat als Gleichung im rationalen KSrper 

eine Galoissche Gruppe der Ordnung 8; als Gleichung im quadratischen KSrper 

(~, i v y )  hat sie eine Gruppe der Ordnung 4, die (da nicht alle Klassen ambig 

sind) zyklischen Typus hat. Nach den Weberschen S~tzen fiber die Zerlegung 

der Klassengleichung entsprechend den Geschlechtern ist die Klassengleichung 

naeh  Adjunk~ion yon V5- zum rationalen KSrper entsprechend den beiden Ge~ 

schlechtern der vier Formklassen in zwei quadratische Gleichungen zerfiiUbar. 

Die zum Hauptgeschlechte gehSrende quadratische Gleichung hat die reellen In- 

varianten (I) zu Wurzeln. Man gelang~ zu einem reellen biquadratischen KSrper, 

der neben ~ durch Adjunktion einer zweiten, noch festzustellenden reellen 

Quadratwurzel zu gewinnen ist. Aus diesem biquadratischen KSrper entsteht 

der KlassenkSrper achten Grades durch Adjunk~ion der LSsungen der zweiten 

Gleiehung zweiten Grades, also der beiden letzten Invarianten (I). 

Die niihere Untersuehung muss diese Angaben bestiitigen und Aufschluss 

fiber die noeh festzustellende Irrationalitiit geben. Die erste Klasseninvariante 

j -  I ~ wird yon der Eeke e I des Hauptpolygons H55 geliefert. Als zu- 

gehSrigen Wert der Hauptfunktion hat man nach (7) w 5: 
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(21 . - 
2 

womit sich bereits die zur Trennung der Geschlechter nStige IrrationalRiit 1/5 

einfindet. Nun ist j(o~) allgemein eine rationale Funktion mit rationalen Zahlen- 

koeffizienten yon u und den beiden Wurzeln (I6) w 5. Fiir den Wert  (2) yon u 

verschwindet die erste Wurzel, w~hrend die zweite die noch gesuchte Irratio- 

nalit~t liefert: 

1 / / - - -  1 + 3 V5- (3) l /u(u3--4u--4)  F 2 

Hier steht unter der Quadratwurzel der eine der beiden Primfaktoren yon --x I 

im reellen quadratischen KSrper (~, VS). Wir gelangen zur Darstellung der 

vier Invarianten (i): 

(4) 

2 2 

j --3 55 R ! +  1~ - - I + 3  
2 2 

v j T~ 5 = R  - V 5 ,  + i  ~ + 3  , 
2 2 

wo R in allen Fitllen eine und dieselbe rationale Funktion mit rationalen Zahlen- 

koeffizienten ist und das Entsprechen der Doppelzeichen in der letzten Gleichung 

unentschieden bleibt. 

Der KlassenkSrper achten Grades der Diskriminante D = - - 5 5  ist hiernach: 

�9 2 2 

Das Produk~ der beiden letzten Irrationalit~ten ist i f i l l ,  So dass die Quadrat- 

wurzel der Diskriminante 1/--55,  wie es sein muss, sich als natiirliche Irratio; 

nalR~t der Klassengleiehung herausstellt. 

Zur wirklichen Herstellung etwa der rechten Seite der ersten Gleichung (4) 

hat  man aus (5) und (6) w 6 die beiden Werte: 
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(6) 
/t~ �84 i + 3 ,  

- I + 3 V  ~- 
2 

zu berechnen. Bei dieser Rechnung is$ zu beachten, dass a(~o)im Punl~e e 1 

positiv sein muss. Natiirlich musste sich neben V5 die IrrationalitKt (3) wieder 

einfinden. :~r gewinn~ die erste Gleichung (4), indem man in (7) w 6 fiir 

und a die eben angegebenen Werte eintr~gt. Wie stets in ~hnlichen F~illen ist 

die Ausrechnung des geordneten Ausdrucks: 

J 2 " = a  + b u s +  ( c + d V s )  2 

nicht mehr grundsKtzlich sehwierig, aber umst~ndlich. 

Die Klasseninvarianten der Diskriminante D = - - 2 2 o  sind n a c h w  I: 

yon denen die beiden ersten, den ambigen Klassen entsprechend, reell sind und 

den Ungleichungen: 

geniigen. Die zugehSrige biquadratische Klassengleichung �9 eine >>To~al- 

resolvente>> der eben besprochenen Klassengleichung sein. Es ist also der Klas- 

senkSrper der Diskriminante --22o identisch mit dem eben bes~immten Klassen- 

k5rper fiir D = -  55; und das Interesse, das bier noch vorliegt, bes~eh~ darin, 

diese Iden t i~ t  durch direkSe Rechnung naehzuweisen. Nun ist aber nach (7) w 5 : 

(8) u (i 1 / ~  -) = 7 + V-5 
2 

Fiir diesen .Wer~ u verschwindet die erste Quadratwurzel ( I6)w 5 wieder, wiihrend 

man fiir die zweite Quadra~wurzel finder: 
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Hiermit  ist der fragliche Nachweis bereits erbracht. Den gleichen Beweis kann 

man natiirlich mittels der Werte , ( i l / ~ )  und a(i V--5--5 ) fiihren. Aus (5) und (6) 
w 6 ergeben sich mR etwas mehr  Rechenaufwand die Werte:  

(9) J 

] ~(i |/-~)=.: i I (-I 72-~5 )8. 9 +2Y5- V -- I .~_~_ ]/'3~ . 

Ihre Eintragung in (7) w 6 liefert die Klasseninvarianten (7) selbst. 

Die Klassengleichung der Diskriminante D------44o ist vom I2 ten Grade 

und muss nach  den Weberschen S~itzen entsprechend den vier Geschlechtern 

nach Adjunl~ion yon ~r~- und V5 in vier im biquadratischen KSrper (~R, ]/~, VS) 

irreduzible kubische Gleichungen zerf~llbar sein. Es hat  dann z. B. die zum ttaupt-  

geschlechte gehSrende Teilgleichung die Wurzeln: 

von denen die erste reell und > I28 ist und zur Hauptklasse gehSrt. 

Die Hauptfunkt ion v(w) des Grades I IO liefert hier nun zunEchst eine ku- 

bische >> Partialresolvente >> der Klassengleichung, der die drei zur Irrationaliti~t 

i V I I o gehSrenden Eckenwerte: 

v (i V-I ~o), v ( u  1 1 ~  V-~1~ ) 

der Hauptfunkt ion geniigen. Diese Resolvente gewinnt man durch Nullsetzen 

des kubischen Faktors unter der ersten Quadrutwurzel (I5) w 3. Die kubische 

Resolvente der Klassengleichung ist  also: 

(xo) v"--v~--8-~o. 

Diese Resolvente ist im rationalen Ksrper  irreduzibel und hat  eine Galois- 

sche Gruppe der  o rdnung  6. Ihre Diskriminante ist n~mlich yore quadrutischen 

Fal~or 4 abgesehen gleich der vorliegenden Formendiskriminante --44o, woraus 

zugleich hervorgeht, dass V - 4 4 0  eine natiirlidhe Irrationaliti~t der Gleichung (I o) 
55 - -  29764. Ac~a mathemafica.  55. Imp~ im4  le 11 ao~t  1930. 
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iat. Ist  e - -  - - ,  so entnehme man die Wurzeln yon (I o) nach der Kar- 
2 

danisehen Formel aus: 

(II) 41/3 
V 

-- 8~'VI-2-V3.4- 2 | / i i 0 - 1 -  ~--" V I2~/3--.2~I,0, V = O ,  I ,  2. 

�9 Sind v und V die beiden komplexen LSsungen der Gleichung (Io), so kann man 

den Gaioisschen KSrper sechsten Grades dieser Resolvente als KSrper (~, v, 4) 

erkl~ren. 

Aus diesem KSrper seehsten Grades muss nun der KlassenkSrper ~440 der 

Diskriminanie D - - - - 4 4 0  durch Adjunktion (ter beiden reellen Quadratwurzeln 

V22 und 1/5-entstehen: 

( , 2 )  = v, 

Die Best~tigung dieser Angabe muss sieh aus den Quadratwurzeln ( I 5 ) w  3 er- 

geben. In v(~o) und diesen XWurzeln ist n~imlich j (w) ra t iona l  mit rationalen 

Zahlenkoeffizienten darstellbar. Berechnen wir also die Invariante fiir eine der 

Klassen des Hauptsgeschlechtes, so ist fiir v die reelle LSsung der Gleichung (Io) 

eilmutragen. Es verschwinde$ dann die erste unter den drei Wurzeln (I5) w 3, 

wiihrend die beiden Wurzel.n: 

naeh Adjunk~ion yon lf2- und 1/5 - in der gewi~hlten Wurzel v yon (IO) rational 

darstellbar sein miissen. 

Um dies zu bestiitigen, bemerken wir, dass die beiden folgenden Gleiehungen 

in v identiseh bestehen! 

�9 (V--I)(V3-{-V2-I- '3V--I) -'I--~(v ~ +3  v + 4 ) ~ + 8 ( Z V + i ) ( v S - - v ~ - - S )  �9 

Se tz t  man hie-r fiir v eine der Wurzeln der Gleiehung (Io) ein, so gilt: 
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V ( v ~ + v + 3 ) ( v ~ + v _ ~ ) =  ~ , V (v + 3v+7), 

= ~ ( v ' +  3v+4) .  

Die Adjunktion der Wurzeln (I3) zum KSrper seehs~en Grades (~, v, V) kommt 

also in der Tat auf die Adjunktion der beiden reellen Quadratwurzeln ]/5 - und 

V 2  hinaus. An die Stelle der beiden Wurzeln (13) kann man aueh die beiden 

GrSssen | und a treten, lassen. Zuniiehst stelle .man, wenn v eine Wurzel der 

Gleiehung (IO) ist, die beiden Gleiehungen fes~: 

2U=V2  + V + 2, 

VTiu~+u - x)(u~--7u+ I x ) =  ~ ]/-5(v~--v+ 2). 

Zufolge (5) w 6 wird somi~ nach Adjunktion yon 1/5 - der zugeh5rige Wert  �9 in v 

rational dars%ellbar; man gewinnt den Ausdruek: 

z : ( 1 7  +TV-5)v ~ + (25 + 91/5-)v + (59+23 VS). 

Nach der weiteren Adjunktion yon 1/2- muss auch o rational in v darstellbar 

werden. Doch fangen hier die Rechnungen an, unbequem zu werden.  

Bad Hamburg, den 17. Februar 193o. 


