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~. Transzendente Methoden. 

Nachdem Riemann in der ersten Abhandlung seiner Theorie der Abelschen 

Funktionen (Werke, i892 , S. 9o) gelehr~ hat, wie man *die Verzweigungsaxt 

einer mehrwertigen t Funktion geome~risch darzustellen~ habe, sag~ er in Bezug 

auf die algebraischen Funk%ionen (ebenda S. Io3), er wolle sie, start yon ihren 

Ausdrficken auszugehen, mit Anwendung des Dirichletschen Prinzips durch ihre 

1 Es ist bemerkenswert, das die Ausdrucksweise mehrwertig und einwertig, die Riemann 
a. a. O. (S. 89) einffihrt, auf Gauss zuriickgeht, der sich ihrer im art. 7 einer nachgelassenen Ab- 
handlung, Werke X, I, S. 414, bedient; Gauss sagt nur a. a.O. vielwertig statt  mehrwertig. 

1--30534. Acta math'ematica. 56. Imprim6 le 6 septembre 1930. 
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Unstetigkeiten definieren. - -  Die methodisch vielleicht etwas befremdliche De- 

finition der algebraischen Funktionen durch transzendente Methoden rechtfer- 

"tig~ sich sachlieh dadurch, dass Riemann als das Prius die Abelsehen Integrale 

definiert und aus diesen dann erst die algebraischen Funktionen aufbau~, histo- 

rich erkl~rt sich dieses Vorgehn, wie Brill und Noether (Yahresbericht der 

D. M. V., I894, S. 256) bemerkt haben, dadurch, das Riemann urspriinglich yon 

einem Problem der konformen Abbildung ausgehend (siehe die nachgelassene 

Note I XXVI,  Werke, S. 440), also yon transzendenter Seite her zu den end- 

lich vielbl~ttrigen Fl~chen und den zugehSrigen Abelschen IntegTalen gelangt 

war; es wird dies dutch Riemanns eigene Bemerkung (am Schluss der Einleitung 

zu der 4- Abhandiung der Theorie der Abelschen Funktionen, Werke, S. Io2) 

best~tig~, wo es heisst: ~was die Auffindung der einzelnen Resultate betrifft, so 

wurde ich auf das i m w  I--5 ,  9 und I2 mitgeteilte . . .  im lClerbst I85I und zu 

Anfang i852 durch Untersuchungen iiber die konforme Abbildung mehffach zu- 

sammenh~ngender Flgchen gefiihrt~. In  der Tat  bezieht sieh die erw~hnte nach- 

gelassene Note XXVI  auf das Problem, einen yon n auseinanderHegehden Krei- 

sen be~oTenzten ebenen Bereich auf eine n-fach iiberdeck~e Halbebene hom~ome- 

trisch (d. h. gegenseitig eindeutig und konfol~n) abzubilden, m Auch naehdem 

das Dirichletsche Prinzip "aufgegeben worden war, haben C. Neumann und H. 

A. Schwarz den Beweis der Existenztheoreme dureh transzendente ~[ethoden 

erbracht, und ebenso sind alle spgter fiir die L~Ssung des Randwertproblems der 

Potentialtheorie ausgebiideten Methoden, "die fiir den Nachweis der Existenz- 

theoreme nutzbar gemacht werden kSnnen, wesentlich transzendenter Natur. ~ 

2. Die algebraische Methode fiir eine spezielle Fliiche. 

In  meiner Arbeit ~Zur Theorie der Fuchsschen Funkffionen~ (Crelles Jour- 

nal IO5, I889, S. ISI s) hatte ich eine algebraische Funktion zu betrachten, 

deren Riemannsche Fl~.che R aus ~+ x Bl~ttern o, I, 2 , . . . ,  g besteht und a 

Verzweigungspunkte a~, a~, . . . ,  a~ aufweist, yon der Art, dass bei einem positi- 

Gleichgewicht der Elektrizit~t auf Zylindern mi t  kreisfSrmigem Querschni t t  und parallelen 
Achsen. 

2 tkuch das Yerfahren, das P. Koebe, Acta mathematiea 4 o, I914, S. ~87--29 o zur Bestim- 
mung  einer algebraischen Funkt ion  zu gegebener Riemannscher Fl~che angibt, i s t  im allgemeinen 

t ranszendenter  Natur. 
s Vergl. auch mein Handbuch  der Theorie der l inearen Differentialgleichungen, Bd. II ,  2, 

I898, Nr. 336, S. 28I; Nr. 343, S. 308. 
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yen Umlauf  um a~ sieh die Bl~ttter o, k, k - - I  (fiir k = I  die BlOtter o, I, a) 

ineinander  permutieren, sodass also jeder dieser Verzweigungspunkte doppelt zu 

z~thlen ist. Nach der Riemannschen Formel  w--en----219--2 ist also unsere Rie- 

mannsche Fl:,tche yore Geschlechte p = o ,  und  die algebraische Fuukt ion  y, die 

nu r  an einer Stelle yon /~ unendl ich erster Ordnung wird, g e n f i ~  einer alge- 

braischen Gleichung (a+ I)-ten Grades mi t  in x l inearen Koeffizienten 

( r+ l  

y, + , / =  o 

~ : ~ 0  

und  h~ngt  noeh yon drei willkiirlichen Kons tan ten  ab. Die Diskriminante die- 

ser Gleichung ist einerseits yon der Form 

/)(x) ~- Const. (x- -a l )"  . . . (x--  a.)'* 

und ist andererseits eine ganze homogene Funk t ion  yore Grade 2 a der Koeffi- 

zienten yon (I). Vergleicht man in diesen beiden Darstel lungen die Koeffizien- 

ten gleich hoher Potenzen yon x,  so erh:,ilt man 2 a +  I Gleichun~en fiir die 

2 a + 4  Unbekannten bk, ck(k=o,  I , . . . , a +  I). Man hat  also dutch ein alge- 

braisches Eliminationsproblem die Koeffizienter Jer  Gleichung (I) und damit  die 

algebraische Funktion y yon x bestimmt, wobei darauf  zu achten ist, dass die 

LSsung des gedachten .Gleichungssystems noch yon genau drei willkiirlichen 

Kons tan ten  abh:,ingen muss. - -  Dami t  war - -  abgesehen yon dem hyperelliptischen 

und  fihnlichen F~tllen - -  wohl zum ersten ]~Iale darauf  hingewiesen worden, dass die 

Best immung einer durch die Riemannschen Existenztheoreme postulierten Funk- 

tion, die zu einer gegebenen Riemannschen Fl~tehe gehSrt, ein algebraisches Pro- 

blem ist, das mit algebraischen Hiifsmit te ln,  n~tmlich mit  Hilfe der Eliminations- 

theorie gelSst werden kann. I m  dahre i89I deutete Hurwitz  (Mathematische 

Annalen 39, S. I ft.) an, dass alas yon mir  angegebene Syste m algebraischer 

Gleichungen nicht nur  die zu der vorgeschriebenen Riemannschen Flfiche R ge- 

hSrige algebraische Funkt ion  y liefert, sondern mig ihr fiberhaupt alle algebrai- 

schen FunkCionen, die zu irgendwelchen zusammenh~ngenden a + I-bl{tt~rigen 

Riemannschen Fliiehen gehSren, die in a l , . . . ,  a~ doppeltzuz~hlende Verzwei- 

gungspunkte  besitzen. Hurwitz  best immt die Anzahl solcher Riemannscher  Fl~tchen, 

und  zwar fiber den yon mir betrachteteff  besonderen Fal l  hinausgehend, fiir 

beliebige Bl:,ttterzahl und  beliebige Anzahl  yon einfachzuziihlenden Verzweigungs- 

punkten  and  zeigt auch mit  Hilfe der Liiroth-Clebschschen kanonischen Gestalt 
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einer Riemannschen Fl~che, dass alle Riemannschen Fl~chen mi~ konstanter 

BF, ttterzahl und denselben einfachzuzi~hlenden Verzweigungspunkten auseinander 

durch ~Monodromie-der Verzweigungspunkte~, d. h. dadurch hervorgehen, dass 

man die Verzweigungspunl~e auf geschlossenen Bahnen in ihre Ausgangslagen 

zuriicklaufen l~isst. 

In dem in Rede stehenden besonderen Falle ist es nich~ schwer, die all- 

gemeiue Form einer Gleichung (I) herzustellen, deren Diskriminante ein Quadrat 

ist. Setzt man nhmlich 

a + l  o'+1 

b~v ~ = , ( v ) ,  ~ ,  ~ v  ~ = - ~ ) ,  
k=O k=O 

sodass also (I) die Form erh~lt 

(~ a) x , ~ ) -  ~'(v) = o, 

und soil die Diskriminante, d. h. die Resultante y o n  ( I  a )  und der Derivierten 

nach y, x~'(y)--9 ' (y)=o,  also ~ 9 ' - - 9 ~ '  ein Quadrat sein, so muss auch 

~ly das Quadrat einer rationalen Funktion R(y) yon y, also R (y)" dy ra- 

tional sein. Setzen wir 

o'+ 1 ~k  

R(y) = ~ + Z v--:,~-i' 
k = l  

a + l  

wo also zp(y)=b~+xH~/ -ak  ) gesetzt wurde, so muss zungchst, da ja ,~'--9~2' 
k = l  

yore Grade ca ,  also der Ziihler yon R ~ )  hSchstens yore Grade a ist, c = o  

sein, und iu 

~(v} ~ =  ~ (V:_ ~}~ + Z Z  ~ _  ,~ _~,~ 
�9 k ~ h  

mfissen alle Residuen verschwinden, d. h. es miissen die Gleichungen 

~: - ~ o  (~ b) F , ~ k _  ~ ~ 
k=l=h 

( h = I , 2 , . . . , a + I )  

besteheu. Dazu is~ erforderlich, class die schiefsymmetrische Determinante 



Algebraischc Funktionen zu einer Rielmmnschen Fliiche. 

[ ~ ]  fiir ein a bei beliebigen a~ der Fall ist, verschwindet, gerades W~S 

w~thrend fiir ein ungerudes a sich eine Bedingungsgleichung zwischen den a~ 

ergibt.. Diese lautet z.B. fiir a----3 (dem der ModulfunkCion entsprechenden Fall) 

I I I I I I 

gl - - i f 3  q 2 - -  ~4 g l - - ~ 4  ~ 2 - - ~ 3  

also, wenn wir 

,,~ = ( ~ , - ~ : ) ( . , - . ~ ) ,  . . .  = ( ~ , - ~ ) ( . : - ~ ) ,  ,,~ = ( ~ - ~ ) ( . ~ -  ~ )  

setzen (vergl. z.B. Weber, Kleine Algebra, IOI2, S. ~33, I34), 

das heisst aber nichts anderes, als dass fiir die biquadra.tisehe FunkCion ~0(y) 

die yon Weierstrass mit g~ bezeichnete Invariante verschwindet, die ak also ein 

aequianh,~rnmnisches Punktquadrupel bilden miissen. Ha t  man die ~k den Glei- 

chungen (I b) gem:,iss bestimmt, so is~ 

~( 'J)  = Z y _ ~ '  

ff+l 

.= Y ~k) -~' 
f ~ 5i ~ =  R(y): dy = -  Z ~_g~. ~p 

k=X 

+ Cons~., 

und die Gleichung (I) l~ute~ demn,~ch 

(I c) x + ~,  : / - ~ k -  Const. 
k=l 

Da dx/dy ~.R(y) 2, d"x/dy ~= 2 R(y)R'(y).ist, so iibersieh~ man sofor~, dass die 

Form (I e) auch hinreichend dafiir ist, d~.mit die a Werte ax, . . . ,  aa yon x, die 

den Nullstellen yon R(y) entsprechen, doppel~zuziihlende Verzweigungspunkte der 

algebraischen Funk~ion y yon x seien, wenigstens wenn die a l~ullstellen yon 

/~(y) alle yon einander verschieden sin& Fiir den Fall a-~3 lautet die Gleichung (I c) 

~2 
~ ( y )  + (y - .~) ( y -  ~..) (y - ~) (~, - ,~)~ + (y - ,,)(:~ - ~)(~ - ~ ) .  

[ ~  + (~ ~ ) ~  + (y - ~ , ) ( y -  ~ , ) ( y -  ~)  ~ - .. + + 

+ (y - ,,) (y - ~..)(y - ~, (~,- ,~)~ 
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sie enthSlt die clrei erforderlichen willkiirlichen Konstanten ~, ~ und b~+~. - -  

Dagegen bedarf es noch besonderer, nicht mehr rational ausdrfickbarer Be- 

dingungen, um zu bewirkeu, dass die Riemannsche Fl~s der dutch (I c) deft- 

nierten Funk~iou y die vorgeschr/ebene Verzweis~ngsart aufweist, d. h. dass den 

positiven UmlEufen um die Verzweigungspunkte at die Zykeln (o, k, k -  I) ent- 

spreehen (vergl. welter unten Nr. 5): 

3. Die Grundz~ge der  algebraischen ]llethode im allgemeinen Fall. 

Sps (urn I9oo ) wurde ich durch meine Besehs mit dem sogenann- 

ten Riemannschen Problem der linearen Differentialgleiehungen auf die Frage- 

stellung meiner Arbeit yon I889 zuriickgefiihrt. ])as Riemannsche Problem ver- 

lans~ die Bestimmung einer linearen Differentialglelchung mit rationalen Koeffi- 

zienten yore Fuehsschen Typus, deren wesentllch singuls Stellen mit den zu- 

gehSrigen Fundamentalsubstitutionen beliebig vorgesehrieben sind. Da jede 

algebraische Funktion einer linearen Differentialgleichung des genannten Typus 

geni~gt und fiir eine solche Funk~ion die Angabe der singul~ren Stellen mit den 

entsprechenden Fundamentalsubstitutionen nichts anderes bedeutet, als die An- 

gabe der Riema~nschen Fl~che, so erscheint die Aufgabe der Bestimmung einer 

zu gegebener Riemannscher Fl~che gehSrigen algebraischen Funk~ion ,~ls speziel- 

ler Fall der LSsung des l~iemanuschen Problems. - -  Nun bediente ich reich bei 

der Behandlung dieses Problems cler Kontinuit~tsmethode, die ja bekanntlich 

darin besteht, zu zeigen, dass fiir zwei Systeme yon Parametern, yon denen das 

eine deu Daten des Problems, das andere den unmittelbaren Bestimmungsstficken 

der LSsung entsprieht, beliebigen Werten des einen Systems immer wohlbe- 

stimmte des anderen zugehSren. W~ihrencl fiir d~.s allgemeine Riemannsehe Pro- 

ble'm die Beziehung zwischen jenen beiden Systemen yon Parametern eine trans- 

zenclente ist, muss sie sleh fiir die in Rede stehende Aufgabe aus cler Theorie 

der algebraischen Funktionen auf eine algebralsche reduzieren, uncl so legte ich 

mlr die l~rage vor, wie sich die seinerzeit fiir die spezieUe l~iemannsche Fl~iehe. 

yore Geschlecht Null ~.ugewandte Wfethode auf den allgemeinen Fall iibertragen 

l~sst. - -  Diese Frage habe ich behandelt in den Oomptes l~endus yore 27. Ok- 

tober i9o2 und in den Annales de l']~cole lqormale Supdrieure, 3- s6rie, t. 2o, 

19o3, S. 33I ft. (Sur Ia cl~termination des fonetions alg~briques uniformes sur 

une surf~.ce de Riemann donn~e). Die Forderung, dass y eine eindeutige Funk- 

tion des Orts in einer Riemannschen Fl~che R mit m Bl~ttern und den ein- 
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f achen  Verzweigungspunkten a~, a~, . . . ,  a~ sei ~, die in R jeden Wer~ u-real ~n- 

nimmg, bedingt ,  dass y einer Gle ichung  yon der  Form 

fo(x)y" + f~(x)y"*-' + . . .  + f~(x)  =- o (2) 

geniigt ,  wo 

= y ,  

t=0 
( k = o ,  I, . . .  m) 

ist. Die  Diskr iminante  dieser Gle iehung  wird e inmal  als homogene  Funkf ion 

vom Grade  .2 (m- - I )  der  Koeffizienten f~(x), alas andere  Mal  in der  F o r m  

= x '  

dars te l lbar  sein, wo X,  der sogenann te  ausserwesent l lche  Tel ler  der  Diskrimi- 

nante ,  eine ganze Funkt ion  yon x yore Grade  ( m - - I ) ( . ~ - - I ) - - ~  is~, wenn  p das 

Geschleeht  der Riemannschen  Fl~iehe R bedeutet ,  sodass also a - - 2 m - ~ 2 ~ - - 2 .  - -  

Verg le ich t  man  in diesen beiden Dars t e l lungen  der  D i sk r iminan te  wieder die 

Koeff iz ienten gleich hoher  Po tenzen  yon x, so erhiilt  m a n  ein Sys tem yon alge- 

bra ischen Gleichungen (M) = o, das aus 2 ~ (m --  I) + ~ Gle ichungen  besteht ,  und 

in dem neben den (m + I ) ( r +  I) - -  I Koeff iz ienten  Aik noch die (m - -  I)(~ - -  I )  - -  

p q - I  Koef6ziengen der  ganzen Funkf ion  X als U n b e k a n n t e  aufzufassen sin& 

~r hag somit  im ganzen  2 m ~ +  2 - p  Unbekannge,  also 2 ~ - - p  + I mehr  als 

Gle ichungen.  ~ Nach  den Grunds~gzen der  E l imina t ions theor ie  ergibt sich nun, 

dass  sieh yon dem Gle ichungssys tem (2~I)-~ o ein Sys tem ( 2 t / ) = o  abspal ten  l~iss~, 

das  die 2m~ + 2-- ID U n b e k a n n t e n  als a lgebraische F u n k t i o n e n  der  a l , . . . ,  ao 

und  yon 2 ~ - - p  + I willkiirl ichen K o n s t a n t e n  de6niert ,  also von ebensovielen 

K o n s t a n t e n ,  als naeh den R iemannschen  S~tzen in e iner  a lgebra ischen Funkt ion  

yore Geschleehte p, die jeden Wer~ an ~ gegebenen Stel len ann immt ,  willkiirlieh 

bleiben miissen. - -  Dieses System z e r f ~ t  wieder  in eine endliche Anzahl  irredu- 

zibler Sysgeme (Primideale in moderne r  Bezeichnungsweise)  

(3) = o ,  = o , . . . ,  

Die Annahme einfacher Verzweigungspunkte involviert keine wesentliche Beschr~nkung, 
indem sich bekanntlich jede beliebige Riemannsehe Fl~che hom~ometrisch (d. h. gegenseitig ein- 
deutig und konrorm) auf eine mit nur einfachen Verzweigungspunkten abbilden eder, was dasselbe 
heisst, jede a]gebraische Gleichung zwischen zwei u birational in eine solche mit einfachen 
Verzweigungspunkten transformieren l~isst. 
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wobei als Rationalitg~tsbereich der Bereich der rationalen Funktionen der a~, . . . ,  ao 

mit irgendwelehen konstanten Koeffizienten zu gelten hat. Ieh haste reich 

damals na~rl ieh atff die Kroneekersehe Eliminationstheorie berufen; die an die- 

set Theorie dutch Macaulay (The algebraic theory of modular systems, Cambridge 

Tracts I9, I916) geiibte Kritik triff~ aueh nicht die hier benutz~en Resultate, 

sondern nur gewisse Teile ihrer Begrtindung, sodass es genii~,  neben Kronecker 

auf die yon Hentzelt (~[athematisehe Annalen 88, I922 , S. 53 fl~-, bearbeitet yon 

Emmy Noether) gegebene Darstellung der Eliminationstheorie zu verweisen (Vergl. 

Emmy Noether, Mathematische Annalen 9o, I923, S. 229 f l~.) .  - -  Bestimmt man 

die A;k (nur auf diese kommt es an, die Koeffizienten yon X kSnnen ausser 

Betraeht bleiben) dutch irgendeines der Systeme (3) als algebraische Punk~ionen 

der a~ . . . .  , a~ und bilde~ mit diesen zl~k die Gleichung (2), so frag~ es sich, ob 

wenigstens eine dieser Gleichungen irreduzibel sein wird. - -  Ich habe reich da- 

reals zum Naehweis, class diese Frage zu bejahen sei, auf die Tatsaehe beruf'en, 

dass man mi~ Hilfe yon Abelsehen oder Fuehsschen Thetafunktionen stets irre- 
duzible Gleiehungen vom Gesehleeht p aufstellen kann, die in y vom m-ten, in 

x yore ~-t~n Grade sind. - -  Die hierauf beziigliehe kurze Bemerkung (Annales 

de l'l~eole l~ormale, a.a. 0., S. 341) m5ge, da sie zu Bedenken Anlass gegeben 

hat (solehe wurden mir gelegentlieh yon Emmy Noe~her brieflieh mitgeteilt), 

dutch die naehfolgenden ErSr~erungen ergttnz~ werden. 

4. Yorhandensein einer L~sung, die eine irreduzible Gleichung liefert. 

Das ~undamen~alpolygon einer Fuchsschen Funlr~ion vom Geschlechte to, 

dessen Ecken einen einzigen Zyklus mi~ der ~Ninkelsumme 2 ~  bilden, hfi.ngt 

(siehe Poincar6, (Euvres II ,  pag. 224--225) yon 3P--3 willkiirlichen Parametern 

ql, q~, - . . ,  q3v-3 ab. - - B i l d e t  man mit Hilfe yon The~afunk~ionen die Fuehssche 

Funktion x, die innerhalb des Fundamentalpolygons ]eden ~rer t  m real annimmt, 

so h~ngt diese noch yon 2 m - - p  + I weiteren Parametern ab, die wir mi~ q3p-2, 

. . . ,  q~ bezeichnen, da ja die Gesamtzahl der auftretenden Parameter gleich 

3 1 0 - - 3 + 2 m - - i 0 +  I~2p.-I-2m--2~-~ ist. Die durch diese Fuchssche Funktion 

vermittelte kbbildung des Fundamentalpolygons auf die x~Ebene ist eine diese 

Ebene m-fach iiberdeekende Riemannsche Fl~tehe I t '  yore Geehlechte 10, die also 

2 1 D + 2 m - - 2 = a  einfache Verzweigungspunkte besitzt und l~ings tier 210, den Sei- 

ten des Fundamentalpoiygons entspreehenden Riiekkehrschnitte aufgeschnitten 

ist. Versehmelzen wir die beiden Ufer eines jeden dieser Riickkehrsehnitte, so 
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geht R' in die 2 p+  I-fach zusammenh.:i.ngende Riemannsche Fl~che R fiber, die 

also yon den a Parametern q~, . . . ,  q, abhitngt. Die a einfachen Verzweigungs- 

punkte a 1 . . . .  , a, sind monogene analytische Funl~ionen dieser Parameter. - -  

Gehen wir yon einem bestimmten Fundamentalpolygon aus und withlen x so, 

dass die a einfachen VerzweigungspunkCe alle yon einander verschieden aus- 

fallen, so entspreche dem so fixierten System yon Werten ki der Parameter qs 

das Wertsystem a~ der Verzweigungspunkte ai und die Riemannsche Flitche 

R~. In der Umgebung des Wertsystems qi = k~ sind die ai--a~ nach positi- 

yen ganzen Potenzen der q~--k, entwickelbar, und da einem, in einer gewis- 

sen Umgebung der ks gelegenen Wertsystem der q~ nicht zwei versehiedene 

Wertsysteme der a~ entsprechen kSnnen, ist die Funktionaldeterminante der 

ai nach den qi an der Stelle k~ yon l~ull verschieden, sodass auch umgekehr~ 

die q~--k, nach positiven ganzen Potenzen der a~--a~ entwickelt werden kSn- 

n e n . -  Bet:rachten Wir nun noch eine Fuchssche Funktion y, die im Funda- 

mentalbereich jeden Wert  v-real annimmt, also yon noch weiteren 2v- -  2 + I 

Parametern r ~ , . . . ,  r._,,+~_p abh.:ingt, so besteht zwischen x und y eine Gleichung 

F(y, x )= "~,Aikx"-ly~--k=o, die zu der Riemannschen Fl~iche R g e h S r t . -  
i, k 

Die A~k sind in der Umgebung yon q~-~ ki als analytische Funktionen der ffi, 

und folglich in der Umgebung you a~ = as auch als analytische Funktionen der 

ai definiert und h~tngen iiberdies noch yon den 2 v - - p +  I Parametern r~ ab; sie 

gentigen jedenfalls einem der Systeme (3), etwa (M')--~ o, das also in einer ge- 

wissen Umgebung der Stelle a,=at ein System yon noch yon 2 v - -p  + I Parame- 

tern abhgngenden LSsungen A~ besitzt, das eine irreduzible Gleichung 2'~/, x) = o 

ergibt. Diese LSsungen denken wir uns l~tngs eines Weges W in der Mannig- 

faltigkeit der ai analytisch fortgesetzt und erhalten auf diese Weise in der Um- 

gebung eines jeden durch diese Fortsetzung erreichbaren regul~ren Wertesystems 

a , . - ~  LSsungen A~ des Systems ( M ' ) = o . -  Die mit  diesen A~)gebildete 

Gleichung F(y,  x)~----o gehSrt zu einer Riemannschen Fliiche / ~ ,  die aus R ent- 

steht, indem wir die Verzweismngspunkte at yon /~ den Weg W besch~eiben 

lassen; dadurch werden die Zusammenhangsverh~,iltnisse yon :R nicht alteriert, 

also ist R~ auch zusammenhiixlgend und demna.ch F(y,  x)~-~ o auch irreduzibel. -- 

Damit ist der zu liefernde Nachweis erbracht, d .h .  es ist gezei~, dass man fiir 

jedes dutch analytische Fortsetzung erreichbare regulitre Wertsystem der a~,.. . ,  a~ 

aus dem System (M')-~ o die A~  so bestimmen kunn, dass die mit denselben 
2 - -  30534.  Ac ta  mathemaZ/ca. 56. I m p r i m 4  le 6 s e p t e m b r e  1930. 
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gebildete Gleiehung F(y, x)----o irreduzibel wird. - -  Wie wir alsbald sehen wer- 

den, sind die singul~ren Wertsysteme der at . . . .  , ao dutch die Gleichungen 

at-~ as, fiir i=~k, und a~ ~ o0 gegeben. Diese sind hSchstens 2 a -  2-fach ausge- 

dehnt, sodass durch ihre Aussonderung die 2a-fach ausgedehnte Mannigfaltig- 

keit der al, . . . ,  ar nicht zerstiickelt wird. Die durch analytische Fortsetzung 

erreichbaren Wer~systeme sind demnach aUe Systeme yon endiichen und yon 

einander verschiedenen Wer~en der a~, . . . ,  a~, sodass sich also fiir jedes solche 

spezielle Wertsystem der a ~ , . . . ,  a~ eine irreduzible Gleichung 2'(y, x ) =  o her- 

stellen liiss~, die diese Werte und nu t  diese zu einfachen Verzweigungspunkten 
besitzt. 

Wenn man mit Riicksicht auf die ~Reinheit der ]~Iethode>> Wer~ darauf 

legt, die Anwendung der Fuchsschen FunktSonen als eines transzendenten ]~ilfs- 

mittels auch beim Beweise zu vermeiden, so braucht man nur stat~ des Funda- 

mentalpolygons eine sogenannte Normalgleichung yore Geschlechte ~, die yon 

31~--3 Parametern abh~ng~, zum Ausgangspunkt zu nehmen (siehe z.B. bei tten- 

sel und Landsberg, Algebraische Funktionen, 19o2, XXX[. Vorlesung, S. 54o ft.) 

und im iibrigen genau so weiter zu schliessen wie geschehen. Dabei mag be- 

font werden, dass wir bei unserem Beweis aus der Theorie der Fuchsschen Funk- 

tionen nur soviel in Anspruch nehmen, als sich aus den Eigenschaften des Fun- 

damentalpolygons und der Thetafunktionen ganz unmittelbar ergibt; das soge- 

nannte Fundamentaltheorem der Uniformisierung einer gegebenenen algebraischen 

Funktion ist nicht erforderHch. Was iibrigens das Yermeiden des transzenden- 

ten Hilfsmit~els anlang~ , so vergleiche man auch Severi, Reudiconti di Palermo, 

3~LVI, i922 , S. I I I. 

5- Die zu gegebener Fl~che geh~rige F u n k t i o n . -  Das ar i thmet isch Er- 
reichbare. 

Damit ist zun~ehst gezeig4, wie man algebraische Funlr~ionen herstellen 

kann, die auf einer m-bl~ttrigen Riemannschen Fl~che mit den a einfachen Ver- 

zweigungspunkten a ~ , . . . ,  ao eindeutig sind und je.den Wert  v-real annehmen. 

Um nun weiter zu zeigen, dass man auch den Zusammenhang tier Bl:,ttter, d .h.  

also die Vertauschungen bei den Uml~ufen um die Verzweigungspunkte will- 

kiirlich vorschreiben kann, greife ich auf die oben (Nr. 2) erw~hnte Hurwitzsche 

Bemerlrung Zuriick. - -  E s  sei etwa ( M ' ) ~  o dasjenige unter  den irreduziblen 

Systemen (3), das zu einer Bestimmung der Aik fiihrt, die eine irreduzible Glei- 
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chung  (2) ergeben; es wird sich sofor~ zeigen, dass es nur  ein solches irredu- 

zibles System (Primideal) geben kann.  Es sei R '  die zu der so bestimmten 

Gleichung (2) gehSrige Riemannsche Fl~che. ~Tach der Bemerkung  yon s 

gehen ulle Riemannsche Fl[tchen mi~ m Bl~ttern und  den einfachen Verzwei- 

gungspunkten  a~, . . . ,  a~ aus einander durch l~[onodromie der Verzweigungspunkte 

hervor;  die urspriinglich vorgegebene l~iemannsche F15che R entsteht  also aus 

R '  ebenf~Ils durch Monodromie der a l , . . . ,  a~. Denkt  m~n sich nun  die Aik 

F, ings derjenigen geschlossenen Wege der a~, . . . ,  a~ for~gesetzt, bei denen sich 

die l~iemannsche FlSche _R' in R verwundelt,  so geh~ die zu /~' gehSrige Glei- 

chung  (2) in eine Gleichung (~:) fiber, die zu der  l~iemunnschen Fliiche R ge- 

hSren wird, und dami~ ist die ]~[erstellung einer zu dieser letzteren-gehSrigen 

Mgebruischen Funk~ion geleistet. - -  Diese algebraische Bes t immung der zu einer 

gegebenen Riemannschen Fl~che gehSrigen Mgebr,.ischen Funk t ion  gew:,ihrt ,~ber 

uuch noch einen Einblick in die algebruische N a t u r  des in Rede stehenden Pro- 

blems, der mir als das wesentlichste Ergebnis  dieses ganzen Gedunkeng~nges 

e~chein~ und woriiber durum noch einige Wor t e  gest~t tet  seien. - -  

Ein irreduzibles System ( M ' ) ~  o verhiilt sich :,ihnlich wie eine irreduzible 

Gleichung zwischen zwei Ver~nderlichen, insbesondere gilt  ein dem 1)uiseuxschen 

Satze anMoger Satz. ~ Es gehen n~imlich alle LSsungssysteme A,-~ yon ( M ' ) ' =  o 

aus einem derselben dadurch hervor, dass man  die a~, . . . ,  a ,  geschlossene Wege 

beschreiben l:,iss~. Die Gleichung (2), die wit  erhalten,  indem wir die A,.~ uls 

durch  das System ( M ' ) = o  definierte ulgebr~.ische" Funk t ionen  der a~ . . . .  , a~ 

nehmen,  stellt also, wenn wit  diesen A ~  ihre volle ) I ehrdeu t igke i t  belussen, ulle 

und  nur  die Gleichungen d~x, die zu i rgend einer in sich zus~mmenh~ngenden 

Riemannschen  Fliiche mit  m Bli~t~ern und  den einfachen u  

a ~ , . . . ,  a ,  gehSren. Dumit  ist zun~chs~ in Evidenz gesetzt, d~ss es unter  den 

Siehe Annales de l'~eole Normale a. a. 0., S. 339--340: der daselbst angedeutete Beweis 
st f i tzt  s ich auf einen yon J. Molk in seiner Thr (Aeta mathem. VI, 1884, S. 156) bewiesenen 
Satz fiber irreduzible Gleiehungssysteme, der auch im Rahmen der neueren Eliminationstheorie 
bestehen b l e i b t . -  M~n kSnnte dureh die dem Puiseuxschen Satze analoge Eigensehaft (siehe 
weiter im Text) auch die irreduziblen Systeme definieren, d.h. also so, dass man yon einem yon 

2 ~'--~)-b I willkfrliehen Parametern abh~ingenden LSsungssystem des Systems (M)-----o (siehe oben S. 7) 
ausgehend aus diesem alle diejenigen LSsungssysteme herleitet, die daraus hervorgehen, wenn man 
die  a~,. . . ,  aa geschlossene Bahnen beschreiben liisst; die Gesamtheit dieser LSsungen muss dann 
ein Gleichungssystem mit Koeffizienten des Rationalitiitsbereichs befriedigen. Man h~tte dann nut 
noch den Nachweis zu erbringen, dass dureh eine endliche Anzahl solcher Gleichungssysteme der 
gesammte InhMt des Systems (M)= o erschSpft werden kann. Das ist aber selbstverst~indlich, 
weil ja ein algebrMsches Gleichungssystem nur eine endliche Anzahl yon LSsungen haben kann, 
die yon der n6tigen Anzahl willkiirlicher Parameter abhangen. 
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Primfal~oren (3) des Systems (2~/)-~ o tatsiichlich nur einen einzigen geben kann, 

fiir den die dadurch definierten Ask eine irreduzible Gleichung (2) liefern. In  

Bezug auf diesen Primfaktor (M')-~--o kann noch folgendes ausgesag~ werden: 

Die einzigen Singulariti~ten der dureh das Gleichungssystem (M')~---o definierten 

algebraischen Funktionen A~k tier a l , . . . ,  a~ sind (vergl. Annales de l']~cole Nor- 

male a.a.  0., S. 339) die Gebilde a i = a t ( i #  k) und a t = o  o, die also aus der 

2a-fach ausgedehnten ]~Iannigffaltigkei~ ~)~ der a l , . . . ,  a~ auszuschliessen sind, 

wodurch abet diese Mannigfaltigkeit nicht aufh5rt, zusammenhiingend zu sein 

(vergl. oben Nr. 4, S. Io). In  der Umgebung einer jeden ausserhalb jener 

singuliLren Gebilde gelegenen Stelle at = at sind die A~ in gew5hnliche Potenz- 

reihen der at--a~ entwickelbar. Verbindet man die a t =  ak(i # ~) mi~ dem Un- 

endlichen dureh schnittartige Gebilde, so sind in der so zerschnittenen Mannig- 

faltigkeit ~l~ die gedachten Potenzreihen eindeutig for~setzbar, wghrend sie bei 

Fortsetzung auf einem geschlossenen Wege W der a l , . . . ,  a,, der jene Schni~te 

iiberschreitet, im allgemeinen Wer~gnderuugen erfahren werden, die dem Uber- 

~anc, yon einer bestJmmten Riemannschen Fliiehe R zu derjenigen R'  ent- 

sprechen, die aus /~ hervorgeh~, wenn die Yerzweigungspunkte al, . . . ,  ar eben 

auf jenem Wege D r in ihre Ausgangslagen zuriickgefiihrt werdeu. Bezeichnet 

man mit h die you Hurwitz bestimmte Anzahl wesentlich yon einander verschie- 

dener rn-bl~L~riger Riemannscher Flis mit den Verzweigungsphnkten a l , . . . ,  aa 

und denk~ sieh h Exemplare der iViaunig~altigkeit ~ mit den singuli~ren Gebil- 

den und den Schnit~en iibe~einandergelegt und liings der Ufer jener Schnitte so 

.mi~ einander verschmolzen, wie es den Anderungen entspricht, die die Riemann- 

sche Fliiche R beim 13berschreiten des betreffenden Schnittes erfi~hr~, so erhiilt 

man ein in sich zusammenhi~ngendes Gebilde G, auf dem die durch das System 

( M ' ) = o  definier~en algebralschen Funl~ionen Af~ eindeu~ge Funktionen des Or~es 

sind, das also als das ~Riemannsehe Gebilde~ dieser algebraischen l~unktionen oder 

des irreduziblen Gleichungssystems (M' )= o angesprochen werden kann. ~ Eine 

derar~ige Bedeutung der Zahl h diirfte wohl Felix Klein vorgesehwebt haben, 

wenn er in seinem Buche ~Uber Riemanns Theorie der alge'braischen Funktio- 

nen (I882)~> auf S. 64 sag~, das Riemannsche Existenztheorem impliziere eine 

Aussage fiber eine interessante Gleichung hSheren Grades, und unmittelbar dar- 

auf davon spricht, dass die Zahl h eiue algebraische Bedeutung habe. 

Bezeichnen wir mi~ R1,/~z, . . . ,  R~ die Gesamtheit aller yon einander ver- 

schie~lener m-bli~ttriger Riemannseher Fli~chen mit den einfachen Verzweigungs- 

p/xnl~en a~ , . . . ,  aa, die also nach Hurwitz durch ~Ionodromie dieser Verzwei- 
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gungspunkte auseinander hervorgehen, so definiert uns die Gleichung F(.y, x) 

~-~.~Askx*-iym--k~-o, sofern wir die Ask als durch das irreduzible System 
i ,  k 

(M') ~ -o  gegebene implizite algebraische Funktionen der a~ ansehen, die Gesamt- 

heir aller der algebraischen Funktionen Yl, Y.~,-.., yh, die zu den verschiedenen 

l~iemannschen Fliichen /~,1, R~, . . . ,  Rh gehSren. Arithmetisch (ira Sinne yon Kro- 

neckers Festschrift) ist es auch garnicht mSglich, die zu e/.ner bestim~ten dieser 

Riemannschen Fl~icheu gehSrige algebraische Funktion yon den iibrigen zu iso- 

l~eren, da es hierzu der Aussonderuhg eines bestimmten Zweigsystems der Mgebrai- 

schen Funktionen Aik tier as bedarf. Handel t  es sich n:s um die Konstruktion 

der zu einer gegebenen Riemannschen F l [ t che /~  mit den einfachen Verzweigungs- 

punkten a I . . . . .  ~ gehSrigen algebraischen Funktion, wo die a~. endtiche und yon 

einander verschiedene Zahlen bedeuten, so hat man zun~tchst dasjenige System 

yon Zweigen der Aik, d .h .  also dasjenige System yon den Gleichungen (M')-~ o 
genfigenden, in der Umgebung der regul~tren Stelle a ~ a ~  geltenden Potenz- 

reihen herzustellen, das derjenigen Fl:.iche /~k entspricht, die in /~.~ iibergeht, 

wenn man den a~ die Lagen a~ zuerteilt, und dann mi t  de~l absoluten Gliedern 

A~ dieser Potenzreihen die Gleichung 2'(y, x ) ~  o zu bilden. Eine eindeutige 

Bestimmung der A~k durch die Gleichungen (M') ---- o erfolgt dann und nut  dann, 

wenn es sich urn eine Riemannsche Fl~tche handelt, die dutch Angabe der Bl~t- 

terzahl und der Lage ihrer einfachen Verzweigungspunkte vollkommen festgele~ 

ist, wie es z. B. fiir eine hyperelliptische Fl~tche der Fall ist; die Aik sind dann 

rationale Funktionen tier as. Lgsst man diese besonderen F:,tlle bei SeRe, so 

ergibt sich aus unserer Analyse eine Weiterbi ldung'der  klassischen Auffassung 

Riemanns, die im folgenden besteht. 

Betrachtet man mit Riemann die zu einer besonderen Fl~che, etwa /~1 ge- 

hSrige ulgebraische Funl~ion Yl yon x, so gehen deren verschiedene Zweige 

dadurch hervor, dass wir x in B1 variieren lassen. Dariiber hinaus zwin~  un- 

sere algebraische Behandlung des Existenzproblems dazu, dass wir gleichzeitig 

mit jenem Yl auch die iibrigen Ftmktionen y~ , . . . ,  yh betrrachten, die aus y~ her- 

vorgehen, indem man die as auf dem oben betruchteten Riemannsehen Gebilde 

G variieren l~sst, und die, wie wit  sahen, durch die Gleichung F(y ,  x ) ~  o si- 

multan dargestellt werden, wenn man die Ai~ als durch die Gleiehungen ( M ' ) = o  

definiert ansieht. ]~Ian hat also y nicht als Funktion der einen Variablen x 

allein, sondern als Funktion der a-}-I Variablen x, a 1, . . . ,  ao aufzufassen und 

erh~ilt auf diese Weise ein im analytischen Sinne monogenes, algebraisc.h irre- 
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duzibles Gebilde, das neben Yl auch alle die algebraischen Funktionen Y2,. . . ,  Y~ 

umfasst, die zu den Riemaunschen Fl~chen R_,, . . . ,  Bh gehSren, die aus R 1 durch 

Monodromie der Verzweigungspunk~e hervorgehen, d . h .  also die Gesamtheit 

aller der algebraischen Funl~ionen, die zu allen mSglichen Riemannschen Fl~chen 

mit m Bl~ttern und den einfachen Verzwei~o~ngspunkten a 1, . . . ,  a~ gehSren. 

Als arithmetisch fassbar erweist sich also nur diese Gesamtheit, die man 

wohl als die durch Augabe der Bl~tterzahl rn und tier Lage der einfachen Ver- 

zweigungspunkte bestimmte Gattung algebraischer Funl~ionen oder Riemannscher 

Fl~chen bezeichnen kSnnte. Allgemein, d. h. wenn wir fiir einen Augenblick die 

Voraussetzung fallen lassen, dass alle Verzweigungspunkte einfache sind, wfirde 

also eine solche Gattung algebraischer Funktionen oder Riemannscher Fl~&chen 

gegeben sein" durch die Bl~tterzahl, die Lage der Verzweigungspunkte, sowie die 

Anzahl der zu jedem Yerzweigungspunkte gehSrigen Zykeln nebst deren Elemen- 

tenzahl. 1 Und es scheint bemerkenswer~, dass ja  auch umgekehr~ ffir eine vor- 

gelegte algebraisehe Gleichung zwischen x und y durch arithmetische Methoden 

zwar ffir jeden einzelnen Verzweigungspunlr~ die Anzahl der Zykeln sowie deren 

"Elementenzahl angegeben werden kann, dass aber der Zusammenhang zwisehen 

den zu verschiedenen Verzweigungspunkten geh5rigen Zykeln sieh nur in der 

Weise herstellen l~isst, dass man durch analytische _Fortsetzung aus der Umgebung 

des einen u in die des anderen hiniibergreift. Man kommt 

also, sei es dass man yon der Riemannschen Fl~&che ausgeht, sei es dass man 

eine algebmische Gleichung zwischen x und y zu,o~runde legt,  arithmetiseh nicht 

fiber die Bestimmungsstiicke hinaus, die die gesamte Gattung charak te r i s ie ren . -  

Hiilt man sich die Tatsache vor Augen, dass eiue algebraische Funk~ion stets 

einer linearen Differentialgleiehung mit rationalen Koeffizienten Geniige leistet, 

so sehen wir, dass man arithmetiseh fiir eine algebraische Funktion aueh nicht 

mehr leisten ~rann, als fiir eine beliebige lineare Differentialgleichung yore Fuchs- 

schen Typus; aueh ffir eine solche kann man in der Umgebung eines jeden ein- 

zelnen singul~ren Punktes das Verhalten der LSsungen arithmetSsch angeben, 

bedarf jedoeh der analytischen Fortsetzung, wenn man den Zusammenhang 

zwischen zwei verschiedenen singul~ren Punk~en (die sogenannten Ubergangs- 

substitutionen) herstellen will, durch den ers~ die ]~[onodromiegruppe, der im 

Die Frage, ob zwei Riemannsche Fl~chen, die in diesen Daten fibereinstimmen, auch stets 
dureh Monodromie der Verzwei~o~ngspunkte in einander fibergeffihrt werden k5nnen oder nicht,  
scheint  noch nicht  erledigt  zu sein; vergl. Hurwitz, Mathem. Ann31en 39, 189I, S. 33. 
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Falle einer algebraischen Funktion die Riemannsche Fl~iche entspricht, gegeben 

wird. 

Dass die hier dargelegte Auffasung sich auch in anderen Kapiteln der 

Lehre yon den algebralschen Funktlonen bew:,thrt, sol[ jetzt nur noch an den 

linearen Differentialgleichungen nachgewiesen werden, denen die Periodizit:.[ts- 

moduln der Abelschen Integrale als Funktionen der Verzweigungspunkte Gentige 

leisten. 

6. Die Differentialgleiehungen fiir die Periodizit-~tsmoduln der Abelsche. 
Integrale .  

Es sei l"(y, x ) =  ~ , A i ~ x ' - i y  ~ - k =  o die Gleichung, die ftir eia bestimmtes 
i, k 

Zweigsystem A' = ~ der dutch die Gleichungen (M') o definierten algebraischen 

Funktionen A,.~ der a~, . . . ,  a,  die zu der Riemannschen Fl:,tche R~ gehSrige al- 

gebraische Funlction y = y ~  yon x definiert. ~Ian nennt nach Appell und Goursat 

(Th~orie des fonetions alg~briques, 1895, S. 338) ein System yon 21o logarith- 

menfreien Integralen rationaler Funktionen von x, y ein Fundamentalsystem, 

wenn zwischen diesen Integralen ~1, -~-~, - . . ,  ~�89 keine Relation yon der Form 

2 p  

+ (y ,  = o 

~ t = l  

besteht, wo die Cz yon x unabh:&ngig sind und ~ (y, x) e'ine rationale Funktion 

yon y, x bedeute~. Es gel~en dann (vergl. a. a. 0.) die beiden S~ze:  

I. Wenn P.~(k ~- I, 2 , . . . ,  2p) die PeriodizitStsmoduln yon ~ sind, so is~ 

die Determiuante ]P~I yon Null verschieden, da man sonst die homogeuen 
2 p 

Gleichungen ~_~ P~.Cz-----o(k= I, 2 , . . . ,  21~) nach den Cx aufiSsen kSnnte, wo- 

durch sich ~, ~ C~ gleich einer rationalen Funktion yon y,  x erg~be. 
Z 

II .  Es kann jedes zu unserer Gleichung geh5rlge logarithmenfreie Abelsche 

Integral in der Form 

2 9  

~.~1 

dargestellt werden. 
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Indem wir die Verzweigungspunkte  a t , . . . ,  a ,  unserer  algebraSsehea Glei- 

chuug als yon e inander  unabhtLn~ge Ver~nderl iche ansehen, wollen wi t  die lineaa-en 

Different ialgleichungen be.~rach~en, denen die Per iodiz i t~ tsmoduln  der In tegra le  

~ als Funkt ionen der  at ,  a , , . . . ,  a ,  naeh  Fuchs  ~ Genfige leisten. Setzen wir  

~ ~ [" ~k dx, so kSnnen wir  voraussetzen, dass die Koeffizien/;en der ratSonalen 
.9 ! 

Funkt ionen  ~0~ yon y, x sich ra t iona l  aus den A}k und  den a l , . . . ,  aa mit  nu- 

merischen Koeffizienten zusammensetzen.  Damn ist offenbar  auch 

o . , =  ( " =  " . . . .  ' 

ein logari thmenfreies  Abelsehes In tegra l ,  also naeh  dem Satze I I  in der F o rm  

(4) 0 ( ,  ~ :o 1: Mr ,/ 

2 = 1  

darstellbar. I n t e g ~ e r t  man  diese Gleiehung fiber die 9_19 Quersehnit te,  die die zu 

unserer  Gleichung gehSrige Riemannsche  Fl~iche R 1 in eine einfachzusammen- 

h~ingende R l verwandeln,  so er~}tib/; sich 

~)gr " C~r 
2 = 1  

d . h .  es bilden die (2 p)~ GrSssen 

(k, V---~I, 2, . . . ,  21)), 

(k, v = x ,  2, . . . ,  2 p )  

eine IntegralmaL-rix P des l inearen Differentialsys~ems 

(4 a) a pk ~ 
i = l  

und zwar fiir alle Wer te"  r---- I, 2, . . . ,  a. Da  diese a simul~anen Differential- 

systeme dureh die Funk t ionen  P~ der  a unabhiingigen Veri inderl iehen a~ befriedig~ 

werden,  so k5nnen wir  sie in das eine to ta le  Different inlsystem 

t L. Fuehs, Werke I, S. 344 (I871) mad III, S. 249 (x897), S. 294 (I898). 
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zusammenfassen, das demnach komplett integ~rabel ist, d.h. dessen Koeffizienten- 

matrizen (C~r) -~ C~ die I n t e ~ b i l i ~ s  

R~,=00, 00, (,',s=I, o) On, Oa~ + 0 ,  C ~ -  C~ C, -= o 2 , . . . ,  

erfiiUen, oder, wie man auch sag~, f-fir das der Riemaunsehe Krfimmungstensor 
verschwindet. 

Es entsteht aber die Frage nach dem Rationalit~itsbereich der Koeffizienten 

C~ und welter die nach einer Methode, um diese Koeffizienten wirklich herzu- 

stellen. Beides l~ss~ sich leisten mit Hilfe der Riemannschen Methode der Inte- 

gration fiber den gesamten Rand der zerschnittenen Riemannschen F1;s R~. 

Wir  multiplizieren die Gleiehung (4) mi~ ~p,----O-xx and integrieren fiber den 

Rand yon /~1. Dann ist dieses Integral  gleich der Summe der Residuen der zu 

integrierenden FunkCion, also, wenn wir in Cauchyscher Weise diese Summe 

(das R~sidu intSgral) durch ein vorgesetztes ~ bezeichnen, so erhalten wir: 

2p 

O a r  "' 

In  diesen Gleichungen is~, wie man leictrt zeigt (vergl. Fuchs a. a.O.), die De- 

terminante I ~ p , . I  yon Null verschieden, man kann also die C~r aus ihnen in 

eindeutiger Weise berechnen und finder 

wobei noch besonders hervorzuheben w~re, dass die Elemente der Matrix (~ ~.~p,) 

yon dem Index r unabhs sind. Dies zeigr zun~ichst, dass die C~r als Funk- 

tionen der a~ . . . .  , a~ demselben Rationali t~sbereich angehSren wie die ~ ,  ~p,, 

d .h .  also wie die Koeffizienten yon F(y ,  x) uud der ~p, (vergl. Fuchs a. a. 0.). 

Die Koeffizienten der Differentialgleichungen (4a) bezw. (4 b) sind also im 

allgemeinen mehrdeutige algebraische Funktionen der al, . . . ,  .ao; nur in den obea" 

gedachten besonderen F~llen, wo die Riemannsche Fl~iche dutch Angabe der 

Bli~tterzahl und der einfachen Verzweigungspunkte vollkommen festgeleg~ wird, 

sind die C~ rational in den al . . . .  , a~, was an der bekannten Form der Diffe- 

3--30534. Ac:a maShevaat~ca. 56. Imprim6 le 5 septembre 1930. 
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rentialsysteme best~tigt werden kann, denen die Periodizit~tsmoduln der hy- 

perelliptischen Integrale Geniige leisten (vergl. z. B. ]Kathem. Zeitschrift, 28, 

I928, S. 506). Im allgemeinen Falle, wo die C~r rational in den ai und den 

algebraischen Funktionen Ai~ derselben sind, werden die Differen~ialgleichungen 

(4a) und (4 b), sofern man den A~  ihre volle l~ehrdeutigkei~ bel~ss~, d.h. die a~ 

auf dem Riemannschen Gebilde G sich frei ver~ndern l~sst, niclit aUein durch 

die Periodizit~tsmoduln der zu der Riemannschen Fl~che •1 gehSrigen Abelschen 

f lpk (Yl, x) dx, sondern auch durch die der lntegTale f xpk (yi, x )dx ,  Integrale 
i /  

fiir i ~ 2 , . . . ,  h, befriedi~, die zu den Riemannschen Fl~chen g i  gehSren, die 

mit R 1 zusammen eine Gattung bilden. L~sst man die a l , . . . ,  a~ alle auf dem 

Gebilde G geschlossenen Wege beschreiben, also Wege, bei denen die Koeffi- 

zienten C~, in ihre Ausgangswerte zuriickkehren, so erleiden die ~ die linearen 

Subs~itu~ionen einer Gruppe O m/t konstanten, d.h. yon den a l , . . . ,  a~ unab- 

h~n~gen Koeffizien~en; bekanntlich sind diese Koeffizien~.en ganze Zahlen, und 

den Substitutionen yon 0 en~sprechen die linearen Transformationen der zuge- 

hSrigen Abelschen Thetas. Insbesondere ist die Monodromieg~ruppe O~ des 

linearen "Differentialsys~ems (4 a), die also geschlossenen Wegen yon ar in (~ ent- 

sprieh~, wobei die iibrigen a, fiir r # s  fest bleiben, in 0 als ausgezeichnete Un- 

tergTuppe enthalten, die Koeffizient~n der Substitutionen dieser Monodromie- 

gTuppe sind also auch ganze Zahlen. 
Wir fiigen noch einige Bemerkungen an, die sich auf die Riemann-Weier- 

strassschen Relationen beziehen, die zwischen den Periodizit~tsmoduln der Inte- 

gTale ~ bestehen, und die bekanntlich (siehe Appell und Goursat, a. a. 0., S. 142, 

I43) yon der Form sind: 

( 6 )  - = 2 

wo die g~  ganze Zahlen bedeu~en. Wir  betrachten zu dem Ende die ( p ( 2 p - - I ) )  ~ 

De~ermin~n~en zweiter 0 rdnung  

die als Funlr~ionen yon a~ das sogenannte (210--2)4e assoziierte Differential- 

syst;em des Systems (4 a) ~ 

1 Die allgemeine Form des (2 p--2).ten assoziierten Systems findet sich bei Fuchs, Werke 
III, S. 285 (1898) und bei Darboux, Comptes Rendus I48, I9o9, S. 748. 
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(7) d / ~  ~P (l, k =  I ,  2, . . . ,  2~9) 

befriedigen, bezw. eine Integralmat;rix dieses Systems bilden. Nach einem Satze 

yon Fuehs ist das System (7) reduz ibe l ;  wir zeigen dies direkt, indem wir nach- 

weisen, dass dieses System dureh ein System yon LSsungen befriedig~ wird, die 

dem Rationalits seiner Koeffizienten angehSren. 

Betrachten wir niimlieh die Ausdriieke &~fftV/k , so ist 

(8) o a, C ( 5  ~ )  = ~-~:a~ ~k + ~ 5  

Nun gilt aber, wenn wir iiber die Beg~renzung der zerschnittenen Riemannschen 

Flitche -~1 in~egTieren, 

R, Rt ~t 

also, da der integ-ralfreie Teil im dritten Gliede dieser Gleichung offenbar ver- 
schwindet, 

j r 

Rt Rt Rj 

oder, was dasselbe heisst, 

) 0 ~ k  , . 

die Gleichung (8) gibt demnach 

Oar Oar " 

Setzeu wir hierin die aus den Gleichungen (5) zu entnehmenden Werte ein, so 
erhalten wir 

2p 

und dies zeigt, dass das Differentialsystem (7) durch die Ausdriicke 
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(9) i~k = ~ C, ~ 

und zwar fiir alle Werte r =  I . . . .  , a befriedigt wird. Diese Ausdriicke gehSren 

aber in der Tat dem RationalitEtsbereiche der Koeffizienten des Systems (4 a) und 

folglich auch dem der Koeffizienten yon (7) an. 

Wie Fuchs bemerl~ hat, ist cliese Reduzibilit~t aequivalent mit dem Be- 

stehen der Riemann-Weierstrassschen Relationen (6). In  der Tat ist das LSsungs- 

system (9) durch die Integralmatrix ~ darstellbar, d.h.  es gilt 

( ,o)  r = 7J, 
~-, 

wo die Verh~tnisse der ~,zk, ~ ,  yon den a~ tma.bh~ngige Konst~.nten sind, sodass 

wi r  tiber die 7 ~ noeh frei verfi igen kSnnen. Da (lie MonodromiegTuppe (9~ yon 

(4 ~'), wie oben bemerk~ wurde, g~nzzahlige Koeff izienten besitzt, so gi l t  daa gleiche 

yon der ]~onodromiegTuppe des assoziierten Differentialsystems (7). Wenn die 

P ~  eine Substitution dieser ]kIonodromiegruppe erfahren, so bleiben abet die 

~t~0k in (IO) unge:s sodass wir auf diese Weise fiir die 7 ~  lineare Glei- 

chungen mit ganzzahligen Koeffizienten erhalten, woraus sich diese GrSssen als 

rationale Zahlen bestimmen. W~thlt man nun noch 7 '2 gleieh 2 ~ i  dividiel~ 

durch den Generalnenner N dieser rationalen Zahlen, so bekommt man direkt 

die Form (6) der Riemann-Weierstrassschen Relationen (vergl. Fuchs, Werke I [ I ,  

S. 290 ). 

7. Die Arbeiten yon F. Enriques und F. Severi.  

Im Jahre I912 hat  Enriques in den Atti di Torino (I912 , S. 300 t~.), ohne 

meine einschl~gigen Arbeiten zu kennen, die Frage der Existenz algebraischer 

Funktionen zu gegebener Riemannscher Fliiche ebenfalls algebraisch, abet yon 

einer anderen Seite her in hngTiff genommeu. 

Die Grundlage fiir seine Behandlung finder sich i m w  I2 yon Riemanns 

Abhandlung tiber Abelsche Funkbionen. In  diesem w will Riemann n~mlich 

nachweisen, class eine Klasse algebraischer Funktionen yore Geschlecht p yon 

3 P - - 3  Klassenmoduln abh~ngt, indem er yon der MSglichkeit ausgeht, eine al- 

gebraische Funktion zu gegebener Riemannseher Fl~che zu b e s t i m m e n . -  Be- 

deutet F(s, z )= o eiue irreduzible Gleichung vom Geschlecht p zwischen s und 

z, so sei ~ eine rationale Funkt.ion yon s, z, die jeden Wer t  /~-mal annimmt. 
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Dann gen'figt jede Funktion der Klasse als Funktion yon ~ einer Gleichung yore 

~-ten Grade und hat daher w ~-2 i~ § 2p- -2  einfache Verzweigungspuukte. Da 

y o n  2 ~ - - p +  I willkiirlichen Konstanten abh~ngt, so kann durch geeigne~e Wahl 

yon ~ fiber 2~e--p+ I der w Verzweigungspunkte verfiigt werden und zwar, wie 

Riemann hervorhebt, auf eine endllehe Anzahl yon Arten, da die hierfiir zu er- 

ffillenden Bedingungsgleichungen algebraisch sind. Es bleiben also noch 3 P - - 3  

Verzweigmngspunkte frei, und da es stets mSglieh ist, wenn die w Verzweigungs- 

punkte einer die ~-Ebene /~-fach iiberdeckenden (2 p-~ I)-faeh zusammenh~ngenden 

Fliiche willkfirlich gegeben sind, eine zugehSrige algebraische Funktion zu be- 

stimmen, so sind jene 3 P - - 3  u auch noch willkiirlJch w~hl- 

bar, d.h. eine Klasse (zp + I)-faeh zusammenh~ngender algebraischer Funktionen 

h~ngt - -  im allgemeinen - -  yon 3 P - - 3  Parametern ab. - -  Nun ist klar, dass 

es durch Umkehrung dieser Schlussweise Riemanns mSgHeh sein mass, die 

Existenz einer algebraischen Funktion zu erschliessen, die zu einer ~-bl~ttrigen 

Riemannschen Fl~che yore Gesch leeh tp  mit w elnfaehen Verzwelg-angspunl~en 

gehSrk sofern yon anderer Seite her bekannt  ist, dass die Anzahl der Klassen- 

moduln 3P--3  bet~,~gt. - -  Da Brill und Noether hierfiir einen rein algebraischen 

Beweis geliefert haben, so ist auf die angedeutete Weise der Weg zu einem 

algebralschen Existenzbeweise gegeben, "vorerst allerdings nut  in dem Sinne, dass, 

bei gegebenen w Yerzweigungspunkten und gegebenen Zahlen t0 und Se, zuge- 

hSrige algebraische Funktionen und zwar, entsprechend der yon Riemann ge- 

maehten Bemerkung, in endlicher Anzahl vorhanden sind. 

Dies hat Enriques a. a. 0.  ausgeffihrt und Severi hat  dann in seinem I92I 

erschlenenen Buche ~u fiber algebraisehe Geometrie~ (S. 334 ff.) die 

Schlussweise yon Enriques dadurch vervollst~ndig~, dass er zeigte, dass man auch 

die zu den einzelnen Verzweigungspunkten geh6rigen Vert.auschungen der ~ Zweige 

beliebig vorschreiben kann, wodurch erst d~e entsprechende Riemannsehe Fl~che 

individualisiert erscheint. !~Ieine Arbeiten waren auch Severi unbekannt gebHe- 

ben, w~hrend mir andererseits die Note yon Enriques aus den Atti  di Torino 

entgangen war. - -  Naehdem ich Severi brieflich auf meine Noten aufmerksam 

gemacht hatte, vereinfachte dieser in den Rendieonti di Palermo 46, I92z, S. 

IO5 seine Beweismethode, und Enriques hat  dann im dritten Bande seiner ~Le- 

zioni sulla teoria geome~rica delle equazioni e delle funzioni algebriche,~ (~924, 

S. 355 ft.) eine elegante Darstellung des ganzen Beweisganges gegeben. - -  Ein 

Vergleich dieses Bewelsganges mit dem meinigen ffihrt zu den folgenden Fest- 

stellungen. Die Erg~inzung, die ich oben in der Nr. 4 meiner Darstellung yon 
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x9o 3 gegeben habe, beruht auf demselben Grundgedanken, wie der urspriingliche 

Beweis yon Enriques aus dem Jahre I912, niimlich auf der Umkehrung des w I2 

der Riemannschen Abhandlung. Den •bergang yon einem gegebenen System 

yon Yerzweigungspunkten zu der individuellen Riemannschen Fl~che vollzieht 

Enriques in seinem Buche nach dem Vorgang yon Severi (Rendiconti di Palermo 

r92I) so, wie i ches  I9o 3 angegeben babe, d.h. auf Grund der Bemerkung yon 

H u r w i t z . -  Das, was meiner Darstellung eigentfimlich ist, besteht einmal in 

der konsh'uktiven tterstellung der gesuchten algebraischen Funktion durch ein 

Eliminationsveffahren, das andere Mal in der Hervorhebung dessen, was bei die- 

sere Veffahren arithmetisch erreichbar ist und was dariiber hinausgehend die 

Separation eines einzelnen T,Ssungssystems des Gleichungssysgems erforder~, wobei 

sieh als Weiterbildung der Auffassung Riemanns die Begrachtung der algebrai- 

schen Funktiouen auch in ihrer Abh~ngigkeig yon den Verzwei~o'ungspunkten in 

zwingender Weise ergibt. 

Giessen, den I8. Januar I93o. 


