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1. Transzendente Methoden.

Nachdem Riemann in der ersten Abhandlung seiner Theorie der Abelschen
Funktionen (Werke, 1892, S. 9o) gelehrt hat, wie man »die Verzweigungsart
einer mehrwertigen' Funktion geometrisch darzustellen» habe, sagt er in Bezug
auf die algebraischen Funktionen (ebenda S. 103), er wolle sie, statt von ihren
Ausdriicken auszugehen, mit Anwendung des Dirichletschen Prinzips durch ihre

! Es ist bemerkenswert, das die Ausdrucksweise mehirwcertig und eincertig, die Riemann
a.a.0. (8. 89) einfithrt, auf Gauss zuriickgeht, der sich ihrer im art. 7 einer nachgelassenen Ab-
handlung, Werke X, 1, S. 414, bedient; Gauss sagt nur a.a. 0. vielwertig statt mehrwertig.

1—30534. Acta mathematica. 56. TImprimé le 6 septembre 1930.
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Unstetigkeiten definieren. — Die methodisch vielleicht etwas befremdliche De-
finition der algebraischen Funktionen durch transzendente Methoden rechtfer-
‘tigt sich sachlich dadurch, dass Riemann als das Prius die Abelschen Integrale
definiert und aus diesen dann erst die algebraischen Funktionen aufbaut, histo-
rich erklirt sich dieses Vorgehn, wie Brill und Noether {Jahresbericht der
D. M. V., 1894, S. 256) bemerkt haben, dadurch, das Riemann urspriinglich von
einem Problem der konformen Abbildung ausgehend (siche die nachgelassene
Note! XXVI, Werke, S. 440), also von transzendenter Seite her zu den end-
lich vielblittrigen Flichen und den zugehdrigen Abelschen Integralen gelangt
war; es wird dies durch Riemanns eigene Bemerkung (ain Schluss der Einleitung
zu der 4. Abbandlung der Theorie der Abelschen Funktionen, Werke, S. 102)
bestiitigt, wo es heisst: »was die Auffindung der einzelnen Resultate betrifft, so
wurde ich auf das im § 1—5, 9 und 12 mitgeteilte . .. im Herbst 1851 und zu
Anfang 1852 durch Untersuchungen iiber die konforme Abbildung mehrfach zu-
sammenhingender Flichen gefiihrt>. In der Tat bezieht sich die erwiihnte nach-
gelassene Note XXVI auf das Problem, einen von 7 auseinanderliegenden Krei-
sen begrenzten ebenen Bereich auf eine n-fach iiberdeckte Halbebene homdome-
trisch (d. h. gegenseitig eindeutig und konform) abzubilden. — Auch nachdem
das Dirichletsche Prinzip -aufgegeben worden war, haben C. Neumann und H.
A. Schwarz den Beweis der Existenztheoreme durch transzendente Methoden
erbracht, und ebenso sind alle spiter fiir die Losung des Randwertproblems der
Potentialtheorie ausgebildeten Methoden, die fiir den Nachweis der Existenz-
theoreme nutzbar gemacht werden konnen, wesentlich transzendenter Natur.?

2. Die algebraische Methode fiir eine spezielle Fliche.

In meiner Arbeit »Zur Theorie der Fuchsschen Funktionen» (Crelles Jour-
nal 105, 1889, S. 181%) hatte ich eine algebraische Funktion zu betrachten,
deren Riemannsche Fliche R aus o+ 1 Blittern o, 1, 2, ..., ¢ besteht und ¢

Verzweigungspunkte a@,, as, ..., ao aufweist, von der Art, dass bei einem positi-

1 Gleichgewicht der Elektrizitit anf Zylindern mit kreisformigem Querschnitt und parallelen
Achsen. .

* Auch das Verfahren, das P. Koebe, Acta mathematica 40, 1914, S. 287—290 zur Bestim-
mung einer algebraischen Funktion zu gegebener Riemannscher Fliche angibt, ist im allgemeinen
transzendenter Natur.

% Vergl. anch mein Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen, Bd. II, 2,
1898, Nr. 336, S. 281; Nr. 343, S. 308. )
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ven Umlauf um a; sich die Blitter o, k, k—1 (fiir k=1 die Blitter o, 1, o)
ineinander permutieren, sodass also jeder dieser Verzweigungspunkte doppelt zu
zithlen ist. Nach der Riemannschen Formel w—2n=2p-—2 ist also unsere Rie-
mannsche Fliche vom Geschlechte p=o0, und die algebraische Fuunktion y, die
nur an einer Stelle von R unendlich erster Ordnung wird, geniigt einer alge-
braischen Gleichung (6+ 1)-ten Grades mit in x linearen Koeffizienten

a+1
(I) Z(l)k;b+ck)yk=0

k=0

und hingt noch von drei willkiirlichen Konstanten ab. Die Diskriminante die-

ser Gleichung ist einerseits von der Form
D(x) = Const. (x—a,)* ... (x— ad)?

und ist andererseits eine ganze homogene Funktion vom Grade 2o der Koeffi-
zienten von (1). Vergleicht man in diesen beiden Darstellungen die Koeffizien-
ten gleich hoher Potenzen von z, so erhiilt man 20+ 1 Gleichungen fiir die
20 + 4 Unbekannten b, ct(k=o0,1,...,0+ 1). Man hat also durch ein alge-
braisches Eliminationsproblem die Koeffizienter Jler Gleichung (1) und damit die
algebraische Funktion y von x bestimmt, wobei darauf zu achten ist, dass die
Losung des gedachten Gleichungssystems noch von genau drei willkiirlichen
Konstanten abhiingen muss. — Damit war — abgesehen von dem hyperelliptischen
und ihnlichen Fillen — wohl zum ersten Male darauf hingewiesen worden, dass die
Bestimmung einer durch die Riemannschen Existenztheoreme postulierten Funk-
tion, die zu einer gegebenen Riemannschen Fliche gehort, ein algebraisches Pro-
blem ist, das mit algebraischen Hilfsmitteln, nimlich mit Hilfe der Eliminations-
theorie gelost werden kann. Im Jahre 1891 deutete Hurwitz (Mathematische
Annalen 39, 8. 1 ff) an, dass das von mir angegebene System algebraischer
Gleichungen nicht nur die zu der vorgeschriebenen Riemannschen Fliche R ge-
horige algebraische Funktion y liefert, sondern mit ihr iiberhaupt alle algebrai-
schen Funktionen, die zu irgendwelchen zusammenhingenden ¢ + 1-blittrigen
Riemannschen Flichen gehéren, die in a,, ..., a; doppeltzuzihlende Verzwei-
gungspunkte besitzen. Hurwitz bestimmt die Anzahl solcher Riemannscher Flichen,
und zwar iber den von mir betrachteten besonderen Fall hinausgehend, fiir
beliebige Bliitterzahl und beliebige Anzahl von einfachzuzihlenden Verzweigungs-
punkten und zeigt auch mit Hilfe der Liiroth-Clebschschen kanonischen Gestalt
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einer Riemannschen TFliche, dass alle Riemannschen Flichen mit konstanter
Bliitterzahl und denselben einfachzuzithlenden Verzweigungspunkten auseinander
durch »Monodromie -der Verzweigungspunkte», d. h. dadurch hervorgehen, dass
man die Verzweigungspunkte auf geschlossenen Bahnen in ihre Ausgangslagen
zuriicklaufen lisst.

In dem in Rede stehenden besonderen Falle ist es nicht schwer, die all-
gemeine Form einer Gleichung (1) herzustellen, deren Diskriminante ein Quadrat
ist. Setzt man nimlich

g+1 o+1

b=y, D ay=—0pb),
k=0 k=0

sodass also (1) die Form erhiilt

(1a) zy(y) —ly) =o,

und soll die Diskriminante, d. h. die Resultante von (1 a) und der Derivierten
nach y, 2¢'(y) — ¢'(y) =0, also Yo' — gy ein Quadrat sein, so muss auch
dy \y

tional sein. Setzen wir

d (‘2) das Quadrat einer rationalen Funktion R(y) von y, also f R(y)dy ra-

o+1
k

Rly)=c+ Q2 ——

y—a
k=1‘/ k

o+1

wo also Y(y)=by+1 [[(y—ar) gesetzt wurde, so muss zunichst, da ja Yo'—gy’
k=1

vom Grade 20, also der Zihler von R(y) hochstens vom Grade ¢ ist, c=o0

sein, und in

_ B B (_L__ 1
R(?/)z— ; (y _J)z + 22 o — ap (7/ —a !/“C‘h)

k#*h

miissen alle Residuen verschwinden, d. h. es miissen die Gleichungen

(1b) Z—‘%—=o. (h=1,2,...,0+1)
Qr — Op
kT h

bestehen. Dazu ist erforderlich, dass die schiefsymmetrische Determinante
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verschwindet, was fiir ein gerades o bei beliebigen a; der Fall ist,

G — oy
wiithrend fiir ein ungerades ¢ sich eine Bedingungsgleichung zwischen den e
ergibt. Diese lautet z. B. fiir ¢ =3 (dem der Modulfunktion entsprechenden Fall)

I I 1 I . I 1
T

Q) — OOy — Oy O Uy ly— €y O — @y 0y

also, wenn wir
4y = (o, — ) (@, — @), us=(0;—a)({@s—ay), us=(a,—e,)(a;—a)
setzen (vergl. z. B. Weber, Kleine Algebra, 1912, 8. 133, 134),
UoUg -+ Uy Uy + U, U = O,

das heisst aber nichts anderes, als dass fiir die biquadratische Funktion w(y)
die von Weierstrass mit g, bezeichnete Invariante verschwindet, die e also ein
aequianharmonisches Punktquadrupel bilden miissen. Hat man die . den Glei-
chungen (1 b) gemiiss bestimmt, so ist

g+1 o+1 [312 P o+1 ﬁl,

und die Gleichung (1) lautet demnach

o+1 (')7-';
(1¢) x+21/_a_'—00nst.

Da dx/dy = R(y)?, d*x/dy®= 2 R(y) R'(y) .ist, so iibersieht man sofort, dass die
Form (1c¢) auch hinreichend dafiir ist, damit die ¢ Werte a,, ..., as von z, die
den Nullstellen von R(y) entsprechen, doppeltzuzihlende Verzweigungspunkte der
algebraischen Funktion y von « seien, wenigstens wenn die ¢ Nullstellen von
R(y) alle von einander verschieden sind. Fiir den Fall 6=3 lautet die Gleichung (1¢)

12

P _'as) (f’/ - “4) (."/ - “1) (y - “3) )

xw(.’/)+(J_‘“4)(./—"°)(./“as (

o w _ . . I' 2 w0\,
1(“3—“1)2 + (as —a4)21 * (]/ aﬂ@/ al) (y 2) 1(“1_“2)2 + (“4_“2)2J I
- )y — @y — e o,
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sie enthiilt die drei erforderlichen willkiirlichen Konstanten 2, g und bo41. —
Dagegen bedarf es noch besonderer, nicht mehr rational ausdriickbarer Be-
dingungen, um zu bewirken, dass die Riemannsche Fliche der durch (1 ¢) defi-
nierten Funktion y die vorgeschriebene Verzweigungsart aufweist, d. h. dass den
positiven Umliufen um die Verzweigungspunkte a; die Zykeln (o, %, ¥ — 1) ent-
sprechen (vergl. weiter unten Nr. 3).

3. Die Grundziige der algebraischen Methode im allgemeinen Fall.

Spiiter (um 1900) wurde ich durch meine Beschiftigung mit dem sogenann-
ten Riemannschen Problem der linearen Differentialgleichungen auf die Frage-
stellung meiner Arbeit von 1889 zuriickgefiihrt. Das Riemannsche Problem ver-
langt die Bestimmung einer linearen Differentialgleichung mit rationalen Koeffi-
zienten vom Fuchsschen Typus, deren wesentlich singulire Stellen mit den zu-
gehorigen Fundamentalsubstitutionen beliebig vorgeschrieben sind. Da jede
algebraische Funktion einer linearen Differentialgleichung des genannten Typus
geniigt und fiir eine solche Funktion die Angabe der singuliren Stellen mit den
entsprechenden Fundamentalsubstitutionen nichts anderes bedeutet, als die An-
gabe der Riemannschen Fliche, so erscheint die Aufgabe der Bestimmung einer
zu gegebener Riemannscher Fliche gehdrigen algebraischen Funktion als speziel-
ler Fall der Losung des Riemannschen Problems. — Nun bediente ich mich bei
der Behandlung dieses Problems der XKontinuititsmethode, die ja bekanntlich
darin besteht, zu zeigen, dass fiir zwei Systeme von Parametern, von denen das
eine den Daten des Problems, das andere den unmittelbaren Bestimmungsstiicken
der Losung entspricht, beliecbigen Werten des einen Systems immer wohlbe-
. stimmte des anderen zugehéren. Wihrend fiir das allgemeine Riemannsche Pro-
blem die Beziehung zwischen jenen beiden Systemen von Parametern eine trans-
zendente ist, muss sie sich fiir die in Rede stehende Aufgabe aus der Theorie
der algebraischen Funktionen auf eine algebraische reduzieren, und so legte ich
mir die Frage vor, wie sich die seinerzeit fiir die spezielle Riemannsche Fliche
vom Geschlecht Null angewandte Methode auf den allgemeinen Fall iibertragen
lisst. — Diese Frage habe ich behandelt in den Comptes Rendus vom 27. Ok-
tober 1902 und in den Annales de I'Ecole Normale Supérieure, 3. série, t. 20,
1903, 8. 331 ff. (Sur la détermination des fonctions algébriques uniformes sur
une surface de Riemann donnée). Die Forderung, dass y eine eindeutige Funk-
tion des Orts in einer Riemannschen Fliche R mit m Blittern und den ein-
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fachen Verzweigungspunkten a,, a,, ..., a, sei!, die in R jeden Wert »-mal an-
nimmt, bedingt, dass y einer Gleichung von der Form

Q HOW @y -+ fala) =

genigt, wo

ﬂ(x)=2Aikx"_i (k=o0,1,...m)

ist. Die Diskriminante dieser Gleichung wird einmal als homogene Funktion
vom Grade -2(m—1) der Koeffizienten fi(x), das andere Mal in der Form

Qx) = (x—a)(z—a,) ... (x—a,) . X®

darstellbar sein, wo X, der sogenannte ausserwesentliche Teiler der Diskrimi-
nante, eine ganze Funktion von x vom Grade (m—1)(v—1)—p ist, wenn p das
Geschlecht der Riemannschen Fliche R bedeutet, sodass also 6 —2m=2p—2. —
Vergleicht man in diesen beiden Darstellungen der Diskriminante wieder die
Koeffizienten gleich hoher Potenzen von z, so erhiilt man ein System von alge-
braischen Gleichungen (M)=o0, das aus 2v(m—1)+1 Gleichungen besteht, und
in dem neben den (m +1)(»+1) —1 Koeffizienten A;: noch die (m — 1){r — 1) —
p+1 Koeffizienten der ganzen Funktion X als Unbekannte aufzufassen sind.
Man hat somit im ganzen 2mv-+ 2 —p Unbekannte, also 2» —p + 1 mehr als
Gleichungen. — Nach den Grundsitzen der Eliminationstheorie ergibt sich nun,
dass sich von dem Gleichungssystem (M)=o0 ein System (M)=o0 abspalten lisst,
das die 2mv + 2 —p Unbekannten als algebraische Funktionen der q, ..., as
und von 2» —p+ 1 willkiirlichen Kounstanten definiert, also von ebensovielen
Konstanten, als nach den Riemannschen Siitzen in einer algebraischen Funktion
vom Geschlechte p, die jeden Wert an » gegebenen Stellen annimmt, willkiirlich
bleiben miissen. — Dieses System zerfiillt wieder in eine endliche Anzahl irredu-
zibler Systeme (Primideale in moderner Bezeichnungsweise)

(3) (M)=o0, (M")=o0,...,

! Die Annahme einfacher Verzweigungspunkte involviert keine wesentliche Beschrinkung,
indem sich bekanntlich jede beliehige Riemannsche Fliche homéometrisch (d. h. gegenseitig ein-
deutig und konform) auf eine mit nur einfachen Verzweigungspunkten abbilden oder, was dasselbe
heisst, jede algebraische Gleichung zwischen zwei Variabeln birational in eine solche mit einfachen
Verzweigungspunkten transformieren lisst.
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wobei als Rationalitiitsbereich der Bereich der rationalen Funktionen der q,, ..., a,
mit irgendwelchen konstanten Koeffizienten zu gelten hat. Ich hatte mich
damals natiirlich auf die Kroneckersche Eliminationstheorie berufen; die an die-
ser Theorie durch Macaulay (The algebraic theory of modular systems, Cambridge
Tracts 19, 1916) geiibte Kritik trifft auch nicht die hier benutzten Resultate,
sondern nur gewisse Teile ihrer Begriindung, sodass es geniigt, neben Kronecker
auf die von Hentzelt (Mathematische Annalen 88, 1922, S. 53 ff., bearbeitet von
Emmy Noether) gegebene Darstellung der Eliminationstheorie zu verweisen (Vergl.
Emmy Noether, Mathematische Annalen 9o, 1923, S. 229 ff.). — Bestimmt man
die A;: (nur auf diese kommt es an, die Koeffizienten von X konnen ausser
Betracht bleiben) durch irgendeines der Systeme (3) als algebraische Funktionen
der a,,...,a, und bildet mit diesen 4.;x die Gleichung (2), so fragt es sich, ob
wenigstens eine dieser Gleichungen irreduzibel sein wird. — Ich habe mich da-
mals zum Nachweis, dass diese Frage zu bejahen sei, auf die Tatsache berufen,
dass man mit Hilfe von Abelschen oder Fuchsschen Thetafunktionen stets irre-
duzible Gleichungen vom Geschlecht p aufstellen kann, die in y vom m-ten, in
z vom »ten Grade sind. — Die hierauf beziigliche kurze Bemerkung (Annales
de 1'Ecole Normale, a.a. 0., S. 341) moge, da sie zu Bedenken Anlass gegeben
hat (solche wurden mir gelegentlich von Emmy Noether brieflich mitgeteilt),
durch die nachfolgenden Erérterungen ergiinzt werden.

4. Yorhandensein einer Lisung, die eine irreduzible Gleichung liefert.

Das Fundamentalpolygon einer Fuchsschen Funktion vom Geschlechte p,
dessen Ecken einen einzigen Zyklus mit der Winkelsumme 27 bilden, hingt
(siehe Poincaré, (Buvres II, pag. 224—225) von 3p—3 willkiirlichen Parametern
d1, Qs - - -, g3p—s ab. — Bildet man mit Hilfe von Thetafunktionen die Fuchssche
Funktion z, die innerhalb des Fundamentalpolygons jeden Wert m mal annimmt,
8o hingt diese noch von 2m—p +1 weiteren Parametern ab, die wir mit ¢sp—s,

-+, s bezeichnen, da ja die Gesamtzahl der auftretenden Parameter gleich
3p—3+t2m—p+1=2p+2m—2=c ist. Die durch diese Fuchssche Funktion
vermittelte Abbildung des Fundamentalpolygons auf die x-Ebene ist eine diese
Ebene m-fach iiberdeckende Riemannsche Fliche R’ vom Gechlechte p, die also
2p+2m—2=¢ einfache Verzweigungspunkte besitzt und lings der 2p, den Sei-
ten des Fundamentalpolygons entsprechenden Riickkehrschnitte aufgeschnitten
ist. Verschmelzen wir die beiden Ufer eines jeden dieser Riickkehrschnitte, so
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geht R’ in die 2p+ 1-fach zusammenhiingende Riemannsche Fliche R iiber, die
also von den o Parametern g, ..., ¢- abhiingt. Die ¢ einfachen Verzweigungs-
punkte a,,..., a4, sind monogene analytische Funktionen dieser Parameter. —
Gehen wir von einem bestimmten Fundamentalpolygon aus und wihlen x so,
dass die o einfachen Verzweigungspunkte alle von einander verschieden aus-
fallen, so entspreche dem so fixierten System von Werten k; der Parameter g;
das Wertsystem o; der Verzweigungspunkte a; und die Riemannsche Fliche
R, In der Umgebung des Wertsystems ¢;=4k; sind die a;—e; nach positi-
ven ganzen Potenzen der ¢;—%: entwickelbar, und da einem, in einer gewis-
sen Umgebung der %; gelegenen Wertsystem der ¢:; nicht zwei verschiedene
Wertsysteme der o; entsprechen konnen, ist die Funktionaldeterminante der
a; nach den ¢; an der Stelle k; von Null verschieden, sodass auch umgekehrt
die ¢i—%: nach positiven ganzen Potenzen der a;—ec; entwickelt werden kon-
nen. — Betrachten wir nun noch eine Fuchssche Funktion g, die im Funda-
mentalbereich jeden Wert »mal annimmt, also von noch weiteren 2v —p + 1
Parametern »,, ..., r2,41—p abhiingt, so besteht zwischen z und y eine Gleichung
F(y, z)= Y Auaz"'y"* =0, die zu der Riemannschen Fliche R gehort. —
ik
Die 4;x sind in der Umgebung von ¢; = k; als analytische Funktionen der ¢;,
und folglich in der Umgebung von a; = a; auch als analytische Funktionen der
a; definiert und hiingen iiberdies noch von den 2»—p+ 1 Parametern r; ab; sie
geniigen jedenfalls einem der Systeme (3), etwa (B’) = o, das also in einer ge-
wissen Umgebung der Stelle a;=—~a; ein System von noch von 2 — p + 1 Parame-
tern abhiéingenden Lisungen 4;; besitzt, das eine irreduzible Gleichung F'(y, ) = o
ergibt. Diese Losungen denken wir uns lings eines Weges W in der Mannig-
faltigkeit der a; analytisch fortgesetzt und erhalten auf diese Weise in der Um-
gebung eines jeden durch diese Fortsetzung erreichbaren reguliren Wertesystems
a;=f; Losungen A¥ des Systems (M')=o. — Die mit diesen A{f gebildete
Gleichung F'(y, x)s= 0 gehoért zu einer Riemannschen Fliche Rj, die aus R ent-
steht, indem wir die Verzweigungspunkte @; von R den Weg W beschreiben
lassen; dadurch werden die Zusammenhangsverhiltnisse von R nicht alteriert,
also ist Rg auch zusammenhiingend und demnach F'(y, x)s=o0 auch irreduzibel. —
Damit ist der zu liefernde Nachweis erbracht, d. h. es ist gezeigt, dass man fiir
jedes durch analytische Fortsetzung erreichbare regulire Wertsystem der ay, .. ., as
aus dem System (M')=o0 die Ai; so bestimmen kann, dass die mit denselben
2 — 30534, Acta mathematica. 56. Imprimé le 6 septembre 1930.
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gebildete Gleichung F(y, ) = o irreduzibel wird. — Wie wir alsbald sehen wer-
den, sind die singuliren Wertsysteme der a,,..., a, durch die Gleichungen
@i == ar, fiir i==k, und a;= o gegeben. Diese sind hochstens 2 6 — 2-fach ausge-
dehnt, sodass durch ihre Aussonderung die 2 o-fach ausgedehnte Mannigfaltig-
keit der ay, ..., a, nicht zerstiickelt wird. Die durch analytische Fortsetzung
erreichbaren Wertsysteme sind demnach alle Systeme von endlichen und von
einander verschiedenen Werten der a, ..., as, sodass sich also fiir jedes solche
spezielle Wertsystem der ay, ..., a, eine irreduzible Gleichung F(y, ) =0 her-
stellen lisst, die diese Werte und nur diese zu einfachen Verzweigungspunkten
besitzt.

Wenn man mit Riicksicht auf die »Reinheit der Methode» Wert darauf
legt, die Auwendung der Fuchsschen Funktionen als eines transzendenten Hilfs-
mittels auch beim Beweise zu vermeiden, so braucht man nur statt des Funda-
mentalpolygons eine sogenannte Normalgleichung vom Geschlechte p, die von
3p»—3 Parametern abhiingt, zum Ausgangspunkt zu nehmen (siche z. B. bei Hen-
sel und Landsberg, Algebraische Funktionen, 1902, XXXI. Vorlesung, S. 540 f£.)
und im ibrigen genau so weiter zu schliessen wie geschehen. Dabei mag be-
tont werden, dass wir bei unserem Beweis aus der Theorie der Fuchsschen Funk-
tionen nur soviel in Anspruch nehmen, als sich aus den Eigenschaften des Fun-
damentalpolygons und der Thetafunktionen ganz unmittelbar ergibt; das soge-
nannte Fundamentaltheorem der Uniformisierung einer gegebenenen algebraischen
Funktion ist nicht erforderlich. Was iibrigens das Vermeiden des transzenden-
ten Hilfsmittels anlangt, so vergleiche man auch Severi, Rendiconti di Palermo,
XLVI, 1922, S, 111.

5. Die zu gegebener Fliche gehdrige Fuunktion. — Das arithmetisech Er-
reichbare.

Damit ist zunichst gezeigt, wie man algebraische Funktionen herstellen
kann, die auf einer m-bliittrigen Riemannschen Fliche mit den ¢ einfachen Ver-
zweigungspunkten ay, ..., a, eindeutig sind und jeden Wert »-mal annehmen.
Um nun weiter zu zeigen, dass man auch den Zusammenhang der Blitter, d. h.
also die Vertauschungen bei den Umliufen um die Verzweigungspunkte will-
kiirlich vorschreiben kann, greife ich auf die oben (Nr. 2) erwiihnte Hurwitzsche
Bemerkung zuriick. — Es" sei etwa (M')=o0 dasjenige unter den irreduziblen
Systemen (3), das zu einer Best;immung der A;; fithrt, die eine irreduzible Glei-
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chung (2) ergeben; es wird sich sofort zeigen, dass es nur ein solches irredu-
zibles System (Primideal) geben kann. HEs sei R’ die zu der so bestimmten
Gleichung (2) gehérige Riemannsche Fliche. Nach der Bemerkung von Hurwitz
gehen alle Riemannsche Flichen mit m Blittern und den einfachen Verzwei-
gungspunkten a,, ..., a; aus einander durch Monodromie der Verzweigungspunkte
hervor; die urspriinglich vorgegebene Riemannsche Fliche R entsteht also aus
R’ ebenfalls durch Monodromie der a,, ..., as. Denkt man sich nun die 4
lings derjenigen geschlossenen Wege der a,, ..., a, fortgesetzt, bei denen sich
die Riemannsche Fliche R’ in R verwandelt, so geht die zu R’ gehérige Glei-
chung (2) in eine Gleichung (2) iiber, die zu der Riemannschen Fliche R ge-
horen wird, und damit ist die Herstellung einer zu dieser letzteren‘gehijrigen
algebraischen Funktion geleistet. — Diese algebraische Bestimmung der zu einer
gegebenen Riemannschen Fliiche gehorigen algebraischen Funktion gewiihrt aber
auch noch einen Einblick in die algebraische Natur des in Rede stehenden Pro-
blems, der mir als das wesentlichste Ergebnis dieses ganzen Gedankenganges
erscheint und woriiber darum noch einige Worte gestattet seien. —

Ein irreduzibles System (M')= o verhiilt sich ihnlich wie eine irreduzible
Gleichung zwischen zwei Veriinderlichen, insbesondere gilt ein dem Puiseuxschen
Satze analoger Satz.! Es gehen niimlich alle Losungssysteme 4;: von (M')=o0
aus einem derselben dadurch hervor, dass man die a,, .. ., ¢, geschlossene Wege
beschreiben Lisst. Die Gleichung (2), die wir erhalten, indem wir die A als
durch das System (M')=o definierte algebraische’ Funktionen der ay, ..., as
nehmen, stellt also, wenn wir diesen A;; ihre volle Mehrdeutigkeit belassen, alle
und nur die Gleichungen dar, die zu irgend einer in sich zusammenhiingenden
Riemannschen Fliche mit m Blittern und den einfachen Verzweigungspunkten

@y, ....a; gehdren. Damit ist zuniichst in Evidenz gesetzt, dass es unter den

! Siehe Annales de I'icole Normale a.a. 0., S. 339—340: der daselbst angedeuntete Beweis
stiitzt sich auf einen von J. Molk in seiner Thése (Acta mathem. VI, 1884, S. 156) bewiesenen
Satz iiber irreduzible Gleichungssysteme, der auch im Rahmen der neueren Eliminationstheorie
bestehen bleibt. — Man konnte durch die dem Puisenxschen Satze analoge Eigenschaft (siehe
weiter im Text) auch die irreduziblen Systeme definieren, d.h. also so, dass man von einem von
2 v—p+ 1 willkiirlichen Parametern abhiingenden Losungssystem des Systems (M)==o (siehe oben 8. 7)
ausgehend aus diesem alle diejenigen Losungssysteme herleitet, die daraus hervorgehen, wenn man
die a,, ..., asv geschlossene Bahnen beschreiben lisst; die Gesamtheit dieser Losungen muss dann
ein Gleichungssystem mit Koeffizienten des Rationalitiitsbereichs hefriedigen. Man hiitte dann nur
noch den Nachweis zu erbringen, dass durch eine endliche Anzahl solcher Gleichungssysteme der
gesammte Inhalt des Systems (M) = o erschopft werden kann. Das ist aber selbstverstindlich,
weil ja ein algebraisches Gleichungssystem nur eine endliche Anzahl von Loésungen haben kann,
die von der nétigen Anzahl willkiirlicher Parameter abhingen.
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Primfaktoren (3) des Systems (M) = o tatsichlich nur einen einzigen geben kann,
fir den die dadurch definierten A;; eine irreduzible Gleichung (2) liefern. In
Bezug auf diesen Primfaktor (M’') = o kann noch folgendes ausgesagt werden:
Die einzigen Singularititen der durch das Gleichungssystem (M) = o definierten

algebraischen Funktionen A;: der a, ..., @ sind (vergl. Annales de 1'Ecole Nor-
male a.a. 0. 8. 339) die Gebilde a;=a:(7 7 k) und a;= oo, die also aus der
2 o-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit I der a,, ..., a, auszuschliessen sind,

wodurch aber diese Mannigfaltigkeit nicht aufhort, zusammenhiingend zu sein
(vergl. oben Nr. 4, S. 10). In der Umgebung einer jeden ausserbalb jener
singuliiren Gebilde gelegenen Stelle a; = e sind die A;x in gewdhnliche Potenz-
reihen der ay—a; entwickelbar. Verbindet man die a; = ar(s k) mit dem Un-
endlichen durch schnittartige Gebilde, so sind in der so zerschnittenen Mannig-
faltigkeit IR die gedachten Potenzreihen eindeutig fortsetzbar, wihrend sie bei
Fortsetzung auf einem geschlossenen Wege W der a,, ..., a5, der jene Schnitte
iiberschreitet, im allgemeinen Wertinderungen erfahren werden, die dem Uber-
gang von einer bestimmten Riemannschen Fliche R zu derjenigen R’ ent-
sprechen, die aus R hervorgeht, wenn die Verzweigungspunkte a,, ..., a; eben
auf jenem Wege W in ihre Ausgangslagen zuriickgefithrt werden. Bezeichnet
man mit i die von Hurwitz bestimmte Anzabl wesentlich von einander verschie-
dener m-blittriger Riemannscher Flichen mit den Verzweigungspunkten a,,...,aq
und denkt sich h Exemplare der Mannigfaltigkeit M mit den singuliren Gebil-
den und den Schnitten iibereinandergelegt und liings der Ufer jemer Schnitte so
mit einander verschmolzen, wie es den Anderungen entspricht, die die Riemann-
sche TFliche R beim Uberschreiten des betreffenden Schnittes erfihrt, so erhilt
man ein in sich zusammenhiingendes Gebilde G, auf dem die durch das System
(M')=0 definierten algebraischen Funktionen A;; eindeutige Funktionen des Ortes
sind, das also als das » Riemannsche Gebilde» dieser algebraischen Funktionen oder
des irreduziblen Gleichungssystems (}’) = o angesprochen werden kann. — Eine
derartige Bedeutung der Zahl h diirfte wohl Felix Klein vorgeschwebt haben,
wenn er in seinem Buche »Uber Riemanns Theorie der algébra,ischen Funktio-
nen (1832)» auf S. 64 sagt, das Riemannsche Existenztheorem impliziere eine
Aussage iiber eine interessante Gleichung héheren Grades, und unmittelbar dar-
auf davon spricht, dass die Zahl h eine algebraische Bedeutung habe.
Bezeichnen wir mit R;, R,, ..., Ry die Gesamtheit aller von einander ver-
schiedener m-blittriger Riemannscher Flichen mit den einfachen Verzweigungs-
punkten a,,..., a,, die also nach Hurwitz durch Monodromie dieser Verzwei-
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gungspunkte auseinander hervorgehen, so definiert uns die Gleichung F(y, ) =
= P Aua*~iy"* =0, sofern wir die A als durch das irreduzible System
i,k
(3") = o gegebene implizite algebraische Funktionen der a; ansehen, die Gesamt-
heit aller der algebraischen Funktionen w,, ¥,, ..., yx, die zu den verschiedenen
Riemannschen Flichen R, R,, ..., R, gehoren. Arithmetisch (im Sinne von Kro-
neckers Festschrift) ist es auch garnicht moglich, die zu einer bestimmten dieser
Riemannschen Flichen gehérige algebraische Funktion von den iibrigen zu iso-
lieren, da es hierzu der Aussonderung eines bestimmten Zweigsystems der algebrai-
schen Funktionen A4;; der a; bedarf. Handelt es sich niimlich um die Konstruktion
der zu einer gegebenen Riemannschen Fliche R, mit den einfachen Verzweigungs-
punkten e, ..., ¢s gehorigen algebraischen Funktion, wo die e; endliche und von
einander verschiedene Zahlen bedeuten, so hat man zuniichst dasjenige System
von Zweigen der Aix, d. h. also dasjenige System von den Gleichungen (M')=o
geniigenden, in der Umgebung der reguliren Stelle a; = ¢; geltenden Potenz-
reihen herzustellen, das derjenigen Fliche R. entspricht, die in R, iibergeht,
wenn man den a; die Lagen a; zuerteilt, und dann mit den absoluten Gliedern
A7, dieser Potenzreihen die Gleichung F(y, ) = 0 zu bilden. Eine eindeutige

Bestimmung der A« durch die Gleichungen (M') = o erfolgt dann und nur dann,
wenn es sich um eine Riemannsche Fliche handelt, die durch Angabe der Blit-
terzahl und der Lage ihrer einfachen Verzweigungspunkte vollkommen festgelegt
ist, wie es z. B. fiir eine hyperelliptische Fliche der Fall ist; die 4;; sind dann
rationale Funktionen der a; Lisst man diese besonderen Fiille bei Seite, so
ergibt sich aus unserer Analyse eine Weiterbildung der klassischen Auffassung
Riemanns, die im folgenden besteht.

Betrachtet man mit Riemann die zu einer besonderen Fliche, etwa R, ge-
horige algebraische Funktion y, von =z, so gehen deren verschiedene Zweige
dadurch hervor, dass wir = in R, variieren lassen. Dariiber hinaus zwingt un-
sere algebraische Behandlung des Existenzproblems dazu, dass wir gleichzeitig
mit jenem y, auch die iibrigen Funktionen s, ..., y» betrachten, die aus y, her-
vorgehen, indem man die a; auf dem oben betrachteten Riemannschen Gebilde
G variieren lisst, und die, wie wir sahen; durch die Gleichung F(y, )= o si-
multan dargestellt werden, wenn man die A4;; als durch die Gleichungen (M')=o0
definiert ansieht. Man hat also y nicht als Funktion der einen Variablen 2
allein, sondern als Funktion der ¢+1 Variablen z, a,, ..., a, aufzufassen und
erhilt auf diese Weise ein im analytischen Sinne monogenes, algebraisch irre-
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duzibles Gebilde, das neben g, auch alle die algebraischen Funktionen y,, ..., ¥z
umfasst, die zu den Riemannschen Flichen R,, ..., Rx gehoren, die aus R, durch
Monodromie der Verzweigungspunkte hervorgehen, d. h. also die Gesamtheit
aller der algebraischen Funktionen, die zu allen méglichen Riemannschen Flichen
mit m Blittern und den einfachen Verzweigungspunkten a,, ..., a, gehoren. —

Als arithmetisch fassbar erweist sich also nur diese Gesamtheit, die man
wohl als die durch Angabe der Blitterzahl m und der Lage der einfachen Ver-
zweigungspunkte bestimmte Gattung algebraischer Funktionen oder Riemannscher
Flichen bezeichnen konnte. Allgemein, d. h. wenn wir fiir einen Augenblick die
Voraussetzung fallen lassen, dass alle Verzweigungspunkte einfache sind, wiirde
also eine solche (attung algebraischer Funktionen oder Riemannscher Flichen
gegeben sein’ durch die Blitterzahl, die Lage der Verzweigungspunkte, sowie die
Anzahl der zu jedem Verzweigungspunkte gehorigen Zykeln nebst deren Elemen-
tenzahl.! Und es scheint bemerkenswert, dass ja auch umgekehrt fiir eine vor-
gelegte algebraische Gleichung zwischen z und y durch arithmetische Methoden
zwar fiir jeden einzelnen Verzweigungspunkt die Anzahl der Zykeln sowie deren
Elementenzahl angegeben werden kann, dass aber der Zusammenhang zwischen
den zu verschiedenen Verzweigungspunkten gehorigen Zykeln sich nur in der
Weise herstellen lisst, dass man durch analytische Fortsetzung aus der Umgebung
des einen Verzweigungspunktes in die des anderen hiniibergreift. Man kommt
also, sei es dass man von der Riemannschen Fliche ausgeht, sei es dass man
eine algebraische Gleichung zwischen z und y zugrunde ‘legt, arithmetisch nicht
iiber die Bestimmungsstiicke hinaus, die die gesamte Gattung charakterisieren. —
Hilt man sich die Tatsache vor Augen, dass eine algebraische Funktion stets
einer linearen Differentialgleichung mit rationalen Koeffizienten Geniige leistet,
so sehen wir, dass man arithmetisch fiir eine algebraische Funktion auch nicht
mehr leisten kann, als fiir eine beliebige lineare Differentialgleichung vom Fuchs-
schen Typus; auch fiir eine solche kann man in der Umgebung eines jeden ein-
zelnen singuliren Punktes das Verhalten der Losungen arithmetisch angeben,
bedarf jedoch der analytischen Fortsetzung, wenn man den Zusammenhang
zwischen zwei verschiedenen singuliren Punkten (die sogenannten Ubergangs-
substitutionen) herstellen will, durch den erst die Monodromiegruppe, der im

! Dje Frage, ob zwei Riemannsche Flichen, die in diesen Daten iibereinstimmen, auch stets
durch Monodromie der Verzweigungspuokte in einander iibergefiihrt werden konnen oder nicht,
scheint noch nicht erledigt zu sein; vergl. Hurwitz, Mathem. Annalen 39, 1891, 8. 33-
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Falle einer algebraischen Funktion die Riemannsche Fliche entspricht, gegeben
wird.

Dass die hier dargelegte Auffasung sich auch in anderen Kapiteln der
Lehre von den algebraischen Funktionen bewiihrt, soll jetzt nur noch an den
linearen Differentialgleichungen nachgewiesen werden, denen die Periodizitiits-
moduln der Abelschen Integrale als Funktionen der Verzweigungspunkte Geniige
leisten.

6. Die Differentialgleichungen fiir die Periodizititsmoduln der Abelschen
Integrale.

Es sei I'(y, z)= D dpa"~'ym* =0 die Gleichung, die fiir ein bestimmtes

ik
Zweigsystem A{, der durch die Gleichungen (M’)= o definierten algebraischen
Funktionen A;. der ay, ..., a, die zu der Riemannschen Fliche R, gehorige al-

gebraische Funktion y=y, von z definiert. Man nennt nach Appell und Goursat
(Théorie des fonctions algébriques, 1895, S. 338) ein System von 2p logarith-
menfreien Integralen rationaler Funktionen von z, y ein Fundamentalsystem,
wenn zwischen diesen Integralen ,, &, ..., {2p keine Relation von der Form

w
]

LG+ Ry, x)=o0

A=1

il

besteht, wo die €, von z unabhiingig sind und R(y, ) eine rationale Funktion
von y, z bedeutet. Es gelten dann (vergl. a.a.O.) die beiden Siitze:
I. Wenn Pik=1,2,...,2p) die Periodizititsmoduln von {1 sind, so ist
die Determinante |Pi von Null verschieden, da man sonst die homogenen
ap

Gleichungen | Pi C,— olk=r1,2,...,2p) nach den C; auflésen kdnnte, wo-
1=1

durch sich ZC; Ci gleich einer rationalen Funktion von y, z ergiibe.
1

II. Es kann jedes zu unserer Gleichung gehorige logarithmenfreie Abelsche
Integral in der Form

2p
2 LG+ R(y, x)
i=1

dargestellt werden.
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Indem wir die Verzweigungspunkte a, ..., a, unserer algebraischen Glei-
chung als von einander unabhiingige Veriinderliche ansehen, wollen wir die linearen
Difterentialgleichungen betrachten, denen die Periodizititsmoduln der Integrale
{1 als Funktionen der a,,a,, ..., as nach Fuchs' Geniige leisten. Setzen wir

G = f Wedz, so konnen wir voraussetzen, dass die Koeffizienten der rationalen

Funktionen : von y, x sich rational aus den A4 und den ay, ..., a; mit nu-

merischen Koeffizienten zusammensetzen. Dann ist offenbar auch

0§k=f0wk (r=1,2,...,0)

da, da,

ein logarithmenfreies Abelsches Integral, also nach dem Satze II in der Form

(4) gg* = Z L Ck + R (y, )

1_
darstellbar. Integriert man diese Gleichung iiber die 2 p Querschnitte, die die zu
unserer Gleichung gehorige Riemannsche Fliche R, in eine einfachzusammen-
hiingende R, verwandeln, so ergibt sich
2p
%—~Z P CE (k,v=1,2,...,2p),
T

i=1
d. h. es bilden die (2p)® Grossen
Pk (k, =1, 2,...,2p)

eine Integralmatrix P des linearen Differentialsystems

) ‘
= k=
(42) Do 2Z_jP G, (k=r12..,2p),
und zwar fir alle Werte-r =1, 2,...,0. Da diese ¢ simultanen Differential-

systeme durch die Funktionen P* der ¢ unabhiingigen Verinderlichen a. befriedigt

werden, so kénnen wir sie in das eine totale Differentialsystem

2p g

(4b) P = P Cf da,

i=1 r=1

! L. Fuchs, Werke I, S. 344 (1871) und III, S. 249 (1897), 8. 294 (1898).
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zusammenfassen, das demnach komplett integrabel ist, d.h. dessen Koeffizienten-
matrizen (C%) = C, die Integrabilititsbedingungen

_ 00, _ 9 Cs
das ada,

R, +C.C—CCr=0 (r,s=1,2,...,,0)
erfiillen, oder, wie man auch sagt, fiir das der Riemannsche Kriimmungstensor
verschwindet.

Es entsteht aber die Frage nach dem Rationalititsbereich der Koeffizienten
C}, und weiter die nach einer Methode, um diese Koeffizienten wirklich herzu-

stellen. Beides lisst sich leisten mit Hilfe der Riemannschen Methode der Inte-

gration iiber den gesamten Rand der zerschnittenen Riemannschen Fliche R,. —
Wir multiplizieren die Gleichung (4) mit 1, =%€—; und integrieren fiber den
Rand von R,. Dann ist dieses Integral gleich der Summe der Residuen der zu
integrierenden Funktion, also, wenn wir in Cauchyscher Weise diese Summe

(das Résidu intégral) durch ein vorgesetztes < bezeichnen, so erhalten wir:
(5) 52—55 _3 1524 Cck (v=r1, 2 2p)
i=

In diesen Gleichungen ist, wie man leicht zeigt (vergl. Fuchs a.a.O.), die De-
terminante |&Z;y,| von Null verschieden, man kann also die Cf, aus ihnen in

eindeuntiger Weise berechnen und findet
a
Cr = (Cr){cr) = (é—o% W") (d:gl wi‘)‘l’

wobei noch besonders hervorzuheben wiire, dass die Elemente der Matrix (¢ {;,)
von dem Index r unabhiingig sind. Dies zeigt zuniichst, dass die C}, als Funk-

tionen der a,..., a, demselben Rationalititsbereich angehéren wie die Cliy,,
d.h. also wie die Koeffizienten von F'(y, ) und der 1, (vergl. Fuchs a.a.O.).
Die Koeffizienten der Differentialgleichungen (4a) bezw. (4b) sind also im
allgemeinen mehrdeutige algebraische Funktionen der a,, . .., @o; nur in den oben’
gedachten besonderen Fillen, wo die Riemannsche Fliche durch Angabe der
Blitterzahl und der einfachen Verzweigungspunkte vollkommen festgelegt wird,
sind die Cf. rational in den a, ..., a;, was an der bekannten Form der Diffe-

3-30534. dcta mathematico. 56. Imprimé le 6 septembre 1930.
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rentialsysteme bestitigt werden kann, denen die Periodizititsmoduln der hy-
perelliptischen Integrale Geniige leisten (vergl. z. B. Mathem. Zeitschrift, 28,
1928, 8. 506). Im allgemeinen Falle, wo die Cf, rational in den a; und den

algebraischen Funktionen A;: derselben sind, werden die Differentialgleichungen
(4a) und (4b), sofern man den A, ihre volle Mehrdeutigkeit belisst, d. h. die a;
auf dem Riemannschen Gebilde @ sich frei veriindern lisst, nicht allein durch
die Periodizititsmoduln der zu der Riemannschen Fliche R, gehorigen Abelschen

Integrale f Wi (y,, ) dz, sondern auch durch die der lntegrale f Wiy, 2) de,

fir ¢=2,..., h, befriedigt, die zu den Riemannschen Flichen R; gehoren, die
mit R, zusammen eine Gattung bilden. Lisst man die ay, ..., as alle auf dem
Gebilde G geschlossenen Wege beschreiben, also Wege, bei denen die Koeffi-
zienten C%, in jhre Ausgangswerte zuriickkehren, so erleiden die Pt die linearen
Substitutionen einer Gruppe @ mit konstanten, d.h. von den a,, ..., as unab-
hiingigen Koeffizienten; bekanntlich sind diese Koeffizienten ganze Zahlen, und
den Substitutionen von @ entsprechen die linearen Transformationen der zuge-
horigen Abelschen . Thetas. Insbesondere ist die Monodromiegruppe O, des
linearen Differentialsystems (4a), die also geschlossenen Wegen von a, in G ent-
spricht, wobei die iibrigen a, fiir r5%s fest bleiben, in @ als ausgezeichnete Un-
tergruppe enthalten, die Koeffizienten der Substitutionen dieser Monodromie-
gruppe sind also auch ganze Zahlen.

Wir fiigen noch einige Bemerkungen an, die sich auf die Riemann-Weier-
strassschen Relationen beziehen, die zwischen den Periodizititsmoduln der Inte-
grale £ bestehen, und die bekanntlich (siche Appell und Goursat, a.a. 0., S. 142,
143) von der Form sind:

“ dx

. Zgﬁ(PﬁPf»“PﬁP‘)=2nid’g,o_Ck,
A

wo die 937; ganze Zahlen bedeuten. Wir betrachten zu dem Ende die (p (2p—1))?

Determinanten zweiter Ordnung
Pﬁf‘:HP}z—‘PfH‘ (lyk:l) u=1, 2;---,227):

die als Funktionen von a, das sogenannte (2p— 2)-te assoziierte Differential-
system des Systems (4 a)* ' 4

! Die allgemeine Form des (2 p—2)-ten assoziierten Systems findet sich bei Fuchs, Werke
I, S. 285 (1898) und bei Darboux, Comptes Rendus 148, 1909, 8. 748.
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dPlk 4 kon 1k
da = 22PEC, —=PCr) (Lk=1,2...,2p)

r=1

(7)

befriedigen, bezw. eine Integralmatrix dieses Systems bilden. Nach einem Satze
von Fuchs ist das System (7) reduzibel; wir zeigen dies direkt, indem wir nach-
weisen, dass dieses System durch ein System von Losungen befriedigt wird, die
dem Rationalitiitsbereiche seiner Koeffizienten angehoren.

Betrachten wir niimlich die Ausdriicke £y, so ist

(8)

Ciyn) = aCz k+€§z()wL

Nun gilt aber, wenn wir iiber die Begrenzung der zerschnittenen Riemannschen

Fliche R, integrieren,

oy ag aL 0L 0L
Il L el o Al b

Ry

also, da der integralfreie Teil im dritten Gliede dieser Gleichung offenbar ver-

schwindet,
O 98 0% 4%
fo 0 447 f(’)a,-Ox == | 5, W4

x, R, r

oder, was dasselbe heisst,

(’)’l[)k OCk
oa =" oa W

die Gleichung (8) gibt demnach

0 (9
CGiyy) = gi Y — dg’ W

Setzen wir hierin die aus den Gleichungen (5) zu entnehmenden Werte ein, so
erhalten wir

—5’& Y= Z {SGyn. C,,— CLiyn. CL ),

=1

und dies zeigt, dass das Differentialsystem (7) durch die Ausdriicke
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(9) Plk = 6;1 '!,Uk

und zwar fir alle Werte » =1, ..., ¢ befriedigt wird. Diese Ausdriicke gehsren
aber in der Tat dem Rationalitiitsbereiche der Koeffizienten des Systems (4a) und
folglich anch dem der Koeffizienten von (7) an.

Wie Fuchs bemerkt hat, ist diese Reduzibilitiit aequivalent mit dem Be-
stehen der Riemann-Weierstrassschen Relationen (6). In der Tat ist das Losungs-
system (g) durch die Integralmatrix Pj% darstellbar, d.h. es gilt

(10) YEEGye = D7k B,
A,

wo die Verhiiltnisse der %, 73; von den a, unabhiingige Konstanten sind, sodass

wir itber die 7'* noch frei verfiigen konnen. Da die Monodromiegruppe @, von
(4a), wie oben bemerkt wurde, ganzzahlige Koeffizienten besitzt, so gilt das gleiche
von der Monodromiegruppe des assoziierten Differentialsystems (7). Wenn die
pik

1. eine Substitution dieser Monodromiegruppe erfahren, so bleiben aber die
CGe in (10) ungeiindert, sodass wir auf diese Weise fiir die 7i% lineare Glei-
chungen mit ganzzahligen Koeffizienten erhalten, woraus sich diese Grossen als
rationale Zahlen bestimmen. Wiihlt man nun noch »'* gleich 2 dividiert
durch den Generalnenner N dieser rationalen Zahlen, so bekommt man direkt
die Form (6) der Riemann-Weierstrassschen Relationen (vergl. Fuchs, Werke III,

S. 290).

7. Die Arbeiten von F. Enriques und F. Severi.

Im Jahre 1912 hat Enriques in den Atti di Torino (1912, 8. 300 ff.), ohne
meine einschligigen Arbeiten zu kennen, die Frage der Existenz algebraischer
Funktionen zu gegebener Riemannscher Fliche ebenfalls algebraisch, aber von
einer anderen Seite her in Angriff genommen.

Die Grundlage fiir seine Behandlung findet sich im § 12 von Riemanns
Abhandlung iiber Abelsche Funktionen. In diesem § will Riemann nimlich
nachweisen, dass eine Klasse algebraischer Funktionen vom Geschlecht p von
3p—3 Klassenmoduln abhingt, indem er von der Méglichkeit ausgeht, eine al-
gebraische Funktion zu gegebener Riemannscher Fliche zu bestimmen. — Be-
deutet F'(s,z) =0 eine irreduzible Gleichung vom Geschlecht p zwischen s und
z, s0 sei [ eine rationale Funktion von s, z, die jeden Wert u-mal annimmt.
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Dann geniigt jede Funktion der Klasse als Funktion von { einer Gleichung vom
p-ten Grade und hat daher w=2u+2p—2 einfache Verzweigungspunkte. Da
von 2u—p+1 willkiirlichen Konstanten abhingt, so kann durch geeignete Wahl
von { iiber 2 —p+1 der w Verzweigungspunkte verfiigt werden und zwar, wie
Riemann hervorhebt, auf eine endliche Anzahl von Arten, da die hierfiir zu er-
filllenden Bedingungsgleichungen algebraisch sind. Es bleiben also noch 3p—3
Verzweigungspunkte frei, und da es stets moglich ist, wenn die w Verzweigungs-
punkte einer die {-Ebene p-fach iiberdeckenden (2 p+ 1)-fach zusammenhingenden
Fliche willkiirlich gegeben sind, eine zugehorige algebraische Funktion zu be-
stimmen, so sind jene 3p — 3 Verzweigungspunkte auch noch willkiirlich wiihl-
bar, d.h. eine Klasse (2p+ 1)-fach zusammenhiingender algebraischer Funktionen
hingt — im allgemeinen — von 3p—3 Parametern ab. — Nun ist klar, dass
es durch Umkehrung dieser Schlussweise Riemanns méoglich sein muss, die
Existenz einer algebraischen Funktion zu erschliessen, die zu einer u-blittrigen
Riemannschen Fliche vom Geschlecht p mit w einfachen Verzweigungspunkten
gehort, sofern von anderer Seite her bekannt ist, dass die Anzahl der Klassen-
moduln 3p—3 betriigt. — Da Brill und Noether hierfiir einen rein algebraischen
Beweis geliefert haben, so ist auf die angedeutete Weise der Weg zu einem
algebraischen Existenzbeweise gegeben, vorerst allerdings nur in dem Sinne, dass,
bei gegebenen w Verzweigungspunkten und gegebenen Zahlen p und g, zuge-
horige algebraische Funktionen und zwar, entsprechend der von Riemann ge-
machten Bemerkung, in endlicher Anzahl vorhanden sind.

Dies hat Enriques a.a. Q. ausgefiihrt und Severi hat dann in seinem 1921
erschienenen Buche »Vorlesungen iiber algebraische Geometrie» (S. 334 f£) die
Schlussweise von Enriques dadurch vervollstindigt, dass er zeigte, dass man auch
die zu den einzelnen Verzweigungspunkten gehorigen Vertauschungen der u Zweige
beliebig vorschreiben kann, wodurch erst die entsprechende Riemannsche Fliche
individualisiert erscheint. Meine Arbeiten waren auch Severi unbekannt geblie-
ben, wihrend mir andererseits die Note von Enriques aus den Atti di Torino
entgangen war. — Nachdem ich Severi brieflich auf meine Noten aufmerksam
gemacht batte, vereinfachte dieser in den Rendiconti di Palermo 46, 1922, S.
105 seine Beweismethode, und Enriques hat dann im dritten Bande seiner »>Le-
zioni sulla teoria geometrica delle equazioni e delle funzioni algebriche» (1924,
8. 355 ff.) eine elegante Darstellung des ganzen Beweisganges gegeben. — Ein
Vergleich dieses Beweisganges mit dem meinigen fithrt zu den folgenden Fest-
stelluongen. Die Ergiinzung, die ich oben in der Nr. 4 meiner Darstellung von
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1903 gegeben habe, beruht auf demselben Grundgedanken, wie der urspriingliche
Beweis von Enriques aus dem Jahre 1912, nidmlich auf der Umkehrung des § 12
der Riemannschen Abhandlung. Den Ubergang von einem gegebenen System
von Verzweigungspunkten zu der individuellen Riemannschen Fliche vollzieht
Enriques in seinem Buche nach dem Vorgang von Severi (Rendiconti di Palermo
1921) so, wie ich es 1903 angegeben habe, d. h. auf Grund der Bemerkung von
Hurwitz. — Das, was meiner Darstellung eigentiimlich ist, besteht einmal in
der konstruktiven Herstellung der gesuchten algebraischen Funktion durch ein
Eliminationsverfahren, das andere Mal in der Hervorhebung dessen, was bei die-
sem Verfahren arithmetisch erreichbar ist und was dariiber hinausgehend die
Separation eines einzelnen Losungssystems des Gleichungssystems erfordert, wobei
sich als Weiterbildung der Auffassung Riemanns die Betrachtung der algebrai-
schen Funktionen auch in ihrer Abhingigkeit von den Verzweigungspunkten in
zwingender Weise ergibt.

Giessen, den 18. Januar 1930.



