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Vorwort. 

Die an den verschiedensten Punkten der mathematischen Physik sich dar- 

bietenden Randwertprobleme sind naturgem~tss schon Gegenstand vieler Bear- 

beitungen gewesen. S~urm und Liouville haben die Aufmerksamkeit besonders 

auf einen Typ yon linearen Differentialgleichungen hingelenkt, n~mlich derjenigen, 

die einen veff~igbaren Parameter ~ linear enthalten. F,s wurden dabei folgende 

Randbedingungen vorzugsweise behandelt: 

I. u(o)=u(a)=o; If. u'(o)=u'(a)=o; 
III. k(o)u' (o)--hu(o)=k(a)u" (a)+H.u(a)=o; (~} ~o), 

sowie Kombina~ionen derselben. Die Differentialgleichung leg~e man in folgender 

Form zu Grunde: 

d du 
-~x (k(x)--d-~x ) + (g (x) . ~--l (x)) u(x)~o, 

wo k(x) und g(x) im Definitionsbereich im allgemeinen als yon l~ull verschieden 

angenommen wurden. W~hrend die klassischen Methoden yon Sturm in neuerer 

Zeit yon M. B5cher welter ausgebaut wurden, ergab die Aufdeckung des Zu- 

saImnenhunges mit den IntegTalgleichungen neue MSglichkeiten fiir die Ent- 

wickelung willldirlicher Funktionen nach Sturm-Liouvilleschen Eigenfunl~ionen. 

Dieser Zusammenhang wurde insbesondere yon D. Hilber~ und A. Kneser erforsch~, 

Ein weiteres Hilfsmittel ergab sich in der asymptotischen Darstellungsweise der 

Eigenfunl~ionen. 

R a n d b e d i n ~ g e n  yon allgemeinerer Form sind wohl zuerst yon D. A. West- 

fall, ~I. Mason, G. D. Birkhoff und W. Stekloff behan4elt worden. Westfall 

fusst wesentlich auf der Theorie yon ttilbert, ~Iasou benutz~ ]~ethoden der Varia- 

tionsrechnung und Steldoff die yon ihm fiir eindimensionale Probleme ausgebaute 

Schwarz-Poincar&sche Methode. Bei allen ist mi~hin die Ree l l i t~  der eingehenden 

GrSssen Voraussetzung. 

Der Fall nun, dass die Differentialgleichung komplexe Koeffizientmn enth~l~, 

ist vor allem yon Kneser, t t i lb und Birkhoif in AngTiff genommen worden. Die 

hier in verschiedenen Abwandlungen benu~zte Me~hode der Partialbruchent~ 

wickelung tier darzustellenden Funktion geht im wesentlichen auf Cauchy und 

Poincarg zuriick. W~hrend Kneser und Hilb die erw~hnten speziellen Rand- 
4--30534. Arta ma~ematiea.  56. Imprim6 Ie 6 septembre 1930. 
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bedingungen behandelten bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung, geh~ Birk- 

hoff yon allgemeineren Randbedingungen und Differentialgleichungen n u~ Ordnung 

aus. Jedoch sind seine Resultate manchen Einschr~nkungen unterworfen. Darauf 

wir4 im nachfolgenden Uberblick noch n~her eingegangen werden. 

Die vorliegende Arbeit will nun in einer Reihe positiver S~t~ze elner mSg- 

lichst abgeschlossene Theorie des Eigenwertproblems und der Darstellung will- 

kiirlicher Funktionen fiir die LSsungen komplexer Differentialgleichungen zweiter 

Ordnung liefern, wenn die Koeffizienten der Randbedingungen 

(o) + (o) + + 

+ b . . '  (o)+ b,,,' 

den Parameter ), nieht enthalten, der Relation 

al b~--a~ bl=as b~--a~ b~ ~ 

genfigen, ira iibrigen aber beliebige komplexe Werte annehmen. In  der Diffe- 

rentialgleichung werden die Funk~ionen ~ (x), g (x) zun~tehst gleich I gesetzt, wovon 

wir uns zmn Schluss jedoch wieder - -  unter gewissen Einsch~,~nkungen --,  frei 

machen werden. 

l~berblick. 

1)as Randwertproblem ist unter den genannten Bedingungen ohne wesen~- 

liche Einschriinkung gelSs~ worden. Immer existieren unendlich viele Eigenwerte. 

Beim Entwiekelungssa~z jedoch musste der Fall: a., ___ b., ~__ + i ausgeschlossen werden. 

Fiir den Beweis des Satzes waren die Ausfiihrungen Birkhoffs ~ yon wesentlichem 

Nutzen, weniger dagegen fiir die LSsung des Eigenwertproblems. Birkhoff be- 

handelt in seiner zweiten Arbei~ die Differentialgleichungen T~ ter Ordnung. Bei 

seinen Absch~tzungen muss er die Koeffizienten der Randbedingungen gewissen 

Einschr~nkungen unterwerfen, die z. B. in dem erw~hnten Falle: a_~ = - b ~ +  i 
a~ b4 

nicht erfiillt sind. Durchgeffihrt sind seine Beweise nur fiir ungerade , .  

Es is~ no~wendig, einige Bemerkungen fiber den Fall gerader n zu machen. 

Setzt man den Parameter )~ gleich Q~, so brauch~ man s~a~ der Vollebene nur  

1 Die Abstrelfung yon dieser Bedingung sei einer evtl. Erg~nzung dieser Arbeit vorbehalten. 
2 Vgl. Transact. of the Am. Math. Soc. I9O8; S. 219/373. 
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einen in gewissen Grenzen willkiirlichen Sektor der Q-Ebene zu betrachten; in 

den anderen Sekt~ren herrschen dann analoge Verh~ltnisse3 

So gelan~ Birkho~ zur transzendenten Gleichung: 

q. A = . B +  2 l z i +  ~ (1 ganzzahlig), 
Q 

wobei ~ im Inneren und auf den R~ndern des Sektors zwischen endlichen und 

yon Q unabh:s Schranken verbleibt. A, das ebenso wie B unabh~ngig yon 

Q is~, h:,tn~o~ mit der Wahl des Sektors zusammen, und ist jedenfalls so beschaffen, 

dass die durch die Gleichung 

Q*. A = B  + 2 l~ri 

definierten Werte yon Q im Inneren oder auf dem Rande des Sektors liegen. 

Letzteres ist dann der Fall, wenn • gleich o oder ~ i  ist. Auf diesen Fall ist 

die yon Birkhoff sonst durchgeffihrte Methode nicht mehr anwendbar. Er ver- 

weist hier auf eine Stetigkeitsbetrachtung, die jedenfalls ffir ~ = 2  nicht durch- 

fiihrbar ist, und gerade da ist in der ~vlehrzahl der F~lle: B = l : i ;  d. h. die Eigen- 

werte, bzw. ihre Quadratwurzeln nShern sich in den meisten F:,illen asymptotisch 

der reellen Achse. 

Die Ausfiihrnngen Birkhoffs gipfeln in dem Resultat, dass jede stiickweise 

stetige Funktion mit stiickweise stetiger Ableitung in ein'e nach den Eigenfunk- 

tionen des Randwertproblems fortschreitende Fourierreihe entwickel~ werden kann. 

Die Reihe ist nach Ausschluss der Unstetigkeits- und Randpunkte im Restinter- 

vall gleich der l~unktion, in Unstetigkeitsstellen gleich dem arithmetischen Mittel 

der beiden Grenzwerte yon rechts und links. Der Wer t  in den Randpunkten mird 

nicht n~iher bestimmt. Dieser letz~ere ~Iangel macht eine Aussage fiber gleich- 

m~issige Konvergenz im abgeschlossenen Intervall, die in mancher Hinsicht sehr 

erwfinscht w~ire, zur UnmSglichkeit. In  unseren hier behandelten F~llen gelingt 

es jedoch durchweg, die Randwerte der Reihen zu bestimmen und Bedingungen 

ffir gleichm~issige Konvergenz anzugeben. Weiterhin wird in den meisten F~llen 

Der Sektor muss jedenfalls ein n tel der Vollebene sein, wird aber noch in 2 H~lften zer- 

spalten derart, dass in jedem Halbsektor die Relationen: R e (#wl)~  . . .  --<_ Re  (# w,), w ~ = -  I, gelten, 

wenn ffir jeden eine besondere, aber feste Numegierung geeignet gewiihlt wird. Hierbei bildet aber 
der Fall n = 2  eine Ausnahme, insofern die den obigen analoge Relation: R e ( # : ] ~ - T t e ( # ( - - i ) ) i n  
der ganzen oberen Halbebene gilt, nicht bloss in einem Quadranten. 
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auf Grund asymptotischer DarsteUungen bei geeigneten Vorausse~zungen auch 

die absolute Konvergenz der Reihen bewiesen. Diese S~tze ermSglichen es auch, 

die mehrmalige gliedweise Differenzierbarkeit der Reihen zu untersuchen, mit 

deren Hilfe dann die LSsung der partiellen Differentialgleichung 

O"u _ O~u 
Or' k-~x~ + ( P ( t ) - - k q ( x ) ) ' u = ~  

welche gegebenen Anfangsbeding~ngen geniigt 1, durch eine Fourierreihe darge- 

stellt werden kann. 

Noch yon einer weiteren EinschF&nkung des Birkhoffschen Entwickelun~o~s- 

satzes werden wir uns frei machen kSnnen, n~mlich yon der Fordernng einfacher 

Eigenwer~e. TatsKchlich hat  der v0n ihm aufgestellte Entwickelungssatz, insofern 

er behaupte~, dass die auftre~enden Residuen die Glieder einer FomSerschen Relhe 

darstellen, nut  hypothe~ischen Charal~er. Einmal deshalb, well diejenigen Eigen- 

wer~e, die in den asymptotischen Absch~tzungen als einfach erkann~ werden, 

absolut oberhalb einer gewlssen Schranke ]iegen. •ber die darunter liegenden 

Eigenwerte kann nichts ausgesag~ werden, well die reellen Methoden nicht 

anwendbar sind. Anderseits is~ es aber auch bei einfachen Eigenwer~en nich~ 

ohne weiteres evident, dass die Greensche Funlr~ion. an diesen Stellen nut Pole 

erster Ordnung besitzt, was anderseits fiir die gewiinschte Form der Reihenglieder 

aber durchaus no~wendig is~. Diese Schwierigkeiten 15sen sich jedoch mittels 

des im ersten Abschnitt (vgl. w 6)allgemein, auch fiir Differentialgleichungen 

n ~r Ordnung bewiesenen Satzes, dass bei beliebigen homogenen Randbeding~ngeu 

die Greensche Funl~ion immer nur  Pole erster Ordnung besitzen kann. Wenn 

man beden~, dass bei Differentialgleichungen hSherer Ordnung die Greenschen 

Funk~ionen im allgemeinen nicht  symmet-risch sind: so sieht man, dass dieser 

allerdings nut  fiir eine besondere Klasse yon Kernen geltende Satz in zweifacher 

Hinsicht eine Verallgemeinerung des bekannten Satzes darstell~, dass der 15sende 

Kern nur Pole erster Ordnung besitzt, falls der urspriingHche Kern reell und 

symmetrisch ist 2. 

Der Entwickelungssatz wird dann noch in der Weise verallgemeinert, dass 

man als darzustellende Funl~ionen solche zul~sst, die durch die Gleichung 

' U(to, Z)=F(~); (o~,(t,x)~ =G(.~). 
O t It=to 

2 u A. Kneser: Die Integralgleiehungen, 2. Aufl. S. 282. 
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f(x)= t 9~ (x)dx+ C, 
. J  

o 

oder eine endliche Summe solcher Integrale definier~ sind, wobei ~ (x) nur eiue 

im Sinne yon Lebesgue summable Funk~ion zu sein braucht 1. 

VermSge der asympto~ischen Darstellung, die in gewissen F~llen allerdings 

nicht gelang, aber durch eine andere zweckm~ssige Darstellung ersetzt werden 

konnte, Mess sich der Satz beweisen, dass die Fourieren~wickelungen aller Funk- 

tionen, fiir die der Entwickelungssatz gilt, auch an Unstetigkeitsstellen genau 

gleich sind den En~wickelungen derselben FunlCdonen nach den ~rigonometrischen. 

Damit is~ insbesondere das Auftreten des Gibbsschen HSekers nachgewiesen. Aber 

auch andere fiir ~rlgonometrische Reihen geltende S~tze kSnnte man auf diese 

Weise ffir komplexe St~urm-Liouvillesche Reihen fruchtbar machen. 

Im ers~en Abschnitt wird wegen seiner Bedeutung in den Anwendungen 

und seinen besonderen Eigenschaf~en der Fall 

behandelk bel welehem, abgesehen yon einigen verw~.ndten leiillen, allein unend- 

lieh viele doppelte Eigenwe~e auftreten kSnnen. Am Sehluss dieses ~.bsehnitfl;es 

gehen wir auf best~immt~e partielle Different~ialgleiehungen ein und 7.war auf das 

Problem der Entwiekelung gewisser durch Anfangs- und Randbedins~ngen fest- 

gel%o~er LSsungen nach par~ikul~ren L5sungen. Dies liefer~ unter anderem einige 

Tatsaehen fiber die FunkWonen des elliptischen Zylinders. Ausserdem wird das 

bereits erw~hnte Problem und die W~rmelei~ung im inhomogenen Ring be- 
handelk 

Im zwei~en Absehnit~ werden die aUgemeinen Randbedingungen zu Grunde 

gel%o~, unter der Yoraussetzung, dass die De~erminante 

Diese Liicke wird dann in einem besonderen drit~en Abschni~ 

Dieselbe Form des Entwickclungssatzes, abet auf anderem Wege abgeleitet, finder sich auch 
bei W. Stekloff: Sur certaines questions d 'analyse . . . ;  m~moires de l'acad. Imp~r. des sciences de 
St. Petersbourg. 
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W:,thrend bei all diesen Ausfiihrungen immer yon der speziellen Differential- 

gleichung 
u" +(~- -n (x ) )u=o  

ausgega.ugen wurde, werden zum Schluss noch die gewonnenen Resultate auf die 

a]lgemeine Differentialgleichung 

~" + r, (x).' + (~. p.. (x) +l~ (x)).=o 

mit komplexen Koeffizienten iibertrugen, alIerdings nut  mit gewissen Einsehrfink- 

ungen. 

Anderseits werden die S~tze fiber die LSsung der erws partieUen 

Differentialgleichung so zusammengefass~,, dass sie im Wesentliehen ohne Er- 

w~hnung yon l~ndbedingungen ausgesprochen werden kSnnen Es wird ira all- 

gemeinen nur verlang~, dass die Relation 

[F(o) a(o) I [F(~) a(~) 
�9 "(o) a' (o) I = ~" (~) a '  (~) [ 

erftillt ist, die ebenso wie die Relation 

al b~--a~, bl=a.j b4--a4 bs 

nur eine hinreichende Bedingung darstel|t. Ausserdem miissen in gewissen Sonde~- 

f~llen die l~ndwerte  der zweiten Ableitungen noch gewissen Bedingungen unter- 

worfen werden. 

,. Abschnitt. 

(i) 

die 

E r s t e r  A b s c h n i t t .  D i e  R a n d b e d i n g u n g e n :  

Co)=- Ca); ~' (o)=-' (~). 

I. Bemerkungen  z~rn reellen Problem.  

Ist  in der Differentialgleichung 

d~u 
dx, +(~--L(x)) u=01, (o<-x-<-a) 

wir des weiteren unseren Ausffihrungen zu Grunde legen wollen, die Funk- 

1 G. Hoheisel hat den periodischen Fall  auch nach der Integralgleichungsmethode behandelt,  
doch in anderer NVeise a|s es hier geschieht; vgl. S. GSschen Nr. 92o und auch hierzu NI. BScher: 
Lemons sur les m~thodes de Sturm. 
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tion L (x) reell und stetig, so kann man sich der Methode der Integralgleichungen 

bedienen, mittels deren sich das Problem in sehr iibersichtlicher kurzer Weise 

erledigen l~sst. 

Wir  behaupten zuniichst: Gibt es fiir gewisse Werte  yon ~ LSsungen der 

Gleichung (I), welche den Randbedingungen 

geniigen, so bilden die Parameterwerte g,, die sog. Eigenwerte unseres Problems, 

eine diskrete nach unten beschr~nkte Wertreihe. 

u,(x), u~.(x) sei ein Funaamentalsystem yon (I) mi~ den Anfangswerten: 

(2 a) 

Ist  dann 

~1 ( o ) = , . :  (o ) - -  i ; , . .  ( o ) = , , / ( o ) = o .  

eine LSsung des Randwertproblems, so ergeben sich durch Einsetzen in die Rand- 

bedingungen zwei homogene lineare Gleichungen fiir c~ und e~, fiir deren LSs- 

barkeit hinreichend und notwendig das Verschwinden der Determinante 

[ . / ( a )  , , ;  ( , , ) - x  I = - ~ + , , ,  (,~) + , , :  (~,} 
, . ,  ( , , ) -  ~ , , ,  Ca) I 

ist. 1 Da die AnfangswelZce yon ul und u2 unabhiingig yon ). festgelegt sind, so 

ist dieser Ausdruck in der gauzen Ebene eine eindeutige, reguli~re Funktion yon 

~, also entweder ganz rational oder transzendent. Sie verschwindet demnach 

entweder identisch, oder besitzt discrete Nullstellen. 

Ersteres kann aber nicht tier Fall sein, da fiir solche Werte yon ~, fiir 

welche )L--L (x) in [o, a] negativ ist, das Problem keine LSsung mehr besitzt, wie 

folgende 13berlegung zeigt. 

Unter dieser Voraussetzung hat ni~mlich jede LSsung der Differential- 

gleichung auf Grund bekannter Liouvillescher Schliisse im ganzen Intervall hSch- 

stens eine Nullstelle. Lieg~ tats~chlich eine solche vor, so kSnnen wit den einen 

Randwer~ einer solchen LSsung positiv annehmen; dana aber ist der andere sicher 

negativ oder Null. Ha t  u(x) aber keine Nullstelle in [o, a], so ist auch u"(x) 

Denn  die  Wronsk i sche  D e t e r m i n a n t e  yon  u ~ ,  u 2 i s t  g le ich der  E inhe i t .  
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ebenso wie ).--L(x) iiberall 

Funktion, und die Gleichung 

yon 

Georg Tautz. 

Null verschieden, u' (x) mithin eine monotone 

nur erfiillbar, wenn u'(x) konstant, also u"(z) iden~isch Null is~. In  beiden F~llen 

is~ also die eine oder andere Randbedingung ohne Widerspruch nicht erfiiUbar. 

Damit sind aber beide Behauptungen bewiesen. 

Unter diesen Umst~.nden nun l~sst sich eine Greensche Funktion bilden. 

Diese ist eine LSsung der Differentialgleichung, welche folgende Bedin~o~ngen 

erfiillt 

=~p (x); x>-s  

~ ' (o ) - -~ ' ( . )  

Wir versuchen den Ansatz 

(~) - ~  (.) = o  

~'  (.)-~P' C~)= ~. 

( = ) = . , - ,  (=) + . , - ,  (=); ~ ( = ) = . , - ,  (=) + . , . ,  (=). 

Die vier Bedingungen fiihren zu folgendem inhomogenen Glelchungssysf~m: 

. ,  - , '  (8) + - ,  - , '  C~)- . ,  - , '  ( ~ ) - . .  - , '  C.) = i .  

_]~dr die Determinan~e J des Systems erh~lt man, wenn man die letzten 

beJden Kolonnen Zu den ersteu addier~: 

--1(~), -u,(~), - -1(~),  -',.,~(~) 

o , o , - - 1 ( s ) ,  - ~ ( . ~ )  

Q , o , - . , " ( ~ ) ,  - . ~ '  (.~) 

. '  (o)---.' (~) 
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Von diesem Ausdruck ist aber bereits bewiesen worden,  dass er n~r  ffir eine 

diskrete Reihe yon L W e r t e n  verschwindet.  Es existieren also g-Werte in hin- 

reichender Anzahl, fiir welche das Gleichungssystem eindeut ig  15sbar ist. Ffir die 

Unbekannten  erhiilt man die Ausdriicke: 

I 
a , =  -~ [--u 1 (s) u~ (a)~--u~. (s) ( I - - u  1 (a))] 

I [u~ (8) u,' (a) + u 1 (8) (I --u~' (a))] 
a $ ~ -  R 

- i  [., (,)u, (~)-,,~ (~)(I - , , ;  (~))1 

.I 
a ,=  9 [ - " '  (8) (i - . ,  (~)) +.. .  (8) . , '  (~)] 

! 
= ~ (u t (x) [--u 1 (s) U~ (a)--u~ (8)(I - -u ,  (a))] + u~ (x) [u, (8) (I --u~' Ca)) + u. (8) u,' Ca)]} 

I 
lp = ~:~ {ut (x) [--u,  (s) u~ (a) + u~ (8) (I --u~' (a)) l + u~ (x) [ - -u  t (8) (1 - -u ,  (a)) + u~ (8),u I (a)]}. 

Vertauscht  man in einem dieser Ausdrficke x mi~ 8, so geht  er in den 

anderen fiber; G(x, s) ist also auch symmetrisch. 

Auf  Grand des I-Iauptsatzes fiber symmetr ische Kerne  muss abe t  dann die 

Integralgleichung 

v (x)=~L f G (x, s). v (s) d8 
a ]  

o 

mindestens eine nichttriviale LSsung haben  fiir i rgend einen W e f t  /~,  den wir 

gleich )~--~ setzen. Da~n ist 

a 

d,v f 0-" g(x, 8) v(8) d,_v(x) I 
dx  ~ =(Z:,--Z) Ox ~ 

0 

= - ( z - L  (~)) ~ ( x ) - ( z , - z )  ~ (x). 

Da nun v (x) ebenso wie G (x, s) die Randbed ingungen  erffillt un4  mi~ seiner ersten 

Able i tung s~etig ist, so is~ es elne LSsung unseres Problems.  
5 -  30534. Ac~a mad~mat~a.  86. Imprim6 le 8 sept, embre 1930. 
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Umgekehr~ erh~lt man, wenn man auf die Gleichungen 

d2u 
d%--~ + (Z.--L (~)).=o 

a'e(~,,) +(Z--L(x)) a(~, ~)=o 
Ox-* 

die Greeusche Operation anwendet: 

u' (x) G (x, s)--u (x) 8 G(x, s)I ~---" 
O X Ix=o 

a G(x,.s) ~=,-o 
~ X  z=a+O �9 ,, (8)=-(z,-z)  f G (~, ~). (x) 

0 

~, (~)=(z,,- z) / G (~, ~).  (.~) d~. 
0 

d x  

Die Differen~ialgleichung liefer~ also in der Tat  das vollst~ndige System. 

Da nun, wie zu Anfang bewiesen, nur  endlich viele negative Eigenwerte 
existieren, ~ l t  nach dem ]~ercerschen Satz die bilineare Formel 

)..--2 ((p,, (x) normien). 

Dass wirklich unendlich viele EigenfunkCionen vorhanden sind, folgert man 

wie bei Kneser I aus der Stetigkeit yon q~(x) einerseits und der Unstetigkeit yon 

O G (x, s) anderseits. In  der obigen Formel konvergier~ nun die Reihe der absolut 0x  

geuommenen Glieder gleichm~ssig. Die absolute Konvergenz ist, wie wir sehen 

werden, im komplexen Falle nicht beweisbar. 

Bezgl. der asymptotischen Darstellung der Eigenfunktionen sei auf w IO 
verwiesen. 

Aus der gleichmi~ssigen Konvergenz der bilinearen Entwickelung folger~ man 

weiter in bekannter Weise die Entwickelbarkeit quellenm~ssiger Funktionen 

0 

Vgl. Kneser 1. c. w 28. 



Uber die Existenz yon Eigenfunktionen einer reellen Variabeln bei linearen etc. 35 

t iber die Darstellbarkeit nicht quellenm~issiger Funktionen und absolute 

Konvergenz vergleiche man welter Satz 7. S. 65 und Satz 8. S. 72. 

z. L 6 s u n g  des komplexen Randwer tp rob lems  und Absch~tzung  des 

Kontur in tegra ls .  

w I. Existenz unendlich v~eler Eigenwerte. 

Gehen wit wieder aus yon Gleiehung (1), wobei wir abet  jetzt L(x)aN 

komplexe Funktion der reellen Variabeln x ansehen. Das Fundamentalsystem 

u~ (x}, u.~(x) sei wie frtiher definiert. Somit erhalten wir auch jetzt zur Bestim- 

mung der Eigenwerte die Gleichung: 

(3) 2 o .  

Bei dieser Gelegenheit sei eine Arbeit yon O. Volk erw~hnt x, in welcher 

unter anderem der periodische Fall fiir die Differentialgleichung des elliptischen 

Cylinders behandeR wird. Das dortige Verfahren basiert auf der azymptotrischen 

Darstellung der (--nicht normierten--) Eigenfunktionen, und liesse sich, wenn es 

wirklich einwandfrei witre, bei einfacher Modifikation ohne weiteres auf den 

allgemeinen Sturm-Liouvilleschen Fall bei komplexer Differentialgleichung anwen- 

den und wiirde auch noch speziellere Resultate erzielen. 

Volks Aussage tiber die Eigenwerte stellt abet nut  eine notwendige Be- 

d inging  dar. Es bleibt die Vertr~glichkeit der Forderungen I4 a, b" (w 3), welche 

die Koinzidenz zweier l~ndwer~probleme aussa~en, unbewieseu, wenn nicht die 

Existenz der Heineschen Fnnktionen vorher sehon angenommen wird 1. 

Auch wir benutzen asymptotisehe Darstellungen. In  ~thnlicher Weise wie 

bei Kneser ~ erh~t  man, wenn 2=09 gesetzt wird, und 0 einen nemh unten be- 

seh~,nlrten Ima~rin~rteil hat: 

_ e 2 r  - -  I ~p .  

(4 a) u x (x) e qiz ~-- 2 O 2 i e 

1 0 .  Volk, Dissertation, Miinchen 192o. Es hande]t sich um die Gleichungen (I4a) :  
8 B a '  8~'C (0 8 __~ B) cos 0 ~ = l  --  - -  und ( I4b) :  sin0r~ . . . .  aus denen (I5): tg O r ~ = - - 8 ~ f C / A  - - - -  
o . A  o . A '  

folgt. 05)  definiert ein System yon 0-Werten und (14 b) ein anderes. Dass beiden Systemen ge- 
wisse Werte gemein sind, wird nicht gezeigt. 

' l . c . w  
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Dabei werden mit dem Zeichen ~p ohne Unterschied aUe GrSssen belegt, die absolut 

under einer yon q unabh~ngigen Schranke verbleiben. Es f o l ~  welter aus den 

leicht zu verifizierenden Formeln: 

I/ 
ul (x)= cos e x +  ~ L ' u , '  sin O ( x - - x ' ) d x '  

0 
( .  

du, f d x  -'=-- --0 sin Ox + L '  u [  cos 0 ( x - - x ' )  dx" 

(4 a) o 
x 

e 2 ~ i x  ~ I I . e , o L  ~, eei= du  l ( x ) _ O  - -  + -  L " u  I �9 dx '  
d x  2 i  0 2 

0 

und iihnlich 

=0 
e 2of~" - -  I ~] 
2----7--+ 

eei. duo.(x) _ e~ + I + ~p 
d x  2 0 

da in jedem Gebiet: I ( e ) t ~ - - b  ~ die GrSssen lee/ ' l ,  e~e' e2O"~ ' 2 i unterhalb 

einer yon e unabhiingigen Schranke verbleiben. Fiir das Gebie~ I(e)<-+ b" ge- 

langt man zfi einer ghnlichen Darstellung 

�9 e -~'Qix + I 1I) 
(4 b) ul (x) e--~'~= 2 + 0' etc., 

wenn man gleichzeitig bedenkt, dass die Anfangswerte yon ul(x) ,  u2(x)unab- 

hgngig yon Q, und diese Funk~ionen selbs~ also gerade Funlr~ionen yon Q sin& 

Fiir Oleichung (3) erhifl~ man also in den beiden Gebieten die Darstel- 

lungen 

. 4 =  l + ; 

le~ ~) ;  

z(.o) >_ - 

I(~) -< + b ~. 

I I(q)= Imagingrteil yon O. 
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Aus der ersten dieser Gleiehungen erh~lt man 

(ee'"- x)'= 
Q 

eeia~ I + 1/  ~ 

Q i a = + 2 n z i +  1 / -~~  
g O  

auf denselben Ausdimck fiihr~ aber aueh die zweite Gleichung. Man sieht also, 

dass etwaige LSsungen yon (3) yon einem hinreiehend gTOSS gew~hlten n o an in 

einer gewissen Umgebung der Stellen + 2 n z~ liegen miissen, und speziell nicht 
a 

mehr aus dem Streifen - - b ~ I ( Q ) ~  + b" herausfallen kSnnen. Da in diesem beide 

asymptotdschen Darstellungen gelten, so kSnnen wir uns des weiteren auf eine 

yon beiden beschr:s 

Wlr zeigen nun, dass zu jeder Zahl n>no auch wirklieh immer ein Paar 

yon LSsungen existiert. 

Wir schlagen um die Stellen 2 n z  sich gegenseitig nicht schneidende Kreise 
a 

yon festem Radius. 1st n o hinreiehend gross, so fallen die etwaigen LSsungen 

sicherlich in das Inhere der Kreise hinein. Da in unserem Streifen [e -ei" [ be- 

schr:,inkt ist, so gilt, wenn Q die Kreisperipherieen durchliiuft, die Darstellung 

[ ~ia ~in\2 

? :  + - e = s i n '  + , 

denn ~ 1  bleibt gleichfalls unter einer Schranke. Die GrSsse I +. ~P_A besitzt 
Q 

bei gTossem Q keine, sin ~ Q a aber eine doppelte Nullstelle im Inneren jedes Kreises. 
2 

Die GrSsse J ~nder~ also ihr Winkelargument bei einmaHger Umkreisung genau Satz I. 
um 4 z ,  besitzt also im Inneren jedes Kreises je ein Paar  yon l~ullstellen Q1,:2, 

die mSgHeherweise auch zusammenfallen kSnnen. Ihre Quadrate bezeichnen wir 

in iiblicher Weise als Eigenwerte, Damit is~ die Behauptung bewiesen. 
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w 2. Asymptotische Darstellung der Eigenwerte. 

Mit Hilfe der  Gleichungen (4 a) l:A~st sich die GrSsse ~p der Gleichung 

a lp 
(5) a t = - - 4  sin" 0 ~ + - 

Q 

leicht n~her best immen: 

f l  

f W =  L'(i t , '  sin Q(a--x')4. Qu~. cos e(a--x'))dx'. 
O 

Setzt  man fiir lq" und it n' die Ausdri icke 

z s 

�9 f 
t L"u': u, ( * ' ) =  cos o x' + 

0 

sin e (x'--x") dx'" 

,,.. (~') . . . .  sin Ox" 
z p 

~- ( L "  
+ e J  

0 

u~ sin 0 (x'--x") dx" 

so erhitlt man bei Zerspal tung der  t r igonometr ischen Funk~ionen: 

a �9 i t 

a 
0 0 0 

s in  e (x'--x") dx" 

/ f + dx'L' cos Q(a--x') L" 
0 0 

u;' s in e (x'--x") dx" 

a 

= sin "Q a f L' dx' + lP---~~ 
0 . 

Dies in (5) eingese~zt ergib~: 

0 
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Setzen wir  

so is~ 

2 . n ~  
a 

C, [~ol. I~l. c<l~lrn + 
IQI ~' 

C, C1, . . .  sind reelle, endliche,  n ich t  nega t ive  GrSssen. Yersehwinde t  ~, dann ist 

2 n ~  r + - -  

Versehwindet  s nicht, so k a n n  man offenbar  setzen: 

C .  

Iql 

Denn  da e auf  ane F~lle m i t  wachsendem ]~[ gegen die Nul l  s trebt ,  so bleibt 

+ _  .]" 
oberhalb  einer yon Q unabh'. ' i .n~gen Schrank'e. Die  quadra t i sche  Gle ichung liefert  

schliesslieh den W e r t  

c, 1 / c :  c, 
I~1= ~-[~i -+ [ 4 - P  + [ ~ =  I.o-i 

e~,2 = ~ n_____~ + ~ , 2  
a n 

.-*~.].~,2 ~ 4 ~ 2  ~rt:$__ 
~n '~n a ~ +41.2-  
{~, 2) 

w 3. AbschStzung des Konturintegrals. 

K~(n-~I, 2, . . . )  sei eine Folge  yon Ha lbk re i sen  in der  oberen Q-Halbebene 

u m  den Nullpunlr~, welche ke inen  der  im V o r a n g e h e n d e n  konst ru ier t~n Schutz- 

kreise u m  die Stetlen + 2 n ~____f~ beri ihren oder  sehneiden.  D a n n  k o m m t  es uns im 
a 

Folgenden auf  den W e r t  des I n t e g r a l s  
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K,--~2zi 2#de G(x,*;#).]'(s)ds=liml,,, 
h',, o 

an, falls ein Grenzwer~ iiberhaup~ existiert. G(x, s)is~ hierbei die Greensche 

Funktion, f(s) eine noch niiher zu charal~erisierende Funk~ion, deren Fourier- 

entwickelung wir im Auge haben. 

Wir benUtzen hier zweckm:s die yon Birkhoff angewendete Abschiitzungs- 

methode t, welche wir in diesem w in leich~ modifizierf~r Weise entwickeln wollen. 

Es is~ dies schon insofern yon In~resse,  als die Methode sich unter den verein- 

fachten Yerhiiltnissen wesentlich iibersichtlicher gest~ltet. 

Die Greensche Funl~ion ist geuau wie obeu beim reellen Problem deffuier~. 

Den dor~ entwickelimn Beweis fiir ihre Existenz kSnnen wir ohne weiteres iiber- 

nehmen. Auch jetz~ gibt es zu vorgegebenem A nur eine einzige Greensche Funk- 

tion. Wit  benS~igen jedoch eine e~was andere Form ihrer Darstellung, die wir 

bald etwas aUgemeiner anlegen wollen. 2 

Sei v,(x), v,.(x) ein Fundamentalsysimm der Differentialgleiehung (I)und 
a,., b, seien komplexe yon Q unabhiingige Konstanten. Wir setzen: 

a, ~,~.: (o)+ ~_. ~.~ (o) + ,~ v,,.. Ca) + ~, ~'~, .., (a)=  w ,  (v,, o_) 

b, ,,~,, (o) + 4 ~',,: (o) +. 4 v,,~ (~) + b, ~[.. (,,) = w ,  (,,,. :), 

2 ,,, (.~) v, @) v, (.~) v.. (8) I ~ I  

Dann besagt ein Sa~z yon Westfall~: 

Wenn ~ kein durch die Bedingungen 

w ,  (, ,)= w ,  (~,)=o 

definiert~r Eigenwer~ der Differentialgleichung (I) ist, so existiert eine und nur  

eine Greensche Funk~i'on yon der Form 

G (~, ~;z ) - -  I Wl(V,) w ,  (~,) w~ (r) I : 
I W$ (U1) W~I (V~!) ~]75 (~t) I W,(V,) W, (~,) ' 

t I. c. in zwei Aufsatzen S. =I 9 und 373. 
I Vgl. hierfiber D. A. Westfa l l ,  Diss .  GSt t ingen  19o5; ausserdem M. BOcher I. c. esp.  V. 
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welche ihrer adjungierten gleich ist. Sie ist, wie man  sieht, eine LSsung yon 

(I) und  geniig~ den Randbedingungen,  sowie d e r G l e i c h u n g O G ( x ' s ) : + :  - 0x  ~-~ I. Da 

die linke Seite yon (I) sich selbst adjungier~ ist, so gilt, wenn auch die Rand- 

bedingungen sich selbst adjungiert  sind ~, m i t h i n  die Symme~riebeziehung: 

G(~,~)=G(~,~). 
I n  unserem Falle ist 

W, (~)=,,' (o)-~' (~); w,(,)=~ (o)-~ (~). 

Wesent l ich fiir die Birkhof[sche Absch:.i.tzung isg sein besonders definiertes Fuuda- 

mentalsystem, dessen Behandlung in seiner ersten Arbei t  enthal ten  isg. Wir  be- 

schr~nken Q auf  die obere Halbebene. u I (x), u2($ ) sei das schon fri iher benutzte 

Fundamentalsys tem.  D a n n  setzen wir  

(8) 

und  weiter 

(8 a) 

x 

~t, + Qiu.=,w,=eei,~+ [ f L '  w, '  sin q (x--x ' )  dx '  

0 

ul - -Qiu .=w.~e- -e i~ '§  ~ L'w~" sin Q(x--x ' )dx" 

0 

v.. (~)=,~.. (x) 

I f e ,~ 
v, (~)=w, (~)+ c~, (x); c -  ~ J ~TL (~) ~, (~) d~, 

0 

falls eine solche Funkt ion  vl existiert. Dies ist  offenbar dann der Fall ,  wenn 

die Integralgleichung 
a 

I f e ,~ 

0 

15sbar ist  und  zwar fiir beliebig grosse I Q I- Um dies zu beweisen, multiplizieren 

wir sie mi t  e~ i~ und setzen ffir den Augenblick 

1 Dies ist der Fall, wenn az b,--a, b~=a: b,--a4 b: ist, vgl. hieriiber den Anfang des zweiten 
Abschnittes S. 94- 

6--30534. Ac~a m a ~ .  56. I m p r h n 6  le 8 s e p t e m b r e  1930. 
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Aus (8) fo l~:  

~,, ( x ) ~ . ' ~ = C ( x ) ;  . ,~(x)e~'~ . L(,~) = K ( x ,  . ) .  
2iq 

N I,,,(=)e'~l < M ;  I,,..(x)e~'~l <M,;  IK(.,:I~)I < ~], 

fiir alle zugelassenen x und O. Da die Fredholmschen S~tze auch fiir komplexe 

Kerne gelten, so besitzt mithin entweder die inhomogene Integralgleichung 

0 

eine und nur eine LSstmg, oder aber die homogene ist 15sbar. Letzteres ist aber 

fiir grosse ] Q [ auszuschliessen, denn, bedeute~ Q das Maximum yon [ ~ (x) [ in [a, b], 

dann w:s falls ~(x) eine LSsung der homogenen Gleichung w~ire, 

I 

lel-<N.. 

woraus fiir hinreichend grosse # die Behauptung folgt. Es bleibt noch zu zeigen, 

dass v I und v~ linear unabh~ngig sin& Aus der Definition yon wi, w~ u n d c  

ergibt sich : 

x 

~,~ (~) = e'~ + ~ e-~ '~ + ~- f L (~,) (w, + c w~) sin Q (=-- ~,) d ~, 
e . ]  

a 

q j 2 i L (a) v~ (a) da + -o L (a) v~ (a) sin 0 (x--a) da 
0 0 

O J  2i L(a)v l (a)da+ o , ]  2i L(a)v,(a)da.  
x 0 

Dies en~spricht der Gleiehung (53) in der ersteu Arbeit  yon Birkhoff, die dor~ 

auf etwas auderem Wege gefolger~ wird. Schreiben wir nun 
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so ist 

0 z 

L (a) ~ (a) da .  

N u n  ist  aber e2e i(a-z} beschr:.i.nkt auf  der  Strecke x<--a~--a, mithin  

wenn 

ist.  

(9) 

Also gill  

~ x  I ~ ( x ) i = R - < x  + - -  

IL(a)l 1<_ M 
I ~'-o'(o-,). L (,)II 

. R M . a  

IQI ' 

o ~ a ~ x  

x ~ a ~ a  

v ( x ) = ~  + -~ 
Q 

LeLzteres folgt direkt aus (8).  Durch diese beiden Ausdriicke wird die Unab- 

h:,Lngigkeit fiir grosse q in Evidenz gese~zg. Aus ihnen ergeben sich noch die 

weiteren Ausdriicke ffir die Ableitungen: 

v, (8) v, (~) = ~ r 

Mittels dieser Ausdriicke formen wir nun (7) (P- 40) urn. 

Abkiirzung allgemeia 

A + ~ = ~  
Q 

Indem wir zur 

schreiben, erhal~en wir 
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w, (~,)=~-e'o.  ~ W,(v~)=~ + ~-~'" (-7) 

, ~ = 2  o i  [ ~ - - : ~ .  7 - - e  - ~  �9 7 ] = 2  o i ( ~ - :  ~ . ~ ) ( i - e - ~  ~ . i)  

4 * 0  - 

Addiert man zur letzten Spalte 

multiplizier~e erste und die mit --  - -  

die le~zte fiber in 

der Ziihlerdeterminante in (7) die mi~ vo (s) 
4iQ 

v~ (s) multiplizier~e zweite Spalte hinzu, so geht 
4 i 0  

- , ,  (~)v,(,) - e ' ( ' - ' )  - 
2i~ = 2ie "~ffUro-<~-<=)" -v,(z)v,(8)_ ~-~'(~-'I.i(=_<8<~). 

' 2 i 0  2 i(~ 

-v,'(o) ~,(s) v,'(~),,(~) oi 
2 i 0  + 2 i 0  - = " " 2io(eei("-') i + e e ; '  7) 

- , , . .  (o) v, (~) 
2iq 

+ v, (a) v.  (s) _ I_ ( ~ , ( . _ , ) .  i - e - ~  i-). 
2 i o  2 i q  - 

Mit z/ dividieren wir nun in die Z.:i.hlerdeterminaute hinein. Der Faktor I bleib~ 
2 

draussen, 0i ldirz~ sich gegen den gleiehen Faktor, der in der zweiten Zeile 

auftaucht, mit dem niichsten Fal~or 7--e-e~a. 7 dividieren wir die Elemente der 

ersten, mit 7 - -e -0 i , .  i die Elemente der zweiten Zeile, welche wir noch mit eeta 

erweitern. Dann ist 

eO, i x .  ~ eQi(a--x) . 

2--ee.~". i '  eO*" . - i - - i '  
I eQiC_.(x_~ ) . 

2 io 

I - - e  Oia.  i I - - c o l a . i -  I . ( e ~ i ( a _ ~ , ) . i + e O t 8  " i )  

i - - e e l " ,  i 7--e~;". i I 
i - -eV'- .  7' eet". i - - i '  2 i q  te~ir 7) 

oder wenn wir die Nenner der ersten, bzw. zweiten Spalte beziehentlich mi~ M~ 

I 
und M~ bezeichnen, den FakCor - in die zwei~e Zeile hineinziehen, und beide 

Seiten der Gleichung mit 2 Q muliriplizieren: 
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(~oa) 2 e G ( x , s ; e ) - ~  

, i .  ~+-(~-") . 'I T '  ~,, 

i - -ee  its. i i - - e~ ta .~  i (e,Of(a_,) .~ +e,Of,..~) 
2 M  t ' 2 M , ,  ' 2 - 

, --i(e~qa-,). ~--e~*.-i 

Wie ein Vergleich mit  (7) lehrg, ha t  der Minor, welcher durch Sgreichung 
der ersten Zeile, und drig~en Spalte entstehg, den Wert 

]w~ t:,r ~. (,;~) w l  (v,) I 
w # o  w.(~,) I 

Wir  engwickeln (Ioa) nach der ersten Reihe. Das drigte Glied lieferg zum Kon- 
guringegral den Beigrag 

(it) 

J ~ t  0 a 

x / f _ i f  i f  i 
IV n 0 ~ 0 

a 

x 

Wir  machen jetzt die allerdings nichg notwendige Annahme,  dass f~x) und f '(x) 

in [o, a] stiickweise ste~ig sind. Dann kSnnen wir partiell integrieren und er- 
halten: 

2 ~ j  L#~ 
K n 

N 
wobei unter  ~ und ~-~ asymptogisch verschwindende Summanden gesammelt sind, 

N 
wie wir sofor~ zeigen werden. Mig ~nn sind diejenigen Summanden bezeichneg, 

welche durch die partielle Ingegragion an egwaigen Unsgegigkeigspunk~en von d~x) 
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entstehen. Diese habea :~thnlich wie die entsprechenden Ausdriicke ffir die Rand- 

punkte die Form 

f d~ee~- ~p (I 2 )  �9 - (,~ > o). 
Q 

A',~ 

Zur Absch~tzung teilen wit den 

Halbkreis K .  in drei Absehni~te K~, 

K~., K~. Die L~nge der ~usseren 
1 

[ ~ a ~ - - - - ~ ~ . r ~ - / ~ :  BSgen K~ und K~ sei gleich n ~, 

wenn der Halbkreis zwischen den 

' " ~. "l)~r Ptmk~en 2 n z  und 2 ( n + I ) Z  die pos. 
a, ~- a a 

reelle Achse schneider; dann ist 

I l l  -< Ifl  + Ifl  + Ifl  -< § ~;, K,~ K,~ ~'~ 

< ~ '  

falls n hinreichend gross gew:,~hlt ist. Hierbei ist der Radius des Kreises gleich 

n. z gesetzt,, und ~, ist gleich sin ~ ,  also ein positiver echter Bruch, der bei grossem 

n beliebig nahe an I l ie~.  ~ M isg das Maximum yon I~01 und M eine yon x 

und # unabh~ngige Zahl. Unter den Typus (I2) fallen auch noch die mig den 

Faktoren eei~, eei(=-~} versehenen Glieder in (I I a), falls 

i s g .  

Die s-Summanden haben nun fo!gende ]:orm: 

07 beliebig klein) 

( I2  a) 

a 

f~f:,,.-,,.~, oder f"~f - e  J e :~("-~~ . ~ d s .  
Kn o K,~ 

D i e s e  Absch~tzung yon e e~a e r g i b t  s i ch ,  wenn man I(@) = z .  n .  s in  ~p = z . n  .y~p b i l d e t ,  

2 y : > - - -  
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Hierzu gehSren also die letzten beiden Summanden yon (I I ) u n d  die in der 

partiellen Integration abgespaltenen Integrale. Es geniigt, das erste dieser 

Integrale zu betrachten. Wir  teilen das Integrationsiutervall [o, x] a.uf in 
[0~ l __ I . x - n  '1 und [ x - n  ~, x] Dann gilt fiir das erste Interval l :  

x --I1--~ 

..... ,. ,,,l_<lfl+lfl+lfl 

Fhr das zweite Intervall gilt: 

< _ _ 2 a ~ l  d .  _ . M < - -  . 
z.V~ + JIme ~.r.a 

It'll 

2" 

Ahnliches gilt fiir den zweiten Typ. (II) hat also schliesslich die Form: 

2.,{ j e i  [--/'(x -o)--f(:r+ o) + f(o)e( 't* + Jla)ee""-*l] + -~--. 

Das erste Glied in der Entwickelung yon (Ioa) nach der ersten Zeile hat 

nun die Form: 

( ,3 )  "~(~') - i .  2 M ,  

-I--er ia. I eei(a_s) ~ + eO, is~ ] 

M.. I = e'~ .3 
i _ e e ~ , .  t e,~ 2 i M ,  

M, 
. . . .  i t "  

]~I1] und 121~1 bleiben sicherlich fiber einer positiven Schranke, denn ihre ein- 

zigen l~ullstellen sind ja die Wurzeln aus den Eigenwerten, deren Abstand yon 

den Schutzkreisen immer positiv bleibt. Also sind die Elemente der ersten 

Spalte yon J1 unabhgngig yon Q beschrgnkt. Die Elemente der zweiten Spalte 

ergeben nach Multiplikation mit f(s) und IntegTation fiber s Gr5ssen yon der 

Form ~p/~. Denn es ist z. B., wenn ~ und 7 zwei konsekutive Unstetigkeits- 

stellen yon 2~x) sind 
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7 

/ e~(~-') f(s) . Y ds -~ / o'co-') f(s)d8 + *- 
Q 

7 

+ _ ~,( .- .~f@)~ + ~ =*_.  
Qi Q Q 

Also liefer~ das ganze erste Glied zum Konturin~egral Beitr~ge you der Form 

(x2), die wit gleich V ~  se~zen kSnnen. Dasselbe gilt yore zwei~en Gliede. Also 

erh~l~ man schliesslich als Wer~ yon /n bis auf asymptotisch verschwindende 

Glieder (schlimmstenfalls wie ~ )  : 

( f (~-o)  + / (~  + o)). 

Wir fassen also noch einmal zusammen: 

Satz 2. GehSr~ x einem Intervall  [~, a--~] (~ > o) an, und is~ f(x) mit  seiner Ab- 

leitung in [o, a] stiickweise s%e~ig, so ist 

(~4) lira I.  = ~ [ f (~-o)  + f ( ~ +  o)].' 

w 4. Verallgemeinerung des Besultates mit Hilfe des Lebesgueschen 

Integralbegri f f  es. 

Wie bereits bemerk~, is~ die s~ckweise  S~e~igkei~ der ersten Ableitung 

keine no~wendige Bedingung, besonders dann, wenn yon o his a i m  Lebesgueschen 

Sinne integrier~ wird. Dann sei j~x) wle fols~ definier~: 

f(x)--- C + j " ~(x)dx, 

o 

: Sowei~ gehen auch die Aussagen Birkhoffs; der Konvergenzbeweis ist  bei ihm nur in den 

wesentlichen Zfigen angegeben. 
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und ~(x) sei summabel. Dann ist f(x) stet ig 1 und  ~(x) bis auf eine l~ullmenge 

die Ablei tung yon j~x). Es gil t  welter die Formel  der partiellen Integrat ion 

f / u .  vdx  = V(~) r ( a ) - -  U(o) r(o) --  . .  r a ~ ,  

0 O 

wo .u(x), v(x) summabel und U(x), V(x) ihre unbes t immten Integrule  sind. Ausser- 

dem gil t  die Absch~tzungsformel 

b 

(IfCx) l_< M in [~, @. 

(x) und  j~x) kSnnen natiirlich auch komplex gewfiMt werden. Setzen wir jetzt 

u(x)=-y~(x); U(x)=f(x); v(x)=ee 'x ,  etc., 

so erkennt  man, dass alle aufgestell ten Absch:Atzungen ia  Gel tung bleiben. Often- 

bar darf  auch f(x) aus einer Reihe verschiedener Funkt ionen des obigen Typus 

zusammengesetzt  sein und wir erhalten so den Satz: 

Sind x, ,  x, ,  . . .  xk endlich viele Punk te  yon [o, a], und  ist o < x < a, so gilt Satz 3. 
fiir jede Funkt ion f(x) yon der Form 

(!5) 0 

x 

= + etc., 

0 

wenn ~,(x), ~.,(x) usw. summabel sind, die Gleichung 

! 
lira I .  = ~ I f ( x - o ) + f ( x +  o)]. 

xl ,  x2, . . .  sind im allgemeinen Sprungstellen yon j~x). 

a Vgl. hierzu und zu den weiteren Behauptungen:  H. Lebesgue:  Lemons sur l'int6gratlon, 
cap. VIII, Legons sur les s6ries trigon. I9O6, S. I2 ft. 

7 - - 3 0 5 3 4 .  .4eta mathemat lca .  56. I m p r i m 6  le 8 s e p t e m b r e  1930. 
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w 5. Verhalten des Kontu~ntegrats in den l~andpunkten und gleichmSssige 
Konvergenz. 

Birkhoff bemerkt am Schlusse seiner zwei~en Arbeit noch mit Recht, dass 

fiir x gleich Null ausser dem letzten Gliede der ersten Reihe noch die anderen 

Glieder endliehe Bei~ritge liefern. Diese lassen sich in unserem Falle leicht be- 

s~immen. W~hlen wit beispielsweise den Punk~ ~ull .  Dann liefert das zwelte 

Glied in der Entwiekelung yon (Ioa) nach der ers~en Zeile wieder asymptotiseh 

verschwindende Bei~rZs wegen des Faktors eeia. Anders das erste Glied. Es 

geht fiir x~--~o (vgl. (I3) p. 47) fiber in 

und liefer~ also zum Konturintegral  elnen Beitrag yon der Form 

wir bilden zun:&chst 

f? ' W ,  

f ~/(s)f(s)ds. 
0 

Lassen wir in ~(s) die Querstriche for~, wobei g(s) in g(s) iibergehen mSge, so 

k5nnen wir schreiben: 

/ [ f / l  f [](s)f(s)ds-~ g(s)f(s)ds + ~ + I " ~2 ~ eel("-'). ~Ods + e~ t~ . ~pds .1 
0 0 0 0 

Der letzte Ausdruck ffihrt bei der Integration iiber # zu Integralen yon ~hn- 
_1 

licher Form wie (I2a), welche also mindestens wie n �9 verschwinden. Beriick- 

sichtigen wir also nur  den ersten Summanden auf der rechten Seite, so is~ 

D e n n  o f f e n b a r  i s t  T ~ e e i a  . u = I - -  e eia + ~ u n d  
# 

I I 
�9 c 

a u f  d e r  K o n t u r .  

l + ~ v  
I ~ e  ~ Q 
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I I -- I, eei(a-,) + ee" I eei(=-,) 
g(s) I I i - -  

2i( 1: ee"t) + I, e r I - -  e $ i a  

r r ; ] 
- e ~ ' =  - o i  + o a ~ ' ( a - ' ) ' f ( * ) d s  " 

o o 

a 

- -  I dQ - -  

l ~ t  0 

- - 2 ~ i ~ - a - . ,  - -  I +  +~n.~- -  2 +--Vn~ 
a:n 

Im dritten Gliede fitllt nun das IntegTal yon o bis x for~ (vgl. (I I)) und ent- 

sprechend der Summand f(x--o)  Also wird schliesslich 
2 

(I6) l i m i t =  f (~  
2 

Im anderen Randpunkt ergibt sich natiirlich derselbe Wert, wie man bei An- 

wendung der Substitution y : a - - x  sofort erkennt. Das Konturintegral erfiillt 

also auf alle F:,tlle die Randbedingungen, ungeachtet, ob dies auch bei f(x) der 

Fall ist oder nicht. Das eben gewonnene Resultat is~ bei periodischen Reihen 

ein bekanntes. 1 Man gewinnt es dor~ so, dass man sich f(x) fiber die Riinder 

hinaus periodisch fortgesetzt denkt, und integriert z. B. in dem Intervall 

[ _ a - ,  + �9 Dies geht wohl an bei Differentialgleichungen, deren Koeffizien- 
2 

ten sich zugleich periodisch und ste~ig fortsetzen lassen fiber alas Grundgebiet 

hinaus, wie z. B. bei trigonometrischen Funktionen. Wir  bemerken daher aus- 

drticklich, dass in unserem Falle yon der bei Behandlung des periodischen Falles 

gewShnHeh angesetzten Bedingung 

L(o)  - -  L(a)  

hier nirgends Gebrauch gemacht worden ist, die Anwendbarkeit der eben er- 

wiihnten ]~fethode also durchaus keine notwendige Voraussetzung zum Beweis 

tier Formel (I6) darstellt. 

t Vgl. Picard: Trait6 d 'analyse ,  3- Aufl.,  Bd. I I ,  S. 187 ft. 
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Is~ nun f(o) ungleich f(a) ,  so kann das KonturintegTal, das ja in beliebiger 

~iihe der Ri~nder der Funk~iou f (x)  gleich is~, nich~ his in die Randpunkte hin- 

ein gleichmiissig konver#eren,  sondern spring4 vielmehr um y f(o)-- f(a)  Ist 
2 

aber f(o) gleich f~a), so liisst sich die gleichmiissige Konvergenz beweisen. Zu- 

niichst sieh~ man, dass in diesem Falle das Konturintegral in den Randpunkten 

selbs~ die richtigen Wert  f(o)----d~a) Hefert. Es is~ noch zu zeigen, dass auch 

der Grenzprozess x~-*o auf dieselben Werte fiihrt. 

Es mSge der Punl~ x bereits in solcher Nachbarschaf~ yon Null liegen, 

dass auf der S~recke o < x < x o  keine Uns~etigkeit yon f(x) mehr vorhanden sei. 

Es is~ jetz~ im dritten Gliede der ersten Reihe yon (Ioa) noch das Integral yon 

o bis x zu beriicksichkigen. Es liefert also insgesamt den Beita~g (vgl. (I I)) 

K,, 

Das erste Glied der Reihe erhiil~ man, wenn man einfach in (I6)* under 

dem Integralzeichen noch mit ee ;~ multipliziert: 

2~i  d e 2 ~  j e 
G, 2,%, 

ee,~. 

Addier~ man die beiden so erhaltenen Bei~r~ge zusammen, so ergib~ sich 

2 ~  d e 
/G, 

und es gilt mithin folgender Sa~z: 

8atz 4. Effiill~ die Funk~ion f(x) die Bedingungen des Satzes 3 (P. 49), so konver- 

g ie~ das Kon~urintegral, wenn man die Unstet;igkei~ss~llen und Randpunkl~e 

(lurch beliebig kleine offene Intervalle ausschliesst, in den Restgebieten gleich- 

mi~ssig gegen f(x). Der  Wert  an den Sprungs~ellen is~ f ( x - - o ) + f ( x + o ) ,  in den 
2 

Randpunl~en f ( o ) + f ( a )  Das Integ'ral konver~er t  gleichmi~ssig auch bis in die 
2 

Randpun~e  hinein, falls 

is~. 
Ao) =Aa) 
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3- Entwickelungssatz ,  bi l ineare Formel  und E:onvergenzffagen.  

w 6. Fin Satz iiber die Pole der Greensehen Funlction. 

Gleichung (7) (S. 40) zei~, dass G(x, s; ~) in ~ meromorph ist, da die Funk- 

tion an den Eigenwertstellen $,, Pole besitzt. Denn einerseits verschwindet an 

diesen Stellen die Determinante 

I l V Cv ) I (vgl. auch S. 95) 
"J=  W,(v,) W,(v,) 

anderseits muss G(x, s; ~} auch wirklich unendlich werden, denn anaernfalls miisste 

die nicht identiseh versehwindende LSsung un(x) der Integralgleichung 

a 

= f 3; @ 

mit L,--~. absolut unter jede vorgegebene positive Schr,~nke hersbgedrfickt wer- 

den kSnnen; u,(x) hSngt aber gar nicht yon Z ab. 

Die Zahlen An erscheinen nun in dreifacher Eigenschaft, als Nullstellen yon 

H,  als Pole yon G(x,s; ~) und als Eigenwerte des Randwertproblems, Begriffe, 

die durchaus gegen einander abgegrenzt Werden miissen. In dem Falle, dass 

eine einfaehe l~ullstelle yon H ist, ist selbstverst~ndHch die Ordnung des Poles 

und Eigenwer~es gleich derjenigen der Nullstelle. Is t  aber ;in eine mehrfache 

Nullstelle, so folgt daraus zun~.chst noch nichts fiber die Ordnung des Eigen- 

wertes oder Poles. ~ Bzgl. des letzteren werden wir sogar zeigen, dass er in 

jedem Falle nut einfacher Pol sein kann bei Nullstellen beliebiger Ordnung und 

auch fiir Dit~erentialgleichungen beliebiger Ordnung. Anderseits ist erwiesen, 

dass es bYullstellen hSherer Ordnung gibt, da ihre Ordnung mindesteus gleich 

der Ordnung des Eigenwerts ist~; diese ist aber z. B. schon bei den periodisehen 

LSsungen der Differentialgleichung: u" + (c ~ + L,)u =- o gleich zwei. 

Mittels der Satzes fiber die Pole der Greenschen Funktion gelingV~ es weiter, 

zu zeigen, dass man, - - i m  Gegensatz zu dem in Fussnote I Gesag~en - - ,  spe- 

I Es w~re denkbar, dass W1(vl) und W2(v~) den Faktor (A--~n) 2 enthielten, v2 abet keine 
Eigenfunktion w~re; dann w~re ~,~ doppelte Nullstelle aber nur  einfacher Eigenwert. 

Vgl. M. BScher iiber nbmbres caract~ristiques 1. c. 
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ziell bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung aus einer mehrfachen Nullstelle 

mit Bestimmtheit auf einer zweifaehen Eigenwert schliessen kann. 

Vorlt~ufig ist also zu zeigen, dass die Greensche Funlr~ion nur Pole erster 

Ordnung haben kann. Wir beweisen den Satz fiir beliebige lineare Differential- 

gleichungen n ~ Ordnung, die auf die Form 

d ~ u d n - 2  u d u 

d:,-q + * +  P"- '-  d---~ ~ + ' + -P '  ~-/x + ( p 0 + Z ) u = o  

gebracht siud bei beliebigen homogenen linearen Randbedingamgen, insbesondere 

auch fiir nieht selbstadjungierte F~tlle, in denen die Greensche Funktion nicht 

mehr symmetrisch ist. Die Greensche Funktion hat  dann folgende Gestalt: 

G(x, s; 4) = (--I)" 

,,(x) v..(x) - .  v,(x) r(~, 8; z) l 

w~ (v,))v~(v,).-. w,(v,) w,(r) I " 

w.(~,) w , , ( ~ ) - . - r v . C v . )  w.(r) 

wo lV,(u)~o die Randbedingungen sind, 

und 

I , , ( s )  - . -  . , , ( ~ )  Iv,(.~') . - -  v,,(,,,.) 

w ,  cv~) �9 �9 �9 )v~Cv,,) I 
w =  ] 

( -[- :x_< 

isk Bzgl. der Herleit.ung verweisen wir auf Fussnote 2 S. 40. Ist  ~t, ein m-father 

Eigenwer~, so sind m Spalten yon W linear abh~n~g, und lassen sieh (lurch line- 

are Kombinationen Zum Verschwinden bringen. Wir  kSnnen also annehmen, dass 

~., ,  w~(~,) + : .-+ r w~(~J=o  

I ~ . , ~ 1 - o  

~'~---- I~ 2 ,  . .  �9 ~ 

Q ~ I ,  2 ,  . . .  n 

~---~ I ,  2 ,  . . .  m 

ist. v D . .. v,, sei ein Fundamentalsystem, dessen Anfangswerte yon ~ unabhRngig 

festgeleg~ seien. Wir  definieren uun ein neues Fundamentalsystem: 
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U,(X) = ~ C,,, aVa(3g) (V = I , . . .  m) 

~(~) = ~(x) (~ = , n  + , ,  . . . n ) .  

55 

Dies ist also so gew~ihlt, dass auch seine Anfangswerte nicht yon ~ abh~tngen, 

und dass u,(x) ( r=  I , . . .  m) fiir Z=Zn in die m Eigenfunktionen iibergehen. Es 

ist dann 

We(u,(x , Z)) = (Z--Z,) ~ . Ce, ~(Z) 

(I7) . . . . . . . . . . . . .  (o=  I, 2 , . . .  n) 

wec,.~(z, z))= (z--z,,)o~,~(z) 

wo bei festem ~ nicht alle ~0e, ,(Z) fiir Z----Z~ verschwinden trod die a, ganze Zahlen 

grSsser oder gleich I sind. Im letzteren Falle ist es klar, dass die Greensche 

Funktion nur Pole erster Ordnung besitz~, wie man erkennk wenn man die 

Ztihlerdeterminante nach der ersten Zeile entwickelt. Wir  nehmen also nun an, 

dass etwa a~ > I und zwar das grSsste der iibrigen sei. In  diesem Falle h:&tten 

wir einen Pol yon der Ordnung --< a l, wie sich wiedernm aus der Entwickelunff 

und der Unabh:&ngigkeit der u,(x) ergibt. 

Setzen wir a~=k ,  dann kSnnen wir schreiben 

G (x, s;A) = %(x'  s) .% (x, s) (-k.-z) - - - ~  + + z;,-----Y + ~ (z . - z ) ,  

wo ~(z) eine fiir z----o konvergente Po~enzreihe bedeute~. 

~ ( x ,  ~) = Um (z , , -  z) k G(x, s; z) 
~ = i t  n 

Dann ist 

eine. Funktion, die der Differentialgleichung und den Randbedingungen genii~. 

Sie ist ausserdem (n--I)-mal ste~ig differenzierbar. Es sind n~mlich die u,(x,~), 

da ihre Anfangswerte unabh~ngig yon ~ festgelegt sind, saint ihren Ableitungen 

in x und ~ gleichm~ssig ste~ig. Wegen der Unabh~ngigkei~ der u,(x, ]~,) is~ ihre 

Wronsldsche Determinante im Grundgebie~ yon Null verschieden. Die Funktion 

7(x,s; ~) ist also mit ihren Ablei~ungen sicher endlich. Schreiben wir nun 

G(x, s; ]0 in der Form 

(I 7 a) G(x, s; Z) = ~,(x, s; 2~) + ~ A,u,(x), 
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so exis~ier~ 

und es is~ mithin 

(,7 5 ) 

( n -  I) real 

eine Eigenfunk%ion. 

Offenbar ist 

(i8) 

Georg Tautz. 

Um A,C~t). CZ,,- z)* = B, 
2 = 2  n 

(~I, 2, ... n), 

t~ 

~ ( x ,  8) = ~ B,,,,(~) 

stetig differenzierbar, verschwindet also entweder identisch, oder ist 

Betrachten wir welter die Funktion 

/~'(z, s; Z) = a ( x ,  8; Z) - -  ~k(z,  8) .  �9 (Z,,--Z)~ 

lira (Z,,-Z) ~ 1  . F =  ~ - t ,  

wo ~Rt~l(x, s) auf Grund gauz Ehnlicher Schliisse dieselben Eigenschaften besitzt 

wie ~k(x, s); denn mit G(x, 8) und ~Rk(x, s) erfiillen auch F(x,  s) und ~- l (x ,  8) 
die Randbedingungen. Schreiben wir kurz: 

so ist 

also 

(19) 

~'("~(x) + - . - +  p,C~)z'Cx)+ (z +po(X))~(~)= ~LC~), 

McG(x, 8;X))=o; MZ i~,)--(X--Z.)~,= ~,,(~,)=o, 

_ M ( ~ )  

zM[(z~--Z) ~ - , .F ]  = Z,,--Z -- ~ ( ~ '  *) 

Unter Benutzung yon (18) erhgl~ man 

= zM, ( ~ r  

Aus (I8) und (19) folg~: 



Ober die Existenz von Eigenfunktionen einer reellen Variabeln bei linearen etc. 57 

(20) ~ (~k--1) = Oql)!O~'k- l X  ')t 

Setzen wir 

(20 a) 

- -  + " "  + (~.,, + Po)~k--~  = ~ k .  

= z ( x ,  s;  ~) = z~,  

und G (x, s; ~) lmrz glelch G~, so ist ~k-1 durch g~ quellenm~ssig darstellbar, 
denn, wie im Anschluss an (I 8) bemerkt, erfiill~ R ~ I  die Randbedingungen und 

ist mit  seinen Ableitungen stefig. Es gilt also die durch Differentiation unter 

Benutzung der Gleichung 

O X~ ' - I  I X -~-- 8 -{" 0 

leicht zu verifizierende Formeh 

(2,) 
0 

wo nun im allgemeinen Fall genau auf die Reihenfolge der Yariabelen zu achten 
(/ 

ist. (2I) gilt ztmiiehstF nttr wenn ). kein Eigenwe~ ist. Nun  ist f G~%~ da eine 

0 
in ~ meromorphe •unktion. ~, ist also im schlimmsten Falle ein Pol, in dessen 

a 

Umgebung also [ f G~g~da I anwachsen mfiss~e. Gleichung (2 I) gilt aber his in 

0 
beliebige NiChe yon ~.. Es kaml also kein Pol  vorMegen und es existier~ del" 

endMche Grenzwert 

(22) J'=~nlim -- f e).z]tdff, .~ ~}~k--l(X, 8). 

o 

Wir kSnnen nun zeigen, dass dies nur dann mSglich ist, wenn 

identisch, verschwindet. Es ist n~.mlich bei kurzer Schreibweise 
@--30534. Aeta mathematica. 56. Imprim6 le 8 septembre 1930. 
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f ' f f G ~  -- (s iR~z~ + "'" + iR~xa + ~.X~- 

Da nach (22) aber die linke Seite gegen einen end[ichen Grenzwer~, ngmlieh 

~k--l, konvergier~, so miissen wit  notwendig annehmen, dass 

isk Mit diesen Gleichungen gera~en wir aber in Widerspruch bei der Annahme, 

class X~, nich~ identisch verschwindek Da n~anlich %~ der Integralgleichung 

gehorchen muss, so hgtten wir 

f ' f f f o ~ z ~  = (a. .-~.)  G ~ z ~  = (L_a . )~_~  !ll~z,,, + . - -  + iR~z~ + (~,,-;.) ~ .  za,,. 

Auf Grund einer eben angewand~n Schlussweise muss aber der endliche 

Grenzwer~ existieren: 

was nur mSglieh is~, wenn 

f R~---- ~ o 

is~ im Gegensatz zu (23)- D~u'aus und aus (2o) fol~ 

z ~ ( z ,  ~) = ~ ( x ,  s) = o 

~-- l (x ,  s) --~ ~o oder 
( Eigenfunktion. 

So kann man welter schliessen bis man zu ~1 gelang~; es is~ also 

3 ~  = ~ - 1  . . . . .  ffl~ ~ o, 

und ff~, das nun nich~ mehr iden~isch verschwinden kann, ist eine Eigenfunk- 

bion bzw. ein lineares Aggregat yon solchen. 
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w 7. Doppelte ~YullMellen yon ,4 und dolgpelte ~,igenwerte. 

Zu Beginn des vorigen w erwEhnten wir bereits, dass man bei Differen~ial- 

gleiehungen zweiter Ordnung bei Vorhandensein einer mehrfaehen Nullstelle auf 

einen zweifaehen Eigenwer~ schliessen kann, was durehaus nicht so selbstver- 

st~ndlich is~, wie es scheinen mag. Aus dem eben bewiesenen Satze fiber die 

Pole darf man n~mlich nicht schHessen, dass in (I7) S. 55 al . . . . .  a ~  I is~; 

in diesem Falle allerdings w~ixe das eben Behauptete trivial. Auf Grund des 

Satzes folg~ nur, dass in den Gleichungen (I 7 a, b) z. B. 

2 = 2  n 

endlich sein muss. Nun is~ 

W (r) l 

Die Nulls~ellen der We(v~),... We(v~, ) (q= I , . . .  n) heben sich genau fort gegen 

die entspr, des Nenners. Im letzteren kann man nun aus der ersten Spalte den 

Faktor (;t--Jt~) ~, herausziehen. Da man fiirs erste niehts N~theres fiber die W,(~') 

aussagen kann, so were es denkbar, dass sich noch ein Faktor (;~_~,)~,-1 fort- 

hebt, so dass, trotzdem a I > I ist, doch die Gleichung 

lim Al(Z~--; 0 = B1 

#it. 
Die Betraehtung der A, fiihr~ sehon bei Differenti~.lgleichungen zweiter 

Ordnung zu etwa~ weifl~iufigen Be~ra~htungen, und liefern das erwEhn~e Resultat. 

W i t  wollen sle nun durchfiihren. 

Den Beweis fiihren wir indirekt und nehmen an, dass Wl(ul) und W~(ul) 

fiir ~ = ~  eine mehrfa~he Nnllstelle besitzen, dagegen Wl(u~) und W.~(u~) nich~ 

beide verschwinden, sodass nur ein einfacher Eigenwer~ vorlieg~. Wir en~wickeln 

G(x,s; 4) n~.eh derers ten  Zeile der Z~hlerdeterminante, d~.nn bleib~ A 2 fiir s163 

endlieh, da sieh der Pol wegheb~. Dagegen bleib~ in 

'1 



60 Georg Tautz. 

im Nenner die doppelte NuUstelle besf~hen, wenn nicht, wie wir es nach dem 

letzten Satz fordern miissen, die Determinan~e 

I w,(.,) ~ ( r )  [ 
w,(,,,) W,(r) I 

identisch in 8 verschwindet. Schreiben wir in leicht verst~ndlicher Bedeutuug: 

w.c,,e) -- W.,oC,,~) + w., ~Cue) 
also 

und setzen 

Dann ist 

I w,(.,) w~(y) [ 
(24) w,(~:) W:(r) I 

W.(r)= W.,o(r) + w.,o(r) 

--_ ~,(~)1 w,(~,,) W,.oC.J- ~,,~C~,) I 
I ~.C,~,,) W~,o(.,)- w,,,.(.~,.)l 

I w,(,,,) w,,o(,,,)- w~,o(,,..)l 
+ ~:(~) w:(,,.) ~ ,o ( , , , ) -  w~,.(,,:) ~ o. 

Setzen wir die beiden Determinanten des mittleren Ausdruckes gleich Null, so 

ergibt eine Addition der ersten zur Determinante J :  

(24a) [ Wl(uz) Wl'~ I ~ o .  
w,(,,.) W~,o(,,~) 

In der zweiten Determinante komblnleren wir die Spalten: 

(~4b) o vr~(.,) W,,o(~)- w,,.(,,~)l W,,o(.,) W,,oC,,,)- w~,.(~,) 

I W~,o(,,,) w,,o(~,) , 

Nehmen wir nun zun~chst an, dass alle Elemente der letz~en Determinante un- 

gleich Null sind, so kSnnen wit setzen 

w,,.~(,,,) = c. W~,o(,,,); w~,o(,,,) = e. W,,o(u,). 

Dies in (24a) eingesetzt, liefert, da gem~ss der Annahme e # -  I ist: 
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O=([_}.(~).i Wl, o(u~,)W'l,O(Ul)l:laxux(o)+a~,u1'(o), a,u,(o)+a,u.'(o) 
W,..o(U2) IV,.o(u,) b, Ul(O ) + b..u,'(o), b,u.~(o) + b2u2'(o) 

I b~-,(o) + b,,,~'(o), b~..(o) + b.,,;'(o) I I I " , ( o )  ,,~(o) ' 

falls a.~ ungleich Null ist. AndernfaUs liefert eine entsprechende Betrachtung 

mit b, dasselbe Ergebnis, falls b2 nicht auch verschwindet. D. h. also, man 

stSss~ mit unserer Annahme auf den Widerspruch, dass die Wronskische Deter- 

min.ante verschwinden miisste. 

Yerschwinden a s u n d  b~ beide, so folg~ aus der 0rthogonalit~tsrelation, dass 

a~ b .  - -  a s b~ ---- a a b~ - -  a ~  b a = o 

sein muss. Da wir annahmen, dass alle Elemente der letzten Determinante yon 

(24 b) verschieden yon Null seien, ist es nicht mSglich, dass etwa 

as~--a4=o; oder b s = b 4 = o ,  also 

, ~ ( o ) = o ;  ~,,..(a) + = , , , . ' ( a )=o  

ist. Diese Determinante l{tsst sich also schreiben: 

,,:(o) (a) +o u: ,o, I ';I 
b, d(a:lu..(a) H- a,u~.'(a)) b, 

Also ist 

I a' I I = o ;  b ~ : d a , ;  d : ~ - - b 4  
bl d as aa 

Damit haben wir in Wirklichkeit aber nur eine Randbedingung, was wir natiir- 

lich ausschliessen. 

Nun nehmen wir an, class in der letzten Determinante yon (24 b) irgend 

ein Elemen~ verschwindet. Dann muss gleichzeitig noch ein zweites Element 

entweder aus derselben Spalte oder derselben Zeile verschwinden. Sei etwa 

Da wiederum 

sein muss, sind 

Schemata: 
die 

WI, o(~,) = w~,o(~)  = o. 

al b2 - -  a2 bl = a3  b~ - -  a ~  b a = o 

Koeffizienten der Randbedingungen darstellbar durch die 
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( o,) t~ l  G2 ~S 

a I a~ d a  S d a  , 

bzw., wenn a S und a4, oder al und a~ verschwinden: 

(Oo .oo) 
0 ~S a~ . 

Man sieht abet sofort, dass sich das erste Schema durch lineare Kombination 

auf das zweitm zurfickfiihren l~sst. Legen wir also dieses zu Grunde, so kSnhen 

a~ und a., nicht gleichzeitig verschwinden. Nach unserer Voraussetzung ist nun 

W , , o ( - , )  = o ,  

ausserdem ist 

W , , 0 ( - , )  = o ,  

da u, Eigenfunktion isk Dies fiihrt aber wieder zur Forderung, dass die 

~Vronsl~sche Determinante verschwinden muss. 

Zu dem gleichen Widerspruch gelangen wir, wenn wit  voraussetzen, dass 

die Elemente einer Zeile in (24 b) verschwinden. Sei also 

D. h. es ist 

w , , 0 ( , O  = w , , o ( . . )  = o .  

w , ( . , )  = o .  

Wegen (24a) muss, da dann W~(u2) ungleich Null ist, 

W~,0( , , , )  = o 

sein; und da Wl(u,) verschwindet, so ist auch 

W ~ , o ( ~ , )  = o .  

Aus TKI.:(u~)--~ Wl, a(u~):  W~, 0(u~):  W~.o(u~) folg~ abet  wieder das Verschwinden 

der Wronskischen De~rminante ,  da nicht alle vier GrSssen a, verschwinden 

diirfen; diese Widerspriiche 15sen sich nur, wenn 

.w1(u,) = w , ( . , )  = o 

ist. Es gilt also der Satz: 



0ber die Existenz von Eigenfunktionen einer reellen Variabeln bei linearen etc. 

Ist  i(,, eine mindestens zweifache l~ullstelle der Determinante 

[ w , ( . ~ )  W l ( . , )  

= w,(.~) w,(..) , 

so ist es aueh ein zweifaeher Eigenwerr der Differentialgleichung (~). 

63 

8atz 6. 

w 8. JBestimmung der Residuen, Jgntwickelungssatz und bilineare Fo~nel. 

Am Sehluss yon w 6 bemerkten wir bereit:s, dass das Residuum ~ ( x ,  s)yon 

G(x, s; ~), als Funk~ion einer der beiden Variabelen be~raehteg, eine lineare Kom- 

bination yon Eigenfunkgionen sein muss. In  der Darsgellung (7)(S. 40)sind nun 

die v,(x) mit den W,(y) linear verkniipff, und die W,(y) ihrerseits enthal~en die 

Funktionen v,(s) selbst linear. ~,(x,  8) muss also eine Bilinearform in den Eigen- 

funk~ionen 

sein; d. h. bei einem einfachen Eigenwer~ is~ 

m,, ( . ,  , )  = e .  u . ( ~ ) .  ,,.(,). 
bei einem doppelten 

m.(x.  ,) = ~', c..~u!:,Cx).,~,(,).  

Es geni i~  die Betrachtung des letzteren FaUes zur Bestimmung der Constanten. 
Es is~ 

r 

0 

f& 

o o 

falls wit ~n" (1) und u~} als or~hogonalisier~ annehmen, l Da diese Funk~ionen un- 

~ , .~ , . o  ~s,, auoh f , , ;d,~=f~, , , ,+, , , , , , ) 'a ,~.o.  Sol jo,z, ,,,C~) ,,nab,,~,,~** vo,, ,,,(~)u,,a 

f a, f vlz ' tdw # o,  dann Hisst sich ~ ,  so bes t immen,  dass, fiir w = d,v  I + dry, ,  v~. w d z = o  ist, und 

dass w und v I linear unabhi ingig sind. 
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abh:,tngig sind, so folgt  

und :s auch 

el~ = O; 

I I 

/"(1)($))'d$ f (,,($(8))' d8 
0 0 

Da ~n(x, s) und u(~,)(x) endlich siad, so gilt  dies auch yon den l~ormierungsfak- 

toren. Es ist also 

�9 . (~ ,  ~) = ~ ) ( ~ )  q,~)(~) + q, ly ) (x) ~,~)(~), 

wenn ~ ) ( x )  normierfie, or~hogonale Eigenfunk~donen sin& Bemerk~ sei noch, 

dass die Normieruno~sfaktoren zwar nicht  unendl ich sein diirfen, wohl aber ist 

es denkbar, dass sie mi t  wachsendem n iiber alle Grenzen wachsen. 

Aus den Residuen der Greenschen FunkCion lassen sich nun  leieht auch die 

Residuen des ] ~ o n t u r i n t e ~ l s  bestimmen. Es war 

- , i f  T = lira ----= d~ G (x, 

A',, o 
~; ~)A.~)d~ 

Q 

(vgl. (6) S. 40). Da qJ(~)= f G.fds nur  einfaehe Pole besitzt, so ist 

0 

bzw. 

0 

a 

0 0 

0 0 
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Nach (I4) (S. 48) ist also 

(25) I =  -~(f(x+o) + f(x--o))= ~= ~.(x) j f(s)~,,(s)~ls, 
o 
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Satz 7. 

falls f(x) die Bedingungen yon Satz 2. oder 3. erfiillt, qp,(x) bedeuten hier, wie 

auch des weiteren im I Abschnitt die normiel~en, orthogonalen Eigenfunktionen 

des in diesem Abschnitt behandelten Randwertproblems, falls ein besonderer 

Hinweis fehlt; Entsprechendes gilt auch in den anderen Abschnitten. 

Es ist zu beaehten, dass die Par~ialsummen 

naeh Gliedern yon der Form 

~,,(x)A. + ~o,,+,(x)A.+, 

fortsehreiten, wobei die Indizes n und n +  I immer je einem Paar  der n~tmliehen 

2 ~ 2 ~  
Stelle benaehbar~er Eigenwerte zugehSren, weil ja  die Konturen nieh~ 

a 

! 
zwischen zwei solchen Eigenwerten, deren Abs~and wie abnimmt, hindurch 

.n 

gelegt werden diirfen. 

W~thlen wir in Einklang mit den Bedingungen fiber f(x) Ms darzustellende 

Funktion G(x, t; I~), so erh~ilt man 

ao 

t; ==1  

und diese Reihe konvergiert gleiehm~issig im ganzen Intervall nach Satz 4. (S. 52), 

well G(x, t; ~) I~-~ verschwindet. 

Setzen wir welter 

a G(x, t;#). f(x) = 

8 2 

Dies daft  deshalb geschehen, weft ~ G(x, t; I~) existiert und sogar im ganzen 

In~ervall ste~ig ist. Da niimalich I~;(7) in vl(t ) und v~(t) linear ist, so folg~ aus (7) 
9--30534. Ac~a ~ t l c a .  56. Imprim6 le 8 septembro 1930. 
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a(x, t; ~,)= +__ c(vl(.)v,(t)-vdX)vl(t))+ d(vl(x)wi(t) + v~(x)w,(t)), 

wo w~(t) und w.(t) lineare Kombinatiouen yon v~(t)und vz(t)slnd. 
--v~.'(x)v[(t) verschwindet aber fiir x-~t .  Nach (25) is~ also 

Vl'CX) v;(t) 

(27) 
a = l  

0 

womit die gliedweise Differenzierbarkei~ der bilinearen Formel bewiesen is~. Da 

O_ G(x, t; ~) verschwinde~, so gilt (27) mi~ Ausnahme der S~elle x =  t. 
Ot t=o, 
Hal~en wir also eine u fesk so konvergiert mithin die Reihe nach Aus- 

schluss der Stelle x~-~ t durch ein beHebig kleines offenes In~ervall gleichm~ssig 

im ganzen iibrig~n In~ervall. ~ 

w 9. Naehweis des Gibbsschen HSckers. 

Wenn es gel~nge, fiir die normierten Eigenfunlr~ioneu eine geeignete asymp- 

totische Darstellung dutch trigonometrische Funl~ionen zu finden, w~re es leicht, 

den Gibbsschen HScker an Unstetigkeitsstellen naehzuweisen. Die Darstellung 

gelingt aber nicht. Das h~.n~ zusammen einmal mi~ der komplexen Na~ur der 

Eigenfun~ionen, anderseits auch mit der Besonderhei~ des in Frage stehenden 

Randwertproblems, speziell mit den paarig angeordneten Eigenwerten. Is~ n~m- 

lich v(x) eine (noch nicht normierte) Eigenfunktion, ul(x ), u2(x)das eingangs 

definierte Fundamen~alsystem, so l~sst sich in der Gleichung 

~(x)  = c , . , ( x )  + c_....(x) 

das Verh~ltnis cl:c ~ nicht genau genug absch~tzen. Da e~ und c~ komplex sein 

kSnneu, so geMn~ es wei~erhin nich~ den Normierungsfaktor, welcher die GrSsse 

I 
multipMkativ enth~t ,  abzusch~tzen. 

2 
Vc; + c2 

Diese Schwierigkei~ ist charakCeristisch fiir die Randwer~probleme, bei denen 

mSglicherweise unendlich viele doppelte Eigenwerte auftreten kSnnen, wiihrend 

bei den anderen die a.symptotSsche Darstellung immer gellng~. 

In derselben Weise l~sst sich bei Differentialgleichungen n ter 0rdnung die (n--I~malige 
Differenzierbarkeit der adjungierten Greenschen Funktion, und damit auch dieser selbst herleiten. 
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Wir  versuchen darum eine asymtotische Dars~ellung des Konturintegrals 

selbs~. Sei K(x,  s; ~) die Greensche Funktion, welche der Differentialgleichung 

(28) d",v dx=" + 2w = o 

genfigt. Auch fiir diese # l t  die Darstellung (IO a) (S. 45). Wi t  diirfen dabei 

sogar die Querw fortlassen, welche nur durch die Funl~ion L (x) herein- 
gekommen sind. Wir wollen die Elemente dieser ungestrichenen Determinante 

kurz mit a, e bezeichnen mi~ Ausnahme tier letzten beiden Glieder der letzten 

Spalte; hier woUen wir 

2 ie  = / ~ ;  2iq  =#~" 

setzen. Sei nun f (x )  eine die Forderungen des Entwickelungssatzes erfiillende 

Funktion. Dann bilden wir die mit den Greenschen Funk~ionen G(x, s; ~) bzw. 

K(x ,s ;  ).) hergestellLen Konturin~egrale I~ bzw. I~*. Wir  werden zelgen, class 

I I,,--I,* unabhih~ig yon x wie -T gegen Null strebt. Nach der eingefiihrten 
nTt- 

Bezeichnungsweise ist 

(~l~ll ~ INI2 ~ INI3 ] ~'11 ~ ~1 ~ ~ ~13 

I + - -  
Q 

511 ~ {~12 ~ ffl8 

as,, a2~, & + #s 

Die in w (3) angewandte Abschi~zungsweise zeigt, dass der Beitrag der 

rechten Seite zum Konturlntegral in der angegebenen Weise gegen Null kon- 

vergiert. Man hal nach den letzten Spalten der Determinanten zu entwickeln; 

in diesen gib~ es Glieder yon der Form a und ~, oder aber yon der Form a ~p, 



68 Georg Tautz. 

f l~.  Auf die ersten wendet man partielle Integration an, die anderen scherzi 

man nach Art der Ausdriicke (12 a) (8. 46) ab. Nach dem Entwickehngssatz 

erh:&lt man nun fiir K(x,  s; JL) leicht die Formel 

K ( x ,  s; ; t ) =  - -  
cosQ(u  s - - ~ )  

a 

2Qsin Q~- 

~ C O S  - -  ( X  - -  8 

a --  a=x 4 n ' ~ -  
a" 

(; --~ s: ob. Zeichen 1 
>--s: unt. Zeichen] 

die yon Kneser (1. c. w 7} fiir reelle negative it bewiesen worden, ist, und weiter 

(9 K ( x ,  s ) ~ -  - -  4 ~; n~. l a a ,,~1 a + ~_~ . 
e)-x a = 4 n ~ ~ Z = ~ = n n" 

a 2 ,t~ 

Die l~eihe rechts weist aber den Gibbsschen HScker anf. Dieser schleicht sich 

dann mit in die Reihenentwicklungen unstetiger Funktionen nach trigonometri- 

schen Funktionen ein. Ist  n~mlich f ( x )  eine entwickelbare Funktion, die an 

endlich vielen Stellen ~2, Spriinge vom Betrage a, macht, dann is~ die Funktion 

(~) = f(~) + y , . .  [o zc(., x))\ (p 

auch entwickelbar, aber stetig mi~ even~ueUer Ausnahme der Randpunk~e. Die 

Entwickelung yon f ( x )  selbs~ weist somit an den Unst.etigkeitsstellen den mi~ a, 

multiplizierteia HiScker auf, wie man sieht, wenn man die Zusatzglieder nach 

links heriiber bringS. - Ist. /~(x) die Fourieren~wickelung y o n / ( x )  nach den Funk- 

tionen ~n(x), ~*(x) die Entwickelung nach ~rigonometrischen, so ist 

I * - - t ~ * ( x )  =-- o;  I - - B ( ~ )  - -  o 

I--I*--o; /~(x)-/C*(x)--o; (o<=z<=a). 

])as helss~ also, die Fourierentwickelv.ngen einer Fuuktion nach trigonometrischen 
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und Sturm-Liouvillesehen Eigenfunktionen stimmen genau iiberein, falls f (x)  iiber- 

haupt entwickelbar ist. 

Speziell folg~ daraus das Vorhundensein des Gibbsschen HSckers an Un- 

stetigkeitsstellen. Aber auch andere Eigenschaften, die man direkt zuniichst nut 

fiir ~rigonometrische Reihen nachweisen kann, gelten dunn automatisch fiir die 

entspreehenden Sturm-Liouvillesehen Reihen. 

w m. Absolute Konvergenz f i ir  den Fall reeller Differentialgleiehungen. 

Ist  die Funktion L(x) reell, so k5nnen wit die bisherigen Siitze verschitffen. 

Unter Benutzung des in (z a) definiert.en und in (4 a) (S. 36) asymptotiseh darge- 

stellten Fundamentalsystems, k5nnen wir, da q~,~-= 2 ~_____K~ + ~p~, 2 ist, eine Eigen- 
a $1 

funkiion u(x} in folgender Weise sehreiben 

(---9) 

u(x) = c, ul(x)+ c~u~.(x) ---- c, cos QnCx) + ~ sin @,(x) + ~- Q. Q~ 

2 ,n ~ c~ s i n  2 n ~ l p  
~---c t COS . . . .  X % ~ - -  - X  -4- - - -  

~ Qn a 'J~ 

Der Normierungsfaktor hat dann die Form 

" 2 . I _ _  _ _  I . . . . .  I = 

V'-- a) o a < + c: + 
- d+ +- 

l} 

falls wir etwa cl, soweit dies mSglich ist, einen festen yon Null verschiedenen 

Wer t  erteilen; fiir die Eigenfunl~ionen, fiir welche el verschwindet, setzen wir 

einfach c, = Q,, woraus gleichfalls die Giiltigkei~ der Abschgtzung (29 a) folgt. 

V,  < e, + ~ bleibti also auf alle F~lle oberhalb einer positiven Sehranke, da in 0; 

unserem Falle ja Eigenwerte und -funktionen reell sin& Wird  nun in (29) 

e~ 
- - =  es bel festem e 1 mit 0~ gross, so hebt sieh dies in der normierten Funk- 
0n 

tion so heraus, dass diese beseh~nkt~ bleibt: 
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Vc: 

I 
sin 2 n ~r [ 

I + --i + -~ 
es 

Die normier~en Eigenfunktionen sind also besehfitnkk 

Is$ nun F(x) quellenm~issig dal-stellbar, also 

dann is~ 

F(~) = f a (~, ~)f(~) d~, 
o 

~ j f (a )9 , (a )d ,~  <- ~., __~. = ~ + n q - -  n~, 
o 

wo ~r, ~p, ~P0, unabh:,Lngig yon x und n sind. 

Die Reihen quellenmitssiger Funk~ionen konvergieren also absolut und 

gleichm:,issig. Dies ~ l t  aueh dann noch, wenn die Ableitung yon /~(x)nur  

stiickweise stetig is~, die Randbedingungen aber zun'~chsg noch erfiillt bleiben. 

Denn, ist 

1,'(x) l - o _-  b, 
I ~+o 

so konver~er~ die Reihe der Funk$ion 

absolut3 Dann ist 

" *"(x)q'"(#) I-< IA.I + I b~"(x)~"(#)]" 
o 

l~un kSnnen wir uns noch yon der einen Randbedingung befreien. Ist  

F'(~)-F'(o)--~, 

L Es ist  dies das bei Kneser  1. c. w 30 eingeschlagene Yerfahren,  u m  sich yon der Bedingung 

der Stet igkeit  zu befreien. 
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so schreiben wir die Greensche Funk t ion  in der Form 
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a (~, ~) = J o , (~ ,  ~ ) ,~  _< 

Offenbar ist nun 

. . . . .  ( , ,  
G, (a, o)--~ lira G. (a, x)~= lira G~ (o, x ) =  Gt (o, o), G .  (x, ~) == 0 x ' 

X.---M) X ~ 0  

anderseits aber 

Daraus folgt:  

GI'(o, o)--  G.J(o, o)---- I .  

G;(a, o ) -  G,'(o, o)= i. 

Is~ also F(x )  stetig, .F'(x) und F " ( x )  stiickweise stetig, und ~'(0)-~ F(a),  so is~ 

die Funkt ion  

tP(x) = F(x)  - -  ~-a b, G (x, ~,) - -  flG..(x, o) 
,v 

~0,, (x) ~0,, (o) absolut konvergiert, quellenm:,Essig darstellbar. Da ~ ~ , _ ~  

~.[lmllcher Weise wie soeben die absolute Konvergenz der Reihe 

so folgt in 

Es 

ist. 

a 

n ~ l  0 

d a .  1 

ist dabei unwesenffich, ob F(x)  eine reelle oder komplexe Funkt ion yon x 

Denn dann ist 
a 

,.(x) f = A . - ~  i B , ,  

0 

[ A , , + i B . ]  = V X / - ~  < ] A . [ + [ B . [ .  

W i r  habeu also folgendes Ergebnis:  

Fiir die Funktionen, welehe die Bedingung ~'(o)=_b'(a) nicht erfiillen, lfisst sich, wenigstens 
nach der obigeu Methode die absolute Konvergenz nicht beweisen, da man dann die Ableitung der 
Greenschen Funktion benStigte, die im allgemeinen nicht absolut konvergiert. 
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F(x) sei eine reeUe oder komplexe s~etige Funktion yon x. Ausserdem 

seien F '  (x) und ~'" (x) stiiekweise stetig, und 

Dann konvergier~ die mit reellen EigenfunkCionen ~,,(x) gebildete Fourierreihe 

yon if(x) absolut und gleichm~ssig in [o, a]. 

Dieser Satz wird uns sparer bei der Behandlung der par~iellen Differen- 

tialgleichung yon Nutzen sein. 

Satz 9. 

4- 

die 

Gliedweise Differenzierbarkeit  tier Sturm-Liouvil leschen Reihen und An- 
wendung  auf  part iel le Differentialgleichungen. 

Es erweisg sich 

zweite hbleitung 

Zweimalige gliedweise Diffe~'enzierbarkeit. 

aus bald ersichflichen Griinden als zweckm~ssig, soforr 

der zu entwickelndeu Funk~ion f(x) ins Auge zu fassen. 

Wir  werden nun in diesem w folgenden Satz beweisen: 

Es sei die Funktion L(x) wieder komplex und stetig, ausserdem L'(x) 
x 

stiickweise stetig, oder yon der Form: L (x) = L(o) + t e f  (x) dx und ~ (x) sum- 

0 

mabel, und 

L ( o )  = 

r 

0 

Is~ dann die Funktion f(x) zweimal stetig differenzierbar, f"(x)s t t iekweise  stetig 
x 

(oder: f ' (x)=f"(o)+ f f " ' ( x ) d x  und f ' " (x ) summabe l ,  also bis auf eine B:ull- 

0 

menge gleich der &bleitung yon f"(x)), und 

dann gelten in [o, a] die Gleichungen: 
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r 

f(~)= i,-'(~)fy(o),.(o)~o; y"(~) 
t i l l  0 

,, fA  = ~,, (~) ~)~,,(~) d ~ , ,  

11~1 0 

Zur Vereinfachung des Beweises nehmen wir die Greensche Funk~ion fiir 

den Pammeterwert ~(=o. Ist dies gerade ein Eigenwert, dagegen etwa ~t* nicht, 

so setzen wit einfach 

L ( x ) - - X * = L t ( x ) :  

lg~ch Satz 4. (S. 52) ist f ' ( x )  in eine gleichmiissig konvergente Fourier- 

reihe entwickelbar 

f"  (x) -~ ~ ~,,(x) j f "  (a)9,,(a) da "~ k A,, epn(X). 
11~1 0 ~lml 

Eine zweimallge partieUe Integru~ion ergibt: 

a ~. 

0 o 

t t  

. ,  
0 

da 

Ist nun ]L,[ hinreichend gross, so ist L ( x ) - - i t ~  im ganzen Intervall ver- 

schieden yon Null. Under Benutzung der Ident i~t : .  

I 

L(x)- -2 , ,  2,, 
kSnnen wir sehreiben: 

~ l  . ( I  

fyl,,,,~ ~?;~1:ff  / , , ,  ,d 
() , 

~On X a n ~ ~ - - -  ~ n O~ O~ 

0 0 

(30) 

I . L ( x )  . i 

L, L(x)--).,, 

0 

r 

L(x)  + - s  f ' (~)~ (.)d. 
0 

a n a 
I f  

0 0 0 

10--3o5a4. A ~ a  m a l h e m a l i a : .  5@. I m p r i m 6  1o 9 s e p t e m b r o  1930.  

da. 
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Da nun die bilineare Reihe gleichm~ssig konvergiert, so darf man mit  

einer ste~igen Funkt ion ~(a) multiplizieren und gliedweise integTieren, dann 
konvergiert die Reihe 

a 

n-.~.l  
�9 0 

da 

ebenfalls gleichm~ssig. Dies gilt mithin auch yon der Reihe, welche aus den 

dritten Summanden L(x)~Sx)ff"(~,)q~.(.)da auf der rechten Seite der letzten 

0 

Gleichung gebildet ist. Den zweiten Summanden k5nnen wir schreiben: 

(30 a) 
0 

fl 

qD.(x) 
= - L (x) --Z--ff(a)L(a)~n(~,)da 

-~ q,~(x) j f ( , )  L (r,) ~.(r,) dr,. 

0 

Auf Grund der Voraussetzungen konvergiert die mit der Funktion f(x). L(x) 
gebildete Reihe gleiehmgssig. Bringen wir nun  in (30) die beiden letzten Sum- 

manden der rechten Seite auf die linke, so erkennt  man, dass die Reihe 

'(x, f do 
" n ~ l  0 

gleichmgssig konvergiert. W i t  dfirfen also gliedweise integrieren: 

Diese Reihe konvergiert  in beiden Argumen~en gleichmgssig auf der Strecke 
o ~ x ~ a .  Wir kSnuen also fiber x 1 nochmals integrieren 
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= ~, (x ,  Xo, x . . )=  ~', [~ , , (x ) -~ , , (~o ) - (~ -*o)~ , , ' (~ , ) ] .  B , .  

Diese Reihe ist nun wieder in x und xo gleichm~ssig konvergent; da dies aber 

auch yon der Entwiekelung yon j~x) selbst gilt, so konvergiert somit aueh die 

Reihe 

R,(x, xo, xo)--f(x)--f(xo)=- (X--Xo) ~_j 9"(x,) . B. 

gleichm:,issig. Daraus folgt sofort die" Gleichung 

und daraus 

0o 

f ' (x )  = y, ~ : '  (x). B.. 

Diese letzte Gleichung h:,itten wir natiirlich schon aus (30) folgern kSnnen nach 

Erledigung des Konvergenzbeweises unter Benutzung der Gleichung 

,x 

0 

d~ 

und yon (30 a), wenn man einmal die Funktionen aufstellt, deren Entwieklungs- 

koeffizienten gerade die in (30) auftretenden Summanden sind. Sie reduzieren 

sich auf f ' ( x ) .  

Ein. iihnliches Verfahren liesse sich auch auf die dritte und hShere Ablei- 

tungen yon f(x) anwenden, wenn man die u tiber f(x) entsprechend 

verschiirf~. Fiir die vier~e Ableitung sei der Weg noch kurz skizziert. Aus 

(I) folgt dutch Differentiation: 

q~n (Iv) + (~u--L) ~n"--  2 L'9~'--L"~---- o. 

fg 

Die R e i h e  2~0IV(x) �9 fF(a)gn(a )da 
0 

dies yon der P~ihe 

konvergier~ Offenbax do,nn gleichm~ssig, wenn 
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" J ' F  
o 

gilt, und F(x) die Bedingungen fiir die zweimalige gliedweise Differenzierbar, 

keit ihrer Reihendarstellung erfiillt. Es sei. nun 

F"(x) -- L(x) F(x) = -- f(x),  

und f(x) erfiille seinerseits wiederum die genannten Bedingungen ( f " (x)  summa- 

bel, f ' ( o ) = f ' ( a ) ,  etc.). Dann ist 

0 

gleichm~ssig konvergenk 

die Gleichung 

~.- a , ,a dr~----- 

o 

mithin, is~ dann 

Da offenbar F(x) quellenm~sig darstellbar ist, so gilt 

@ 

a 

~ (5) ~ )~ (c , )  d~  = - X,,~. (x F(c,)~n(~) d~  

0 0 

gleichm~sig konvergent, was wir gerade beweisen wollten. Man braucht also 
x 

offenbar nur F , . . .  ~,(iv)stetig anzunehmen, F (rv)--~ FgV)(o)+f-~<V)dx (F (v) sum- 

0 
x 

mabel) anzusetzen, und ausserdem zu fordern L " ( x ) =  L"(o)+ f L'"(x)dx 
0 

(L"' summabel), 
i a  

L, L', L", i~, F', E", in'"', F (~v) 
0 

~---o; 

d. h. es sind einfach die urspriinglichen Bedingumgen um 2 Ableitungen hinaus- 

geschoben. Man iiberzeug~ sich leicht, class dies auch fiir die 2/c te Ableitung 

grit. 
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w I 2 .  Einmalige gliedweise Differenzierbarkeit unter einfacheren Bedingungen. 

Im vorigen w haben wir aus der zweimaligen gliedweisen Differenzierbar- 

k e i t  die einmalige gefolgert. Man kann vermuten, dass, wenn man nut die 

letztere aUein beweisen will, man der Funktion f(x)nicht soviel Bedingamgen 

aufzuerlegen braucht als beim Nachweis der zweimaligen Differenzierbarkeit. 

Wir  wollen dies fiir reelle Probleme besti~tigen. 

Sei die Funktion F(x) zun//chst quellenm/issig darstellbar. Dies ist, wie 

man weiss, dann und nur dann der Fall, wenn F(x)  nnd F ' (x)  stetig, F" (x)  

und F(x) den Rand bedingungen geniigt, l Differenzier~ stiickweise stetig ist, 

man die Gleiehung 
fl 

F(x) = f a(x, 8) f(s) ds 
0 

0 G(x, s) die Reihe ein, so erh/il~ man naeh x, und setz~ fiir 

I I  n = l  

Da die Reihe unter dem Integralzeiehen nieht gleichmiissig konvergiert, so diir- 

fen wir vor der Hand nicht gliedweise integrieren. Wir zeigen nun, dass die 

Reihe 
fg 

o 

gleiehmigssig konvergiert. Wir betrachten also die Folge der Part~alsummen 

n=l 0 

Sei zunfiehs~ x ein innerer Punkt  yon [o, a]. Wir schliessen ihn in alas ganz 

in [o, a] liegende Interval1 x - -  < x < x + -  ein, wobei wir ~ noch in geeigne- 
2 2 

ter Weise yon N abhgngig machen werden, und betrachten die Folge 

Vgl.  K n e s e r  I. C. p. IO4./IO 5. 
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E X + - -  
2 

r , ~ =  ~ ,  _ ~) 

n = l  x-- ~ 

2 

q~,, (s) ds. 

I 
Sei ~ = - - .  

N" 

GrSssen 

, +  ~ - 

Q , sowie die Da n a c h w  IO der Normierungsfalr~or Vc; + c, 

c s +  ~ 

q unabhitngig yon # beschr;.ink~ sind, wenn wir uns 

eine Eigenfunlr~ou u(x) gegeben de'nken in der Form 

wo u~, u~ das schon mehffach  erw~hnte Fundamenta l sys tem ist, so folg~ aus der 

Absch:,ttzung yon u~'(x), un'(x) (vgl. (4 a) S. 36; der Faktor  ee,J~ ist ja jetzt  be- 

schr~nkt), d~ss sowohl 

~,,'(x) _ 

als auch 

] ~ : ( ~ ) I _ < M  

L,- -ZJ  n 

gesetzt werden 

weiterhin 

~ ,  = M a x  ( I / ( x ) ~ ( ~ ) l )  

0ffenbar  ist fiir TN 

darf,  wo M fiir alle n fest gew~hl~ uud endlich ist. Es sei 

fiir o ~ x ~ a ;  n - ~ - I ,  2 ,  . . . .  

I 

x'Y. r~ 

N 
I I 

r ~ <_ M .  M~ . N ~ -~, 
~ , ~ 1  

I I 
< M- M~- R F, .~. 

Wi~chs~ also iV iiber aUe Grenzen, so ergibt sich 

lira m 

I ~  = o. 
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Nun isg aber 

z + _  + ~.__~ 
2 ~ 2 tZ 

,... . f f ] ( x )=  G(x,s) f(s)ds + ~_a ~-7--~-~_ ~ f(slqv,(s)ds + f(s)qD,,(s)ds ', 
~ 1  

x.._~_ o z+~_ 
2 

weil in 
Da aber 

ist, so fo l~  

wo 

den hier benutzten Intervallen die gliedweise IntegTation gestagteg is~. 

--<+M+ 

z+_ E 
2 

0 

2 

N t 2 a 

f ] [ 
o z + _ e  

2 

unabhiingig yon x beliebig klein vorgegeben sein daft (Was die Rand- 
x _ _ _  E 

2 

punkte betrifft, so f~llt fiir x = o z. B. 

gross gewfihlt wird. Also fo l~  

f einf~ch fort), 
0 

[ s~-F'(~)I  < ~  + M+. "N 

wenn nur N hinreichend 

Dies gilt zungchst nur fiir inhere Punkte. In  den Randpunk~en fiill~ das eine 

oder andere der Intervalle [o, x - - ~ ] ,  I x + - ~ ,  a] fort., und die letzte Unglei- 

chung gilt ers~ recht. Es is~ also 

s~+- Z ~-'(~) f lira -.=,z-V~-~ j ~.(~)Asld8 
0 

a 

' '  f = ~ qD,, (x) F(s)q~,,(s)ds = l"'(x). 

0 
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Isg nun /~"(x) nur  stiickweise stetig, erfiillt aber die iibrigen Forderungen, so 
setzen wir, falls etwa 

F,(~) ! ~.-o = 
a~ 

1 8~+ 0 

ist, nach der Methode yon Kneser  (1. c., w 3 o) 

P(~) - ~ ~.G(~, ~) = ~(~). 

Dann ist q~(x) quellenm~ssig darsteUbar, und es gilt 

o0 f l  

0 

0 

0 G (x, s,) 
= F'(~}- Y,~.  0 ~  

a 

F, (xl = (xl f 
0 

8atz ,o. Hiermit ist unter  der Voraussetzung, dass F(x) stetig, I,"(x), F"(x) stiiek- 

weise stetig sind, und dass F(x) die Randbedingungen erfiillt, die einmalige glied- 

weise Differenzierbarkeit bewiesen. 
Wir  merken noch an, dass man  sich auch yon. der Bedingung F '  (o) - -  ~" (h) 

frei machen kSnnte, indem man sich der in w Io benutzten l~unktionen GI(~ , a) 

oder G~(x, o) in ~hnlicher Weise wie dorg bedieng, denn fiir sie ist die einmalige 

Differenzierbarkeig ja nachgewiesen, kl lerdings wird dann die abgeleitete l~eihe 

i r a  allgemeinen in den Randpunk~en unstet ig sein. 

w 13. Entwickelbarkeit s~ezieller LSsungen der partiellen Differentialgleichung 
O~u _ O'u at-z + k~-~, + (p(t) + k q ( x ) ) . = o  (~,p, q k o ~ x )  

~ach partikulSren L6sungen. 

Es sei k eine komplexe Konsta.nte, und p(t), q(x) komplexe stetige Fuak- 

t ionen ihres Arguments  mit  stiickweise ste~gen Ableitungen in den Intervallen 
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xo < x < x~ ; to < t < t~ . 

Wir  wollen annehmen, dass unter den weiteren Vorausse~zungen 

X o < O < a < x , ;  q(o)=q(a) 

die DifferentialgleichLmg 

( 3 I )  0 2 u  - O~u + (p(t) + kq(x))u=o 

eine zweimal s~eiig differenzierbare LSsung mi~ s~iiekweise stetigen drit~en Ab- 

lei~ungen naeh beiden Variabelen besitzt, die identisch in t die Gieichungen 

I x = o  . O U ] X = o  = o  uCt, =) o'- g = 
x ~ a O x  x = a O x "  x a 

erfiillt. Dann wird behauptet, dass U( t ,  x )  darstellbar ist in der Form 

u(t, ~)= ,Z.,,,,(t, x) = ,T, , , , (O~,,(x),  

wobei die u.(t, x) aueh der Differentialgleichung (3 I) geniigen, aus weleher durch 

den Ansatz 

u.Ct, x) = *-(0-9-(x) 

fiir ~V. und 9 .  die Differeni~ialgleichungen folgen: 

a ~ 

wo Jl. alle Eigenwerte durchl~uf~, 

(3 Ib) ~."(t) + ( - -k~ + pCt)) ~p,,(t)-~-o. 

Nehmen wir die T.(x) als normiert und orthogonal an, so folgt dutch ~[ultiplika- 

tion yon U(t, x) mit g0.(x) und gliedweise Integration, - -  was vorli~ufig natiir- 

lich alles nur  rein formalen Carakter hat - - ,  

l [ - -  3053~. 

a 

0 

A c ~  mathemat l ca .  56. I m p r i m 6  le 9 s e p t e m b r e  1930. 
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,(,, = f o o, �9 ~ , , ( a ) d . .  

Aus den Voraussetzungen folg~ zun~chst die Giiltigkeit der Entwickelung: 

(32) ~c,,.) = ~  ~,,c+ f uc~, o) ~,,(o),,o. 
0 

Diese Reihe isl; zweimal nach x gliedweise differenzierbar nach w I I. Ausser- 

dem ist auch 

- / o' u(t,_~ ~) =,Z= ~,,(x) ~ u(t, ,,)q,.(,,)~,,, 

indem wir erlaubterweise Di~erentiation mit IntegTation vertauschen. Daraus 

folg~ Entsprechendes ffir die erste Ableitung nach t. Die Reihe (3 2) geniigt 

also auch bei Anwendung gliedweiser Differentiation der Differentialgleichung 

(3t). Setzen wir also (3 2) in (3 I) ein und ordnen nach n, so ist die eine B~ilfte 

aller Summanden, welche die Form 

hat, gleich 

r 

0 

u(t, ~,)q,.(=)d,~. [~."(x) + q(x)~n(x)] 

G 

0 

weil r der Gleichung (31 a) geniigt. Man erh~t so die Forderung, weun wir 

(32 a) / UCt, a)~,.C,,)d= =,~.(t) 
0 

setzen 

q,,,(x) [ff,,"(t) + ( - k z ,  +p(t)~, , ( t))]  = o.  
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Multipliziert man mi~ 9.(x) ( n ~  I, 2 , . . . )  und integriert yon o bis a, so folg4 

aus def. O14hogonalit~tt der ~0.(x) 

+ + p(t ) )@,, ( t )=o.  

Damit; sind unsere Behaup~ungen bewiesen. 

Nun spezialisieren wir 

t0<o<a<t , .  

Ausserclem geniige U(t, x) auch in t denselben Randbedingungen wie in x. t?ber 

die Randwerte der zweiten Ablei~ung nach t braucht nichts vorausgesetzt zu 

werden; sie sind, wie sich zeigr yon selbst gleich. 

Es geniig4 also jetzt ~V.(t) derselben Differentialgleichung wie ~0.(x). Aus 

der Gleichung 

(33) ~p,,(t) ---- f V(t, a)qD.(a)da 
QI 
0 

folgt, dass auch die Funktionen ~p,,(t) den l~ndbedingungen geniigen miissen, 

was man aus der Gleichtmg 

g(t, =) - Z~,,(x).,,(t) 

direkt nicht hs folgern kSnnen. Fiir einfache Eigenwerte ;[,, sind also bis auf 

einen konstanten Faktor die Funktionen ~.(x) und ~V.(t) iden~isch, und geniigen 

also wegen (33) der homogenen Integralgleichung 

(33 a) t 9,,(x) = C. U(x, a)9.(a)da. 
0 

C. liisst sich bestimmen, indem entweder mit 9.(x) multiplizieI4 und inte- 

grier~, oder erst quadriert und dann integTiert wird: 

0 0 0 0 

Diese Integralgleichung ist yon E. T. Whit taker  I fiir den speziellen Tall der 

t Vgl. Proceedings of the 5. Intern. Congress of Math. (I912) S. 366. 
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Funktionen des elMptischen Cylinders abgeleitet, worden. Ist  also die Funktion 

U(t, x) zu allen Eigenfunktionen mit doppeltem Eigenwer~ orthogonal, so muss 

sie symmetr.isch sein. Andernfalls braucht sie das natiirlich niche. Denn seien 

~ ( x )  und ~,,(x) zwei linear unabh~ngige LSsungen yon (31 a), so geniig~ die 

Funk~ion q~(x).~,,(t), wie man leich~ verifizier~ a u c h d e r  Differen~ialgleichung 

(3I), is~ aber nieht symmetrisch. In jedem Falle aber is~ 

weil wegen q(o)=q(a) auch 9,," (o) --~-- 9,," (a) ist. 

Um .~uf die Formeha yon Whit taker  zu kommen, haben wir nur 

a = 2 ~ r ;  q(x)=T(x)=k--eos--x (k komplex) 

zu setzen. Der Beweis yon Whit taker  is~ etwas anders gehalten. Er geh~ yon 

einer nachher noch zu erw{thnenden eUip~ischen Differen~ialgleichung aus, w~thrend 

die jetzt betrachte~e yon der Form 

(34) 
a--u o--u 
O P O x-- - -  + k" (cos '  t - -  cos" x ) .  = o 

ist. Ffir unsere Zwecke geeignete LSsungen 

trischen Funktionen 

ek~o~t~osx, e~k~:~n~, Io(i-~2V 

sind z. B. die folgenden symme- 

c o s  2 t + cos  2 x ~ ,  1 ]  

Jede dieser Fun]~ionen liefer~, als Kern genommen, einen Teil der Funktionen 

des elliptisehen Cylinders, die ja in die vier Klassen 

(a) x ei, l(~), ~i~l(~), e~)(~), e,, ( ) 

nach der Bezeichnungsweise yon Heine-- zerfallen. Die unteren Indizes, die sich 

auf die Ordnung der Eigenfunk~ion beziehen, sind in den 4 Klassen s~mtlich 

verschieden, da nach Heine keine doppelten Eigenwer~e auftTreten k5nnen. ~q) 

und ~(2) sind gerade, ~(s) und ~(4) ungerade Funktionen. ~(1) und ~141 haben 

yP 
' Wo Io(z )der Besselschen Gleichung y" + "-- + y = 0 geniigt. 

X 
Vgl. E. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, I. w IO 4 Nr. 5, S. 4II. 
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bereits die Periode g, w:.ihrend (~(o) und ~(~) als kleinste Periode 2~ besitzen. 

e k~~176 nut  Funktionen der ersten beiden Klassen Man erkennt, dass z. B.  

liefern kann, da 

[ d'oo, t 
0 

sicher eine gerade Funktion yon t i s t .  e ~k'l~t"~ l~sst sich in eos (/c sin t sin x) 

und sin (ksin t sinx) ze r legen . .Man erhiklt so die Funktionen ~(~) und (~(s). Da 

k komplex sein daft, so kSnnte man auch e --k~~162176 in entsprechender Weise 

zerlegen und so die Funkt-ionen (2 (1~ und ~(3)erhalten. I0 V cos'2 t + cos 2x 

liefert nut  Funktionen der ersten Klasse. Zu den iibrigen ~-fun~ionen,  welche 

nicht als LSsung einer Integralgleichung mit einem der eben behandelten Kerne 

auftreten l~Snnen, is~ dieser na~iirlich orthogonal, wie aus seiner zu Anfang des 

ParagTaphen bewiesenen Reihendarstellung hervorgeht. Man iiberzeug~ sich auch 

leicht, dass ein solcher Kern nur die Funktionen ~ ' )  als Eigenfunktionen besitzen 

kann und keine anderen, denn is~ U(t,a) symmetrisch und 

g(t,x) = 

6,, ' 
~ 1  

so geniigen nach (32) (lie q~,,(x) den Gleiehungen (31 a). Es sei nun ~(t) irgend 

eine LSsung der Integralg[eichung 
a 

= c u ( t ,  d . ;  

0 

dann muss C gleieh einem der Cn sein, da zu versehiedenen U~ orthogonale Eigen- 

fuuktionen gehSren, f U (t, a) q~(a) da a l s o  verschwinden i n i i s s ~ e .  Isg also C etwa 

O 

gleich C.o, so is~ 
fl 

0 

0 
w. z. b. w. 
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Das Ergebnis der bisherigen Betrachhmgen is~, dass die Existenz der Funk. 

tSonen des ellip~ischen Cylinders auch fiir komplexe k nachgewiesen wurde, und 

class man bei geeigmeter Wahl  yon LSsungen der par~iellen Differentialgleichung 

(34), die wit kurz als Kernfunktionen bezeichnen wollen, auch die Existenz der 

vier ~feineschen Klassen nachweisen kann. Weiterhin folg~ die Giiltigkei~ bi- 

linearer Formeln fiir die KernfunkCionen. 
Wir woUen nun noch einen anderen Spezialfall der Differentialgleichung 

(3I) ins Auge fassen! 

k =  + I; p ( t )=k~o f* ' ( t ) ;  q ( x ) = - - k " c o s 2 z  

tg~'u 0~u k'  (~0i' (t) cos ~ x)u = 0 (0 < x < a). (35) ot--~ + ~ + - - - 

Diese folg~ offenbar" aus (34), wenn dor~ x durch ix und t durch i t  erse~z~ wird. 

VermSge dieser Substitution kann man leich~ die den friiheren fiir die Kern- 

funkfAonen geltenden Formeln analogen aufstellen, wobei na~iirlich jetz~ die 

Periodizi~.:i.~ in t aufhSrt. Diese Formeln haben einige Bedeutung fiir die &uf- 

g~be der Beugung elektrischer Wellen an einem Schirm yon elliptischen Quer- 

schnitt, die yon B. Sieger t durchgefiihrt worden ist. Es werden dort Entwik- 

kelungen der Funktionen des elliptischen Cylinders nach Besselschen u. a. 

benSti&~. Diese ergeben sich uus sofor~ aus der aus (33 a) folgen- FunkCionen 

den Formel 

(35 a) 
0 

wenn man unter dem Integralzeichen ~,(a) in eine passende trigonometrische 

Reihe entwiekel~ und gliedweise integriert, man erhiil~ auf diese Weise leiclat 

die Reihen (28) yon Sieger, der die 'Formel  (35 a) zwar auch erwithn~, abet aus- 

drficldich als nich~ bewiesen hinstellt (Ende yon w 3)- Desgleichen sind aueh 

die Reihen des dritten Kapitels 

Y, Y, A,. 
s=O.- gte " *~0 

nich~ als konvergen~ naehgewiesen. Sie sind es aber in der Tat, wie aus den 

Daxlegungen dieses w hervorgeht. 

i Die B e u g u n g  e ine r  ebenen  e l e k t r i s c h e n  W e l l e  an  e i n e m  Sch i rm  yon e l l i p t i s chen  Quer- 

s chn i t t .  Ann. d. Phys .  x9o8 , Bd. 27. 
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w x4, LS.nmg der partiellen 1)ifferentialgleichung (3x) bei gewissen 
A n f angsbedingungen. 

Bisher gingen wir aus yon bekannten LSsungen yon (3 I), die wir dureh 

unendliche Summen yon PartikuliirlSsungen darst~ellten. Wir  behandeln jetzt das 

in gewissem 8inne umgekehrte Problem', bei gegebenen Anfangsbedingungen eine 

LSsung erst aufzusuchen, indem wir sie in Form einer Fourierreihe ansetzen, 

und zeigen, dass diese unter geeigneten Bedingungen konvergiert und der Diffe- 

rentialgleichung geniig~. 

Sei k eine positive Konstante und q(x) reeD. i~(t) und q(x) seien wieder 

stetig fiir to'<t bzw. o~x<_a,  q'(x) und q"(x) seien ausserdem stfickweise ste- 
rig und 

q(o)---- q(a).. 

Dann laute die Differentialgleiehung 

(36) 0~u 0-'u 
b t ~ -  - ~ b-~x -~ 

e (p(t) - kq(~)),,, = o .  

Wir  suehen eine LSsung yon (36), fiir die 

V(to, x) = F(x); (o u(t,~ X)~l~=,~ = ~(x) 

ist, wobei F(x) und G(x) stetig differenzierbar sin& Ausserdem sei _F" (x) 8tetig, 
.... (x), /~(IV)(x), G"(x) stiickweise stetig, und 

,: ta O(x)la la ~ ~ O o  F(x = U ( x )  o o o o 

Um part~kul~re LSsungen zu erhalten, setzen wir wieder an 

u(t, x) = rCt). XCx) 
und erhaIten 

r" k/x" ) 
I-T + p C t ) =  ~ -2 -  + q(=) = - k x  

r" +(x:~+p)r=o; x" +(~+q)X=o; x(~)l"= X' (X)o  o = ~  
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Die Differentialgleichung fiir X hat, wie wir wissen, unendHch viele LSsungen 

fiir bestimm~e Parameterwerte ~n. Fiir jedes dieser ~ bestimmen wir aus der 

Gleichung fiir T(t) ein Fundament,'dsystem mit den Anfangswerten 

~P,(to)-----Va~'(to)= ~; ~x'(to)=~/,~(to)=o. 

Dann, behaupten wir, ist die Funktion 

(37) u(t ,  x) = + ,p.(x), 

in welcher An und B ,  die Fourierkoeffizienten yon F(x)bzw.  G(x)sind, die 

LSsung unserer Aufgabe. 

Da unter den angesetzten Voraussetzungen fiir t =  t o sowohl bei U(t, x)wie 

"bei O U(t, x) der Darstellungssatz ~ t ,  so geniig~ diese Funktion jedenfalls den Ot 
Anfang-sbedingungen. Es ist noch zu zeigen, dass U(t, x) auch fiir t >  t o konver- 

giert und der Differentialgleichung geniig~. 

Fiir die Funktionen ~p,, und ~t~,, gelten die asymptotischen Ausdriicke (4a) 

auch naeh ~Iultiplikation mi~ e-e-  i~, da ja Q,, jetzt reell is~. l~ach Satz 8. (S. 72) 

konvergieren aber ~A,dp,,(x ) und ~B,,qgn(x) absolut, mithin auch bei gliedweiser 

~Iultiplikation mit endlichen Faktoren. Damit  isg der erste Teil unserer Be- 

hauptung bewiesen. 

Wit  beweisen nun, dass U(t, x) zweimal naeh beiden Variabelen gliedweise 

differenziert werden darf, woraus dann yon selbst folg~, dass U(t, x) gem:.i.ss der 

Definition yon ~p,(t) und ip,(x) der Differentialgleichung geniigt. 

Auf Grund der Vorausse~zungen konver~eren die Reihen 

(38) 

gleichm~isslg und absolut. 

absolu~ und gleichm~ssig 

(3o) und (3o a)~ so sehen wir, dass  auch 

z ."Cx) 
0 

r 

f Denn aus Satz 8. folgg, dass ~99n(x) _F"(a)qgn(a)da 
0 

konvergiert. Erinnern wir uns nun der Gleichungen 
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~.bsolu~ und gleichmiissig konvergieren muss; d~. niimHch wiederum naeh Satz 8. 

yon den Reihen 

Y, ~'(,~)qC,~lgo.C.ld,~ una qCx)Y,--XT ,'" 
0 0 

das Gleiche gilL, so konvergier% auch die Reihe, die aus den Gliedern 

(t  pl  ~ a 

@ @ 0 

gebildet ist. Aus (3o) folgt aber 

I~.". A.I -< I.~.l. 

Wir diirfen Mso wieder mi~ gleiehmttssig besehrKnkten Faktoren multiplizieren, 

womit die gleiehm~issige Konvergenz der Reihen 

t t  %- p _A,.~,, (=).r .A.q~. (=hv,.(t) 

bewiesen ist. Daraus aber folg~, class sie die Ableitungen yon ~A.qD,,(x)~V,.(t) 
darstellen. 

Aus der hiermi~ bewiesenen gliedweisen Differenzierbarkeit nach x, liisst 

sich leicht diejenige nach t folgern. Wegen 

~o."(x)  = - ( z .  + q(=))~o, ,= 

folgt aus tier Konvergenz t yon E~o."(x)Anap,n(t) leicht diejenige yon 

z~.q~.(x) A. ~,.(t) 
und hieraus, wegen 

~ "  (t) = - -  (kk,, + p(t)) @,, (t), 

die Konvergenz you ~ A. g0.(x) r (t). 

Wi t  haben jetzt noch den zweiten Summanden yon (37) 

2~ B.  9,,(x) ~ ( t )  

Mit 'Konvergenz' ist in diesem Paragraphen immer die gleichm~ssige gemeint, wenn es 
nicht ansdriicklich anders gesagt wird. 

19---30@34. Ac~ m a ~ t ~ c a .  56. [mprim6 le 9 septembre 1930. 



90 Georg Tautz. 

zu betrachten. Setzen wir 

B." = f v"(o) 
O 

9~,,(,~) d~, 

so k6nnen wit  leieht beweisen, dass 

aBnl? ] 

konvergiert. G"(a) "ist ja nach Voraussetzung stiiekweise stetig, also quadratisch 

integrierbar. Da es sich um ein reelles Problem handelg, so muss nach einem 

bekanuten Satz Y..B, ''2 konvergieren. Betracht~t man nun das geometrische und 

arithmetisehe Mittel der GrSssenpaare B ,  ''~ und I - -  so ist 

also konverg!el~ 

und da 

ist, auch 

[B,,"] ~ LB."" + -~ -;~ ; 
n 2 2~" 

2: IB "l 
x I a +lp  

VL, __2n~+~ ~ n ~  n -  

a ' n  

(39) ~ I BZ'I 

Da die [~.(z)[ besehr~nkg sind, so konvergiert also aueh 

B". ~.(x)] 
(39 a) Z 1~-~ " 

Nun erf/ill~ G (x) die Randbedingungen; es is~ also nach w x I 

a /o,,lol,n,ol o=fo,ol 
0 0 

9~."(=)d" 
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u n d e s  gelten weiterhin die Gleichungen (3o) und (3o a) (auch unabh':tngig davon, 

ob :~B~"~,,(x) konvergiert). Setzeu wit also dor~ L(x)------q(x), so gilt 

fl 

B,,qD."(x)-~.B,,"qo,,(x) qD~'~_{x) f G(a)q(a)q~,,(a)da + q(x)~'~-~}'B,," 
0 

, x' r I I q ' x ' l  I vs I ~ -  + v ~ . s  G(a)q(a)qD'(a)da +:~-~.,~, ,  " 
O 

Im mittleren Summanden der rechten Seite ersetzen wir ~,,"(x) durch - - ( ~  + 

+ q(x))~,,(x). Da G(a)q(a) sbetig ist, so ist nach (39 a) 

f Z ITs 
Q 

konvergen~. Da auch die iibrigen Summanden 

Reihen erzeugen, so ist erst rech~ 

der rechten Seite konvergente 

konvergent. Von der Funktion lp~,,(t) gelten aber die Absch~tzungen (4 a), so(lass 

wit setzen kSnnen 

~ 0 ~ ( t )  = ~ .  

Mithin konvergiert 
ao 

absolut und gleichm~issig fiir o --< x--< a; to--< t. Daraus folgt lelcht das Gleiche fiir 

woraus sich wieder die Gleichhei~ der Ableitungen mit den gliedweise differen- 

zierten Reihen ergibt. Das gleiche Resultat f o l ~  fiir die Ableitungen uach t in 

derselben Weise wie bei ~A, qD,(x)lp~(t). 
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Damit ist die gliedweise Differenzierbarkei~ fiir beide Variabelen vollsti~ndig 

bewiesen und die in (37) definierte Funktion U(t,x) in der Tat als LSsung 

unseres Problems erkannt. 

w 15. Wffrmeleitung im inhomogenen Ring. 

Betraehten wir nun zum Sehluss noeh die Differential.gleiehung der Wttme-  

leitung I : 

(40) a'~ r" (c)"u ) 
b7 = ~ x "  + q(z) .  

Bei den in diesem Absehnit~ zu Grunde gelegten l~ndbedingungen wiire dies 

etwa die mathema~isehe Formulierung des Problems der W~rmeleitLing in einem 

inhomogenen Ring bei seitlieher Ausstrahlung in ein ~6edium, das auf der Tem- 

peratur u = o gehalten wird. q(x) ist wieder reeU und stetig; sod~.nn 

q (o) = q (a). 

Is~ dann F(x) eine s~etige Funktion mit stiiekweise ste~iger Ableitung, oder aueh 

nut  eine stetige Funktion, die den Bedingungen yon Satz 3 (S. 49) genfi~, so 

wird fiir die Intervalle [o, a] u n d o  < t eine LSsung yon (40) gesueh~, die f~ir 

t = o gleich der gegebenen FunkCion F(x) ist, yon welcher wir dem physikalischen 

Sinn der Aufgabe entsprechend noeh verlangen, dass 

ist. Aus dem Ansatz 

�9 "(o) = P ( a )  

~(t, ~) = rct). x(~), 

folg4 leich~ fiir T(t) der Ausdruek 

T(t) = eonst, e -~,' ' t  

u n d f i i r  X(x) die Differen~ialgleichung (31 a). Da in den zusammenh~ngenden 

Stellen o und a des Ringes keine W~rmequelle liegen soll, so ist zu fordern 

x/x/:  x/x/I ~ o 

i Von A. Kneser bei denselben Randbedingungen fflr aen Fall:  q (x )=cons t ,  behandelt; vgl. 
L c .w 
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Sind danu wieder ~ (x) die normiert~n Eigenfunktionen, so wird die LSsung des 

Problems gegeben durch 
/ !  

u (t, x) = ~ q,,,(~.) ~- ~,,'~'. / F( ,)  ~o,,(,~) d,,. 
n = l  J 

0 

Nach den S~tzen 2, 3, uud 4, ist fiir t -~  o ia der Tat 

u (o, x) = F(x). 

Anderseits ist aber fiir o < ~ <-- t U(t, x) wirldich .eine LSsung yon (40). Denn da 

2n -~- 4 n2 ~ 
a---T--+g, 

ist, so konvergiert fiir jede feste endliehe Zahl k die Reihe 

~ l ~ l . l z ~  e-~'~' l ,  
' /1=1 

wo die [c,,[ unter einer festen Schranke verbleiben. Es konvergieren also die 

Reihen 

0 0 

absolut und gleiclmxLssig in x und t. Da 

~ " ( x )  = - (x~ + q(x)) ~ (x) 

ist,-so folg~ aus der Konvergenz dieser 1Reihen leicht die Konvergenz der zweimal 

nach irgend einer der Variabelen gliedweise differenzierten Reihe U(t, x). Daraus 

folgt riickwttrts die Konv.ergenz der einmal differenzierten Reihe, und die Gleich- 

heit dieser Reihen mit den Ableitungen yon U(t,x).  

Genau genommen haben wir fiir U(t,x)  nur die Konvergenz in einem Inter- 

vall ~ < t und fiir t =  o selbst bewiesen. Dass trotzdem U(t ,x)  fiir o ~ t gleich- 

m~ssig konvergiert, folg~ aus einem bekannten Satz 1, nach welchem Hm U(t,x) 
t ~ + O  

existiert und gleich U(o,x) ist, falls n~mlich U(o,x)  konvergiert, was ja hier der 

Fall ist. Ausserdem muss fiir die Giiltigkeit des erwiihnten Satzes Hm u(t, x) 
t ~  -4-0 

Vgl. Knopp:  Die unendl ichen R e ~ e n  S. 34 o, Satz 2. 
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exis~ieren, was auch erfiillt ist. Die letzte Bedingung brauch~ nieht mehr erfiillt 

zu sein bei den Ableitungen, wenn man nicht an F(x)  schiirfere Forderungen 

stellt, etwa die Beding~ngen fiir Satz 9 (S. 72); dann konvergiert 

(1 ft 

9 0 

also auch ohne den Exponentialfaktor. Die erw~hnten limites existieren und 

U(t, x) konvergiert mit seinen Ablei~ungen gleichm~issig fiir o ~ t. 

2. Abschnitt Zweiter Abschnitt. Die Randbedingungen: 

w~(,,) = ~,,(o) + ~..'(o) + ~,,(~) + ~ , , ' (~ )=  o (~) 
w~(.) = b , . (o )+  4~' (o)+ ~ .  (a)+ b.~'(a)= o, 

unter  der  Voraussetzung,  dass  alb,--a,.ba = asb~--aaba; a.ba~a~b.. ~ o ist. 

I~ 

w 

Schreiben wir 

L6sung  dor Randwor taufgabe  und Entwickelungssa tz .  

Exis tenz  unendlich vieler E'igenwerte. 

so besag~ die Bedingung 

(2) 

dass die eventuellen LSsungen 

J =l ~ 
b, be 

(in dieser Reihenfolge) 

' ~ 1 ~  ~ z : t 3 4 ,  

des Randwertproblems ein Or~hogonalsystem 

bilden. W~re (2) nicht erfiillt, so m~sste man nach einem yon BOcher 1 angege- 

benen Verfahren zwei neue Randbedingungen konstruieren derar~, dass die 

LSsungen dieses neuen Problems zu denen des alten or~hogonal sind. Aus der 

Forderung, dass diese neuen Randbedinguugen lineare Kombinationen der ur- 

spriinglichen sind, ergibt sich dann yon selbst die Relation (2), welche yon 

"Steklo~ direk~ als no~wendige und hinreichencle Bedingung der Orthogonalit~t 

nachgewiesen worden ist. Wir  wollen durchweg in dieser Arbeit die ,Orthogo- 

' Vgl. B6cher I. e. cap. II, 8, und S. 39/4o- 
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nal i t~tsre la t ion,  als effiillt  voraussetzen, wie es ja  bei dem im ersten Abschnitt" 

behandel ten  Problem in der Ta t  der  Fal l  i s t .  

Wi r  stellen die B e d i n ~ g  fiir  das Vorhande.nsein yon Eigenwer ten  auf. 

Es sei vl(x), v~ (x) ein beliebiges Fundamenta lsys tem.  D an n  versuchen wir die 

Kons tan ten  cl und c, so zu bestimmen, dass die F u n k t i o n  

C~) = ~, ~ (x) + ~ ~., (x) 

die Randbedingungen erfiillt. Es muss also gel ten:  

c, w,(,~)+ ~..Wi(v~)=o 

e, w~(@ + c.. w..(~)=o, 

wofiir als notwendige und hinreichende Bedingung die Gle.ichung 

zu fordern ist. 

Wir withlen jetzt speziell das in (2 a, I) ~ definierte und (4 a, b, I) asympto- 

tisch dargestellte Fundamentalsystem. Es ist 

[a, + a.~,,(a) + ~,u/(~) ~.. + ~,~,,~(a) + a4,,_.'(~) ] 
= l b ,  + ~ - ,  (a)+ b,~,' (a) b.. + b~,,..(a) + l~,,,.:(a) 

(3) = ~, . .  + ~ ,  + ~,~ ~,(a) + ~ ,  u~' (~) + ~ =  ~, (~) + ~ ~'(~) = o, 

wobei die Relat ion [ u , ( x ) u l ' ( x ) [ = I  benutz t  wurde. Bei asymptot ischer  Dar- 
I ~..(x) ~' (~) I 

stel lung erh:,ilt man also fiir ein Gebiet,  wo I(#)>-----b' ist, 

(3 a) ~ e ~ ' ~  = 2 ~ , ,  ee~a + ( ~ 4  + ~ - . )  - -  

e2e ~ a -  I 

I)ie GrSsse J.,~ ist 

t r anszendenten  Gleichung. 

e2e~a+ I + + ,od~ e~e {-,d42~1 + - -  
2 Q 

also wesent l ich f-fir den asymptot ischen T y p u s  

W i r  setzen in diesem Abschni t t  voraus, dass 

der 

1 (2 a, I) bedeutet. Gleichung (2 a) im ~. Abschnltt. 
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(4) 

is~. 

Gebie~ I(Q) >-- -- b-': 

e2r ia~--- I + 1~_ 
Q 

o =  +_ ~___~_~ + ~ .  

Georg Tautz. 

J+~ # o 

(3 a) er#b+ als no+wendige Bedingung fiir das AufLreten yon l~ulls+ellen im 

2 n ~ i  

Dasselbe folgt analog wie im ersten Abschnitt fiir das Gebiet I(q) ~-- + b ~. 

Nehmen wir also ]#1 hinreichen4 gross, und schlagen um s~mtliche Punkte  

_+ __n~ der 0-Ebene Kreise yon festem Radius r o < r <  ~r so Megen etwaige 
a 

Nullstellen, deren Betrag eine gewisse GrSsse iibersteig%, s~mtlich im Inneren 

dieser Kreise, haben insbesondere also beschr'~nk~e Imagin~r~eile. N ehmen wir 

nun b : > r  2, so gilt im Inneren und auf der Peripherie die Darstellung (3 a). 

Da e -P ia  im Streifen --b" ~-I(Q)-- < .~ b "~ fiir beliebige pun te r  einer festen Schranke 

bieibt, so kSnnen wir (3 a) mit e-e +" multiplizieren Und erhalten 

J---- q.J2~ (sin #a + ~ )  �9 

Auf den Kreisen bleibt I sin Qa I fiber einer festen Schranke u n d e s  gilt also 

J ~ J ~ s i n Q a . ( I + . ~ )  (Q=+--n---~+rei~;  ~176 " a .  

Da yon den Faktoren der rechten Seite nur  sin Qa bei e = + ~-- eine Null- 
a .  

stelle und zwar eine einfache besitz~, so i~nder~ sich bei einmal/ger Umkreisung 

dieser Stellen das Winkelargument yon zJ ebenso wie dasjenige yon sin #a um 

genau 2 z. Also besitzt J in der Tat im Inneren jedes Kreises eine einfache 

NuUstelle, falls n e i n e  gewisse angebbare Schranke iibersteigt. Nun ist J 

wiederum eine ganze transzendente Funk~ion yon Q, deren NullsteUeu sich im 

Endlichen nieh~ h~ufen kSnnen. Es kann also insbesondere nut  eine endliche 

Anzahl doppelter 1Wullstellen geben, im Gegensatz zu dem vorher behandel~en 

Problem. 
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Aus (3) folg4 welter  fiir eine Nullstel le  #. yon H 

( ) sin o .a  = ~-- = ~ = sin +_ n z  § e. 
Qn n a 

= + , , . 0 ,  

Wo I C I fiir beliebig grosse I Q I unter  einer fes ten  Sehrazlke verbleibt. 
wir  setzen 

a n 

97 

Also kSnnen 

Bezeichnen. wir die GrSssen Q~ = A~ wieder  als Eigenwer~e, so kSnnen wir Satz ,~. 

sagen, das in den B e d i n ~ g e n  (I) mi t  den  Einschr:s (2) und (4) ent- 

hal tene Randwertproblem ha~ unendlich viele LSsungen. Un te r  den Eigenwerten, 

deren  Quadratwurzeln die Form (5) besitzen, gib~-es nur  endlich viel zweifach 
ztthlende. 

w 2. Konturintegral und Entwickelu~2gssatz. 

Um ~thnlieh wie im ersten Absehni t t  das Kontur in tegra l  

(Z 

A~ o 

absch~tzen zu 

zung yon 

(Z ----- e-~) 

kSnnen, stellen wir  wieder  die Greensche Funkt ion  unter  Benut- 

Die  Ausdriicke W.(ve) nehmen folgende 

wo wieder A start A +  ~ geschrieben wurde. D a n n  ist 

d=~..l~,+ e'oa, a,+ e-e'~ + ,.-e'og-..,--e~',j.,} 

= e' (~ + e ' " ) ( - 2 .  + e - e : .  ~-~ , )=-e  ~ ~ ,  (] + ee 'o ) (~ - -e -~ '~  
13--30534. Acta mathema2iea. 58. fmprim$ le 9 aept.ernbro 1930. 

systems vl(x), v.(x) asymp~otisch dar. 

Fo rm an 

Wl(vl) = el(a2 -~ ee'. ~) 

W~ (v~) = - e l  (as + e-c'" ~,) 

(7) (vgl. S. 40 t~.) und des in (8) und (9) definierten Fundamental-  
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Indem wit  (7) derselben Umformung  u n t e r w e r f e n  wie auf  S. 44, behiil~ das 

drit~e Glied der let.zten Sp~.lt.e die damallge Form bei (I I), (~ ~ ~), d~ es j~. g~r 

nich~ yon den Koeffizient.en der  Randbeding~angen abh~.ng~. Fiir  die anderen 

Glieder der leiz~en Spalte erh~lt, man  

I . �9 ~ _ �9 . - 

W~Cr) - ~ (~) " - '  " '~' (~) - 2 r [r ~ ~ '  c . -  ) a ~ -  ~ ,  e~"  a~] ( i  = ~) 
- : -  vv~tvd- -  - -  W~(v:)= 

Da im Nenner der Greenschen Funkt.ion die GrSsse d s tehk so kiirzt sich aus 

der zweiten und  dr i t ten  Zefle der Z:,thlerdet.erminant.e der FakCor 0 gegen Q" im 

Nenner. ~ Die anderen Fak~oren-yon J ver~eilen wir au f  die ersten beiden Spal- 

"ten, deren zweit.e wir mi t  ee~a erweitern. Nun  kiinnen wir noch aus den letz~en 

beiden Zeilen den Fak~or i herausziehen, welcher sich gegen das Minuszeichen 

im Nenner  kompensiert .  D a n n  ist  

I 
(6) 2q O (x , s ;  Z) = ~ , . -  

ee./= ~ , __eei(a--~) , iee/+ (x-s) 
I - I -  e 0  i a  i - - e ~ ( a  i 

i + ee/= ' I - e. ~ ~ ' i [5~ee~("-0} -- 5nee~,] 
i 

- - $ ' a -  

/~ +eei"  b~ b~+er b, 
= : -= , i ~ , ~ ' ( ~ - ' ) - - - b o ~ e " ]  

y + e e i a  ' i - - e e t a i  

Setzt man diesen Ausdruck in I= ein, so gilt., wenn f ( s ) u n d y  (s)s~iickweise 

stet.ig sind, ffir das Int.ervall ~ _< x --< a --  ~ offeusicht.lich diew Abschgtzuhg wie 

im ersten Abschn;~,  da die asymptot isch verschwindenden BeitrKge yon damals 

je~zt, nur  mit  endlichen Fak~oren as, a4 . . . .  multiplizier~ auf~re~en. Das d r ive  

Glied der er.st.en Zeile is~ aber genau das friihere bis auf  Summanden der Form 

~ ;  sein Fal~or in der  Entwickelung der Determinant.e ist. nat.iirlich wieder I. 
r 

Das Kont.urintegral wird also wieder dem Wer~e 

( f ( x - o )  + f ( x  + o)) 

zus~eben. Wie fri iher kSnnen die Bedingungen. fiber f ( x )  durch die in 8at.z 3 

des erst.en Abschni~t.es angegebenen ersetzt, werden. Aus der im ersten Abschnit~ 

allgemein gegebenen Residuenbest immung'folgr  dann sofort  der Entwickelungssat.z. 
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2. St~tze fiber gleichmt~ssige und  abso lu te  R'onvergenz sowie gliedweise 

Differenzierbarkeit .  

w 3. Verhalte9~ des Konturintegrals an den _Randpunkten und gleichm6ssige 

Konvergenz. 

Das Verhalten des Konturintegrals in den Randpunk~en liiss~ sich in ganz 

analoger Weise wie in w 5 des ersten kbschnit tes bestimmen. Wir en~wiekeln 

wieder G (x, s) nach der ersten Zeile. Das mi~tlere Glied der Entwickelung liefer~ 

wieder wegen des Faktors eet(a-~} einen asymp~otisch verschwindenden BeRrag 

zum Konturintegral fiir den Wer~ im Punkte  o. Fiir das erste Glie.d g(x,s) 

finde~ man leich~ 

i eet~ 
2 e ~ ( x , s )  = _ 

L / . . ,  ( ~ + e~'") - ia- I 

a 4  + e e  a . . . .  a " - 

I - - e  ~  I " " 

- -  t t t  - -  , b~+ee b~ v -i'a ,' T 
. - - - - - - : - ~  , o .  e ~ ~ - -  , ~ o ~  e e i S  I 

I - - e  ( ' z a  I ~ " ] 

Setzen wir 

,) (x, ~) = a (x, 8) + s* (z ,  8), 

wo g (x, s) aus g (x, s) durch For~Iassung der Querstriche auf der rechten SeRe 

entsteh~, so besteht g*(x, s) aus Gliedern derselben Art  wie bei der entsprechenden 

Zerlegung im ersten AbschnRt (w 5), die mRhin asymptotisch verschwindende 

Beitr~ige zum Konturintegml liefern. Es ist 

e 0r 
2eg(x,s)---- i _ e 2 e i  . �9 [e ~i" + e~"2"-'l]. 

Wir  multiplizieren mit f(s)  und integrieren' partiell nach s; dann.liefer~ der 

zweite Summand der Klammer einen i u s d r u c k  yon der Form 

r ~ (~ > o), 
Q 

also genau yon der F o r e  des Integranden in (12, I; S. 46), dessen Bei~rag zum 

Kon~urin~egral asympto~isch verscl~windet. Nun ist 



100 Georg Tautz. 

J ; ee" f ( s )  as  = f ( o )  + ee ' , f '  (s) 
ei r ei 

0 0 

ds .  

Auch die letzten beiden Svmm~nden liefern nach (I2, I2a ;  I) asymptotiseh Ver- 

sehwindendes. Wir  behalten schliesslich nur  noch das Integral  

(7) --  I f --  f(o)ee'= f f(o!~'~ ~ ['f(o)ee'~e2e'~ d 

xn Xn 

Sei zun.2chst wieder x = o, so ist 

,7 , f .f(o) f(o) f dQ 2" 
�9 2~ri q ( I - - e 2 e ~ ) d q = - Z ~ i j ~ - -  

Der Beitrag des dr iven Gliedes der Entwickelung yon G (x, s) zum Kon- 

turinte.qTal is~ dutch Gleichung (II; I) gegeben. Ffir x = o  fifll~ das yon o bis x 

erstreckte IntegTal fort, und es bleibt nu t  der Summand 

f ( x  + o) __ f (o )  
2 2 

Das Konturintegral hat  also yon selbst, ohne dass man den Werten  f ( o ) u n d f ( a )  

irgendwelche Bedingung aufzuerlegen brauchte, den richtigen Wert  

I(O) = f ( o ) .  

Es liissg sich aber auch leicht zeigen, dass 

l im I(x) = f ( o )  

isk Denn in Gleichung (II a; I) steht unter  anderem der Summand 

_-_, ff(oL '" 
z~r i  j q de; 

dieser hebt sich aber bis auf asymptotisch verschwindende Glieder mit dem Aus- 

druck (7). Der Rest yon (I I; I) aber wird asymptotisch gleich f (x) ,  wenn x 
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kleiner uls die kleinste Unstetigkeitsstelle yon f (x)  angenommen wird. W i t  kSn- 

nen also sagen: 

Effii l l t  die Funkt ion  f (x)  die Bedinglangen yon Satz 2 oder 3, so is~ sie Satz x2. 
auf die Fouriersche Ar t  nach den Eigenfunkt ionen unseres Randwertproblems 

entwickelbar; die Reihe ist in jedem Falle  in den Randpunk ten  der Funlr~ion 

gleich, und konvergiert, wenn man  die Unstetigkeitsstel len yon f (x)  durch be- 

Hebig kleine offene Interval le  ausschliesst, in den Rest interval len gleichm~tssig. 

1%un setzen wiz wieder 

bzw. 

und  erhalten die Formeln: 

(8) 

f ( z )  = G (x ,  t ;  ~,) 

f(x) = ~ G (x, t; /.,), 

G (x,-t; t,) = ~ ~"(=) (q~')(O 

___ ~" ~, , '  ( t ) r  . 
Ot 

Die erste Reihe konver~er~ gleichm:&ssig fiir beide Variabelen im ganzen 

Intervall ,  die andere konvergiert  in der einen Variabelen gleichm~tssig, wenn 

man  die andere festh:,tlt und die Stelle t----x durch ein offenes Interval l  aus- 

schliesst. Letzteres eriibrlgl sich, wenn die eine Yariabele auf  einem Randpunkt  

festgehal ten wird. D a n n  gilt  n~mlich, wenn z. B. t = o  gesetz~ wird, fiir 

O" 
0--t G (x, t; $~), das in den Interval len o --< x < t, t ---< x --< a beziehentlich durch 

G~(x, t; /~), O G2(x, t; tz) definiert sein mSge, dieselbe Entwickelung wie fiir 
Ot 

a G~(x, t; /~)t=0. ~ D . h . :  die die im ganzen Intervall  [o, a] ste~ige Funkt ion  ~-~ 

Reihe 

(~t ) haben die Form Denn die Entwickelungskoefflzienten yon G (x, t) t=6 

E 0 

und das zweiCe Integral strebt mite  gegen Null. 
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" ~,,' (o) 9,.  (~) 

konvergiert gleichm~ssig in [o, a], und es ist insbesondere 

(9) ~_jq~'(~176 = (~  Gn(o, t; t~))t=o" 

Daraus folg~ ffir den umgekehrten Fall: x--o  und t variabel, dass die Reihe 

~.'  (t) ~.  (o), 
I ' t~l  

t4=~a(n gleich der Funlr~ion OGl'~ ist;, wegen x = o < t ,  nichi~ gleich- welche fiir 
Ot % -  

m~ssig konver~e~, denn es ist; nach Definition yon GI, Gn 

(oo, % = (oo.o,; % _ : 
O t x ;t~,-- ~ x 

~ 0  ~ 0  n ~  l 

und ~hnlich ffir x-~t-~a, wie aus der Fussnote Seite Iox folgt 

(iob) 
')),:.= (OO'Z %--' 

Diese eben abgeleiteten Beziehungen benStigt man, wie wir sparer sehen werden, 
bei der Aufstellung der Bedingungen fiir die einmalige gliedweise Differenzier- 
barkeit. 

w 4. Asym~totisehe 1)arstellung der Eigenfunktionen und bilinearen Reihe. 

u x (x), u~(x), sei das schon 5f~er benu~z~e (2 a, I) Fundamentalsys~em speziell 
fiir einen Eigenwer~. ~ genommen, u(x) sei die zugehSrlge Eigenhmktion (~ 
mSge bereits im Gebie~ der einfachen Eigenwerte liegen). Es sei 

I Aus (9), (Io b) sowie  der Gleichung 

q~,,'(x) ~o~ (x) ( ~ )  x (o<x<a) 
F ( X )  = 2 ;  ~ . . _ _ / ~  = t =  z - -  2 

kann man beil~ufig folgern, dass die F unkt i o n  F ( x )  im Intervall (o, a) stet ig  ist,  dass aber: 

I ; F ( a i  = l im ~ x )  - -  I ist .  F(o)  ----- lira F ( x )  + ~ 
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. ( x )  = + 

dann ist 

c _ ~ = _  W~ = W~ (bzw. ~ V ~ = W , ~ = o ,  falls e t=o ) .  

Un te r  Benutzung der asymptotischen Dars te l lung yon u ~ ( x ) u n d  u ~ ( x ) ( 4 a ;  I) 

erh~lt  man nach Multipl~kation mi t  e-e~ ~ (das j a  ebenso wie der Imagin~rtefi  

yon Q~ besch~ml~ is~) 

~V11 = a~ + a s cos q , , a -  a~ , ,  sin q , , a + ~  

~tr~ -~- a~ + a~ cos  ~,,a + as sin # ~ a  + ~_, 

~lr n ist also besehr~tnkt, da sin q . a ,  wie bewiesen, die Form ~ hat.  
On 

weil 

Wl~=a., +a .  l cos @,a + = a., + a4 + ~ ,  

Welter  is~ 

W~re nun  a 2 = - ~  a4, so nehmen wir sta~t~ Wn und  IF1., die GrSssen ~F21 und 

~F2~, welche dieselbe Form haben, nur  dass die a, mi t  den b, ver~auscht sind; 

da  , / ~  ~ Null sein muss, ist  dann sicherHch b2~ + b~. Der oben erw~hnte Fa l l ,  

dass ~F1s und  W~ verschwinden, kann  also nicht  eintreten;  einer der-beiden 

Werte  muss sog~r fiber einer festen Schranke verbleiben. Is~ also n o hinreichend 

gross, so ist ffir alle q~, n >_--no, 

wo M eine feste endliche Zahl is~. Es ist  dann  also 

u(x) = cl cos (~,,x) + c_~ sin (#nx) § ~-- = cl cos (Qnx) + ~---, 
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fails Ic, I und somi~ auch Ic~l unter  einer yon n unabhi~ngigen Schranke liegt. 

Set zen wir c t =  ~, so is~, wegen e~ ~ + n---~ + ~ '  
a ~n 

u ( x ) = e o s  + - ,  
�9 a 

und d~e normier~e Eigenfunktlon schreibt sich 

V ~  ~ T X  lf/ ( ~ )  ~, ,(x)-= oos - - +  - -  
n 

Ahnlich wie bei Kneser ~ finder man 

. . . .  I T  h a =  at  § ~0; ).i, n " ~  

~ ' ( x )  = a sin + n~ 
)~--~ n ~  a 

(II a ,b)  

i i f , , ( x )  ~,,(s) : a I . ~ x . ,~ 8 
-~-- - -  --~ COS - -  COS - - - -  -~- - -  

~, , '  ~ 
~ ~ - -  - -  C O S - - - -  ~ r  - -  

~ - n - - ~  ~ ~ a a n ~ 
n ~ l  ~ 1  

wobei rechts in geeigneter Weise Summanden hinzugefiig~ und wieder abgezogen 

wurden. 

Aus d~eser asymptotischen Darstellung der Greenschen Funktion und ihrer 

Ableitung erschliess~ man einerseit.s die absolute Konvergenz der bilinearen 

Reihe, da yon einem gewissen n an 

~,,--X = ~ z c o s  a cos -a + 

ist, anderseits ergibt sich das Vorhandensein des Gibbsschen HSckers bei der ab- 

geleiteten Reihe, da ja  ~ ~ gleichm~ssig konver~er~, der ~rigonome~rische Teil 

der Reihe aber den HScker aufweis~. 

' VglJ L c. w167 29, 30. 
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w 5. Absolute Konvergenz der allgemeinen Sturm-Liouvilleschen I~eihen. 

Im Gegensatz zur Annahme in w Io des vorigen Absch~it~es lassen wir 

je~z~ Z(x) komplex. F(x) se~zen wir zun~chs~ wieder als quellenmtissig dar- 

gestellt voraus. Dann folgt die absolute Konvergenz der Reihe 

" f fs( 

genau wie in w IO (S. (59) aus der asymptotischen Darstellung der normierten 

Eigenfunktionen (II, II). In  derselben Weise wie damals kSnnen wit auch jetzt 

die Forderung der Stetigkeit yon F' (x) dutch die Bedingung bloss stiickweiser 

Stetigkeit ersetzen.. Von dem Erfiilltsein tier Randbedingungen kSnnen wit tins 

jedoch jetzt g~nzlich frei machen. 

Wir  schreiben die Greensche Funktion in folgender Form 

(,2) 
v(~, ~; z ) =  ~,(~)u,(~)+ r G,(~, ~) (~-< ~) 

= ~(s)u,(x) + ~,(s)u~(~) = G,(x, ~) (~-> ~). 

Falls nun die zwei Funk~ionen G2(x, o) und G~(x, a) fiir o ~ x ~ a  ein Funda- 

mentalsystem bilden, so ist 

! wI(G~(~, o)) wl (a l (x ,  ~))1~ o, 

da ja X kein Eigenwert isk Folglich lassen sich bei vorgegebenem A und B 

zwei GrSssen dl und d2 durch die Forderung bestimmen: 

w~ [d, G,(x, o) + d, G,(x, ~)1 = A 

W, [d, G~(~, o) + d~ GI(~, a)] = B.  

Wir zeigen nun, dass G1(x, a) und G2(x, o) wirklich ein Fundamen~alsys~em 

bilden. Dazu untersuchen wir ihre Wronskische Determinante, miissen aber 

vorher noch die c,(s) genauer bestimmea. Unter  Benutzmag des bekannten 

Fmadamentalsystems ul(x), u~(x) erh~lt man 
14--30534. Acta ma$hematlca. 56. Imprim~ le 9 septembre .1930. 
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Wll = a, + a 3 u, (a) + a ,u , '  (a); ~V1, -~ a_, + a s u.. (a) + a,u.~' (a); etc. 

Dami t  gehen wir in (7; I) (S. 40). Es is~ .zunSchs~ 

I t t 
W1(7) = 2 [--u*(s)(a'--asu1(a)--a'u' (a)) + u,(s)(%--asu,(a)--a,  u2 (a))]; etc. 

Fi ihren wit  dies in G(x, s) ein uncl a~ldieren zur letzten Spalte die mit  u2(s) multi- 

pIizierte erste uncl die mit  --ul(s) multiplizierte zweite Spal~e, indem wir clas 

obere Vorzeichen yon 7(x, s) w~hlen, so erhal~en wir 

ulCx) , u~Cx) , o 

al + a,~,Ca)+-,~,'(a), a, + a,~.Ca)+ a,u.:(a), 2 u,C.~)Ca3u, Ca)§ ~,.,'Ca)) 

2 

b, 51- bsu,(a ) + b ,u /  (a), b. + bs%(a) +.b, u2" (a), 2u,:(s)(bsu,(a) + b,u~' (a)) 
- 2,,, (8)(b,,,..Ca)+ b,u,'(a)) 

I a, a~'~,~Ca) + a~";(a) J 
=--",C~)",(~) b.~ b,,,_. (~)+ b,,,.'(~) +''(~)'~('~)(~'~'~l(a) + ~'..,,,/(~)--d,,) 

- ,,+/ ,,, (s/ ] ~ ~176176176 +,.(~/,,~(~/(~,,,-,(,/+~,~,~.'(,1+ ~,~/. 
b, bsu,(a)+b,u/(a)  " 

]Vlan erh~lt also z. B. fiir Gl(x , s) 

(, 3) - ,,_.(x),,~(s)(~,,,,,, Ca) + d~,,,/(a))+ u~(x),~(s)(~,~, + ~,,,,,(~) + ~,~,,,; (a)). 

G2(x, s) ergib~ slch hieraus einfach durch Ver~ausehung yon x und  s. 

Wegen  u/(x)u2'(x) = I, isg 

i o, o, i_ i 0 ,o, I 
D-= a~ (~, ~ /a / (x ,  a) I e~(~/~(~/ " i. 

Inclem Mr  die W e r e  yon e~(a),.., gemii, ss (13)einsetzen,  erhalt~en wi t  

- ~ , ~ , ( a ) - ~ , ' ( a ) ,  - ~  + ~ , ~ ( a )  + ~ . ,u /Ca)  I 
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I - ~ -~ , - -4~," .~(a)  ~ , ,  + .#~,u, (a)  

= - ~J . . ,~J~ , - , ,4 , , ) ( /_ t .~ , ,  + ~ t ~ , ) - . : ( , , ) ~ t .  ~J. , - -  J_.,~4~,+ 
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+ , ~ ( a ) A . ~ ,  + u, '(~)~,.  

Bilden wir nun 

- -  L L , L .  d , s  ~--  �9 = " " ~ - -  ( d . ~  3 J , ~  + d ~ , ) ,  

" a., b~ bs - -  as  d- ' t  d~-s I 

so erhalten wir also den Faktor yon u~(a) im vorhergehenden Ausdruek. 

man diesen also dureh --z/.~dln , so folgt aus (3; II) 

Ersetzt 

- - d . D  = J . z r  

- -  D = ~ . . ~  o ,  

was wir beweisen wollten. Man sleh~ aber gleiehzeitig, dass diese Me,bode nur 

auf den eben behandelten Fall zugeschnitten is~. 

Somit sind wir in der Lage, elne Funktion, /,'(x), welche, in die Rand- 

gleichungen eingesetzt, diesen beliebige ~Verte A und B erteilt, darzustellen in 
der Form 

(x 4)  ~'(x)= q)(x) + d I G~(x, o) + d~ Ga (x, a),  

wobei O(x) die Randbedingungen erfiillt. 

Damit ist die absolute und gleichmt~ssige Konvergenz der Reihen aller ste- 8atz ~3. 
~igen Funktionen mit stiickweise stetiger erster und zweiter Ableitung bewiesen. 

w 6. S~'t~e iiber gliedweise Differenzierbarkeit. 

Da bei unserem vorliegenden Problem die asymptotisehe Darstellung der 

komplexen Eigenfunk~ionen gelungen ist, so iibertragen sich die Ausfiihrungen 

yon (w I2; I. S. 77) wSrtlieh auf den jetzigen Fall bei komplexem L(x). Wir 

kSnnen jetzt sogar noch mehr aussagen, n~mlieh yon dem E1Tiilltsein'beider 

Randbedingungen absehen. Sind n~mlieh F(x) und qg(x) die tier Gleichung (I4) 

des vorigen w zu Grunde liegenden Ftmktionen, und ~(x) stetig, $'(x) und $"(x) 
stiickweise stetig, so sind die Reihen aller drei Funk~ionen der recht~n Seite 

gliedweise differenzierbar, also auch die En~wickelung der linken Seite. Aller- 

dings wird dann nach den Sehlussbemerkungen yon w 3 dieses Abschnittes 
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a 

n~ l  ' O 

in den Randpunkten im allgemeinen nieht gleieh F'(o) bzw. F'(a) sein. 

Aueh die Behandlung der zweiten Ableitung is~ dieselbe wie frfiher (w I I; 

I S. 72); jedoch ergeben sieh noch Vereinfaehuugen. Damit n~mlich die Fou- 

rierentwickelung yon f"(x) gleichm~ssig konvergier~, braueht fiber die Randwerte 

yon f"(x)  nichts vorausgesetzt zu werden. Nur f (x)  selbst muss die Randbe- 

dingungen erfiillen, dami~ der Greensche Ausdruck J* (a) ~,, (a) --9~a) ~ '  (a) 

verschwindet. Weiterhin is~ fiir die gleiehm{issige Konvergenz der Entwickelung 

yon f ( x ) .  L(x) nicht mehr die Beding~ng 

.L(o) = L(a) 

erforderlich. Es folgt daun die Gleichung 

a 

I j" f ( x )  = de, 
n ~ l  0 

aus der Tatsache, dass unter den genannten Bedingmngen bereits 

n= l  0 

Sat;: I4. 

isis. 

Ist  die 
Gleichung 

Die den frfiheren entsprechenden S~tze lauten also je~zt: 
Funktion f(x) stetig, f (x )  uncl f"(x)  stfickweise stetig, so gilt die 

a 

~ = I  0 

mi~ Ausnahme der Unstetigkeitsstellen yon f ' (x) und fiir den Fall, dass f(x) die 

Randbedingxmgen nlch~ erffill~, auch der Randpunkte. 
Erfiill~ die zweimal stetig differenzlerbare Funktion f(x) die Randbedingungen, 

und ist f ' (x )  sowie L(x) in der Form 
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~(~) = ~o(o) + f qD(~) dx 
o 

darstellbar, wo 99 (x) summabel ist, so gilt auch die Gleichung 

t l  

f"(~)  = y ,  ~,i"(x) . ,,(~1 (o _< x _< a). 
~I 0 
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w 7. Die L6~ung der partiellen D~fferentialgleichung (36; I) unter abgeh'nderlen 
Bedingungen. 

In  der par~iellen Differentialgleiehtmg (36; I) mSgen jetzt p(t) und q(~) 
komplexe Funktionen der reellen Variabelen t bzw. x sein. Im iibrigen sollen 

die friiherea Bedingungen gelten: io(t) und  q(x) ste~ig, q'(x) und q" (x) stiickweise 
stetlg. Jedoch durchlaufe jetzt t nu t  ein endliches Intervall  to<--t<t 1. Die 

Randwerte yon q(x) seien beliebig. 
Die Funktionen F(x) und V(x) seien einmal stetig differenzierbar, F"(x) 

stetig, ~""(x), ~'(IV)(x), G"(x) stiickweise stetig, ausserdem mSgen aF(x) und G(x) 
die Randbedingungen (I; II) erfiillen. Es wird behauptek dass dann die Funktion 

(! 5) U(t, x ) -  ~ [An~p,n(t) +.B,,~p.-,,(t)] 99n(x) 

eine LSsung der Differentialgleidhung ist, fiir welche 

u(to, x) = F(=);  (o U(t, X) 
It=~,= G@) ist. Ot 

Der Beweis verl-Xuft fast genau wie im ersten Abschnitt .  Die Funk~ionen 

ap sind beschr~nl~, da aueh e--en~ besehrii~kt ist, allerdings nu t  unter  der sehon 

erw~hnten Voraussetzung, dass t nieht beliebig grosse Wer~e annimmt,  denn 
sonst wiirden die ~igonometr isehen Funkt ionen waeh.sen. Eine weitere Be- 

merkung ist nur noeh notwendig bezgl, tier Konvergenz yon 

wo B,," --~ ]G"(a)q~n(a) dee war. Dies gilt  aueh fiir komplexe t/~". Denn sei etwa 
a /  

0 
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und entsprechend 

GCx) = alCx) + i G.(x) 

/ G,"(a)9,(a)da =- B'~.,, 
0 

(G1, G, reell) 

was im allgemeinen natiirlieh nicht  reeU sein wird. Unter Benu~zung der asymp- 

totischen Dars~ellung yon ~ ( x )  ist 

"j  5f B . , . =  G."(,~) c o s - - d , ~  + G."(,~)~(.) d .  = 0 .  + - -  
a n 

o o 

IB:,.I ----- IC.I + ~ID.I  (ID.I beschr~nk~ fiir alle n). 

Da G~,,(a) quadratisch integ'rierbar isi, 

ver~elq; ~ [ D , , I - ' .  Mit 

schliesslich auch 

denn es ist 

so konver#er~ -~] 0,,[~; ausserdem kon- 

z l a ,  l' is~ auch ~1  v.I konvergent. Also konver~ert  
,n 

ZlB:,,I ~, 

IB",., I-" _< I C,I'- + --=1 In,,D,," + I  21 a , l . I D ,  l _  . . 

Also konvergier~ auch 

und somit auch 

~[B:.,I.IB:.21, 

_~ ~ . . . .  , ~, ~]]. z l B . " I '  < -  [IB:,,I' + IB., ,I-  + 21B: . , IIB" 

Es ist also in der Ta~ (I5) die LSsung unseres Problems. 

3. Abschnilt. 
Drit ter  Abschni t t .  D i e  Randbedingungen:  

alu(O ) 4- a ,u ' (O) -F asuCa ) -{- a,~u'Ca)=o, 
bxu(o ) + b,u'(o) + bsu(a ) + b,u'(a)----o, 

bei den Vorausse tzungen ,J~ ---- o; J12 ---- Js~. 
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I. C h a r a k t e r i s i e r u n g  der  fzir die A b s c h ~ t z u n g e n  w e s e n t l i c h e n  U n t e r f ~ l e .  

Es sei 

( al a, a3a4~ 

bl b~. bs b J  

das Schema der durch die Randbed ingungen  gegebenen Koeffizienten.  W i r  zelgen 

nun,  dass es ausreicht, das etwas speziellere Schema 

( o a a , : )  
(I) b~ o b3 

zu betrachten.  Nehmen wir vorweg den Fal l  

a~ = ba ~- o .  

Dami t  ist  jedenfaUs 

dl~=o.  

Es sei zun:,~chst noch b ~ o  angenommen.  I s t  a ~ = o  so muss auch aj verschwin- 

den;  das erg~be das Schema 

(ooo ~ o) (~ ~OoO ) 
bl b2 b~ o a~ 

wobei das ' = '  Zeichen die Aquivalenz der  Schemata  ausdriicken so i l  Substi- 

tu ie ren  wir  in der Different ia lgleichung ~ - - ~ a - - x ,  so wiirde sich das letzte 

Schema schreiben: 

(o o ~ , : ) o ~ o  o 

h~tt~e also die gewiinsch~e Form (I). 

I s t  nun a~ auch ungleich l~ull, und  etwa b~-~-ca 2, so ist  auch b l ~ c a l  

(o~ o. a~ ~ o) (:,o, o, o~ = (a ~ a o oo) 
ca: ca~ b s o b3.--ca3 o /  o bs- -ca  s 

also wieder  der  eben e r l e d i # e  Fall. 

I s t  aber  az = b~----o, so erhal ten wir  

( gl 0 a s : ) .  

b 1 o b s 
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Dies ist, wenu wir iiberhaup~ zwei Randbedingungen haben wollen, also J~.~ 

ungleich Null sein soil, nur denkbar, wenn 

= = o 

ist, ein Fall, der sich durch das Schema 

(OO o o o ~ 

darstellen l~sst, welches auch unter. (x) f~ll~. 

Es m5gen um a4 und b4 nicht beide verschwlnden,also etwa a~ ungleich Null 

sein. Nehmen wir zun~chst an, dass b~ und b4 noch nicht zugleich Null sind, so 

muss bestimmt b~ ungleich Null  sein, andernfalls miisste wegen a ~ b ~ - - a ~ b ~ - ~ o  

aueh b.~ gleich Null sein en~gegen der Annahme. Sei also 

. a ~ : c b ~ o ,  und somi~ auch: a~--~cb 2. 

Dann ist 

b t b~ b3 b4 cbl  as cb3 a~ cb l - -  al o c b ~ - - a  a o /  

Im letzten Summanden multiplizieren wir die erste Zeile mit c b l - - a  I u n d  

addieren die mit - -a  1 multiplizierte zweite Zeile hinzu. Verschw~nde c b i - - a l ,  

so miisste wegen 

dl.~----J.~ und a ~ o  

auch c b s - - a  s verschwlnden, uncl wi t  h~tten dann in Wirklichkeit  nur eine Rand- 

bedingung. Man erh~l~ also schliesslich 

cb I ~ a 1 , o , c b s - - a  s , - 

Dies besagt aber zunRchs[ nur, dass eine Funktion, welche die aus dem urspriing- 

lichen Schema gebildeten Randbedingungen befriedig~, auch die aus dem le~zten 

Schema gebildeimn erfiillt. Jedoch gilt auch die Umkehrung. Da ns c b l - - a l  

u n d c  nicht verschwinden, also als Divisoren benutzt werden kSnnen, so kann 

man alles wieder riickgi~n~g machen; das ist auch beim vorweg behandelten Fall 

(a~:b4-----o) so. Damit sind aUe MSglichkei~en erschSpf~ and Schema (I)als  fiir 

unsere Zwecke ausreichend erkann~. 
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Setzen wir nun in Gle ichung (3 a) des vor igen  Abschn i t t e s  J.,4" gleieh Null  

(S. 95), so erhal ten wir  

e~ ~a + I ~V 
(2) /_[eeia = 2,dlseQia + (zar + zifaz ) _ _  + - -  _~_ 0 

2 e 

als Bedingung  fiir die E igeuwer te  der  oberen Ha lbebene  und  eiues Streifens 

yon endlicher  Breite in der  un te ren  Ha lbebene ,  der  an die reelle Achse gTenzt. 

Setzen wir  

--a2b1=J~o.=A; ,da~ + J~2---- --(a4bl +a~ba)-~B; ee~a = s ,  

so folgt,  falls B nieht  versehwindet ,  ~.us (2): 

s~B + 4As  + ~ =  o 

I 2A + V 4A"--~" ( 3 )  s = - _ 

Qia = ~_ 2 n g i  + lg - -  - -  - + - -  .o 

_ _ + 2 n ~ i + _ l g ( - - 2 A + V 4  A ~ - B ' ) _  . +--~PQ " 

U m  dasselbe Ergebnis  fiir die un tere  Ha lbebene  zu erhal ten ,  h~tten wir 

nach  f r i iherem Muster  in der  ers ten  Gle ichung (3) fi ir  s nu r  e-eta zu setzen, 

was zu denselben Ausdr i ieken f i ih rk  Wie m a n  aus  (3) so fo r t  erkennt ,  miissen 

die Imagin~r te i l e  der evtl. E igenwer te  zwischen yon o unabh~ng igen  Schranken 

liegen. 

Die eben angewandte  U m f o r m u n g  versagt ,  wenn  B verschwinde~. Nehmen  B----A----o. 

wir  zun~tchst auch noch an, dass A gleich Nul l  ist, so verfa l len  wir  auf  ein be- 

kann tes  Randwer tproblem.  Aus 

b l a ~ + a  S b a = b l a S ~ o  

f o l ~  n~mlich,  da bl oder  a 2 verschwinden  muss,  

bl aa ~ a~ b s ---- b 1 a S ~- o. 

I s t  b t = o ,  a ~ o ,  so muss  bs versehwinden,  und  wir  h~t ten  i ibe rhaup t  nur  eine 

Rundbedingung .  Dasselbe t r i t t  ein, wenn a~-~o ,  a 4 # o  ist, denn dann  muss 

15--30534. Acta mathematica. 56. Imprlm6 le I0 septembre 1930. 
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auch b~ un~ wegen 

M5gliehkeit 

b~a~----baa~ auch bs verschwinden. 

a~ = a ~ = o .  

Es bleib~ also nur die 

Dami~ erh~l~ man das Schema: 

(ooo :) (ooo,:) 
b~ o bs bx o o 

also die bekannte Randbedingung u(o)=u(a)=o.  
In  allen diesen F~llen haben die Quadratwurzeln aus den Eigenwerten im- 

mer beschVs Imagin~rteile. In  dem noch fibrig bleibenden Falle 

B-~o, A~o. ~---=o, A ~ o  

jedoch werden die Imagin~ir~eile gross e~wa wie die Logarithmen der Realteile, 

wie wir am Schluss dleses Abschnit~es noch zeigen werden. Dieser Typus yon 

Randbedingungen gehSr~ nicht mehr zu den yon Birkhoff als 'reguliir' bezeich- 

neten, die er seinen Ausfiihrungen zu Grunde legt. Die Forderung der Reg~- 

larit~t besa~, dass in dem asymptotischen Ausdruck fiir A die Fak~oren yon 

eeia und e-ei,, -- in unserem Falle ist es B- - ,  bei Yernachl~ssigung der GrSssen 

~-- nich~ verschwinden diirfen. Die Randbedingungen miisseIi dabei abet redu- 

ziert sein, d. h. es miissen die ersten Ableitungen nach ]~ISglichkeit eliminiert 

sein. ~ Darum ist auch die Randbedingung: u(o)=u(a)=o nut  scheinbar 'nicht 

regular', denn in diesem Falle ergib~ eine direkte Absch~.~zung: 

r q 

2. L6sung des Randwer tproblems und  En~vicke lungssa tz  flir den Fall, dass  

.J~, + zia~= --(a~b 1 + a~bs)~o ist. 

w I. DiskusMon der transzendenten Gleichung. 

unsere Absch~tzung benu~zen wir Gleichung (2; III),  welche wir mi~ 

e-e ia multipHzieren~ indem wir uns auf einen geniigend bre~ten Streifen sym- 

t Vgl. Birkhoff 1. c. zweite Abhandlung w 4, S: 382/383. 
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metrisch zur reellen Achse beschr~nken. Wi t  schlagen Kreise, die sich nich~ 

treffen, yon festem Radius um die Stellen 

Etwaige EJgenwer~e kSnnen dann nach (3; I II)  bei hinreichend grossem n nur 

ira- Inneren der Kreise liegen. 

Die Kons~ruktion der Kreise gelingt nur dann nicht~ wenn immer zwei der 

Stellen Qn zusammenfallen, was dann und nl~r dann eintrltt, wenn 

2 A ~ u  

is~. Im ersteren Falle (oberes Vorzeichen) schlagen wit die Kreise um die Stellen 

zn~v, im anderen Falle um die Stellen (2n-t-i) -~. Setzen wir 
a a 

2A 
c o s t a  + -~-  = c o s t a  -- cos eoa ~- ~(e) ,  ~ 

so besitzt 9~(~) an den Stellen Qn und nur an ihnen fiir den Fall 2A ~ - ~  B ein- 

fache, fiir den Fall 2 A : . T B  doppelte Nulistellen. Fiir 2A--~--B und a3-~o 

erh~lt man sp'eziell die im ersten Abschnit~ behandelten Randbedingungen. In 

der Absch':itzung spielt as, das ja gar nich~ explizit auftritt ,  keine Rolle. 

In der neuen Bezeichnungsweise lautet die transzendente Gleichung 

= + _ = o .  

Q 

Au~ den betrachteten Kreisen ist ~(~) ungleich Null; das Winkelargumen~ die- 

ser Grb'sse aber ~nder~ sich bei einmaliger Umkreisung dutch Q um 2~, falls 

2A ~ ~-B ist, andernfalls um 4re. Pas  Gleiche gilt mithin auch yon der GrSsse 

( ) ( 
b i i t t e ] s  (4; III)  bestiitigt man leicht, dass in  der  Tat 

2A 
cosQoa = ~ ~ -  i s t .  
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8atz ~5- Dami~ ist die Exis~enz unendlieh vieler Eigenwerte gesieher~. Nur fiir den 

Fall, dass z : 4 ~ - u  B is~, k5nnen unendlich viele zweifaehe darunter auf~re~en. 

Ihre asymptotische Form is~ folgende, wie wir gleich noch zeigen werden: 

q , ~ =  ~,, + ~ ( 2 A # T B )  
,n 

2 n ~  , (2n+ I)~ g, 
O,,-- + - - ,  bzw. # , ,=  -- + - -  ( 2 A = T B ) .  

a n a n 

Da die GrSsse q~(e), falls 2 A #  T B  is~, an den St.ellen ~ nur einfache 

Nulls~ellen besitz~, also in der Form 

~(~) = (~ - -~ . ) .  ~,o(~) (~po(e) # o f~r  k - i . I  < , )  

geschrieben werden kann, we/m r der Radius der Schu~zkreise ist, so ist . 

d ~p. _ ~  

(5) ~.  = q,. -r ~-. 
n 

Ist nun 2A----u B, also a ~ = u  und mithin ba=  u  kSnnen wir 

a .  --~ b I ~ I 

setzen, und erhalten 

0 ~ - - -  J =  2 T u , ' (a )  -~ u l (a  ) + aau~(a ) = 2(I T cos (~na) + --~ 
Q,, 

- -~4s in ' ( 2 : : g+ '~ )  +-~n ( 2 A = - - B )  

( 2 A =  + .B). 

Dies sind dieselben Gleiehungen wie (5; I). Ers~ innerhalb der GrSsse ~p trit~ 

zum Unterschied gegen friiher noeh ein Summand 

hinzu, und es ist jetz~ 

O . as. uz(a) ~-- as sin q,,a + -,-___A1 #n 
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~O r~ 

0 

fiir den Fall, dass q,,a--~-(zn+_ I)~ + ~ ist, schreiben wir 

s i n  ( (2n  +__ I ) ~  + ~) = - -  s i n  ( 2 n g  + ~). 

Es gelten also genau dieselben Schliisse wie damals, d. h. es ist: 

(6) Q,, 2n~  + ~_ bzw. O,, = ( 2 n + ' x ) ~  + ~ 
a n a n 

w 2. Konturintegral und 3~ntwickelungssatz. 

Wir benutzen zur Darstellung yon G(x, s; 2) nun wieder das Birkhoffsche 

Fundamentalsystem vx(x), v~(x) (vgl. I;  (8), (9))- Aus dem Schema 

( ~ a~ o b s a:) (b~a..=bsa~) 

ergeben sieh folgende Ausdriicke 

/,, / 

wobei 

I z / =  

lr~(v~)= ~Vn= Qi(5~ + ~4eO'a); W12---- --o.i(a~ + a~e-e,a) 

r S , =  g, + b3: 'a ; w , ~ =  b, + b~e--r 

I W''W~, lf'.:W~"[ _--ei [4 a~b~ + ee'"(b:,+a~bs)+e-e'(b~a,+a, bs)] 

= e i  [4"(--A) + : " ( - - - B )  + e-~'~(---B)] 

- e i (0 ,+  ~ : ' " ) ( ~ , +  ~ , e -~ " )=  - . o i . M ,  .(M~ .~-r176 

V 2 A •  V4A ~ - g  ~= C1 bzw. C~ 

gesetzt worden ist. 

I n  den Ausdruck fiir G(x, si (7; I) S. 40 nehmen wir wieder die alten Um- 

formungen vor, sodass das erste Element der letzten Spaite genau die friihere 

Form erhiilt (S. 44) 

I e,. i +_. (z_8) ' 
2iQ 
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well die Koeffizienten der Randbedingmngen g~r nicht auftreten. Fiir die an- 

deren Elemente der letztmn Spalte erhiflt man 

v.(s) v~(s) -- ~ [a,a,c~--01- a, ee"]; j =  i 
~ ( r ) -  ~ r6(~)---=- wj(,~)= 

4:e  4:r  __ I_~ r~ ~,("--,} + b,er j =  2. 
2 ie tva~" 

Der Falr~or Qi yon d ldirzt sich gegen einen Fak~or Qi in der zweiten 

Zeile cler Zi~hlerdetmrminante. In  die ersten beiden Spalten multiplizieren wir 

mit M 1 und M~ hinein, und erweitern die zweite mit e~ 

(8) 2 r  : a ( x ,  s; 0) = - -  

eeiX. T eet{,-=)~ 

M , '  M ,  ' 

~ + ti4e r 54 + a~eeta 
I 1 

�9 q ~ �9 ! 

M, M. 

leer+ {z--s) 

Bilden wir nun in der friiheren Weise das KonturintegTal / ,  so ergeben sich 

fast dieselben Ausdriicke wie friiher. Es gelten dieselben Abschiitzungen wie in 

(w 2, lI). Es ist also 

n m  h : I = ~ ( f ( ~  - o)  + f ( x  + o)) ,  ~ - x -< ~ - 
k ~ m  

falls f(x) wieder den Bedingungen yon Satz 2. oder 3- geniig~; setzen wir welter 

I gleich der Summe der Residuen, die wir in w 8 (I) bestimmt haben, so folgen 

die entsprechenden Entwickelungssi~tze. 

3- Sgtze fiber gleichrn~Lssige und  absolut~ Konvergenz  und  gliedweise 

Differenzierbarlreit fiir den Fall :  B # o. 

w 3. J~andwerte des Konturintegrals und gleiehmffssige Konvergenz. 

Beschrfi~en wir uns auf den Randpunlr~ o; dann miissen wir in der Ent- 

wickelung yon G(x,s; ~) nach der ersten Zeile noch den Beitrag des ersten 

Gliedes beachten. Dies lautet 
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- - g ( x ' s ) = 2 i Q ' i ~ M ~  b-8+ ble r b-aee'(~-')+ blee'" " 

Wir  kSnnen wieder die Quersh-iche forflassen, ohne asymptotisch etwas am 

KonhzrintegTal zu ~ndern. Nun schreiben-wir 

J *~-q-~-J 
Ix" 0 K 0 

Dabei ist ~ bis auf einen konstanten Faktor 

f f f f j M a M, J ee' (a + S)As ) d s b zw. j M, M, j e~' (2,-,)f(s) ds. 

A" 0 K 0 

lntegriert  man fiber s partiell, so ergibt sich 

f e~ia ~ d# Q , 

K 

was asymptotisch verschwinde$. Nun is~ 

ft a 

_ + a " - ' ~ f '  (s)ds; q* 
0 0 

a a 

qi q~ j 
0 0 

Mit Ausnahme der GrSssen __f(a) , -=f(o)  liefern 
ei  q i  

Konturintegral asymptotisch verschwindende Bei~r~ge e. 

diese Ausdriicke zum 

Also ist 

a 

K O K 

+ ~ .  

Setzen wir jetz~ x=-o ,  und beriickslchtigen noch den Bei~rag des dritten 

Gliedes der Entwickelung yon G(x, s; ]0 
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- -  das yon o bis x erstreck~e Int~gTal Fs ja  fore - - ,  so erhalgen wir 

I =  - - I  lim f do 2 g i  K-| O M 1 M  , ~fC~ 
K 

Aus (7) f o l #  

also ist 

+ a, b s - -  a,b,) - -  2 f (a )  a, bs]. 

M t M ~ = B  + Be2e~a+ 4 A e e ' ~  + ~-; 
Q 

I= 
f *  

- -  I lira ~ -  
J 2 .'T$ K--~ 
K 

dQ 
e ~ . M . .  2 [a, baf(o) - - a ,  bar(a)] 

_ bs ( a , f ( a ) - -  a , f (o) )  lira f d ,  

K 

Das aufCre~ende In tegra l  is~ leieh~ zu berechnen, l~ach (7) isl 

M , =  C, + C, ee'~+ ~-; 2~=  C.. + C,e~'. + ~ 
Q ,o 

in der oberen Halbebene. Also ist  

=lim ~. 
~ ' - ~ . l  e" 

K K K 

Der zwei~e Summand rech t s i s~  Nu]l. Da C~ C,_ yerschieden yon Null is~, k6nnen 

wir setzen 

l i m f  dO = i . l i r a  ['do 
,~_| eCc~ + c;~'~)CC,+ C~ee '") c~c;~_| j e 

K K 

+ lira 

i (G + c,.r + c~,o'.)] I ~ - - - ~  

f dQ , ,a (~ ee'~) (q + c . a  )(c, + 
1( 

[c: + c: ] 
z~i f d e e "~ [ 6'~ C. + ~'~*'~ - -  - l ira j = z~i = z ~ i  

c~c'~ ~--.| J e (C,+C,.ee")CC'~+C~e~") C'~C, B '  
K 
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nach unseren friiheren Absch:,ttzamgen. Wir  bekommen also schliesslich 

( i o) i~=o = b3 (ao..f (o) - -  a , t f  ( a) ) 
bl a~ + a~ bs 

Erfiil l t  nun  f ( x )  die zweite I ~ n d b e d i n ~ n g ,  s o  ist  

b3f(a) = --  blf(o) ~ 

p = o  = f ( o ) .  

Ahnliches gilt aus Symmetriegriinden fiir den anderen Randpunkt ,  da ja  a n in 

(8) nicht  explizit auftrit t .  Setzt man n u n  

so vertausehen a~ und a t sowie b t lind 3 3 ihre Rollen, die u  kompen- 

sieren sieh in passender Weise, und  es f o l ~ :  

(t o a) ix=a _.~ bt ( a , f ( a )  - -  a , f ( o ) )  
ba a~ + a~t ba 

=f@, 

falls f (x )  die zweite Randbedingung erfiillt. Nun  vollziehen wir den Grenz- 

prozess x---* o unter der Bedingung 

(Io b) b l f ( o )  + b3 f (a  ) = o. 

Der Beitrag des Integrales yon o bis x im dr i t ten Gliede zum KonturintegTal 

lau te t  je tzt  

K 

Aus (9) folgt  unter Beriicksiehtigung yon (IO b) 

t Dies ist die Bedingung, welche Stekloff zum Nachweis der gleichm/issigen Konvergenz 
benStigt (l. c. cap. 21 Gleich. 54 und 22); sie wird dort nur als hinreichend nachgewiesen. Aus 

den Werten fiir Z z-~ /x=a,  geht hervor, dass sie auch notwendig ist, Denn fiir die gleichmiissige 

Konvergenz ist offenbar erforderlich, class / z=~  Z x'=a ~ f ( a )  ist, woraus sofort die Stekloffsche 

Bedingung folgr Man sieht iibrigens, class die Ausdriicke I x=0, I x=a in iedem Falle, wie es ja 
a u c h  sein muss, die Randbedingungen erfiillen. 

16--30534. Ac.t.a mathemativa. 56. Imprimd ]e 10 soptombro 1930. 
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a 

, f f i faQe,  (a, 1,,f(o) 2 ~ i  2o, dQ f(s) g(x,s)ds= 2z~r i M a M .  

K @ k 

+ a~. b,.f(o)) 
qi 

= ~z~i~ f deeMiM~m" B.f(o) 
k 

+ 8 .  

+~ 

Vereinigt man dies mi~ dem Bei~rage des dritten Gliedes, so ergib~ sich 

i = l i m f ( X . )  [ d e + l i  m I [dQ~'~B--M,M, 
K K 

Salz I6. 

Nun ist B - - M  1 M 2 = -- ee~a (eeia B + 4A) + ~ ,  woraus erhellt, dass der zweite 

Summand verschwindet, und da~ Konturin~egral wiihrend des Grenzprozesses: 

x--* o st~ndig der FunkCion f(x) gleich isg. 

Damit ist die Bedingung yon StekloI~ (Io b) auch im komplexen Falle fiir 

die gleichm:&ssige Konvergenz als hinreichend erwiesen. Ihre Notweadigkei~ gehg 

ja unmittelbar aus den husdriicken (IO), (Io a) hervor. Der Beweis you Stekloff 

setzt wesentlich die Reellitiit der Eigenfunktionen voraus. 

Es ist also jede Funl~ion, die die Bedingungen yon Satz 2. oder 3- erfiillt, 

nach Fourier entwickelbar. Schliesst man die Unstetigkeitsstellen yon f(x)dutch 
beliebig kleine offene Intervalle aus, so isg die Reihe dann und nut  dann in den 

abgeschlossenen Restintervallen gleichm~ssig konvergent, wean 

b,/(o) + 4 f ( a ) =  o 
ist. 

In derselbeu Weise wie im vorigen Absehnitt folgen noch die Formeln 

(ii) 
o ~,.(x) ~.'(t) 
~ o ( x , t ; . ~ ) = ~  z . - ,  " 

n = l  

Die bilineare Reihe selbst konvergier~ in beiden Variabelen gleichm~ssig. 

Die zweite Formel gilt nach Ausschluss der Stellen x ----- t, sowie der Randpunk%e 

durch offene Intervalle. 
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w 4. Asymptotisehe Darstellungen. 

Wie  sich gleieh zeigen wird, ge l ingt  die a sympto t i sche  Dars te l lung  nur  

dann ,  wenn die GrSsse a s + a~ niche verschwindet .  D a  B ungleich Nul l  sein 

soll, so kSnnen as und a~ nicht  gleichzei t ig  verschwinden.  Sei zungchst  as un- 

gleich l~ull, und setzen wir  
a 4 ~ c a  o; 

ganz  iihnlich wie im voHgen Abschn i t t  (w 4; S. I O2) fo lg t  bei gleicher  Bedeutung 

tier GrSssen fiir eine E igenfunk t ion  

. (=) = ~, , , , (=)  + ~, . . . (x)  

c_~ = W, ,  W . ,  
c, ~F,: = - -  W , , '  

fal ls  n icht  ~VI~ und W... verschwinden,  

n ich t  der  Fal l  ist, wenn e #  + i ist. 

ut und  u.~ fo lg t  

(, 2) W .  = 

N u n  ist 

was, wie sich zeigen wird, s icher dann 

Aus der  a sympto t i schen  Daxstel lung yon 

?/p 
q,,a = 2 n ~  + q,,a + • 

cOS O n a  = COS •0a + - -  s i n # ~ a = *  s i n O o a + - -  cOSQoa . . . . .  
O,, - -  e, ,  B 

Aus der Relat ion a, b t ~---a~ b 3 folgt ,  class, wenn a~ nicht  verschwindet ,  

bl -~- cbs 

ist, oder  aber  es verschwindet  mi t  a~ auch c uncl b~. D a r a u s  fo lg t  

2A 2 e  I - - e  ~ 2 
cos eo a = - -  B - -  I + c "~' sin eo a----- + I + ~ 2  

I S. S. I IS ,  Fussnote.  

2 Durch die willl~iirliche Wahl  des 4- Zeichens wird die Wurzel  in 

( . - -2A + V 4  A ~ 
B - ~") o o a ~ - i l o g  

x 

bes t immt .  0oa is t  dann eindeutig bes~immt, wenn  wi r  noch fordern, dass sein Realteil absolut  

genommen  hSchstens gleieh ~ isk 
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so isis 

I s t  a~ ungleich Null ,  uncl ausse rdem 

2 C ~ I - -  C "~ 
I -~ C COS O o t ' / ~  I = - -  Y~ O,  

I q -  C a I "t- C "~ 

C~ 

c l  
. . . . . . . . . . .  .o + + 

Is~ aber  c -~ -~ I, d. h. as -~ +_ a~ (2 • = + B), so e rg ib t  sich ein nieh~ n~iher 

bes t immbare r  Wert ,  auch  wenn  m a n  die zweite I ) a r s t e l l ung  e, ~V~t = = =-=-_ heranzieht ,  
ei W~s 

und die asymp~otische Dars~el lung yon u~ und u, wei te r  treibt .  

Es bleib~ nun  noch der  Fal l  zu besprechen,  dass  a s = o, a~ # o isK D a m i t  

ist  auch  bs = o uncl also b~ ~ o. 

b~ sin # a + 

e.~ W'.~t b~ + bs cos c a  + ~ ,o-" b, + ~  ()= 
Q r 

Setzen wir also c.~ = e, so is t  c~------.  
Q 

W i r  kSnnen also zusammenfassend  sagen:  Die  asympto t i sche  D a r s b l l u n g  

der  normier ten  Eigenfunkt ionen ,  aus welcher  f o l ~ ,  dass  diese selbst ihrem Be- 

t r age  nach  unte r  einer yon x und  n unabh~ng igen  Schranke  verbleiben, ge l ingt  

nu r  fiir den Fal l  

J e  nachdem nun 
a~ ~ + a~. 

(~) (#) (;I) 

�9 a4 .j ~ o ,  a s  = o ,  a4 ~ o ist, 

erhi l~ man  

i 

(r ~ .+ ,  (x) } = sin /oos F w , _  _ 

(g4 
x D e r  N e n n e r  1 / I  + c ~ k a n n  n i c h t  v e r s c h w i n d e n .  I s t  n ~ m l i c h  c = - -  ~ q- i ,  so  e r g i b t  s i e h  

tZ 2 

O l  a~ 
l c i c h t  d a s  S c h e m a  a l s o  B = o ,  A # o ,  w a s  w i r  v o r e r s t  a u s g e s c h l o s s e n  h a b e n .  

z o Z F i  o ' 
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- -  hierbei sollen fiir ~n(x) die oberen oder un te ren  Zeichen gelten, je nachdem 

:Re(Qj) negativ oder positiv ist. Dann  sind n~mlich, da  I.Re(Qoa)l<rr ist, die 

Eigenwerte  nach steigenden Betriigen yon Q, geordnet  - - ,  

; / - ~ -  + - "  
o 

Wi r  schreiben noch fiir den Fall, dass a~ a~ nicht  verschwindet,  die bilineare 

Reihe auf, die slch nach elementarer  Umformung  un te r  Berficksichtigung, dass 

I __ I = (I" I a 2 ~) 

(~'--)" 4- Qo + 
n 

ist, in folgender Form pr:&sentier~ 

" ~, ,  (~) ~,, (s) _ a 
( I3 )  Z }.n--)'. - - 2 z C '  

cos -~-- tx--s) 
c o s  o0 (x-s) ~ "  

a_ n = l  

+ sin Qo ( a - -  x - -  s) Z a~.T-~ 
n ~ l  n = l  

Differenzier~ man nun gliedweise nach x, so folgt  aus der asymptotischen 

Dars te l lung yon ux(x)uJx) (vgl. 4 a; I), dass in der letzten Reihe ~ -  n .~n 

gesetzt  werden darf. Die R.eihe bleibt also gleichmiissig konv.ergeut; h~.lt man 

nun eine Variabele im Inneren fest, so konvergieren die Reihen, welche aus der 

Differentiat ion des mitt leren Summanden hervorgehen,  gleichm~issig in [o, a] fiir 

die andere Variabele, da o < x + s < 2 a ist, und sin ,% ( a - -  x - -  s) fiir x + s = a 

| s i n  2 n ~  ( x + s )  

verschwindet ,  also an der einzigen Stelle, wo im obigen Interval l  ~ a 
n 

eine Unstet igkei t  hat. Nu r  die aus dem ersten Summanden  yon ( I3)ents tehende 

t ]~s sind dies die Eigenfunktionen des Randwertproblems, wo ~n(X) ~u einem Ende ver- 

schwindet, w~hrend am anderen Ende der Ausdruck ~ n ' ( ~ ) +  h !pn(x) gleich Null is~ (h endliehl); 
vgl. Kneser L c. w 49. 
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| s in 
Reihe ~ a hat  bei x----8, wo co.q .%(x--8) gleich der Einheit wird, 

n 

die bekannte Unstetigkei~, insbesondere auch den Gibbsschen HScker. 

Xhnliches gilt fiir die beiden anderen F~le,  deren Darstellung ja bekannt 

is~. Um fiir den Fall a~--+_ a4 den Gibbsschen HScker nachzuweisen, kann 

man sich derselben Methode wie im ersten Abschnitt bedienen, die nur fiir den 

Fall, dass a~----a~ ist, eine unwesentliche Ab~.nderung erf~hrt. (w 9, S. 66). 

Natiirlich l~sst sich die asymptotische Darstellung der normierten Eigen- 

funktionen, auch fiir den Fall a,-----+_ aa durchfiihren, wenn alle eingehenden 

GrSssen reeU sind. Es folg~ dies genau wie in w IO des ersten Abschnittes. 

w 5. Absolute Konverge~z. 

Die asympto~ische Darstellung hut ergeben, (lass die Betr~ge d'er normierten 

Eigenfunktionen mater einer yon x und n unabh~.ngigen Schranke verbleiben, 

fiir den Full, das a~ • a~ verschwindet, allerdings nur, wenn sie reeU sind. In  

genuu derselben Weise wie in den vorangehenden Abschnitten folg~ somit die 

absolute Konvergenz der Fourierreihen shetiger Funktionen mi~ stiickweise stetiger 

erster und zweiter Ableitung, wenn sie die Randbedingungen erfiillen. Wir  

kSnnen uns nun so wie im ersten Abschnitt yore Erfiilltsein derjenigen Rand- 

bedingung befreien, in welcher auch die Randwerte der Ableitungen auftuuchen. 

Es sei 

G(x, 8)= al(x,8) x<--8 

= V ~ ( x ,  8) x ~ s .  

Wir fragen nun nach dem Wert  des Ausdruckes 

a~ GI' (o, a) + a s G1 (a, a) + a, a , '  (a, a), 

den man erh~lt, wenn G1 (x, a) in die linke Seite der ersten Randbedingung ein- 

gesetzt wird. Fiir die Greensche Funktion selbst ist: 

a2 G" (o, 8) + a s G (a, s) + a, G' (a, 8) = a2 G," (o, 8) + a s G1 (a, s) + a, G~" (a, s) ---- o, 

da G~ (a, 8) = G~ (a, 8) ist. Da welter 

' G, (8,'8)-= I G, (8, 8 ) - -  ' 



Ober die Existenz von Eigenfunktionen einer reellen Variabeln bei linearen etc. 127 

ist, so f o l ~  

a~ G" x (o, a) + a s Gx (a, a) + a,(G x' (a, a ) -  I ) =  o. 

Der fragliehe Ausdruek hat also den Wer t  a~. Is t  also % ungleieh Null and 

W x (F(x)) -~ A ~ o, so ist 

Konvergiert 

Reihe yon F(x). 
Ist  % = o, also 

~V~ [F(x) -- A G~ (x' a)] -~ W~ 

also die Reihe yon O(x) absolut, so gilt dies ebenso yon der 

Safz 17. 

Seite aueh 

~, a ' (o ,  ~) + ~. G ( . , 4  - -  o, 
so schreiben wir 

a~ G,' (o, o) + a a G., (a, o) = a~ (I + Gs' (o, o)) + a s G~ (a, o) ---- o; 

d. h. fiir die Funktion G~(x, o) ist 

w ,  (a~ (x, o)) = - a... 

a_~ kann aber nicht gleich Null sein, da sonst B verschwindet. G~ (x, o) leistet 

uus also jetzt dasselbe wie vorher G l (x, a). 

Die Beseitigung der zweiten Randbedingung gelingt wiederum nicht nach 

dieser ]~ethode, well dann die absolute Konvergenz der Ableitung yon G(x,s) 
benutzt werden miisste, welche nicht bewiesen worden ist. 

Es gilt also folgender Satz: 
a 

f Ist  F ( x ) = ~ , ~ , ( x )  _t;'(a) qD,,(a)da, so konvergiert die rechte 

0 

absolut and gleichmSssig, wenn F(x)  stetig, /~(x), F"(x) stiickweise stetig, 

b~ ~ ( o )  + b. F(~)  = o 

ist, und fiir den Fall, dass a~ ~-+_ a4 ist, die Eigenfunktionen reell sind. 

w 6. Gliedweise Differenzierbarkeit and Weiterbehandelung der partiellen 
Di f f  erentialgleichung. 

Es bleiben im jetzigen Falle fast durchweg die Ausfiihrungen yon ~ 5, 7 

des vorigen Abschnittes in Geltung. Bzgl. der einmaligen Differenzierbarkeit 
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ist zu sagen, dass wir nns ~hnlich wie im vorigen w nur yon der ersten Rand- 

bedingung frei machen k6nnen, im fibrigen gelten die alten Bedingungen fiber 

F(x). Fiir den Fall, dass a~ + a~ verschwindet, ist natiirlieh wieder Reelli~K~ der 

Eigenfunl~ionen zu verlangen. 

Bzgl. der zweimaligen Differenzierbarkei~ kommen zu den Bedingungen des 

vorigen Absehnittes noeh die Bedingungen 

b , f "  (o) + 4 f "  (a) = o; L(o) = 

8atz t8. 

hinzu, welche sich aus der Forderung der gleichms Konvergenz der Reihen 

yon f '  (x) und f (x ) .  L(x) ergeben, l~ur, wenn bl oder b s versehwindet, sind L(o) 

und L(a) beHebig. Das Analogon von Satz I4 lautet also je~zt: 

Ist die Funktion f (x)  stetig, f ( x ) ,  f '  (x) stiickweise stetig, und 

b,f(o) + bsf(a ) = o, 

so ist die Fourierreihe yon f (x)  einmal gliedweise differenzierbar, und diese Reihe 

konvergier~ naeh Aussehluss tier Randpunkte 1 und Unstetigkeitsstellen yon f (x)  
im Restintervall gleiehm~ssig. 

Erffill~ die zweimal ste~ig differenzierbare Funkt ionf(x)  die Randbedingmngen, 

und isis f"(x), sowie L(x) in der Form 

z 

(x) = ~p (o) + I e T  (x) dx ~p 

0 

darstellbar, wo ~0(x) summabel is~, so gilt unter  den weiteren Bedingungen 

b l f ' (o )  + bsf ' (a) ;  L(o)--~ L(a), 
die Gleichung 

a 

o 

(o ~ x ~ a). 

i Fa l l s  f ( x )  beide  R a n d b e d i n g u n g e n  erffill t ,  konve rg i e r t  die abge le i te te  Reihe  bis in  die 

R a n d p u n k t e  h ine in  g l e i chm~ss ig ;  i s t  d ies  n i c h t  der  Fal l ,  so k o m m t  ein  m i t  de r  F u n k t i o n  G~(x,  a) 

geb i lde tes  Zusa tzg l ied  h i nzu .  A~hnlich wie  a m  Sch lu s s  yon  w 3, I I  e rg ib t  sicb un t e r  B e n u t z u n g  
von (IO, I o a ;  III), d a s s  d a n n  z. B. 

c~ t 
~,~,,  (o) ~.(a) [dG~(x,a;l~)~ b,b~ 

~-.~--~ ---- ~ ~ ]x=0 b~ + b~ ist. 
n = l  
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Falls bt oder b s verschwindet;, sind die Randwerte yon L(x)  beliebig. 

Die bisherigen S~tze dieses Abschnittes sind genau analog denen des ersten 

Abschnittes, mit  gewissen Korrel~uren bzgl. der Reellit~t der Eigenfunktlonen. 
Es gilt darum auch ein ganz analoger Satz fiber die LSsung der partiellen 

Differentialglelchung, den wir unter  Obergehung des Beweises wegen der nStigen. 

Ab~nclerungen noch formulieren woUen. 

In  der Gleichung (35; I) sei k eine positive Konst;ante, q(x) und p( t )s te t ige  

Funktionen in den Intervallen [o, a] bzw. [to, tl], q'(x) und q"(x) seien s~fickweise 

stetig, und, falls b~ b s verschleden yon Null ist, 

q (o) = a Ca). 

Geni i~  dann ~0,(x) der Gieichung 

~."  (~) + (x § qCx))~,,(x)= o, 

sowie den Randbedingungen mit  dem Schema 

so ist 

(I4) 

o a,. a 8 a4) . bl a~. _~ bs a4 ; b, a4 + a. b3 ~ o, 
b I o b s o ' 

eine LSsung der partiellen Differentialgleichung, welche den Anfangsbedingunge~ 

u ( t ,  x) = F (x ) ;  

geniigt, wo F(x)  und G(x) in [o, a] stetig differenzierbar, =F"(x) stetlg, F'"(x) ,  

FrY(x) und  G"(x) st-iickweise s~ t ig  sind, und F(x)  und G(x) die-0bigen Rand- 

bedingungen, F"(x )  ausserdem die Bedingung 

erfiillt. Fiir den Fall, 

Koeffizien~ a s reell sein. 
17--30.~34. 

" b l~F"(o)+ bsF'"(a) -~  o 

dass a s •  4 gleich .Null is1;, mfissen p(t), q(x) und der 

Ae?,a mathematiea. 56. Imprim6 lo 10 septembre 1930. 
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4. Der Fall: bxa~t+ agbs=B=o. 

w 7. Die Randbedingung 

~(o) = ~(~) = o; (A = o). 

Diese Randbedingung ist fiir komplexe DifFerentialgleichungen schon yon 

Kneser lind Hilb x behandel~ worden. Danach existieren unendlich viele Eigen- 

werte yon der Form 

Die normierten Eigenfunk~ionen haben die Form 

~~ -= V ~ sin nz---~x + ~---" a n 

Es gelten die Formeln 

G(~, ~; X)= ~ ~"(~)~(~) 

O G(x, s; Z ) = ~  ~p~'(x)~,,(s)., 
Ox .~.--~ 

n = l  

Die bilineare Reihe konvergiert absolut und gleichm~ssig. Daraus fo l~  leich~ 

die absolute und gleichmttssige Konvergenz der Reihen quellenm~tssiger Funk- 

tionen, wobei man noch die Forderung der Stetigkei~ fiir die erste Ableitung 

durch die Forderung s~iickweiser Stetigkeit ersetzen kann. Was  nicht gelingt, 

na~irHch nur bei der Forderung absoluter Konvergenz -- ,  ist die Befreiung 

yon den Randbedingungen, da hierzu die kblei t lmg der Greenschen Funktion 

benStig~ wird. 

Wir  wollen nun den Entwickelungssatz auch noch in der bisherigen Form 

beweisen. 

Unter Benutzung des Fundameatalsystems vl(x), v2(x) erh~ilt man in der 

friiheren Weise s 

1 Vgl. Kneser, 1. c. w 49; Hilb, Math. Ann. Bd. 7I, p. 76. 
I Daraus und aus tier asymptotischen Darstellung folgt sofort das Vorhandensein des Gibbs- 

schen Hiickers. 

( :  ~  benutzt- 8 Indem man etwa das Schema o 
O I  
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d = e - e "  i -  eo',, i = ( i - a "  i-) (i + e - ~ ' "  T) = M , ~ L  e - .  ~ "  

(~6) (;(x, s; z )=  

e ,~ I e Oiia-x) . Y I ee~+(z-s) 

M1 M~ 2 i o 

I ee~  ee~,. 

eeia y ~ ee i(a-,) . 

~ ,  M.. 2/e 

ErfiiUt die Funktion f ( x )  die Forderungen yon Satz 2. oder 3,  so ~ l t  im Inter- 

vall (o, a) die in derselben Weise wie friiher sich ergebende Gleichung 

lim --'f f K--| 2 . i  dZ G (x ,  s; ]~)f(s) d s  = = 
2 

.K o 

* t ~ l  0 

Zur Bestimmung des Wertes im Punk~e Null berechnen wit wieder den Beitrag 

des ersten Gliedes in der Entwickelung der Zithlerdeterminante nach der ersten 

Reihe zum Kon~urintegral. Dieser ist bis auf asymptotisch verschwindende Sum- 
manden 

2 0 d e  g(x , s ;  J . ) f ( s ) d s =  2 Q d o  d s f ( s ) 2 e q _ d . e , , , .  . 
K o K 0 eQ i (a --s) ] 

fz 

F FieOiXeei ,  

2 g i  
.K o 

Setzen wir x - -o  und integrieren par~iell nach s, so wird dies 

_ • ( @  - f (o)  + , , _  f(o) +, ,;  
2 ~ i  J O I - - e ~ e ~  . . . .  2 

K 

und entsprechend fiir den auderen Randpunk~ 

- . r ( a )  + ~ . .  
2 
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Aus dem dri~ten Gliede der ersten Reihe gewinnt man den Beitrag 

f(o) + , ,  bzw. f(a) + ~, 
2 2 

well das yon 0 bis x ers~reck~e IntesTal for~f~llt. 

Das KonturintesTal, und mithin die Reihe, liefert also in den Randpunkten 

den Wert Null. Als notwendige Bedingung fiir die gleichm~ssige Konvergenz 

ist also zu fordern, dass die Funktion f(x) beide Randbedingungen erfiillt. 

Dass diese Bedingung neben der Stetigkeit im Inneren auch hinreich~, beweist 

wieder der Grenzprocess x-*d. Ist n~mlich f ( o ) = o ,  so verschwinden alle Bei- 

tr~s welche den Faktor eeiX.f(o) enthalten unter dem IntesTalzeichen, insbe- 

sondere auch der BeitTag des ersten Gliedes, welcher allein die gleichm~ssige 

Konvergenz h~tte stSren kSnnen." 

Die absolute Konvergenz und einmalfge gliedweise Dii~erenzierbarkeit der 

Reihen ergeben sich nach den bisherigen Methodeu auf Grund der asympto- 

tischen Darstellung der normierten Eigenfunktionen. 

Es muss aber 

f ( o )  = f ( a )  = o 

S a t z  x 9. 

sein, well jetzt in den Randbedingungen gar keine Ableitung mehr auftaucht. 

Bzgl. der zweiten Ableitung ~ndern sich etwas die der Funktion f(x) auf- 

zuerlegenden Bedingungen. Genau formulier~, kSnnen wir also sagen: 

Erfiillt fx)  die Bedingungen yon Satz ~. oder 3- so hat ihre Fourierent- 

wickelung nach den Eigenfunktionen des Randwertproblems 

= .  (a)  = o 

in den Unstetigkeitspunk~en. den Wert S(x--~ + s ( z  + o), in-den Randpunkten 
2 

den Wer~ Null, sons~ allen~halben den Wer~ f(x). Die l~eihe konvergier~ dann 

und nur dann gleichm~sSig in [o, a], "wenn f(x) stetig ist und beide Randbe- 

dingungen erfiillt. Ist ausserdem noch ~(x)  und f ' ( x )  stiickweise ste~g, so kon- 

vergier~ die Reihe auch absolu~, daft einm~l nach x gliedweise di~erenzier~ 

werden und stell~ mit Ausnahme der Uns~etigkeitssteUen yon f '  (x) die Funk~ion 

f(x) bzw. ihre Ableitung dar. 
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Ist unter den gleiehen Bedingungen t f ( x )  uncl f ' ( x ) s ~ e t i g ,  und f ' (x ) ,  

sowie L(x) in der Form 

const. + / ~v(x)dx (~v(x) summabel) 
, d  
0 

darstellbar, ausserdem f ' ; ( o ) = f " ( a ) =  o, so ist auch 

f f " ( x ) = ~  9,,"(x) f(a)9, ,(a)da (o~ - - x~a ) .  
n ~ l  0 

Bzgl. der LSsung der partiellen Differentialgleichung sind im Satz des (w 6; III) 

folgende AbEnderungen vorzunehmen. Es sei 

P(o) = ~ ( , , ) =  G(o)--  G(a )=  F"(o) = F"(~) = o, 

im iibrigen gelten dieselben Bedingungen. Die Randwertm yon q(x) sind beliebig. 

w 8. Die .Randbedingung: 

+_ i , , '  (o) + a~,,(a) + ,,' (a) = o 
(a ~ o) 

,,(o) +_ i , , ( a ) =  o. 

Es bleibt mm nur noch der F a l l :  B = o ,  A # o  zur Besprechung iibrig. 

Wegen a~. b I -~ a~bs ist auch al und bs ungleich Null. Es ist 

- - B  bla4+a2b s -~b a~s +ebbs = a,~+aa " = o; "~- $ a , j  

setzt man a~ = bl = I, so :erhi~lt man den Typ " 

Aus clef Gleichung 

f o l #  

(~7) 

o + i  . 

s ~ B + 4 A s + B =  o (vgl. S. II3) 

t Die Randwerte yon L(x) sind beliebig, ds ja f(o)L(o)=f(a)L(a)= o ist. 
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fiir die obere Halbebene. Fiir J erh~lt m a n  unter  Benu~zung des Fundamental- .  

systems ul(x), us(x), fiir welches 
I 

?$I U2 
I ~ I 

q~l v ~2 v [ 

ist,  den Ausdruck 

(~7 ~) ~ =  u  i - ~ , u s ( ~ )  +,,~(~)--us'(a).  

Ffir unsere 

Es war 

Zwecke benStigen wxr eine genauere A b s c h ~ z u n g  yon u 1 und US. 

z 

. l (x)  = cos ox  + ~- (L',,; sin o(x--x')d~' 
o . 1  

0 

us(~) =si,~ o~ + ~_/'L'us' si,, o(~--x')~x' 
o o . /  

0 

d u.____s ( x___)) f cos dx = c o s  Qx+ JL'u~" O(x--x')dx'. 

W i t  setzen unter  dem Integralzeichen 

der rechten Seite. Dann  is~ 

fiir u l' und u~' abermals die Ausdriicke 

(~8) 

x 

ul(x ) -----cos qx + L ; L "  cos Qx' sin Q(x--x')dx'+ 

2 X' 

'f f + ~ dx'L' s in  0 (x--X') L"u~" 
0 0 

x 
�9 

us(x) ~ sm Ox + L' sin Ox' siu 0 (x--x') dx + 
o o ~  

~ z t 

�9 + I/dx'L'e. sin e(x-- xt) f 

e ~ ( ~ )  = c o s o x  + '- ( L '  sin ' co.  o ax O J Ox (x--  x') dx' + 

x z "  

~ d~'L' co~ o(~--~') L"(ous") 
0 

sin Q(x" ~ x") dx" 

sin Q(x' --  x") dx" 

sin Q(x'-- x") dx". 
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I 
Hieraus folg~ fiir den Koeffizienten yon - in 

Q 

(I9) e~ 'a (u l (a)-u , ' (a)) ,  

- -  alas Glied mit  ~ h e b t  sich fort  - - ,  

(2o) 

a 

eei~ f L'  sin Q ( a - 2  x') dx '  ~ - -  f L '  e2e~'-e2e~(~ ~ 

0 0 

= >__ o), e 

dx'  

dL( } 
falls man annimmt,  d a s s ~  stiickweise s te~g  ist  ~, und  mi th in  partiell inte- 

gr ier t  werden daft.  Auch der Rest  yon ee~a(ul(a)--u~'(a)) ha t  die Form ~.,  denn 

z. B. der Restbeitrag yon eei~ul(a ) ist 

(2l) ~ /  e2~i(a--~') --I f .L".(ul ~iz"). e~'ei(~'-~")--I dx 2i "' 2 i  "' 

0 0 

W i r  kSnnen also schreiben 

(22) e 2 e t a -  I ~__ 
j ~ i a  _~ u  i ~  ~a ~ as 2i~ + O~ " 

Die  GrSsse d-~;"--I ist  fiir etwaige NullsteUen yon ~' yon grossem Betrage 

,nrc 
sicher yon Null verschieden, denn ftir ,o = -  und  hlnreichend grosses n kann a 

tier obige Ausdruck nicht  verschwinden. W i r  schliessen diese Stellen also durch 

Halbkreise yon der oberen Halbebene aus. Fiir  den Rest  derselben lieg~ also 

dann  le2eia--i]  zwischen zwei yon Nul l  verschiedenen endlichen und yon Q un-  

abhgngigen Schranken. Wir  nehmen zungchst  an, es sei 

as~O. ~la # 0 .  

t D ies  geschieht  nur der ~ b e r s i c h t l i c h k e i t  halber,  notwendig ist diese Annahme natfirlich 
nicht. 
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Setzen wir die rechte Seite yon (22) gleich Null, so erhalten wir 

e 2o ia  - -  I -t- ~ 
- -  7 

e~i" -~-- +-- as 4 0  ~-i 

und daraus folgt, wegen eel. = ~ ,  und daher e~e ~"-~- ~ :  
0 0" 

a.,t l f/ G.'t ( i  .,}_ ~o ) 

(23) 

Wir  setzen 

o - -dig o - - r - - i a - -  - - a  = a~.(o), 

sodass (23) iibergeht in: 

(24) a)..(e) = a~k(e) + ~x  = o. 
0 

Wir  untersuchen zun..'iehst die Nullstellen yon O,(Q) in der oberen Halbebene. 

Trennt man Real- und Imaginiir~eil, so ergeben sich fiir die zwei Unbekannten 

R und ~ die Gleichungen 

R cos 9~ + ~ = y +  2 n ~  

(25 a, b) 
h r R  

R s in  ~ - -  - - - - - -  3 .  .G 

Diese besitzen, f~-ils R hinreichend gross ist, sicher reell e LSsungen. 

men an, es sei B > R o ,  u n d  /~o so gew~hlt, das s 

o < s i n  r  c; 
a B ' + ~  < x ,  

Wir neh- 

also o < ~ .~ 
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ist. Verlangen wir noch, dass ~ <_z is~, 

stimmt: ~=~0(/~). Dann ist cos ~ positiv. 

so ist ~ zu jedem ~ eindeutig be- 

Die Funktiou 

R e ~  ~ - ~ V I - - ~ ( ~  + a  --2dlg//a +r + 9~(/~)a 

durchl~uft yon einem bestimmten positiven Werte an mit wachseudem /~ die 

ganze positive reelle Achse; ist also o < n  o geniigend gross, so haben flit jecles 

n>~o  die Gleichungen (25) genau eine reelle LSsung. 

Nimmt man start des ersten Quadranten den zweiten, gibt der Wurzel, 

welche gleich cos ~ is~, also das negative geichen ~ > 2  ' so ertZ~lt man auch 

fiir die negativen ganzen Zahlen yon geniigend grossem Absolutbetrag je eine 

Wurzel der Gleichungen (25) und mithin yon 

�9 = o .  

Diese werden natiirlich im allgemeinen zu den Wurzeln im ersten Quadranten 
nicht symmetrisch liegen. 

Wir zeigen nun, dass die Funktionen I~(,o)], falls wir die eben genannten 

Stellen Q,,=R, e~'P~ mit passend gew~hl~en kleinen Konturen umgeben, auf diesen 

iiber einer yon n unabh~ngigen positiven Schranke verbleiben. 

Die Konturen C~ seien die Begrenzungen der dutch die Ungleichungen 

R~ = R , ,  - -  h < R < R , ,  + h = R ~  

definierten Fl~chenstficke, wo h und /c un- 

.abh~ingig yon n und positive endliche Zah- 

len sind, welche nur so gew~hlt sind, class 

die Konturen sich nicht treffen. 

Aus (25 b) folg~, dass sin 9, und so- 

lg/~ 
mit ~ bzw. ~ - - ~  wie --R-- gegen Null strebt3 

R1 

7 •  

I Der Imagln~rteil yon Pn w~chst dagegen etwa wie ]g • iiber alle Grenzen. 

1 8 ~ 3 0 5 3 4 .  ~r rmzthema~ica. ~6. Impr/m~ ]e 10 septembre 1930. 
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Setzen wir 

2 ~ r  
R e ( a ~ . ( c , ) ) = R  cos 90+ -~ - 7 -  - -  

G a 
= f ( R ,  90) 

I (O,,(Q)) = R sin 90 
lg R 

a " 
= 9  (n, 90), 

so ist naeh dem Mittelwertsa.~z 

f(R,,--h) = o - - h f  ( R , - - 0 h ) = - - h  cos 90, 

f ( R .  - -  h, 90) = - -  h c o s  ~o,, + (90 - -  9 0 . ) f '  (90. + O~ (90 - -  90.)) = 

= -- h cos 90,, + --  R a sin ~ + 

~P lg R= 
= - - h e o s 9 0 . +  n .  ' ~ I] ' l-<k; ~0=90.+0,(90--90,,) 

und dieser Ausdruck bleibt, da c o s  90n=I--1~ ~ )  ~ [ l o "  R . \  

einer yon n unabhi~ngigen Schranke. Weiterhin ist 

gesetzt werden daft, fiber 

k 
g (R., ~ . ) =  o + a90. n .  cos (~,, + 0.. ~J90.) - ~ ~ .  Cos 

= k c o s  ~ + = ~ Cos ~ , ,  + ~ : -  ~ + ~,~ 

�9 ( x )  
g (R,, + f~, ~ )  = k + ~p~ + h sin 90~ 

R,, a (R .  + 0 s )~ 

_ l g / ~  

aueh dieser Ausdruek bleibt fiber einer yon n unabh:,tngigen positiven Sehranke. 

Ahnliehds gilt fiir die iibrigen Berandungen. 

Wit  kSnnen also schreiben ffir Q auf Cn 

Mittels der beka.nnten Schlussweise folger~ man, dass im Inneren jeder Kontur 

sich mindestens eine Nullstelle yon d befindeu muss. Aus unserem Beweisver- 

fahren geht nicht hervor, ob wir auch alle. NuUstellen yon einem gewissen Ab- 
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solutbetr,.ge an erfasst haben im Gegensatz zu den frfiheren Beweisen. Da J(Q) 

eine gerade Funktion ist, so erhglt man die iibrigen Nulls~ellen in der unteren 

Halbebene dutch Spiegelung am Nullpunkk Die Nallstellen yon einem gewissen, 

hinreichend grossen Absolutbe~r,.ge an sind einfach, falls sie zu den im Inneren 

der Konturen liegenden gehSren, denn das Oleiehe gilt aueh yon den 17ullstellen 

i 
der GrSssen ~,(0), deren Ableitung ~'(Q)-~- I - -  ffir grosse r  mehr ver- 

aQ 

schwinden kann; die hier angewandte Schlussweise ist fiir eventuelle andere 

Nullstellen yon J nicht anwendbar, da man nich~ weiss, ob iiberall @,(Q) fiber 

einer yon n unabhSngigen Schranke verbleib~. 

Es sei nun 

aa~ O. 

])ann zeigfl die oben angewandte Methode, dass die Gleichung 

/ J ~ o  

immer dann unendlich viele Wurzeln hat, wenn sieh Gleichung (17) in folgender 

Form schreiben l:,iss~ 

(26) eeia 0-- T. +~ , e ~ o ;  lim ~ ~-O, 
lel--~ 

wo c eine absolute Konstante ist. Dann ist n:s 

a z ~0. 

ia O ~1) 

oia =Ig c--k Ig o+2n~i+~... 

Diese Gleiehung unterseheidet sich nur durch den Faktor  k yon (23) , und l~isst 

sich genau so wie diese behandeln. Wir  .fibergehen den Beweis und zeigen nur 

noch,,  dass die in der letzten Behauptung geforderte Eigenschaft beispielsweise 

dann vorhanden ist, wenn 

L (o) ~ L (a) 

ist. Auf der  rechten Seite yon (26) ist k sicher mindestens 2, denn sie ist nach 

(I 7 a) bis auf einen Fal~or gleieh dem Ausdruek 

B 
= + 
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Aus (2o) folg~ aber, dass A : ~--- gesegzg werden kann, falls, wie wir auch jegzt 
0 

~n~el~aen w o l l e n ,  d L ( x )  stiiekweise s~t ig  ist. Wir  bestimmen A genauer. Aus 
dx  

(20) folge 

4 e  4 0  2 i 0  ~ " 2 i  d x .  
0 

Nun ist nach (I7)ee'a =---~, also er ~. Der zweite 

die Form ~---- Fiir den drit~en schreiben wir @~ 

0=~ also e - ' =  ( ~ / = , ; " ~  

,_;,o(I) 

Summand hal also 

*--~o, fiir 7>o 

Sodann zerlegen wir iihnlich wie friiher 

f=T: f 
o o ~ - 1  o ~ - F ~ - I  

Daraus erkennt man leicht, 

Form ~ is~. Es ist also 

dass das Integral  im letzten Summanden yon der 

r~ (~) - n (o) + 
40 0 

Den FakCor B finder man leicht aus den Gleichungen (18) 

B = f dx' L' 
0 

x F 

f e 2 ei(z'--'z") ee~r " I . L "  (u~" e~ ~' ' )  �9 -- I d x " - -  
2i " 2 i  

0 

f f - -  d x ' L '  �9 e ~ * ( ~ - ~ ' )  + I . L "  . (Ou,"  e i~'') �9 
2 e i  

0 0 

dx". 

]Hultipliziel4 man die Binome in den Integralen aus, so ergeben sich zum 
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Tell Summanden, bei denen unter wenigstens einem der beiden In~egralzeichen 

ein Faktor e~-e~ stehtl; diese haben nach dem eben Gesagten die Form ~. Der 

Rest ist 

- '  f 4.]'- f ~ ' ~ '  f ~"(''"~'"')~x"" 
0 0 0 0 

Setz~ man bier abermals fiir u1"ee~" , u~": ~'' ihre asymp~otisehen Ausdriicke 

(vgl. (4; I)), so erhi~lt man nach Ausmul~iplikation GrSssen, die unter dem zweiten 

Integralzeichen entweder einen Faktor e2e i~" oder I haben. Die Summanden, 
Q 

die gar nicht mehr yon Q abhiingen, heben sich gerade for~. Wir  erhalten also 

schliesslich die Gleichung 

eeia--_ + LCa)--L(o) 
-- 8iQ' + - -  

was wir beweisen wollten. 

Damit ist das Randwertproblem in gewissen Grenzen gelSsL Nieh~ gelungen 

ist dagegen, die DarsteUung wiUkiirlicher Funktionen zu beweisen, weder mi~ 

Hilfe des KonturintegTals noch mittels asymptotischer DarsteUung, auch nicht 

im rein trlgonometrischen ~alle. 

Wir  fassen das I~esultat noch einmal zusammen. 

Das Randwertproblem 

+_ r  a ~ . ( a ) +  ,, '(a) = o 

,~ (o) +_ ,:,~ (a) = o 

ist fiir den Fall, dass a, nieh~ verschwindet, fiir eine unendliche hnzahl  yon 

LWert~n 15sbar, falls die Funktion L(x) eine stiickweise stetige Ableitungbesitzt. 

Eine hinreichende Bedingung fiir die LSsbarkeit, falls a s verschwinde~, is~ 

neben der genannten Bedingung das Bestehen der Ungleichung 

L ( ~ )  - r ,(o) ~ o .  

Satz 20. 

Bzgl. der Eigenwerte gilt: In  einem gewissen zu beiden Seiten der x-Achse 

Megenden Keilgebiet, das sich mi~ zunehmendem Ixl proportional mit lg Ixl er- 

weitert, liegen keine Eigenwerte. 

1 Abgesehen natiirlich yon den zu ut" und uffi" gehSrigen-Faktoren e e , welche ja die Be- 
schr~nktheit dieser Funktlonen erst gew~hrleisten. 
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Schlussfolgerungen. 

(i) 

z .  Vera l lgemeinerung der  Differentialgleichung. 

In  der Differentialgleichung 

y" +p , (~ )y '+  (~p..(~) +p~(~) )y=o (o- -~-<~)  

seien die Funktionen p,(x) in [o, a] stetig und vorl~ufig bellebig komplex. 

Multiplikat~ion mit~ e f~'d~ kann man (I) auf die Form bringen 

(2) d (kC~). y') + (g(~)z-- z(~))y = o. 

Durch 

Diese Gleichung Hesse sich natiirlich auch direlr~ behandeln. Leg~ man aber 

den Funktionen k, g, l gewisse Einschffs auf, so kSnnen wir mit unseren 

bisherigen S~tzen auskommen, indem man (2) mitt~ls einer bekannten Trans- 

formation in die bisher zu Grunde liegende Differentialgleichung transformier~. 

Die zu (2) gehSr/gen Randbedingungen seien 

a,y(o) + a,y'(o) + a,y(a)-'r a,~y'(a)-.~ o 
(3) b,y(o) + b,y'(o) + b3y(a) + b,y'(a)---~-o 

J12 : ' / ~  (a,, b, beliebig komplex). 

Sind die Funktionen g, ~, 1 reeU und g, sowie k in [o, a] verschieden yon Null, 

dann geht durch die umkehrbar eiudeut~ge Transformation 1 

~ e  

(4) t - -  a . f 
. /  ~g/kdx  o 

0 

falls noch die zweiten Ableit-ungen yon k und g existieren, (2) und (3) iiber in: 

dt I Denn ~ ist im ganzen Intervall endlich und verschieden yon Null; iiber die Transforma- 

tion vgL Kneser 1. c. p, IOI/IIO.. 
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(4a, b) 

{ ~. I " - -  2 I 2 

0 0 

z(O)[ a, a.a [ (]~g! ~ l + 

4 U Ik'l'.q/'1o] + 

11 
4c ~ I o I  +" 

+-~- 

4 C k v" g"l'/aJ + 

b 4 ~ a  �9 t . ,  . ,7:_..af.  ~ 1.L~.~ + ----d-e!a)[~, ~ g,j , ,  = o .  

Dabei wurde - -d- t -=J~)  gesetzt. Man sieht, dass aueh die transformier~en 

Koeffizien~en die Orthogonal i~srelat ion erffillen, falls k ( o ) =  k(a) ist. 

Sind nun g, k, l komplex, so wird im allgemeinen 

seiu. Man ist also gezwungen x als komplexe Variabele anzusehen. Die Funk- 

tionen k,9, l , werden dann ~ls regular vorausgesetzt in einem Bereieh B der 

x-Ebene, dessen Bild in tier t-Ebene B' sei. Dann lassen sieh die gewonnenen 

Satze fiber das Randwer~problem benutzen, wenn man annimmt, dass das Inter- 

vall o ~ t-----a in B' enthalten sei. Die Gleichungen (4 a, b) gelten abet  nicht 

bloss ffir o --< t --< a sondera in ganz B', im Gegensatz zu den Entwiekehmgss~tzen. 

Wir  gehen auf diese Miigliehkeit jedoeh nieht niiher ein, sondern fragen 

uns vielmehr nach den Bedingungen fiber g und k, unter welchen die Trans- 

formation (4) reell ausfitllt ffir reelle Werte  yon x. 

Offenbar muss dann Y ~  und mithin g/k bis auf einen konstanteh FaVor 

selbst reell sein. Es sei also 

g __-- gl + i g~ = gl kl + g~ k~ + i (-- g i k.. + g. k~) 
k kx+ik  ~ k~+kl 

k~ + kl 

a 

' c = f r  
0 
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(5) 

Georg Tautz. 

-g lk~  + 9~kl = DCq~k~ + g~..); kl(g~--Dgx)= k~(gl + Dye), 

mad D reell. Daraus ergeben sich folgende ]~I5glichkeiten: 

Sind gl und g~ linear abh~ugig, so sind es auch kl und k~ und um- 

gekeh~; beide Funk~ionen miissen dann im ganzen Intervall verschieden yon 

Null sein. 
Sind #1 und g~ unter sich, und kx und ks unter  sich linear unabh~ngig, so 

diiffen h5chstens zwei dieser Funkt~onen an demselben Punlr~e verschwinden, 

und zwar miissen sie dann gleichen un~eren Index haben. 

Geniigen die Funk~ionen der Relation (5), so lasst sich leich~ zeigen, dass 

.q dann ~ im ganzen Intervall yon Null verschieden und endlich ist. 

Aus der Tatsache, dass unter  den genannten Bedingungen (Relation (5)) 

die Transformation umkehrbar eindeutig und reell ist, folg~ sofor~ die LSsbar- 

keit des Randwertproblems (2), (3) in voUer Allgemeinheit, da es ja fiir den Fall 

(4 a, b) bereits erledigt worden isk Fiir den Entwickelungssatz miissen wit na- 

tiirlich das Schema 

(6) o +_i 

oder ein diesem iiquivalentes ausschliessen. Die Transformation (4) fiihrt n:s 

lich zu einem ~hnlichen Schema in (4 b), in welchem nur  a s geiinde~ isk 

~v,,Ct) seien nun die Eigenfunlr~ionen der Aufgabe (4a, b) und f(t)entwickel- 
bar, dann folgt~ aus 

O 

wenn wir 

~,,(t). [kC~Ct)). gC~Ct))]-~ = z,,C~Ct)) 

setzen, wo also X,,(x) den Gleichungen (2), (3) geni i~:  

(7) 
0 

[fCt(-)) (k (~), g (~))-:-] Ck. ~)~. z~ (~)d t(~). 

Ffir die Funktionen g~(x) gelten die Relationen 
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a 

f j o (7 u) ~ - - .  z,Cx)z,(x). (k(x)g(x))~. ~ g / k .  dx  = I I n = m  

f Y g / ~ d x  o 
o 

und 

a 

f Yg/k 
0 

a 

f F(~) z.(.)g(.) d. 
0 

ist der Fourierkoeffizien~ yon F(x). Es ist klar, dass, wenn eine Funktion F(x) 

die Beflingungen (3) erfiillt, die Funktion ~'(x)(k(x). g(x))~ als Funktion yon t 

betrachtet die Bedingungen (4 b) erfiiUt. Es gilt insgesamt also folgender Satz: 

Sind in (2) die Funlr~ionen l, g,/c stetige komplexe Funktionen yon x,  g 8atz 2L 

und ]r ausserdem zweimal stetig differenzierbar und in Io, a] yon Null verschieden, 

erfiillen sie ausserdem die Relationen 

k(o)-- kC~) 
kl (g,.-- D gl) = k~ (gl + Dye.); k = k~ + ik~, g = gl + ig~, D bel. reell, 

so ist das Randwertproblem (2), (3) 15sbar, nStigenfalls bei gewissen Sonderbe- 

dingungen im Falle (6). 

Schliessen wir den letzteren Fall aus, so gilt fiir alle Funktiofien, welche 

die Bedingungen yon Satz 2. oder 3- effiillen, der Entwickelungssatz im Sinne 

der Gleichungen (7)- Eliminiert man aus den Randbedingungen die ersten Ab- 

leitungen, soweit es geht, und erf'tillt die FunkCion 2'(x) diejenigeu Randbe- 

dingungen, welche keine Ableitungen mehr en~halten, so konvergiert ihre Ent- 

wickelung nach Ausschluss der Unstetigkeitsstellen durch belieblg kleine offene 

Intervalle im Res~tinterval[ gleichmiissig. Auch iibev absolute Konvergenz und 

gliedweise Differenzierbarkei~ lassen sich leicht die den friiheren analogen S~[tze 

ableiten. 

2 .  Zusammenfassung der S~tze iiber die L~sung der  part iel len 

Differentialgleichung: 

(8) O~u - O~u 
o t  ~ k ~  + ( p ( t ) - ~ q ( x ) ) .  = o.  

1 9 - - 3 0 5 3 4 .  A c t a  mathemat ica ,  56. I m p r i m 6  le 10 s e p t e m b r o  1930. 
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sei k positiv, iv(t) 
t beliebig und 

Georg Tautz. 

Wir beschr:s uns auf den Fall, dass p(t)und q(x)reell sin& Ausserdem 
und q(x) stetig, q'(x), q"(x) s~ckweise s~etig fiir o<--x~a, 

/ ~ d x ,  / ~  dx integrierbar, 

o o 

q(o) = q(a). 

sow~e 

Satz 22. 
Dann ist folgender Satz beweisbar: 
Es existier~ eine LSsung U(t, x) yon (8), fiir welche 

[o ~r(t, x) Y(to, ~) = F(~); ( ~7 ),=~ = a(~) i.~, 

wo F(x), G(x) in [o, a] stetig differenzierbar sind, ausserdem F "  (x) s~etig, G"(x), 
F'"(x),  FrY(x) s~iickweise stetig sin& Die Randwerte dieser Funktionen sind 
dabei folgenden B e d i n ~ g e n  unterworfen: Schreiben wir mlr Abkiirzung: 

�9 '(o), FCo), ~'(~), 1,"(~); G(o), e'(o), a(~), G'(a); 

so is~ in jedem FaUe 

verschwindet ~,.~, aber nicht s~nfliche ~,~, so sei ausserdem 

F"(o)~,, + F"(a)~,.. -- o; 

verschwinden aber alle ~,~ und in r s~.mfliche Elemente 1, so sei s~a~t (lessen 

F'(o) F"(o) -- F' (a) F'(~) ---- o, 

1 I s t  dies n i c h t  der  Fall ,  t r o t z d e m  al le  d~Q g le ich  Nu l l  s ind ,  so geu i ig t  a l le in  die B e d i n g u n g  
J , ,  ---- ~s4- 
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falls ausserdem u~ und u~ nicht beide verschwinden. AndernfaUs gel~e die Be- 

d i n ~ g  

e '(o) F"(o)  --  G'(~)F"C~) = o. 

Die LSsung U(t, x)  bestimmen wit  in der Weise, dass wit  zwei Koeffizienten- 

reihen a,, b, hers~ellen derar~, dass nich~ alle # ,e  verschwinden und 

ist. Damit  ist das Problem 

Die Bedingmng 

auf eines der bereits behandelten zuriickgefiihr~. 

is~ wesentlich hervorgerufen dutch die Forderung z/~.,~ J ~ ,  an die wir uns vor- 

l~ufig binden miissen; sie ist wie diese wohl hinreichend, aber nicht notwendig. 

Der Beweis, dessen Durchfiihrung sehr weitschweifig ist, verl~uf~ so, class wir 

zun'Schst ~ o annehmen. Man bestimm~ dann aus den Gleichungen 

. ~a ,u ,  ~ ~ a , , v ,  ~-- o, bzw. ~-b,u,  -~ ~ b , v ,  ~- o 

a s und a I und ~ihnlich ba und bl, wobei die anderen a,, b, zuni~chst noch frei 

w~hlbar sin& Aus der Forderung J l . , ~ J ~  folg~ dann leicht c ? l ~ a ~ ;  da z/2~ 

(wie man leicht zeigen kann) ungleich Null sein muss, so ist, wie ein Yergleich 

mit w 7; I I  (S. Io9) lehr~, die Differenfialgleichung in der Tat unter den an- 

gegebenen Bedingungen 15sbar. 

Dann setzen wir ~13~o, (?~4~o. Es zeig4 sich, dass jetzt  J ~ 4 ~ o  sein muss; ~1,=o; J,,r 

im iibrigeu verl~uft der Beweis ~hnlich dem vorigen.'  

Sodann nehmen wit ~13---~62~---~o, aber nicht zugleich ~ 1 ~ r  A u c h ~ , , = ~ , - - - o .  

bier muss z / 2 ~ o  genommen werden. ~ 

Sehliesslich seien alle c?,e~o. Es wird zun~chst der Fall be~rachte~ 

u~ oder u s ~ o ,  

dann kann d ~  ~ o genommen werden. 

Dann folg~ die Betrachtung des Falles 

1 Es kommt auf den Fall  III; w 6 hinaus, wo B ~ o  ist. 



148 Georg Tautz. 

u~-us-=o; u~u4~ o; 

bier muss ~,~ wieder verschwinden; jedoch kann die Gr~sse B des dritten Ab- 

schnittes verschieden yon Null angenommen werden. 

Auch im Falle, dass uz oder u~ verschwinde~, kann B ~ o  angenommen 
werden. 

Sind alle u, gleich Null, dann gelten ffir die v, ~hnliche Betraehtuugen 

wie eben fiir die u,, nur sind jetzt /V'(o) und ~"(a) dureh G'(o) und G'(a) zu 
ersetzen. 

Damit sind alle m~iglichen FRUe aufgefiihrt. 


