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L e  prdsent mdmoire est le ddbut d'une dtude des sdries formGes avec les 

itdrdes successives d'une fraction rationnelle •(z). On salt qu'il faut entendre 

par 1s les fractions rationnelles R (z), R~ (z )=~  [R (z)], R s ( z ) = ~  [R~ (z)] -~1r [R (z)],..., 

Jl,,(z)=I~[R,,_l(z)]~--I~,~_x[B(z)] . . . .  qu'on appel!e itGrdes d'ordre I, 2, 3 . . . .  n, de 

R(z). Nous posons Bo(Z)=Z. Les sdries que nous considdrons sont de la forme 

~,  a~. 2~,(z), les a, dtant des constantes complexes q u e l c o n q u e s . -  lqous 6tudions 
n = 0  

ici leur convergence dans le domaine d'un point double a~tractif ou indiffdrent 

pour la substitution z l = B ( z  ). Dans le chapi~re I, nous rappelons les rdsultats 

de la thdorie de l'itdration qui sont indispensables pour cette dtude, laqueUe est 

ddveloppde dans le chapitre II .  Les rdsultats obtenus, d'une ~o~rande simplicit6 

et d'une grande prdcision, sont rdsumds dans un tableau qui forme la conclusion 

du chapiLre II. Le prdsent mdmoire servira d'introduction ~ l'dtude des fonctions 

analyt iques  reprdsentdes par les sdries que nous considdrons, dtude que nous 

poursuivrons dans des mdmoires ultdrieurs, o5 nous 6~udierons aussi d'au~res 

types de sdries ou de produits infinis qui font intervenir les it~r~es R~ e~ poss~dent 

des propridt~s analytiques remarquables: - -  C'est en rue de l'~tude des fonetions 

repr~sentdes par nos sdries ou produits infinis que nous uvons d~ en~reprendre 

l 'dtude de leur convergence. Pour  ne pas donner ~rop d'ampleur ~ cette intro- 

duction nous avons dtudid la convergence uniquement duns les domalnes des points 

doubles attraetifs ou indiffdrents les plus simples. - -  Nous montrerons dans les 

ddveloppements ultdrieurs tout l'int~rGt que prdsentent nos s~ries au point de 
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rue du prolongement analy~que de Weiers~rass ou de M. Borel; en particulier, 

nous rencontrerons avec elles des exemples naturels et remarquables de ces fonc- 

tions monog~nes quasi-analytiques introduites par ]~. Borel, exemples ayant en 

ou~e des propri4t~s fonctionnelles remarquables. 

Les r~sultats que nous d~velopperons ont ~t~ par~iellement publi~s dans 

quelques notes des Comptes Rendus de l'Acadgmie des Sciences (23 F~vr~er, 9 

Mars, I4 Avril, 27 kvril ,  28 D6cembre 1925). En parficulier le pr6sent m6moire 

d6veloppe et complete une par~e des r6sultats contenus dans les notes du 23 

f6vrier et du 28 d6cembre I925. 

CI-IA P1TRE I. 

Pr~liminaires. 

l~ous rappelons ici quelques r~sultats indispensables pris dans la th~orie de 

l'it~ration des fractions rafionneUes. - -  Pour  leur d~monsta~tion on se reportera 

l'un ou l'autre des m~moires suivants. 

�9 Sur les ~quations fonctionneUes~ par P. Fatou. Bull. Soc. Math. de France. 

T. 47 et 48 - -  I9~9 et x92o. 
�9 M~moire sur l'it~ration des fractions rationnelles>~ par G. Julia. Journal 

de ]~[ath~matiques pures et appliqu~es. 7 e s~rie. T. 4, I918. 

I. Poin~ doubles. - -  Multil~lieateurs. Un point double a de la L-ransforma- 

tion rationnelle [z/R(z)] ou [z~=/~(z)] est une racine a de l'~quafion z=R(z), pour 

laquelle la quantit~ s=R'(a), s'appelle multilJlieateur. Cette d6finifion es~ valable 

pour a s distance f i n i e . -  Lorsque z--~ 00 est un pSle de R(z), c'est-~.-dire 

/~(oo)=oo, (le degr6 du num~rateur de R > degr6 du d~nominateur), 1'oo est 

point double de [z/R(z)], on posera 

I I 
~ 1 =  ~1'  - ~-~- ~ d 'o~l  

L'origine 

I I I 

est alors point double de la traasformation rationnelle ~1=~(~) et le 

multil~licateur Q'(o) de cette transformation sera le multiplieateur du point double h 

l'infini de la transformation zl----R(z); on peut encore dire que 

s =  lira B (z)-- a 
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pour  a point  doable "s dis tance finie, et 

I 
s = l l m  ~(~)  = R ' (oo)  z=| 
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pour  a point  double s l ' infini, car, dans  ce qui pr6c~de, on a 

I 
s = O ' ( o ) = l i m  ~-~ = l i m  = �9 

Dans  t o u s l e s  cas ]s I <  x caract6rise  les po in ts  doubles  attraetifs 

I s I = I �9 �9 ~ ,> indiff~rents 

I 1> �9 " ' " r~lmlsif s. 

2. Cycle3. On  eonsid~re aussi  les cycles l imites. U n  cycle d'ordre n, com- 

pos6 de points distincts a, a D . . .  a,,-1, est  te l  que a l = / ~ ( a ) ,  a t = / ~ ( a j )  . . . .  

al=R(ai--1) . . . .  a=R(a,,-1). Les cons6quents  d 'o rd re  I, 2, . . . n, . . . d 'un  point 

a rb i t ra i re  z, dtant  les poin ts -z l=/~(z) ,  z~=l~(z~)=t~[R(z)]=l~,(z)..., z,,=l~(z~_~)= 
=l{[R,,-~(z)]=l~,,(z) . . . .  o5 /~(z) ,  su ivant  la no ta t ion  habi tuel le ,  d6signe l'it6rde 

d 'o rd re  n de B(z), on voit  que les cons6quents  d ' un  po in t  quelconque ai du cycle 

In, aj . . . .  , a,,-l] fo rment  une  suite pdriodique s n t e m e s  confondus  avec les points 

du cycle. ~ Les n points  du cycle vdrifient l '6qua t ion  l~ (z )=z  et on appelle 

z 
mul t ip l ica teur  s du cycle la  quant i t6  s=R',~(a) ou zli__mR---~) selon que a est s 

d is tance finie ou infinie. On vol t  d ' a ineurs  que s=R'(a).  R ' ( ~ ) . . .  R'(a,,-~) o~, 

b ien  entendu,  on r emplace ra  / t ' (a )  pax lira z [R(z)--R(oo)] lorsque a =  oo puisque 
Z r 

_R(a) d tant  6gal ~ a~ est alors fiui. Les  n points  du cycle sont  des points  doubles 

de [z/R~(z)] a. m~me mul t ip l ica teur  s. I l s  sont  tous  attractifs si I s [ < !  et le 

cycle est dit attractif; si I s ] >  I le cycle est  di t  rdpulsif  - -  si I s [ =  I le cycle est 

d i t  indiffdrent. 

3. Domaine de convergence vers un point double attraetif ou indiffgrent. On 

d6mont re  clans la th6orie de l ' i t6ra t ion qu ' un  point  doable  a~rac~i f  a e s t  int~'ieur 
s un  domaine  d, appeld domaine immddiat de convergence versa parce que I ~ dans 

t ou t  domaine  d int6rieur  ~ ~ la suite des R~(z) converge  un i fo rm6men t  vers a 

p o u r  n = o o ,  2 ~ ~, est  d 'un  seal  t enan t  avec a. I1 est  clair  que d~ coincide avec 

tous  ses cons6quents. 
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Le dornaine total de convergence vers a, soit ,d~, se compose de d~ et de tous 

les domaines ant~e6dents de 6,, .  On salt que les domaines antecedents d'ordre z 

de d, song ceux que d6crit z-l ,  lorsque z=R(z-1)  d6crit d,: les domaines ant6c6- 

dents d'ordre n song ceux que d~crit z_~ lorsque z=R, , ( z - , )  d~eri~ d; on rappelle 

ici que z-~ es~ antecedent d'ordre n de z si z=R,(z_,,),  e'est-~.-dire si z est con- 

s6quent d'ordre n de z - , .  

On d6montre que 6= contient toujours au moins un ~oint critique de la 

fonction alg6brique inverse de z l = R ( z  ), que nous d~siguons par z - l=R- l ( z ) .  

La fronti6re du domaine J= est constitute par un ensemble parfait  E'R 

d6fini comme il suit: Consid6rons l'ensemble des points doubles des cycles r~ul-  

sirs de l a  substitution z l=R(z) ,  c'esg un ensemble infini d~nombrable ER dont le 

d6riv6 n'est autre que E~; les points de En appartiennent 's E" R et ils song par~ou~ 

denses sur ~ .  

Les points de E'  R poss6dent la propri6t~ caract~ristique suivante; ce song 

des points limites pour rensemble des ant6c6dents successifs d'un poin~ quelcon- 

que du plan (deux points au plus du plan faisant exception, lorsqu'ils coinciden~ 

respectivement avec tous leurs antecedents), KR reste ir~variant pat- la transformation 

z~=R(z) et son inverse. - -  Dans le cas qui nous occupera ici, 05 il existe un 

point double attractif ou indii~6rent, 1'5~ n'est nulle part superfieiel: I1 peut con- 

tenir des continus lin~aires assez compliqu~s ou des ensembles parfaits discoatinus. 

C'est le m6me / ~  qui ser~ de fronti~re aux domaines de convergence vers les 

divers points attractifs ou indiff~rents de [z/R(z)]. 

En particulier les p61es des diverses it6r6es / / ,  (z) song les ant~c6dents succes- 

sifs du point h. l'infini. - -  Le point h. l'infini n'est exceptionnel que si R(z) est 

un polynome. Done si R(z) n'est pas polynome, tout point de ~:~n est 19oint- 

limite ~our l'ensemble des ~ l e s  des R,(e). 

Si l'on consid6re seulement le domaine imm~diat d: et les ant~c6dents 

int~rieurs s d= d'un point int&-ieur h, d= et distinct de a, ces points forment un 

ensemble infini d~nombrable dont le d6riv6 esg la fronti~re de ~,, qui est une 

par~ie ou la totalit6 de l'ensemble E~ suivant les cas. (Lorsque le point choisi 

est a lui-m6me, il y a une infinit~ d'ant6c6dents confondus avec a, et il peut 

m~me arriver que tous les antecedents int~rieurs ~ d= soient confondus avec a: 

par exemple a = o  pour ~x=z~.) ~ous  n'insistons pus ici sur l'extension aux 

cycles attractifs. 

Toutes los circonstances de ce paragraphe song vraies pour un point double 

a indiffg~'ent ~ multiplicateur s-~-I, les seuls que nous consid~rerons ici, ~t cela 
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pros que le doma.ine imm~diat r de convergence vers a ne contient pas ct ~ son 

i.nt~rieur mais seulement sur sa fi'onti~re, a, point de ~R, ~tant alors un point 

accessible de la fronti~re de r et tous les  ant~c6deDts de a (et tous ses cons6quants) 

appartenant alors s E~.  

4. Fonction de Koenigs pour un point double attracti f  g, multiplicateur ~= o. 

Soit a u n  point double attractif de multiplicateur s~=o, pour la substitution 

rationnelle z1=R(z),  on d6montre que dans tout  domaine $ int6rieur h, ~=, les 

R,,(z) convergent uniform~ment v e r s a  de mani~re que lira s" air pour 

limite, uniform~ment dans ~, une fonction E(z), appel~e fonction de Koenigs 

ayant les propri~t6s suivantes: 

/~(z) est holomorphe dans tout  le domaine ~=; on a ~ '(a)=o, F'(a)-~I et, 

en tout point de d=, on a l'~quation fonctionnelle 

( ') F[RC~)] = s .  F(~). 

I I e n  r~sulte qu'elle admet pour z6ros tous les ant6c~dents de l'origine, et ces 

points-l'L seulement, qui forment en ensemble de points int~rleurs '~ 6: ayant 

pour dgrivg route la fronti~re de 6~. Les points-fronti~re de 6= sont donc points 

singuliers essentiels de ~'(z) et ~ est le domaine d'existence de E(z). A l'aide 

de l'~qnation fonctionnelle F(z)---- I .  F [R (z)], on peut d~finir, de proche en proche, 
8 

�9 '(z) darts tons les domaines ant~cgdents de ~=, dont rensemble constitue J=; 

bien que ces cliff,rents domaines puissent 6tre s~par~s par des fronti~res in- 

franchissables au prolongement analytique de ~'(z) nous conservons la m~me 

lettre F(z) pour d~signer la fonction obtenue s l'aide de l '6quation fonctionnelle 

dans 2 parties distinctes du domaine de convergence z/=: cette convention naturelle 

ne peut conduire ~. contradiction. Grs s cet~e d~finition ~tendue de ~(z) on 

aura toujours lim R~(z) - -a~-F(z )  uniform~ment dans tout domaine int~rieur ~ J~. 

Oonnaissant ~(z) on peut donner une expression utile de /~(z). F(z)~gant 

holomorphe autour de z = a  et ~ ( a ) = ~ ,  on peut faire l'inversion de la relation 

~ F ( z )  antour de z ~ a  auquel correspond r La branche de foncidon inverse 

de 2'(z), que nous appelons z=~(~) et qui est 6gale s a pour g ~ o  sera holomorphe 

darts un certain cercle i g l = r  autour de l'origine g----o et on aura dans ce cercle 

(2) z=y~(~.)=ot+~.+a~'~+ .-.+a~g~+ . . .  avec, alors, 
20~30534. Acta mathona~r.a. 56. Imprim~ le I1 septembro 1930. 
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0omme 

on aura 

c'est&-dire, 

F I R ( , ) ]  = , .  ~'( , )  

_~(z) = m [, F ( , ) ]  = m  (,.~) 

Par consdquent, si IsF(z)l<-r et I R - , ~ l < e  aans une certaine rdgion de d~ 

entourant le point a on aura darts cette rdgion: 

R (,) = m [sFCz)] = a + s F+ a,  s ' . ~  + - - -  + a~ s ~F~ + . - -  

ddveloppement de R(z) par rapport" aux puissances de F(z). I1 est clair que, si 

Q est assez petit, [ R - - a l <  Q enta~ne [sF(z)l--<r et le d~veloppement pr~cddent 

est valable. 
Pins gdndralement, de F[l{,(z)]--~s".F(~) et I /~ , - -a l  < # il rdsnlte que, dans 

une r~gion de d= ent~urant le point  ~ et dans laquelle [ s~FI  < r, on aura 

(3) R.(--) = ~, I . e , ' l = =  + e .  F ( * ) +  ,,,*~-[l~(*)] ' +  ' + " ~ ' * " .  [~(*)1~+ ' 

ddveloppement que nous utiliserons dans la suite. II faut  remarquer que, .4 

dtaut une r~gion quelconque inbJrieure s J~, les consdquentes J ,  successives de 

/_/ tendent vers a, donc pour n-->iu zr sera int&ieure g la rdgion I z - - a [ < #  

c'est&-dire que, z dtant dans ~ ,  on aura, pour n~2V,  [R, (z ) - -a  I < 0 ce qui 

entralne, comme on r a  vu, pour q assez petit, [ snF[  < r et par consequent la 

validit~ du d&eloFpement 19r6c~dent dans tout J ,  pourvu que.n soit Fcis >--iV, 3T 

d6pendant &idemment de J .  

5. Fonetion de t~Sttcher pour un point attraetif & multiplicateur nul. Soit a 

un point attractif de [e/R(z)] ~t multiplicateur nul. 0 n  a, au voisinage de a, 

pour I~-~l<o 
~(z,):~+ Am(z-:)~'+~l.p+1(z--=)P+1+--- avec @~2 et Ap=l=o 

et si Q est 

on a 

assez petit routes les R~(z) sont holomorphe dans le m~me cercle et 

pn --I 

R,~C~.)=~ §  ~. (~.-,)~," + . . . .  
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Lorsque Q est assez petit les R~--a n'ont  pas, dans ] z - - a l < Q  d'uutre zdro que 
1 

l'origine, les [R~(z)--a]p ~ sont alors des fonctions de z holomorphes duns ]z--a ]< Q 

dont le ddveloppement est 

1 1 ' 

(4) [Rn(z)--a]-~=Ap ~--~ . ( z - -a )+ ' . .  

A n dtant ~=o on choisira duns la formule prdcddente une d&ermination bien 

~ I " 
= I choislru une ddtermination de fixde de Ap , puis, s cause de lira I - -  on 

n~c~ 

I .  [ ~ 1  1 

A~ -I ' -P-~/ qui tendevers lu prdcddente lorsque n devient infini en prenant par 

I _1 . 1 1 1 log Ap 
exemple dans A ~ = e  ~-t ' '~ et A ~ - ' ( - ~  ) [ ' - Z ~  l-L- =- e~ p"/~'-~ la mbrne ddtermi- 

nation de log Ap. 

Duns ces conditions, on ddmontre alsdment qne les d&erminations ainsi 
1 

choisles pour les [R~a]P ~ convergent pour n=-oo, uniformdment duns [z--a I< Q 

vers une fonction Ft(z ) holomorphe duns I z - - a l < e  ddveloppable par la formule 

1 

F, =A V'  + .  

off A~ -~ a la valeur chois ie  ci-dessus. La fonction ~l(Z), dire fonction de 

BSttcher relative ~. z=a,  vdrifie dans I z - -a l<Q l 'dquation fonetionnelle 

( s )  = 

avec 
1 

Pl(-)=0, V, + o. 

Grs ~t l'dquation prdcgdente (5) la fonction Fl(z  ) ddfinie au voisinage de z = a  

peut 6tre ddfinie dans tout le domaine z/~ de convergence v e r s a .  On remarque 

qu'eUe est analytique en tout point de  d~; les points antdc6dents de a sont, 

comm e a, des zdros de Fl(z) et par consdquen~, en gdngral, ~. cause de F~(z)~- 
1 

=[FI[R(z)]]~, des points critiquez alg6briques de Ft(z), en sorte que ~~l(Z) n'est pas 

uuiforme en gdn~ral dans tout d~. Elle l'est certainemen~ da~s d~, domaine im- 

mddiat de a, s/ ce domaine ne contient pus d'autre antdc6dent de a que a lui-mbme. 
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(Par  exemple cas des polynomes avec a----o~); on reconna i t  alors que /~'~(z)qui 

est  toujours  <~ en module ~ cause de l '~quation (5), donne la representat ion 

conforme de ~, sur le cercle [,~] < ~ lorsque $~ est s implement  connexe, par  la 

formule  .~-~-F~ (z). 
Revenant  au cas g~n~ral, eg consid~rant  la branche de fonct ion  inverse de 

�9 y=F~(z)  qui prend en ~ = o  la valeur  a et  la d~signant par  ~0~(g) on aura 

(6) 

avec 

d~veloppement valable pour  

1 

a~-~Ap ~-~ ~= o 

I ~ l < r  et I z - - ~ l < e .  

Si alors on envisage FI[R(z)]=[F~(z)]P on vol t  que, si IF~(z)IP<," et  [ R - a ] < @  
o n  a 

(7) ~ = , ~  + ~ , , ~  + ,~. F;,' + - . -  

et, d 'une mani~re g~n~rale, .~ cause de 

on aura, pour 

(8) R . ( ~ ) = ~ ,  {[F,(~)]~")=~ + ~, P~," + ~..F~, ~ ~ + ' - - .  

Soit  alors z/ un domaine quelconque int~r ieur  s z/~. D~s que n > ~ r  le consequent 

z/~ de J sera int~rieur au cercle [z- -a[<~ par  consequent  on aura  ]R~(z)--a]<@ 
pour  n > N  lorsque z d~crit H. Q ~tant  assez pe t i t  on aura  aussi ]FI[R,,(z)] ]-~ 

-~ ]F l ( z ) ]~"<r ;  par  c o n s e q u e n t  le d~veloppement  (8) de R,(z) sera valable dans 

tou t  z/ d~s que n > N  et nous l 'emploierons  souvent  dans la suite. Remarquons 

e~core que, aan~ tout domaine ~ ,  i n ~ e u r  ~ ~ ,  o~ a IF~(~)I--<M(~)< ~. 

6. Fonction d'Abel pour un 2oint double indiffdrent ~ multiplicateur s=  + x. 
Si a est ce point, il appar t ien t  s la f ront i~re  du domaine imm4diat  c?r de con- 

vergence v e r s a .  Nous  uti l iserons ici une  expression asymptoh 'que de R~(z), 
valable dans. t ou t  domaine J in t~r ieur  ~. ,J~ e~ qui a ~t~ donn~e par  P. F a to u  

dans son m~moire c i ~  plus h a u t  (chap. I I ,  n ~ 8 et  9); nous prgeiserons cette ex- 
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press ion un pen plus qu ' i l  ne l 'a  fair,  en rue  des appl ica t ions  que nous en ferons 

plus loin. 

Supposons d ' abord  que a soit  s l ' infini et  que 

(9) ~ (~)=z + a + b + e (z), 

en nous bornan t  au cas le plus s imple a ~ o et m~me a r~el et  posit if ,  ce qu 'on 

peu t  toujotlrs obtenlr  pa r  une ro t a t i on  convenable  des axes. Alors,  dans un 

cer ta in  secteur S ayan t  son sommet  sur  l ' axe  r4el positif ,  symgtr ique  pa r  rappor t  

cet  axe et d 'ouver ture  2 ~r--~ (U > o a rb i t r a i r emen t  petit), on a 

P 
I ~(z)l < iTP'  

ce secteur  contient  tous ses consdquents,  et, z ~tant  pris quelconque dans ce 

secteur,  z ,  tend vers l ' infini de mani~re  que I z,, I----I R,(z) l > K n  (K  ind, ,pendant  

de z dans  le secteur). Cela ~tant,  considgrons l ' express ion 

b 
u,,--~z,~--n, a--  - L n  

a 

de P. Fatou.  Elle converge uni form~ment ,  dans tout domai~e bornd intd~eur 5 S 

vers  une fonct ion A(z) (appel~e fonct ion  d 'Abe l  du poin t  indiff6rent  a----oo), 

ho lomorphe  duns tou t  le domaine  de convergence  J ~  vers a =  oo et  telle que, duns 

ce domaine, A [/~(z)]----A(z)+ a. Nous voulons ~va2uer 

On a 

Or,  avec 

o n  a 

b 
u . - - A  ( z ) = ~ . ( z ) = z . - - , , .  <,-- - S; n - - A  (z). a 

~,,=,,,,--A=-- ~ (u,+l--up). 
p = n  

z . + ~ - - z . + a +  ~ +r 
E-~." 
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Donc 

~ , , = -  y, ~(~)-  b --  a ~  - - L  x 

I 
Nous voulons ~valuer l'ordre de en en - lorsque z reste dans un domaine born~ 

J int~rieur ~. S. 

On a d'abord 

Ensuite 

or dans S, 

p=n ,~_-]1 Lx 

et on d~mon~re aussi que 

(A cons~ante > o). 

"[;. J: Z I I pa--,~ 
a.p.zp 

p ~ n  ~ n  

Iz.--paI<K'Lp 
uniform~men~ dans J (K et K'  c o n s ~ s  >o) .  

Donc 

l .a  , K "  K "  
p=, ,[  z~  a p  [ I ,= .  p , , -~  . n - -  I 

[~ +L(n-~)]  

(K" const~ante >0).  

Enfin on a, puisque les zp sont tous dans S 

donc 

P P 

p2 <Pa j x~ n 
p = n  n---1 

(P~ consC~n~ positive). 
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E n  ddfinitive 

I~,,1< _A+ K" A' - -  [~ + L (~ - ~)] + ~ <  - -  
n n - I n n 1 - n  

(A' eonstante  positive) 

et ~ arbitrairement petit positi f  

quelque soit z dans H int~rieur  s S. 

Nous  refiendrons ce r~sultu~ pou r  la  suite sous la  fo rme  

z .=R, , ( z )~-na+ b L n  +. A(z) + e.(z) 
a 

a v e e  I~,,(z) l < - -  d ~ .  ~. ~ 1---~ 

Si m a i n t e n a n t  H es~ un  domaine  born6 quelconque i n ~ r i e u r  h, H~, il est clair 

que Hp pour  p assez g rand  sera born6 et  in t6r ieur  ~ S. Alors, R~(z) ~tant  dans 

Hp int~rieur  ~. S 

z,,+p-----R,~Cnp)-~- na + b .Ln + A [RpCz)] + en(Rp) a 

et eomme 

z.+~=(n +p) a + b L (n +p) + A(z) + e,,(Rp) + b_ L - n-L- 
a a n +p  

on a alors quelque soit  n > o  

Donc 

et  = - L  i +  < - - .  I ~ . ( ~ ) 1 < , , , _ ~  i ~  . + p  ~, ,, 

z.+p = (n +p) a + b_ JL (n +p) + A (z) + e,'~+p (z) avee 
a 

B 
I ~;,+,(~)1 < (n + p ) l - ~  

e'est-~-dire que la formule  asympto t ique  

_ A 
(xo) z.=na+ bLn+A(z)+~.(z) avee I~-(~)1< T/1--'r/ 

a 

est  ru lable  dans un domaine born6 quelconque int6rieur fi H= pourvu que A soit 

convenablement choisi. 

Lorsque le point  double indiffdrent  a est  ~ d/stamee fiuie, nous  aurons (en 

faisan~ le changement  de var iable  t - - - -  I , tl__ I z - .  ~ C z ) - -  = ~ l ( t ) )  
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l 'expression asympt~tdque 

(I I) -~n (2') ~--- g "~ I 
ha+f t .  L n +  A(z) + ~,(z) 

avec 
a ~ -  b 

a 
et A ~1--~ 

dans tout J interieur a J =  lorsque, au~our de z = a ,  on a 

t~(z)=Cz--a)--a(z--a)' + b(z--a) ~ + . . .  (a =~ O) 

7. Substitutions ratio~nelles d cercle fondamental. - -  Parmi  les substi tutions 

rutionnelles z l = R ( z ) ,  celles qul conservent l'int$rieur d'un cercle sont  particuH~rement 

int~ressantes. Nous  supposons que ee cercle est  le cercle de centre o de rayon 

I e t  que l 'on a ] R ( z ) [ <  I lorsque ] z [ <  I, [R(z)[> I pour  [ z ] > I  enfin [R(z)[ = I  

pour  [z[----x. On volt faei lement  qu'alors l 'dquation /~(z )=a  admet  d solutions 

distlnctes ou non, routes d a n s [  z [ <  I si [ a [ <  I, routes dans [ z [ > I  si [ a [ > I, 

t o u ~ s  sur [ z [ = I si [ a I = I. On peut  diviser les subst i tut ions conservant le 

c e r c l e  [ z [ <  I e n  4 classes. 

I ~ Substitutions r6guli~res de I ~'e esp~ce: Caract~ris~es par  le fair que, R(z) 

6rant de degr~ d, il y a d- -x  points doubles r6pulsifs distincts sur [z I =  I e t  z 

points doubles attractifs a et a '  sym6triques par  rappor t  "~ [z I =  I. - -  Les points 

r6pulsifs soar s multiplicateur r6el. Les 2 points at t ract i fs  sont s multiplicateur 

complexe quelconque de module < I .  Tout  point  int6rieur [ z [<I  a des cons6- 

quents qui tendent  v e r s a  (J~ identique ~ ] z ] <  I). Tout  point  ext~rieur ]z[ > I  

a des cons6quents qui tendent  v e r s a '  (d=, ident ique s I z[ > I). Sur [ z [ =  I les 

cycles r6pulsifs racines des z= /~ , (z )  f o m e n t  un ensemble par lour  dense. -- Les 

points de [z[~-~ 1 n 'appar t iennent  ni s J =  ni h. d~, ,  les cons6quents d'un point  

]z I =  I forment  un  ensemble dont  le d6riv6 peut  6tre tr6s compliqu6 (probl6me 

de nature  arithmgtique). Tout  point  de J ~  ou J : ,  ou m6me de ]z [ =  I a u n e  

infinit~ d'ant6c6dents successifs a dont  l 'ensemble d6riv6 coincide avec route la 

circonf~renee [ z l = i .  Remarquons  pour  te rminer  que, sur [ z ] = I  on a ici 

2 ~ Substitutions r6guli~res de 2 e esp#ce. Caraet~ris~es par  ce f~it qu'elles 

poss~dent d ~oints doubles r~pulsifs sur [ z [---- I et  un point double attractif a aussi 

sur [z[----x; tous ces points ont  des  mult ipl icuteurs rgels. - -  I1 exist~ alors," sur  

[ g [ = I ,  u n  ensemble parfai t  ~:'g partout discontinu (invariant par  [z/g(z)]), ne 

i 11 y a except ion  s eu l ement  pour  le  eas off g co~wide avec tons ses an#dcddents (aussi pour  
a'). E n  envoyant  ~ ~ l 'origine et  a'  ~ l ' infini par une  h o m o g r a p h i e  eonvenable  la  subst i tut ion  se  

ram~ne alors k t l = t  d. a et  ~,' sont  a lors  les  s eu l s  po ints  except ionne l s .  
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contenant pas a, mais contenant tous les points doubles des cycles r~pulsifs et 
tel que: 

a) Tout point du plan n'appartenant pas ~ ~E~ a des cons~quents suecessifs 

qui admet~ent ~ pour seul point Mmite, le domaine zl= se composant de tout le plan 

b) Tout point du plan admet pour ensemble d6riv6 de ses antdc6dents suc- 

cessifs l'ensemble E'~ et lui seul. 

3 ~ Substitutions singuli~'es de z ~r* es~ee. Caxact6ris~es par ce fair qu'elles 

poss~dent (d--2)2oints doubles rgTulsifs sur I z ~----I et unpo in t  double a indiff6rent 

tel que R'(a)-~ I, R"(a)=O, R'"((~)=~O: comptant  par cons6quent pour 3 points 

doubles, c'est-s trois racines de l~ ( z ) - - z=o .  On ddmontre alors que: 

a) Tout point intdrieur ]z ]< * a des consdquents tendant" v e r s a .  

b) Tou~ point extdrieur I z l > ,  a des consdquents tendant vers a. 

c) Aucun Toint de I z I = I n'adn2et a ~our soul 2olnt limite de ses cons6quents. 

Les points de I z I -= I poss~dent ici les m~mes propridt~s que les substitutions 

rdguli~res de z ~e esp~ce. L'ensemble ~'a, ddriv~ des antdcddents d'un point quel- 

conque du plan, se confond avec la circonf~rence I z I'~-I route enti~re. 

Le domaine z/= se compose ici d e  2 parties distinctes s savoir I z l <  I e t  

[Z[> I, ayant pour fronti~re commune la circon~f6rence I ZI=I .  Cet~e 3" classe est 

un cus limite de la i ~" (o~ les 2 points attractifs viennent se confondre en a 

sur ] z l = . i  avec un point rdpulsif). 

4 ~ Substitutions si~guli~res de 2 ~'e esT@ce. Camct~ris~es par ee fair qu'elles 

poss~dent, sur I z l =  I, (d--I)  points doubles rdpulsifs s multiplicateurs rdels, et 

un point double indiffdrent a pour lequel /~ ' ( a )= I ,  R"(a)~=o, comptant par 

consdquent pour 2 points doubles dans le nombre (d+  ,) des r-cines de/~(z)--z-----o. 

I1 existe encore sur I z [ = ,  ,an ensemble parfait /~ i  (compos~ des racines des 

z = R , ( z )  et de leurs points limites), paxtout discontinu, invaxiant pax [z/R(z)], 
contenant a, et tel que: 

a) Tout point du plan n'appar~enant pas K E ~  admet a pour seule limite 

d e  ses consdquents. J=  comprend ainsi tout le plan sauf  E'  R qui est sa fronti~re. 

b) Tout point an plan admet ~a (et ~a seulement) pour ensemble dgrivg 

de ses antdcddents successifs. CetCe 4 e classe est un cas lim~te de la 2 ~ (off 

point r~pulsif vient se confondre sur ] z l - ~ ,  avec le point at~metif). 

2 1 - - 3 0 5 3 4 .  Actamathema$ica. 56. Imprim6 le 11 septembre t930. 
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C H A P I T R E  I I .  

Convergence des s~ries 2a,,R.(z) ~ l'int~rieur du domaine ,/~ d'un point 
double a, attraetif ou indifferent. 

a est un point attraetif  ~ multiplieateur s ~= o. 

I. Nous envisageons le domaine de convergence L/~ des /~(z) vers le point  

double attractif a et nous supposons d 'abord a=bo et fini [R(a)=a, R'(a)=s=bo, 

I s [ <  I]. Soit z o .un point  queleonque int&'ieur au domaine J~:  ses cons6quents 

/~.(zo) tendent  v e r s a  pour n ~ o o .  Supposons que la s6rie 

~ 0  

converge au point z o. II f au t  alors que an tende vers z~ro, puisque Rn(zo) a pour 

limite a ~= o. Or J~,,(Zo)=a + s" [l"(zo) + ~,(Zo) ], l"(z) ~tan~ la fonction de Koenigs 

I 
relative ~ R(z) et au point ~, et ~.(Zo) t endan t  vers z~ro avec - -  Si lim a ~ = o ,  

il suit que ~ [a~s"[ converge, puisque [ s [ < i ;  "~ for~iori la s6rie ~ [ a . s ~ , , ( z o ) [  
o o 

convergera-t-elle, puisque lira ~.(Zo)~O. L a  s~rie ~ an~n(Zo) ~tant convergente, 
0 

aD 

et la s~rie ~ an s ~ [F(Zo) + E.(zo) ] ~tant  p a r  consequent c o n v e r g e n t ,  leur difference 
0 

a . a  sera convergente, ce qui e n h ~ n e  la convergence de la s~rie ~ an. 
0 o .  

La convergence de (I) en  lm point  int~rleur au  domain z/~ n6eessite la convergence 

i �9 de an dans l 'hypoth~se a =4= o, a =~ oo, s =~ o. 
o 

Soit; Mors z7 ml domaine feting complgtement~ int~rieur ~, .d.. I ) ~ s  ce 

domaine z/, on aura, uniform~ment,  lira B . ( z ) = a ,  F(z)  sera holomorphe dans z/ 
eo 

et on aura 

( . )  = + + 
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r,, (z) 6tang, d~s que n e s g  assez grand, holomorphe dans d et  uniform6ment in- 

f6rieur s e arbitrairement petit. 

La  s6rie (I) ~a~/~,(z) pourra, ~ a .  6gang eonvergente, s'6crire 

Z anR"(z)=a Z a~ + Z a , , s " [ ~ ( z ) +  ea(z)]. 
0 0 0 

Or, Z a,, 6gang eonvergente, :~a,,s" sera absolument  eonvergenge et, a for~iori, 

~ a,, s" e. (z) sera absolument et uniformdment  convergente dans d .  On aura done 

Z Z + Z Z 
0 0 0 0 

La sdrie (I) est done unifm~n~nent convergente dans d .  En tout  point  z de d 

qui n 'est  pole d'aueune R~(z) il est visible que gouges les R,,(z) 6gang holomorphes, 

ainsi que F(z), les r.(z) seront holomorphes;  en un tel point  la somme de la 

s6rie (I) sera une fonetion holomorphe de z. 

En  supposant donc ~ = o  et s=~o, la convergence de la s6rie (I) en un 

point  z o du domaine d~ entralne la convergence de ~ an et  par suite la conver- 

gence unifornze de (a sdrie (I) dans tout  domaine ,d int6rieur ~ d~. La somme 

de la s6rie (I)esg alors holomor~he en tout looint intdrieur 5 .d. qui n'est p6le 

d'aueune B, ,  c'est-5-dire qui n'est pas ant6cddent du ~oint 5 l'infini. Si done le 

point  ~ l 'infini n'est pas ing6rieur '~ z/:, (I) repr6sengera une fonction holomorphe 

dans tou t  z/~. Si 1'r est int6rieur ~. d~, ses ant6c6dents seront int6rleurs s ,d~ 

et  ils song tous distincgs et ils admetgent E'R pour ensemble d6riv& Un aut6c6- 

dent  d 'ordre p sera un  point ~ tel que /~(~)_--or En ee point  ~ gouges les/~,(z)  

pour n ~=p song holomorphes. Ce point  ~ est done un  ~ l e  de la fonction repr6- 

sent6e par (I), le seul terme de la s6rie, non holomorphe en ~, 6tang apBp(z). 

L a  s6rie ( I )repr6sente  alors une fonction m~romor~he dans zt~, dont  les p61es 
oo 

song les ant6c6dents du point s l'infini. La convergence de ~ a~ est la condition 
0 

n6cessaire et suffisante pour la convergence de (~) dans tout domaine .d~ (a~=o, 

~ ,  s+o). 

2. Supposons main tenant  a = o .  I1 est clair que si nous choisissons un 

point  z o de d~ qui soit ang6c6dent d 'ordre 1o de l 'origine on aura /tp(Zo)= o eL 

par  suite Rp+~(z0)=o quelque soil l 'entier  positif  k. Tous les germes de (I) song 
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nuls s partir du 1o l ~ .  La  sdrie converge banalement.  Soit alors z o un point non 
ant6c~dent de l'origine, c'est-~.-dire o5 1{,(Zo)4=o quelque soit n e t  supposons qu'eu 

z o la sdrie (I) converge. ~ I1 est  clair que lira a,R,(zo)=o. Or on sait (Prdli- 
Zt 

minaires n~ 4) qu 'au point  zo envisag6 la- fonct ion de Koenigs est holomorphe et 

4=o [F(z0)~eo]. 0 n  sait aussi que, d~s que n e s t  assez grand, on peut derire 

(~) �9 R . t z ) = s " F ( z )  + ~ 8  ~. _~(z) + . . e .  _~(~) + . . .  

les coefficients a~, a s . . . .  provenant  du ddveloppement en sdrie enti~re 

(3) ~p(1)~-~+a~1s+ ar~s+ --- 

de la branche nulle en , ~ o  de fonct ion ~(~), inverse de F(z).  

(On se souvient que _F[R(z)]~-sF(z) et si on pose ~ : F ( z ) o n  en tire z----r 
avec q~(s.~)--~B[q~(~)]). 

Le ddveloppement (2) est valable dAs que [snF(z)[<r, r dtant  le rayon de 

convergence de la sdrie (3) et  ] R ,  [ < e ,  Q pouvant  d'ailleurs ~tre choisi assez pet i t  

pourque [R, , [<Q entra~ne [s~F[ <r.  

Ici F(Zo)+-o , done, pour n > n o on aura [s"F(Zo)[<r. A part i r  de l ' indice 

n o on aura B,(Zo)-~s"[F(Zo)+~,(Zo)] le crochet ayan t  pour l imite F(Zo)4=o lorsque 

n devient infini. Puisque lira a~ R ,  (z0)----o, il faudra  done lira a,, s " ~ o .  
n at~ ? l ~ a ~  

Envisageons la sdrie enti~re 

co 

0 

dont  la valeur pour , ~ s  s 'est ddj~ prgsent~e s nous au n ~ I et  que nous retrou- 

verons constamment clans la suite. On peut  l 'appeler la s6rie image de la sdrie (I) 

y~ ~ R~(,). 
0 

La  conclusion llm ans"-~--o entralne que le rayon de convergence de (4) est 
~ a t 3  

>-I~1. 
pour z o 

avec 

Reprenant  alors le ddveloppement ( 2 ) o n  peut  

~.(z0)=eFCzo) + ~.~" ~'~.(z0) 

F~,, C~'o)=,~, ~ "  (--o) + ,~, P '  C-%)+-.-. 

l'derire, pour. n > n o et  
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Si n devient, infini, F~.(Zo) a pour  l imite a~F~(zo) qui estfini. 

Puisque le rayon de convergence de (4) est  -----Is [, la s~rie ~ a,, s ~ est ab- 
0 

solument  convergente, car  Is ~ [ < l s ] ,  Is l  ~t,ant < I .  I1 en est de m~me de la 

2 n  s~rie ~ a . s  F2.(Zo). La  s~rie ~ans"F(go) es~ la difference de z s~ries conver- 
0 0 

genres ~a,,B,(zo)et,  ~ ,s2 '~F, . (Zo) .  Elle es~ donc c o n v e r g e n t e . -  La  con- 
0 0 

vergence de (I) en un pointl z 0 non an teceden t  de l 'or igine exige par  consgquent 
e~ 

la  convergence de la s~rie ~ a,~s ~. 
0 

Le raisonnement se poursui t  comme au n ~ I, h. cela pros que la s~rie 

re, s" joue ici le rble que jouai~ au n ~ I la s~rie ~ a . .  Si J esg un  domaine 
0 0 

ferm~ int~rieur "~ /-/o (Jo domaine de convergence vers l 'o r i~ne)  on a lF(z)[<M 
dans ~J. On choisira le plus pet i t  en t ie r  no tel  que [ s " M l < r  et  l 'on pourra, 

dans tout, J ,  obt,enir, pour  n >  no, le d~veloppement  (2) qu 'on  pourra  ~crire 

(5)  

avec 
= + +. . . .  

Toutes  les F2.(z), n > n  o sont holomorphes  dans J comme F(z),  il est visible 

aussi que quel que soit  n on aura  

I F,.(z) I<M1 
I1 en r~sulte que 

clans tou~ J .  

0 0 0 

L a  s~rie ~_ja~s 2" ~tant absolument  convergente  et  [ 2 ' 2 . ( z ) [ < M  I clans J ,  le 2" 
0 

membre  de l'~galit~ pr~cdden~e est uniform~ment convergent dans J e t  y reprdsent~ 

une  fonct ion holomorphe de z en tou~ point  o~ aucune des B.(z) n 'es t  infinie. 
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L a  conclusion d u n  ~ I subsis te  donc. La convergence de (_r) en un ~oint de 

d~ qui n'est ?c~ antecedent de l'origine (~oint tel que les termes de (I) sont tous 

# o ) ,  exige la convergence de ~ a~s ~ et entra~ne la convergence unifo~ne de (z) 
o 

dans tout domaine int~rieur g `40; (~) reffr6sente alors dans `40 une fonetion de z, 

holomorphe en tout 19oint de d o non antecedent de rz'nfini, m6romor~he en tout Toint 

de .4 0 ~ui est anNc~dent de rinfini. 

La convergence de ~ a~s'* est la condition n6cessab'e et suffisante ?our la con- 
0 

vergence de ~ an R,, dans le domaine de convergence des 1~. vers un ~oint double 
o 

attraetif a ~ o  de multilglicateur s # o. 

3- Examinons  m a i n t e n a n t  le cas a = o o ,  s4= o. Cela veut  dire. que si l ' on  

I I la  re la t ion  z l = R ( z  ) devient  une  re la t ion  ra t ionnel le  ~l=Q(~) pose  ~ =  ~, ~ =  C-~ 

pour  laqueUe on au ra  r  o, r  s avec 1,1< ~. P a r  c e d e  t r ans fo rmat ion  

I 
~tendue ~ ~ous les z ,  c 'est-~-dire en pos an t  z~ - - - -~ ,  l a  re la t ion  zn = ~ ( z )  ~qui- 

vaudra .~ C,,=r Soit F(C) la fonction de K o e n i ~  re la t ive  "~ r '~ l 'or igine 

~ = o ,  et au  mulL-iplieateur s 

[r (C)]=~. F(C). 

On aura ,  sons la  condition ] s = F(~) ] < r, r r a y o n  de convergence  de la s~rie enti~re 

~0(.~), branche nulle en o de la  fonc t ion  inverse  de F(~), tir~e de ~ = F(~) p a r  

= ~C~), 
(~) = # + a~ ~ + . . .  

en r e m a r q u a n t  que 

@(~)=~0[sF] et  en g~n~ral @,,(~)-~--~0 [s~2 ~'] 

e . ( ~ ) = s " ~ ( ~ )  + a.. s ~" ~ + ~s s s" ~ + ' .  

P a r  cons~quen~ R,(z)  

I 
remplae~ p a r - .  

Z 

o~ 

off au  2 e membre  ~ serai~ 
s'*F + a2 s 2" F + a s s 3 n ~ + . . .  

On peu t  encore  ~ c r i r e , c o m m e  on l ' a  fa i r  au  n ~ 2 

Q~(C) = eFCC) + ~ "  ~'~(C) 

F 2 , , ( C ) =  ~ ,  ~ + as s " . ~  + - - - .  
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Lorsque  n devient infini F2.(~) t end  vers  a ~ F  ~ car  on peu t  6crire F 2 . = F ~ [ a . . +  

+ ~ , " F +  .-.]=~.W[s"F], 
lorsque n devient infini. 

P a r  suite 

(6) 

q} 6rant  ho lomorphe  pour  [ s " F [ < r  et  tendaalt  vers a~ 

I 

R,(z) ---- s " F  + s 2"1' '2 , ,  " 

Soit  z o un point  du domaine  J |  off les R .  convergen t  vers 1'oo. S i c e  point  

est  ant6c6dent  d 'ordre p de 1 ' ~ ,  routes  les R .  pour  n > p  seront  ~o au  point  go. 

L a  s6rie n ' a  pas de sens en z o. ]~cartons d ' abo rd  ce cas et  supposons  z o non 

ant~c6dent  de 1'oo. Alors  ~o= I n ' e s t  pas  ant6c6dent  de l 'o r ig ine  dans  l ' i t6rat ion 
go 

[~/Q(r)], ce n 'es t  pas uu  z6ro de F(~). Donc  F(~o)4=o. Si la  s6rie (I) converge 

en  ~o, on aura  lira a.R.(go)-~o.  

Donc  
a n  I 

lim.=~ s,' ~'C&) + , - F ~ .  C&) = o. 

al, I 
�9 - ,' - - - - = o  et  puisque Le  t e rme  , ~ ~. (~0) a pour  l imite z6ro. On a done ,,=lim~ s" -~'(~o) 

I a ~  
~'(~o----) est  fini et 4=0 on aura  ~=| ~ --~ o. Une  condi t ion n6cessaire pour  la con- 

r 

vergence  de (x) en go est  donc que Hm -----=o L a  s6rie image s  dolt 
0 

I 
done avoir  un rayon de convergence Q--[-~[. E n  rMsonnan t  comme  plus hau t  on 

p o u r r a  ~erire 

I I 8n ~2 
F+s. l , '~ , ,  F(C) /~(i~ + s ~ 2.) 

ce qui 6quivaut  s developper  le Ier m e m b r e  en puissance de s" et  ~ grouper  tous 

les t e rmes  "~ par t i r  du 2 e. 

Alors  

a n R . =  a~ I a I a~ ~'2n 
-~ " F + s"F2,~ = -~ " ~" - -  ~ F + s~F2n " 

I 
r e  rayon de convergence de  ta.t la sera conver- 

0 

- ~ 2  n " ~ 2  F ~  _ _  
genre.  Lorsque n devient  infini F ( F + s " F 2 , , )  t end  vers ~ - - a ~  qui est fini. 
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~o a~F~.  La s~rie F ( F +  s"/~'~.) est donc absolument convergente, eomme ~[a.[ .  La 

s~rie ~ ~ -  2,(~o) somme des 2 s~ries convergen~es ~,  a,, R,,(zo) et 
0 0 

~ F~,, (r 
F(~o) [F(~o) + ~- F~.  (~o)I 

0 

a n  sera eUe m~me. convergente, et il en serm de m~me de ~,  s,- 7 �9 
0 

ao 

a n  
La convergence de ~_j ~ est une. condition ,,~cessaire pour que la s~2qe (-0 con- 

0 

verge en un ~oint de J| non ant~cSdent de l ' ~ .  

C'est aussi une ~onditzion suffisante et elle ent-ralne la convergence uniforme 

de (x) dans tout domaine ferm~ zt in~rieur ~ J| ne contenant aucun antdc~dent 

de l ' ~ .  

En effet, ~ z/ correspond darts le plan ~ un domaine J '  int~rieur au 

domaine de rorigine et ne contenant aucun antecedent de l'origine. Dans un 

tel domaine m <  [F(~)[<M, m e t  M ~tant 2 constantes positives non nulles. D~s 

que n sera tel que [ snM]<r  on pourra utiliser la reprgsentatlon d e / ~  ci-dessus 

et on pourra ~crire (saul pour un nombre fini n o d indices, ce qui ne change rien 

au raisonnement) 

O.n I a n  ~' 2 n 

(7) a .R. (~)  = -~ ~-" - F ( F +  s " ~ . )  
0 

(au 2 e membre on imaginera ~ remplac$ par I dans F et F2~). En vertu de 

l'expression F 2 n ~ .  @(s~F), @ ~tant holomorphe pour I s ~ F [ < r  chaque terme 

de la 2 e s~rie du 2 ~ membre est holomorphe en z dans le domaine z/ puisqu'il 

est holomorphe en ~ clans le domaine J ' .  Pour  ~ parcourant J '  et par suite, 

pour z dans d ,  ~,[~.+s~/~,2, ] e s t  born~ sup~rieurement. En efi~et, pour n tel que 

I ~ l < r  on a u ~  I$(~"F)I<M~, M, m ~ i m u m  de I~(~)1 pour I~1--<~; donc 

,/~'" I ~ ' . M ,  
F(~ + 8"~ , )  I < m [m--lsl". M'. M~]' 
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Soit z o un point qni soit antecedent d'ordre p de Z'oo et qui ne soit pas 

antdc~dent d'ordre (p- - I )  c'est-~-dire que R(Zo), R~(zo) . . . .  Rp-~(Zo) sont finis tandis 

que Rp(Zo) est infini. ~ Soit ~o le correspondant de Zo, ~o=  ; il est clair que 

(~(Co), r sont finis et =I=o taudis Qp(Co)=O et par suite (~p+k(Co)~O 
pour tout entier positif ~. 

Si l'on d~veloppe ~(~) autour de ~-~o en s~rie de Taylor convergente dans 

I~]~r~,  rt assez petit, on aura ~(~)----~[I +h(~)] h(~) ~tant holomorphe en ~ dans 

I~l--~r~ et s 'annulant pour ~-~-o. S i r  est assez petit, I~ l~ r  entralnera I~(~)l~r~ 

et par suite on aura de proche en proche ~ ( ~ ) ~ s ~ [ I  +h~(~)] h~ ~tant holomorphe 

dans IC]_~r~ et s'annulant pour C----o. 
Dans ces conditions on ~crira 

r ~a./~,,(z) "-~ = ~ o.,, R.(.) + y, ~+~ ~,,+~(,) 
0 0 k ~ O  

= y ,  ~., R.(~)  + ~"+~ 
o = ep+kCC) 

t 

I 
ofx, dans la derni~re ~, on doit imaginer que ~ = - -  

D'autre part  &+k(~)=Qk [Qp(~)]-----~Qp(~)[I + hk (&(~))] en se bornant au voisinage 

de ~o pour lequel [Qp(~)l<rl. On aura donc, au voisinage de Zo, ou de ~o 

| ~ - - 1  | I a p + t  

Y' ~ ~"(")o = ~ ~ ~" ( ~ ) o  + ~o.= .,,,,(C)" r + h~(c, pCC))l 
I 

I hk 
~a i s  en observant que ~ - - - ~  I il viendra 

I -1- h~ I + h~ 

0 0 k"~O 

ao ao 

ap+k ap+~ qui est une La s~rie ~ - - f f - -  est convergente au m~me titre que la s~rie ~ sp+-----~, 
k==O k=--O 

ao 
a n  partie de la s~rie ~ ~ ,  laquelle est convergente par hypoth~se. 

~ 0  
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en supposant, bien entendu, n assez grand pour que Is[ ~. MZM1 soit < m e t  par 

exemple 

isl..  .Ml< m, 

on aura: 

F ( F +  s" 2 < 
2 

*D . *o a n  - ~ 2 n  
La s~rie ~ l a , , I  ~tant convergent~, la s~rie ~ ~ , ( F + s ~ .  ) sera a bsoiument et 

0 0 " 

a n  uniform~ment convergente pour ~ clans J '  et pour z dans z/. La s~rie ~ 
0 

r 

6rant convergente par hypoth6se, la serie ~ a~R~(z) sera, en vertu de l'6galit6 
o 

(7), uniform6ment convergente dans d et repr6sentera clans z/ une fonction holo- 

morphe de z. 

La condition n~eessaire et suffisante pour la convergence de (x) en un point 

non antdc&lent de l '~  de domaine d| d'un 19oint double attractif & l'infini, est que 

la s~;rie ~ ~ converge. Si elle est satisfaite, la s~rie (z) converge unifo~n~ment 
o 

dans tout domaine fermd J int~'ieur ~ /_1| et ne contenant aucun antdcddent de l '~ .  

La  somme de (I) est une fonction de z holomo~he en tout point de J| qui n'est 

~as antdcddent de l ' ~ .  

Les ant6c6dents de 1'~ sont des points isolds ~ l'intdrieur de zt~. Hors le 

cas o5 /~(z) est un polynome, ils constituent un ensemble infini d~nombrable dont 

le d6riv6 est l'ensemble parfait ~ ' n  qui forme la fronti~re totale de J |  Dans 

le cas 05 R(z) est un polynome, t o u s l e s  ant~c6dents de 1'~ sont s 1 '~, les 

termes de (I) sont des polynomes et la somme de (~) est holomorphe en tout 

point int6rieur ~. d| Ce cas except6, la question se pose de savoir ~uelle est, 

en un ~oint antecedent de l ' ~ ,  la nature de la singularitd ~ue ~r~sente la somme 

de la s~rie (z). 

I1 est facile de voir qu'un tel point est un ~ l e  1~our la somme de la sgrie (zJ. 

Reprenant en effet la correspondance entre z et ~ don~ nous avons fair 

I 
usage plus haut, on aura / ~ ( z ) = q - ~  si on imagine au 2 e membre ~ remplac6 

I 
par - .  

2 2 -  $0534.  Ae, ta  m a t h e m a | / e a .  ~6.  I m p r i m $  le  11 s e p t e r n b r e  1930. 
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On peut, finalement, 4crire 

" "--' i 5', o,(C) 

p - - 1  

Au voisinage de z o et en Zo la premi6re somme ~ a,, R,,(z) est holomorphe. 
0 

Au vo i s i n~e  de eo, auquel  correspond eelui de ~0, le 2 e terme 

I a p + k  

k ~ O  

no 

peu~ s'derire B y ( z ) . ~  ap+k --~--; ce terme admet Zo comme ~ l e  au m~me ordre que Rv(z) 
~ o  

eL la partie infinie de ce terme est ~gale ~ celle de B~(z) multipli~e loar le hombre 

Clp+k 
~ , - ~ - .  Enfin envisageant  la 3 e :~ du  2 e membre,  on voit5 de suite que h~[Qp(~)] 

/ : ~ 0  

est holomorphe en Op(~) lorsque ]Op(~)]<r~, ce qui est le eas en ~o et  au voisinage 

de ~ ;  de plus h~ [0p(~)] renferme Op(~) en fae teur  ~ une  cer ta ine puissance enti~re, 

hk [0P(~)] est ho lomorphe  en ~o et  au voisinage de ~0. I1 puisque hk(o)=o. Done Ov(~) 

en est de m~me pour  le terme g~n~ral de la 3 e 2, ~ savoir  

[Q.(C)] 
s k Qp(~) I + hk [Qv(~)] 

La  3 ~ _~ repr&ente done une s~rle de termes holomorphea  en ~o, uniform~ment 

convergente  dana Un cer ta in  eercle de centre ~o; sa somme est holomorphe en 

dans ce cercle; elle est  done holomorphe  en z dans un  cer ta in  cercle de centre z0. 

Dans la formule (8) le 2 e membre  eompor~e done 2 termes (le ier et le 3 e) 

holomorphes  en Zo, et  un  ~erme (le 2 ~ admet t an t  z o pour  pble. 

La  somme de (I), holomorphe au tour  de Zo, admet done Zo pour p6le et sa 
ao 

ap+~ 
partie infinie en z o est Sgale dt celle de Rv(z) multipli6e par  ~ sk �9 

k-------o 

I1 est done bien vrai qu 'en  zo tous lea termes de (i) ~. par t i r  de Rp sont 

infinis, mais, par une raise en fae teur  convenable,  on peut  met t re  la somme de 

tous ces termes sous la forme d 'un  produi~ de 2 fac teurs  dont  Fun reste holo- 
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morphe  en Zo, e~ donL l 'auLre emporte la singularit~ polaire commune h tous les 

I 
te~-mes Bp+k. O'esL Ce qu 'expr ime la, raise en fac~eur de ~ dans 

I ap+k 

k------0 / r=0  

w I I .  

a eat un point  a t tract i f  & multiplieateur s =  o. 

Nous avons 3 discussions ~ faire  selon que a esg fini eL 4=0, 6gal s z6ro, 

ou infini. 

4. a 4 = o - eL 4= o0. Nous  nous adresserons eeLLe lois, pour  avoir une ex- 

pression de R,,(,), non  plus s la, foncLion de Koenigs  qui  n'exist;e pas ici, mais 

la fonc~ion de BS~tcher (Pr6liminaires,  n ~ 5). En  supposanL que l 'on air au 

voisinage de a 

/~ (z ) - -a  = Ap(z- -~)~+ --. Ap4=o,  _~>2,  

la, fonct ion de BStLcher F1(z ) sera ho lomorphe  au voisinage de a eL son d6velop- 

pemenL sera de la forme 

1 

~= F, (~)= A ~  (~--~) + ... 

eL la branche 6gale h, a pour  ~---~o de fonet ion  inverse de .~'l(z) sera de la forme 

eL ce 

peLit.s. 

O n  a u r a ,  

(9) 

z-=91(~)=a + at~ + a,~" + .. .  05 
1 

~ I ~ A  ~ lo l l  ::~ 0~, 

d6veloppemenL sera vedable pour  I~l < ~  eL I z - - a  I <  e, ~ eL q &an~ assez 

E 1 [R (z)] = IF  l(z)]p eL, en g~n6ral  FI [R,, (z)] ----- [F1 (z)] pn 

~ ( ~ ) = ~ ,  {[F~(~)]~ ") = ~ + ~ ~ , "  + ~, F W  + " "  

d'o5 il suiL 

pourvu que I R n - - a l < Q  eL IF{n[ < r .  
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Remarquons qu'on peuL simplifier (9) en l'6erivanL 

(io) R,,(z)--=tr + Fv,". h~ [/,'{"] 

oie ha(u) est une fenction holomorphe, de u pour u = o  

h ~ ( u ) = a ~ +  a ~ u +  . . -  (~ + o) 

o~ 

Cela 6rant, si la s6rie (I) ~_~ anRn(z) converge en zo int6rieur s .d~, on a 
' n  

lira a.Rn(Zo)=O , donc lira a n a = o  eL lim a n = o .  

Dels fl suit que ~ an F{" converge absolumen~ en zo puisque I/vii < I e~ par 
0 

suite I F~nl < [ Ft  I". De m~me ~ an F~" h t [F{ "] converge absolumenL puisque 
0 

ht [FP, "] ayknt  pour limite a t reste born6 quelque soil n. I1 r6sulte alors de (Io) 

que __~ a , a ,  diff6rence des s6ries -~a, R ,  eL Z a ,  F~ n h, [F~n], convergentes en z0, 
0 

esg convergente. 

La convergence de ~ an n6cessaire pour la convergence de ~ a,, R~ en un point 

de zt,, est suffisante pour entra~ner la convergence umfo~ne de ~ a, Rn darts tout 

domaim d ferm6, int~'ieur ~ d~. En  effet, d~ns ce domaine, IF1] < M <  I. 

Done, d6s que n esL assez grand I hi [F~"]I < M1 quelque soil z d~.ns J .  L~. con- 

vergence de ~a~ entralne la convergence absolue et uniforme de 2c~  ~'~" dans 

d ,  puisque i F~ [ < M <  I et p :> 2 entralne ] I"~" ] < M n eL perme~ de majorer 

Z an/~'[~ par Z I a~ I/V/n qui converge eg pareillemenL, de mujorer  '~  an F~ ~ h~ IF, p'] 

par  2 ] a~ ]. Mn. Mt qui converge. 

La s6rie Z an .R, Cz)~-a Z a,  + ~ a ,  F~". h, [.F~"] converge un/form~men~ dans 
0 0 0 

/J  et d6finit dans zl .  une fonction de z, holomor~he en tout point non ant~c6dent 
de l'or 

I1 en e.~L ici comme duns le cas du mulLiplica~eur non nul. Sict  +-o, a =~ oo, 

la convergence en un point du domaine zt~ entraine la convergence uniforme dans 
oa 

tout le domaine d :  et la condition n6cessaire et suffisante est que ~ a, soit con- 
0 

vergente. 
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5. I1 en est a u ~ e m e n t  si ~--~ o. Un exemple simple le montre ~. priori. 

Prenons /~(z )=z  s. Alors a = o  et  /~,,(z)-~z ~. Ici  J a  se confond avec le cercle 

[ z [ < I  tandis que le domaine de convergence de la s6rie en~i~re ~ an z ~ est un  
0 

cerele ] z [ < q qui peut n'~tre qu'une Tartie d u eerele [ z [ < I ,  lorsque 0 < I. Si l 'on 

I e t  la s6rie ~ an/~(z)  ne convergera prend, par exemple, a ~ =  2 2n on aura  0 = 2 
0 

que dans une pat t ie  [ z I < [ du  domaine zr Cet exemple s e~  d'ailleurs de guide 
2 

pour le eas gdndral os a--~o. Alors 

l~ ( z )=ApzP+ ... A p ~ o  ~>2. 

~'1 dtant la fonction de BiSttcher, et  ~z son inverse, on aura  comme au n ~ 4 

(x~) R,,(~) ~ F ,  +~ , - - r  + =~ , [F~ ' ]  Fr 'h~[Fr  ~] 

h t ( u ) - ~ a t + ~ u  + . . .  g x # o ,  h~ holomorphe dans I-I < , ' .  

A cause de FI  [B,,(z)]-----IF1 (z)]V', les zdros de ~'1 sont  les antdcddents de l 'origine. 

En un point ant6eddent de r o r i # n e ,  t o u s l e s  / ~  sont nuls A par~ir d 'un  

certain rang, la sdrie ~ a~/~n(z) se r6duit  g u n  nombre limitd de termes. 
0 

Soi~ z 0 un point, non  ant~eddent  de o, off ia sdrie (I) converge. En ce 

point ~ ' ~ .  o et I V~ I < ~. 0~ a ~ ~ R~(.) = ~ ~ Fi'" ~, We "] oa, au ~~ membre 
0 Z t~O 

la valeur de F t est prise en r 0. 

Si n devient infini F~  ~ tend vers zdro et h~ [F~ ~] tend vers cq =~ o. La  con- 

vergence en z0 de la s6rie (~) enta'a~ne done lira a ~ F ~ = o 2  L a  s~rie-lma#e, que 

nous prendrons ici dgale 

0 

a done un rayon de convergence et-----lFx (eo) l. Cela 6tant, reprenons la relat ion 

0 * t ~O 

(~'~ ~tant mis pour abrdger au lieu de Fd~)). 
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La sdrie du z e membre converge uniformdment et absolument dans tout domaine 

d i nt~rieur k rensemble d~fini dans `4o .par l'indgalit~ ]F~(z) l ~IF1(zo)], puisque, 

clans ce domaine `4, h I [F{ "] tend uniform~ment versa D et puisque, dans ce do- 

maine ;d, ~a,F~" converge uniformdment et absolument. Iien est done de 
0 

m~me de la sdrie (I) ~a~/~, ,(z) .  La convergence de cette s6rie (I) en Zo, non an- 
0 

t~e~dent de o, entra~ne la convergence absolue et uniforme ~ l'int~rieur de l'ensemble 

d~fini dans ,10 par [F~(z)[ <=[F~(zo)1. C'est  une propridtd qui rapproche (I) des 

sdries entibres, les domaines I F  x(z)] < eL remplacant  les domaines circulaires 

[ z [ < O des sdries enti~res. 

De ce qui prdcAde, r6sulte tr~s aisdment que l e  domaine de convergence de 

la s~'ie (1) fi l'int~rieur de `40 sera d$fini par une in~galit~ de la forme [Fl(z)[<O1 , 

Ol ~tant le rayon de convergence de la sbrie image ~ a,, ~ ,  lorsque ee rayon et sera 
o 

< I. Si le rayon QI est --> I, il est clair que 12v~l dtant  < I en tout  point  intd- 
co 

r ieur  s .40, la sdrie ~ a~/7[ ~ converge absolument en tout  point intdrieur ~, J~, 
0 

et il en sera de m~me de ~ a n T ' ~ h l [ F ~  ~] et de 2~a,,R,,(z), la convergence grant 

alors uniforme dans tout  domaine fermd intdrieur s .40. (Si e t = o  la Sdl'ie (I) 

ne converge qu'aux points ant~cddents de o.) Dans tous les cas, la convergence 

de (i) -~ an l~(z) sera uniforme dans tou t  domaine int~rieur au domaine de conver- 

gence de cette sdrie (x). La  somme de la sdrie es~ done holomorphe en toutpoint 

intg~-ieur m~ domaine I /v~(z) l<et  ou I selon que Ot est < ou >--I, exception faite 

pour  les points qui sont des antdcddents du point ~ 1'~o, clans le cas off ces 

points appart iennent  au doinaine de convergence de la sdrie (~) clans .40. Ces 

points sont  alors des poles pour la  somme de la sdrie. A ce su~et on peut 

dis t inguer  z cas ~o) si 2'~(:o)~e o i l  est clair que les valeurs de 2 '  x aux points 

antdcddents successifs de l'oo vont en t endan t  vers un quand l 'ordre d'antdcddence 

s'dl~ve. A partir  d 'un certain ordre ils sort i ront  du domaine I F  x [ <  ql si ~t < 

et  il n 'y  en aura qu 'un nombre fini dans ce domaine. 2o) Si 2'1(oo)----o tous les 

antdcddents de 1'oo sont  des zdros de /P~ (alors l'oo est antdcddent de o) et par 

suite ils sour tous intdrieurs au domaine I ~ 1 <  ql- II  y a alors une infinitd de 

p61es, pour la somme de (~), dans le domaine de convergence. La  m~me con- 

clusion s'applique lorsque ~1>---~ car il y a une infinitd d 'antdcddents de 1'oo dans 
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~o (~auf le eas off R e s t  un polynome) e~ tous ces points sont pbles de (I). 

Nous reviendrons plus loin sur la forme du domaine ]Fx(z)[< ~t lorsque ~ < i. 

6. 11 n'y a pas. lieu de s'~tonner de la dii~drenee qui se manife.s~e pour 

a = o  entre le eas oh le multiplieateur est nul et celui off il ne l'est pas. Si le 

multiplica~eur n'est pas nul, l'expression asymptotique de 2 , ( z )p rouve  que le 

rapport 2n(z2)~ ~1 et z~ ~tant 2 points de J o  non antecedents de l'origine, aura 

F(~) 
pour limite ~ hombre fini et =~ o et par suite le terme g4n~ral de la sdrie 

i a~R.(z) a m~ne ordre de grandeur en el et en z~., e'est-~-dire en tous les point~. 
0 

de zf o (antecedents de l'origine mis & part). 

Si le mulfiplicateur est nul, l 'expression asympto~ique (I I) prouve qu'en 2 
/~(z~) 

points z 1 et z2, non ant~e4dents de l'origine, le rapport  ~ a mgme limite que 

[ P ,  (~x)l ~" .F~(z.)J ' cette limite ~tant 0 ou r selon que IE(~,)I<IF~(z~)I o .  IE(~)I>IF~(~..)I.  

La s~rie (I) peut alors ~tre divergente en z~ et eonvergente en z~, si I1 ~(z~)l < Iz"~(~.)l, 

la limite precedence d~terminant le earae~re du domaine de convergence de la 

s~rie (~) eomme pour les sdries enti~res. 

7- Lorsque a ~ z o  on usera de la transformation d~j& employee au n ~ 3. 

I I I 
On posera z - ~ ,  zl-~-~-~, Zn-----~-~n et la relation zl---~R(z ) deviendra ~1~-(~(~)avee 

q(o)=o,  O'(o)=o. On aura ~=qn(~) .  Soit FI(~) la fonction de Bb'ttcher relative 

ti e(~) et au point o. 

Si 

~ ( C ) = A ~  ~ . . . .  A ~ # o  FI(C)=Z,C + ..- Z , # o  

et; o n  aura ,  comme au n ~ 5 

~,,(C) = F ,  ~ h~ [~,~1 

hl(u ) ~tant holomorphe dans 

avec hl(u)=at  + a~u + . . .  

[ u [  --~ r 1 

(~ # o), 
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I t _h~[Ff"]  oh h~.(u) est 
On aura iei (I3) B,(z) O,,(~) F f ' h ,  IF,P"] 1,'~" 

holomorphe de u, [h~-~ ~xx] holomorphe dans l u ] -  ,~ (h~(o)@o). 

L a  s~rie (I) h. ~tudier s'~cri~ ici 

une fonction 

a ~  

I 
ou, au 28 membre, la fonction / ~  d6pend de I a rgument  ~ ~ - -  

Z 

Les domaines J ~  et z f :  off R,,(z) et Q~(~) convergent  respect ivement vers 

I En  tout  point  int6rieur "s J : . ,  [ F 1 [ < I oo et v e r s o  se correspondent par ~----z.  

entra~ne que h,.[FP/'] a une limite finie et ~=o (qui est h..(o)), lorsque n devient 

~o a .  . Si donc Q.~ infini. La convergence de (I3) es~ dgtermin6e pax celle de /~'~ 

est le rayon de convergence de la s6rie-image ~ ( , y ) ~  Za,,,y - ~ ,  le do~naine de con- 

ve,'gence de ( 1 0  sera d6fini pa," II" i > e_~. 
Donc si O~. >-- I la s~rie (~3) ne convergera en aucun 1)oint de zf~ ou de A| 

puisque [ 1"~ [ 6rant < i dans z/~ ne saurait  8tre en aucun point > (L~ qui serait  ~ I. 

S i e ,  < I la s6rie (~?) converge~'a dans un domaine appartenant ~ d'~ et 

D~signons par F~(u) la fonction que d6finit l'~galit6 

Des relations 

(i) 
I I 

B(Z) --- et  ~ = -  

et  de la relation de BSttcher  

2 3 - -  30534. Acta mathemaZiea. 

r6su|te 

OU 

= (C)]  p 

56. Imprimd |o 11 septcmbre 1930. 



178 Gaston Julia. 

done, en d~finitive 

e ,  = 

Fz est holomorphe au voisinage de ~_~oo, comme F1 l'~tai~ au voisinage de ~-~o. 

iv~ s'annule ~. l'infini, mais non sa d~riv~e, car F i (o ) -~o .  ~v'x(o)~o. F~ se 

d~veloppe autour de ~---~oo par 

F~ sera la fonction de BStteher relative h R(z) et au point z = ~ .  La s ~ e  (z) 

ne eonvergera .en eertains Iooints de J|  que s~i le rayon de convergence 0,. de 

0 0 

est < i ,  

et, dar~ ce cos Ze domaine de convergence sera d~fini ~ar  ]F~(z) l >  Q.,. Dans le cas 

par~iculier o5 /t(~)---~z p on a R~----z ~,  |a s~rie -~a~2n(z) se r~dui~ ~ la s~rie 

�9 I 
~a~zP", la fonction de B5ttcher Fs(z) est identique a -  la s~rie image est 

~a, .$ --p~ et le domaine de convergence de (I) dans J |  (J| est d~fini par I z l ~ I )  

es~ d~fiui par I > I I ] > Q ,  c'est-~.-dire I < l z l <  - I -  

I1 va de soi que ce q~ti precede ne s'applique pas aux points de ~| qui 

sont antecedents de 1 '~ ,  car, en un tel point ~0, tous les ~,, ~t ~artir d'un certain 

rang sont infinis. Les antecedents de 1'oo ne sont . tous  confondus ~ 1'oo que si 

S(z) est~ un polynome et dans ce cas (I) ~ / R ~ ( ~ )  es~ ~videmmen~ holomorphe 
0 

en ~out point du domaine de convergence de la s6rie dans ,#| Hors ce cas, 

les antecedents de 1'oo forment un ensemble d~nombrable de points isol~s dont 

le d~riv~ est la fron~i~re totale de ~| 

Mais, puisque ~. l'infini F~(~)-~-o, ~. cause de 

F ,  = 

�9 '~ sera nul aux antecedents (de gout ordre) de l'infini et seulement en ces points. 

Tous ces points son~ donc certainement ext6~ieurs ~ la region I >lF2(z)l > Q~ o5" 

la s~rie (I) converge et le probl~me examin~ ~. la fin de n ~ 4 (singularitr de la 
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somme de la sdrie (I) en un point ant~cddent de l'oo) ne se pose plus ici puisque 

la sdrie (I) cesse en gdndral de converger darts route une rdgion entourant chaque 

antdcddent de l'oo. Dans le seul cas ofz Q,=o, c'est-.~-dire dans le cas ell la 

s~rie-image ~_a,.~p ~ reTrgsente une fonction enti~'e, la sdrie (t) convergera en tout 

point de ,r174 saul aux anf~cddents de l'co. En chacun des points de son domaine 

de convergence sa somme est holomorThe. Quelle est alors let singularit~ de cette 

somme en un Toin t  zo ant~cgdent de l'oo .2 

O n  peu t  le voir  a i sdmen t  p a r  les  cons id6 ra t i ons  su ivan t e s .  

R e p r e n o n s ,  pour  fac i l i t e r  l ' exposd ,  l a  t r a n s f o r m a t i o n  

==-x ~ , = _ I  si z l = ~ ( z ) ,  ~,-~r et e ( ~ ) =  x . 
Z ' Z 1 R 

Si Zo est an~dcddent d'ordre k de I'oo, son correspondant ~0 

d'ordre k de o 

On aura ,  en ver tu  de 
- o ,  * o]. 

/ ~ , , ( Z )  =_= I 

e , ,  

( ~ k + l  . 

0 0 l ~ O  

L a  t ~~ s o m m e  du 2 ~ m e m b r e  es t  h o l o m o r p h e  en z0, occupons -nous  de la  2 ~. 

On  a 

se ra  an tdc~deut  

Pour abrdger nous dcrirons e~ au lieu de et(~)- Or, on a vu que h~(u)-~L + 

+ uhs(u), [~I#o], hs df~nt holomorphe pour u----o. Il vient al0rs 

Lorsque ~ ddcrit un certain voisinage de ~o, e~(~) ddcrit dans son plan le voisinage 

de o. Or on salt que 

e,,(~) ~-Fv,~h~ [F~'] e t  1 = h,  IF ,  p"] ( fo rmule  ( ' 3 )  d u n  ~ 7) 
r 

condition que F, p" soit assez petit, et alors hs est holomorphe (h~ (o) =4= o). Ici, 

puisque ~(~) est voisin de o, F1(ek ) l'est aussi et on a 

i ___ x 
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_ ~', + IF, ((,~)]~ h, ( [~;  (Q~)]"}. 

oo 

~o ak+l  

La s~rie q~+t(~) se d~compose en deux:  

,o. L .  serie qui sbsolument et uniform ment con- 

vergente au voisinage de ~o et  par  consequent  ddfinit une fonct ion holomorphe 

en ~0- 
En effet, au  voisinage de ~o, Q~ et  /~'l(Q~) sont  bornes superieurement par  un  

nombre ~ (indgpendant de l) qui tend vers zero quand  le voisinage de ~o envisage 

tend vers ~0- hs([Fl(0k)]" / est, duns ce voisinage de ~o, borne supeneurement  

par  un hombre independant  de 1 e t l a  s~rie pr~cedente converge absolument et  

uniform~ment puisque ~ ak+~ qui est  la valeur  de ~ a , z  p" pour  z ~- I converge 
l~O n ~ k  

absolument  par hypot3a~se (Ot----~ oo). 

�9 . a~+t (Elle converge absolument  puisque ~ak+,Z ~+~ 2 ~ La serle fll ~ [l"1 (qk)] ~ 
l ~ 0  

et  -~ak+lz ~ sont des fonctions enti~res.) Les a~+~ n '~tant  pus tous nuls "~ part i r  

d 'un certain rung, cette s~rie, envisagee comme fonct iou de u-~-T'~(qk ) admet un 
point singulier essentiel en u = o. Or e~'(~) est  holomorphe en ~o e~ iI en est de 

m~me de 1"i[.o~ ] au point  0 ~ :  o. Donc  /"~[e~] est holomorphe en ~ e~ s'y annule. 

Donc enfin la serie prec~dente admet  ~o pour 2oint singuller essentiel. Car si ~o 

~tai~ point ordinaire ou pSle pour  cet te  serie envis~g~e comme fonction de ~, 

Is  relation u ~-F~[q~(~)] definissant ~ comme fonct ion holomorphe ou ulgebroide 

de u sutour  de u : o, la serie en quest ion ~.dmettrait u----o pour  point ordinuire, 

pSle, ou point crit ique s lgebrique;  ce qui n 'es t  pus. 

L s  conclusion est  donc qu 'un  point  Zo, antecedent  de 1'or est un looint 
~o 

singulier essentiel de la fonct ion repr~sent~e par  la s~rie ~ ,  a ,  R,, (z) et 1s pattie 
0 

singuli~'e de cede  fonct ion a pour  developpement ,  au tour  de Z=Zo, la s~rie 

a k + l  

a 

On peut  dire encore, puisque 
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que la par~ie smguliere es~ 
a~ 

akq-I /7, ~ [ ~  [R~(z)]] ~ ~ ~tan~ la fonction de BS~tcher du point s l'infini. 
l ~ 0  

Ici encore apparait une difference arec le cas du point atffcac~if s l'infini, de 

multiplicateur =~ o. On avait trouv~ dans ce cas au n ~ 3, que les antecedents 

de 1'oo gtaien~ simplement des p61es pour la somme de la s4rie (~). 

7 bis. Un raisonnemen~ analogue au precedent nous permet d'~tudier les 

.f,.o, I ,l=e, 
~ 0  

pour r e d o  et O~ < r. 

Reprenons alors le d~veloppement (x I) d u n  ~ 5 

05 
B, , ( z )=a ,F~"  + a~F~'" + . . . .  F{'"h,[Ff"] 

ht(u) = a: + a.~u + " . ,  (cq =~ o), est holomorphe pour [u I < r. 

Ce d6veloppement est valable dans ~ou~ domaine z/ intArieur s z/~ d~s que n es~ 

assez grand. 

On peut ~crire 

B,,(z) : . t  F{'" + F ~ "  [-.. + ~.], 

~,, (holomorphe en /"1) tendant vers z6ro uniformgment clans z/ lorsque n devient 

infini. Par  hypoSh&se, la s~rie associ~e 2~ (,~) ~- ~ a.,~v" admet QI < I pour rayon 
n ~ 0  

de convergence, e~ d'autre part, c'est un r~sultat classique depuis Weierstrass qne 

la fonction ~(~') admet le cercle I,~I---~Q~ pour ligne de ~oints singuliers essentiels 

ou co,t~ure de Weierstrass. ]~crivant la s~rie 

0 0 0 

nous observons d'abord que la s~rle ~ a , , / ~  p" converge absolument dans le do- 

maine IF1r'<.o I c'est-~-dire IFII<]/~QI et pulsque QI<I  on a ~ > Q l -  Donc la 

fdnction de /~1 ~ an/~'~ p" est holomorphe dans le domaine IF1[ < l f ~  qui contien~ 
0 

le domaine de convergence de ~g.F~"~ I1 en est de m~me (e~ tendant uniform~- 

ment vers z~ro dans t o u t A )  pour la s~rle ~a .F~p"~ . ,  elle converge absolument 
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dans I~'~1< et uniform6ment duns I ~'1 [ < V ' ~ -  ~; sa somme est done holo- 

morphe en F1 dans IF, l <  V~et. 
Oeci pos6 consid6rons ml point quelconque z o d'une courbe IFl1=01 qui 

d61imite la rd~on de convergence de 2a~R.(z).  En ce point (Fl(e0) 6rant =~o) 

Ft(z ) est holomorphe en z, par suite la somme de la sdrle ~ a . F ~ "  (a~+~.)est 
0 

une fonction holomorphe de z puisqu'elle converge absolument et~ mliform6ment; 

au voisinage de z o. Au contraire, la somme de la s6rie a 1 ~ a,, F f"  envisag~e 
@ 

comme fonc~ion de ~', pr6sen~e un point singulier essentlel en ~o---~Fl(zo)(comme 

en tout point o~ IFl(g)[-----01); pa r suite elle pr6sen~e aussi un point singulier 

essentiel en z o lorsqu'on l'onvisage comme fonction de z; tout  poin~ z, de [F~(z)l-----Ot 

est done point singulier essen~iel pour la somme de la s6rie a 1 ~ a~ Ff". I1 en 
0 

rdsulte, que tout Toint zo de IFl(z)l-~01 est point singulier essentiel Tour la somme 

de la s&'ie ~ a,, R,,(z), la 19artie singuli~re de eette somme ~tant l~rdeis~nent la somme 
0 

de la s6~ie a I ~ a~ F{". T o u t e  Mgne IF~[ = ~ limitant ici le domaine de conver- 
0 

gence de (I) ~ an Rn(Z) est done une coupure de Weierstrass pour la somme de 
@ 

la s6rie (I). 

Un raisonnement analogue conduit au m~me r6sultat lorsque a ~-or, route 

ligne ]F~ l=q~<  ~ d61imitant le domaine de convergence de (i) ~ a.R~(z) est une 
@ 

couture de Weierstrass ~our la somme de cette sgrie. 

8. II n'est pas sans int~ret d'examlner, dans les cas a ---- o- ou ~ ,  le multi- 

plicateur 6rant nul, de queue nature g~om6iwique est le domaine de convergence 

de la s6rie (I) dans Ja,  lorsque ce domaine de convergence n'est pas J a  tout 

entier, 0ela revient, comme on l 'a vu pr6c~demment g l'6tude du domaine 

]FI(z)I<Q~ lorsque Q1<I, dans l e c a s  o5 a ~ o ,  2" 1 6rant la fonction de B5ttcher 

relative ~, a -~o ,  et ~, ceUe. du domaine [Fz(z)[>Q.~ lorsque q..< I dans l e c a s  o~ 

a ~ o o  r ou q2 6rant dans Fun ou l 'autre cas le rayon de convergence de la 



Mdmoire sur la convergence des sdries etc. 183 

sdrie image ~a,,sP = ou ~a,,TP", eL Fs(z) ddsignant la fonction de BSgtcher 
0 0 

pour a ~ oo. 

Envisageons d'abord le cas a=o. 

La fonctiou F1(z ) 6tang ddfinie au voisinage de o par son ddveloppement.de 

Taylor que ron ddtermine par la mdthode des coefficients inddterminds de manibre 

vdrifier l'6quation F~ [R(z)] = [F1(z)]P, et ce ddveloppement convergeant dans 

un certain cercle [z] < r, on pourra  toujours,  connaissant  Qt< x, ddterminer un 

entier  q tel que Q~ soit assez petit,  pour  ~trre < r d 'une part,  et d 'autre  part  

pour  que le domaine IF~(z)l < q',~ soit une aire simple ~ un seul contour analytique 

entourant l'origine: cela rdsulte aisdment du fair  que ~l (z )=~lz  ~ ... avec ~t~4:o. 

:Nous appeUons Cq la courbe l imi tant  cette aire et (Cq) l 'aire elle-m~me. A paxtir 

de cette aSre (Cq) nous allons, d 'une par t  engendrer  le domaine do ofl les R~ 

convergent  vers a = o  et d 'autre par t  engendrer  le domaine ]/P~[--< ql cherchd. 

Pour  engendrer, ~. partlr  de (Cq), le domaine immddiat do de rorigine, 

c'est-~.-dire ra i re  congenant o, d'un seul tenant avec o, dont  t o u s l e s  points in- 

tdrieurs z ont  des cons6quents /~(z)  qui t endent  vers o, on emploie le procdd6 

expos6 au n ~ 32 de mon ~M6moire sur r i tdra t ion  des fractions rationnelles~> 

(Journal de Math6matiques, x918 ). z d6crivant {Cq) la branche de R_~(z)nulle en 

o ddcrira une aire (Cq-1) contenant  (Cq) ~ son intdrieur. [On peut en effe~ 

supposer Cq intdrieure h. un cercle de centre o assez peti t  pour que les cour- 

bes I/~'1] = ) .  int6rieures ~ ce cercle soient des courbes analytiques simples 

en tourunt  rorigine, s 'enveloppant mutuel lement  et tendang vers o qumad ~t 

t end  vers zdro. II es~ clair alors que la consdquente Cq+~ de Cq est int~rieure 

Cq puisqu'elle correspond ~. la valeur o~q+l< #~ du param~tre ~t. Done (Cq) 

contient  (Cq+l) et pax suite (Cq--~) cont iendm (Cq).] z ddcrivant (Cq--~)la branche 

de /L l ( z )  nulle en o d6crira une aire (Cq-s), ~ un ou plusieurs contours, conte- 

namt (Cq-1), on continuer~ de proche en proche. A la qi~mo opdration on ob- 

t iendra  uue a~re (Co) limitde par  un ou plusieurs contours analytiques,  conte- 

n a n t  (C~),(Cs),...(Cq). 11 est dvident, que duns le domaine (Cq) on a IF, I < ~ ,  ~,  

qu 'on aura  dans (Cq-~) l F ~ [ < e ~ q - t . . ,  et  duns (Co) ]Fa] <~ , ,  les contours de (Co) 

dtant  gels que, sur eux, ]F~] soit = ~ .  Si on continue ~ prendre les anh6c6dents 

successifs (C_~), (C-~) , . . .  de (Co) par  la bra~che de B_~(z)nulle en o on aura 

une aire (G_,,) qui tend vers r quand n devient infini. Duns do nous avons do~c 

ddj?~ trouv~ une aire (Co) duns laquelle ]F~] < e~, l'in~galit~ devenant dgalit~ sur les 
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contours de Z'aire. Pour  ddterminer,  ~ par t i r  de (Co), le domaine I I~I~QI en to- 

talitY, servons nous de la remarque suivante. 

Soient Zl et z~ 2 points de Jo  o~ F 1 air la m~me valeur < I .  Les cons6- 

quents de z 1 et de z~ gendang vers z~ro il exisgera certainement  un engier positif  

n tel que /~,(zl) et R,(z,)  soient tons de~x int6rieurs ~ (Cq) ou sur sa fi'onti~'e. 

Or, duns (Cq) les courbes IF] -~  $, song analytiques,  ferrules, s 'enveloppent muguelle- 

m e n t e t  enveloppent l 'origine. F 1 aura  mSme valeur en / / , (z  1) eg R,,(2,) puls- 

qu'elle a m~me valeur en z 1 et  zs. Or, dans (Cq) F 1 ne peut  prendre chaque 

valeur qu'en un seul point. Donc R,(z l )=R,(z~.  ). I1 r~sulte de !'s que, si l 'on 

connaig une aire d~finie par IF1] <QI on pourra  en d~duire routes les autres par  

!e proc~d~ suivang. Imaginons  que z d~crive (Co) et consid~rons gouges les fonc- 

tions alg~briques z" de z d$finies par  les ~quations 

n - -  I ,  2 , . . . o o ,  

quand, darts eha~lue ~quation on ~carte la solution z ' -~z;  c h ~ t m e  de ces ~quations 

dgfiuit une fonction z',(z) eg le point  z:, d~crit une ou plusieurs aires (C~) quand 

z dgcrit (Co}. (I1 peut  arriver que certaines de ces aires ( C:) coincident avec (Co), 

il peug arriver qu'elles coincident gouges avec (Co).) Chacune des aires (C:,)sera, 

comme (Co), limit~e par un  nombre fini de conLours analytiques.  Le domaine 

en o z: vieng en z:(o) qui sat isfai t  -~ / ~ , ( z : ( o ) ) :  o, z',(o) esg uu antgcgdent de o. 

Chacune des aires ( ~ )  entaure un antecedent d'm-dre n de l'orig~ne. Eu tous ces 

anh~c~dents Fx est nulle. 

Ces pr~liminaires ~tant pos~s on va pouvoir se rendre compte des compli- 

cations qui peuvent  surgir clans la const i tut ion du domaine I~'~1<0~. Dis~inguons 

plusieurs cas. 

I ~ Le point o a gous ses antecedents  confondus avec lui-m~me. 

2o. Le point o ne coincide pas avee tous ses antecedents:  ce cas se sub- 

divise en 2 autres 

a) Dans le domaine imm~diat ~o du point  o, o n 'a  d 'autres antecedents 

que lui-m~me, 

b) Duns le domaine imm$diat (?o, o a d 'autres  antecedents que lui- 

m~me. 

io. S~ tons les ant~c2dents de o sont confondus en o, fl est clair que, par 
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la relation z~ ~ R(z) deviendra une relation ~t----~(~), q 6tant un polynome. On 

dewra done avoir 

I z ~ 
= = 

+ . . -  ,Uo+O k ~ p  

R(z) sera du .degr~ p. On construira d'abord, clans le domaine .do qui es~ ici 

confondu avec le domaine imm~dia~ Jo oh les /{. convergent vers o, le domaine 

(Co), entourant o, off I F I I - ~ Q 1  . Si d0 ne contient pas de point critique de R--l(z) 

au~e  que z~-o  (Co) sera simplement connexe. Si l 'une des aires (C1), (C~) . . . .  (Gq-1) 

confient un point critique de /{-t(z) distinct de o, alors (Co) aura plusieurs con- 

tours analytiques. En consid~rant l%quation t~.(z)-~l:l.(z'),  d6barrass6e de z = z ' ,  

on voi~ que, lorsque z d~cri~.(Co), B.(z) d6crit (C.) int~rieure ~, (Go) e~ z' d~cri~ 

une ant6e6dente de (C,) d'ordre n. Or, routes les ant6c~dentes d'ordre n de (C,) 

sont eonfondues avec Co; puisque routes les racines z' de l'~quation R , ( z ) = R , ( z ' ) ,  

distinc~es de z, se permutent autour de o. Ici done, routes tes aires (O',,) son~ 

identiques s (Co). Le domaine total [FI[--<Q est ici identique ~ (Co), il se limite 

par  une ou plusieurs courbes analytiques en hombre fini. 

L'exemple le plus simple de ce fair est fourni par /~(z)--~z~; le domaine 

] F ~ l < e , < I  est alors l'int~rieur du cercle ]zl-----/el. 

z ~ 17 y a des ant6cidents de o distincts de o. L'ensemble des ant6c6dents 

suecessifs a pour d6riv6 la fronti6re totale du domaine Ho. Dans ce cas le do- 

maine do peu~ n '~re  pas confondu avee le domaine imm6diat do. Ou~re d0, do 

peut  comprendre une infinit6 d'aires qu] sont les antge6dentes successives, 

distinetes de do, de l'aire d o. 

Nous par~ons ~oujours de  l'aire (Co), dans do, o~ ]F l ]< th .  II y a 2 cas: 

a) Dans  do, o n'a ions d'autre ant6c6dent que lui-m~me. Ici H0 est distinct 

de 6o- On trouveru- un exemple de eette eireons~ance dans mon *Mdmoire sur 

l'it6ration des fractions rationnelles*, n ~ 56 et 67, 58. I1 est visible que ee qu'on 

a dit au i ~ s'applique sans changement lorsqu'on se borne s la pattie du domaine 

]F~]<Q~ qui est int6rieure 5 do. Les ~quations R , ( z ) - ~ B ~ ( z ' )  pour n----~, 2, ...oo 

ne d6finiront que des aires inh~rieures ~ do vonfondues avee (Co). La par~ie de 

]F~[< Q~ int6rieure ~, do se eonfond done avee (Co). C'es~ une aire limit6e par 

une ou plusieures courbes analytiques. Envisageons successivement les divers 

domaines antgcgden~s de do, d~ -1, (i~ -~ . . . .  d o " , . . . .  Dans ehacun des domaines 

do --~, l'~quation B , ( z ) ~ - B , ( z ' )  d6finira, lorsque z d6crira (Co), une aire d~erite par 
24--30534. Acta mathona~/ca. 56. Imprim6 le 11 sep~embre 1930. 
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le point z' et dans laquelle on aura IF11 < Q~; ehacune de ces aires entoure un 

ant6c6dent d'ordre n de o, et est limit~e par un hombre fini de courbes analyti- 

ques. L'ensemble de ces aires constitue le domaine (C'n). Le nombre des do- 

maines d~ "~ dement infini avee n, le nombre des aires pr6c6den~es, dont l'ensemble 

forme (C',,) devient donc infini avec n. Le domaine total [F~[< Qt se eomFose done 

iei d'une infinit~ d'aires dont ehaeune eat limit~e ~ar un hombre fini de contours 

analytiques. Dana do ee domaine [ F l l < q i  na eomprend qu'une de cea aires (Co). 

b) Dana do, o a d'autra, ant~e&lents que lui-m~me. C'est le eas qu'on peut 

appeler g6n6ral. I1 peat arriver iei que Jo  soit ou ne soit pas eonfondu avee do. 

Examinons d'abord do- 

L'ensemble A des ant~e6dents de o situ~a dana do est slots an ensemble 

infini d6nombrable dont le d4riv6 est la fronti6re de do- 

Nous partirons toajoars de (Co), aire int6rieare ~. do, eontmmant o, limit6e 

par un nombre fini de contours analytiqaes sur lesqaels ]Fll = el. 

(Go) ne contient qu'un nombre llmif~ de points de l'ensemble A, et ees 

points sont int~rieura ~ (Co). Oonsid~rons l'ensemble des points de A situ6s hors 

de (Co) ce sont des ant~c6dents de o, eonsid6rons celui dont l'ordre d'antAc6denee 

est minimum; soit k son ordre et d6signons par o--k ce point. L'6quation 

Rk(z)-~-Ir d6finira, lorsque z d6crira (Co), une aire qui sera d6crite par la 

d6termination z' qui vient en o-k quand z vient en o; cette aire entourera o - ,  

et sera limit6e par un nombre fini de contours analytiques. Appelons la (1"1). 

Dans l'aire (F~) on aura [I"~[<QI et sur ses contours ]F~I=Qt. (Co) et (I'~)6rant 

int6rieures ,~ do ne contiennent qa 'un hombre fini de points de A. On choisira 

parmi les points de A ext6rieurs ~. (Co) et (F1) eelui dont l'ordre d'ant6c6denee 

k' es~ le plus petit (k'>-k) soit o-k.. Autour de o - e  on d6finira, grgce ~ r6qua- 

tion Br(z)=Be(z ' )  une sire (1~) qui sera d6erite par z' lorsque a d6erira (Co); 

(I~) entourera o--r, e n s e s  points int~rieurs et sur ses contours I ~ l = e , -  

(F~) n 'a qu'un nombre fini de contours analytiques. On continuers de proche en 

proche. Les aires (Co), (F~),... (F~) int6rleures ~ do, d6finies successivement, ne 

cont~nant qu'un nombre limit~ de points de A, on choisira parmi les points de 

A ext6rieurs ~ routes ces aires celui dont l'ordre d'ant6c6dence Zes t  minimum. 

Soit o_~ ce point. L'6quat-ion t~(z)=I~a(z') d6finira un point z '(z)venant en 

o-~ quand z e s t  en o. Lorsque z d6crira (Co), le point z' d6crira use aire (Fn+~), 

int~rieure ~ do, ext6rieure ~. (Co), (F~), . . .  (F~), dans laquelle [F~I < #t; cette aire 

est 'limit~e par un hombre fini de contours sur lesquels IF~I=0~. Les aires (Fn) 

suecessives vont en s'accumulant sur la froati~re de do. On trouvera ainsi  que 
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le domaine IF, I <q ,  comprend dans 6o une infinitd d'aires qui sont les aires (Co), 

(F~), (F~.) . . . .  , ( F , ) , . . . .  L'ensemble de ces aires s'a2opellera (70). 

Consid~rons maintenant un des domaines 6~-", dans le cas o~t do ne eoYneide 

pas avee .40, e t  prenons l'6quation R.(z ) -~R. ( z ' ) .  Lorsque z d6crit l'une des aires 

int6rieures ~ do dont est form6 (70), le point z', int6rieur au domaSne dT-" consi- 

d6r~, que d6finit l'6quation pr6c6dente, d6crit une aire int~rieure s ~-'~, limit~e 

par un nombre fini de courbes analytiques. A l'ensemble (7o) correspondra ainsi, 

dans le domaine dT'* consid6r6, un ensemble d'une infinit~ d'aires s l'intdrieur 

desquelles IF, l<~ t  et sur les contours desquenes IF~l----e,- On appellera (7,,) 

l 'ensemble form6 par routes ees aires dans la totalit6 des domaines ~;";  (7.) sera" 

d6crit par z' lorsque z d~crit (7o), z' ~tant lid ~ z par R,,(z)~-R~(z'); (7-)se compose 

eomme (~o) d'une i nfinitd d'aires dont ehaeune "est limit6e par un nombre-fini de 

eourbes analytiques. Les aires de (y,,) vont en s 'accumulant sur la fronti~re 

de d~ -~. 

Le domaine IF:I < se r i~/ d ' , , e  infinit~ d'aires, ~ savoir les ~o), 

les (Z:), . . . les (7,) . . . . .  Les (~,,,) comprenant la partie int6rieure ~ ~7 ~ du domaine 

IF~] < Or. Dans chaeune des r6gions dont se cora~ose d:~,(7,)  comprend une infinit6 

d'aires q,,i vomit en s'accumulant vers la Jronti~re de la r6gion ; ehacune de ces ab'ez 

est limit6e par un hombre f ini  de eourbes analytiques m~r chacune desquelles I Fll --- (h, 

dans cl, aeune de ees aS'es se trouve un nombre fi.ni d'ant6c~dents distincts de l'origine. 

9. On voit par l'analyse pr~cddente, combien peut ~t-re compliqu~e la 

structure du domaine de convergence de la s~rie ~ a./~,,(z), dans la r~gion do 
0 

off les R~(z) convergent vers o, point double attractif s multipllcateur nul. 

Rappelons ici que ce domaine est d~fini par I/~'ll<(h, ~I grant le rayon de con- 

vergence de la sgrie ~ a.  5P" et /v 1 la fonction de BSttcher du point o. 
0 

IO. En ce qui concerne le domaine de convergence de ~ a . R . ( z ) d a n s J |  
9 

lorsque oo est un point double attractif s multiplicateur nul, nous n'aurons 

maintenant qu'un mot s dire. /~'~ dtant la fonction de BSttcher de 1'oo 

~- ~ + . . -  ~,I~=o 

telle que 
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et Qs 6rant le rayon de convergence < I de la s6rie ~a~,~-P",ledomainecherch6 
0 

es~ d~fini par I >]F2I>Q~. On l'obtiendra done en retranehant du domaine zr174 
l'ensemble des aires qui constituent le domaine IF.l e... L'ensemble de ees aires 

a 6t6 longuement 6tudi6 au n ~ 8, routes I~9 conclusions s'appliquant iei en rem- 

placant partout rorigine par l '~ et F1 par I~. 

w IIL 

a est un 3mint double indiffdrent ~ muttiplieateur s=R'(a)----+I [R"(ct):#o]. 

I I .  

totique 

Supposons d'abord a d d~tance finie et utilisons l'expression asymp- 

R,,(z)=a+ na+~Ln+ACz)+~,(z) avec nF_,,~ 

valable dans tout z/ in~rieur  ~ J . .  

I ~ a~:o.  Supposons que ~a.R.(Zo)  converge au point zo int6rieur ~ d~. 

Alors a. --, o puisque R.(z0) --, a. On a, visiblement, 

~ " ( z ~  I + h a  .... ~ "I~-~-~) 

exvrime~ que pour n assez grand on a o < - - ,  

E' arbitrairement petit d6pendant de �9 qui est lui-m~me arbitrairement petit. II 

( ') est clair que 2ano ~ converge absolument, douc la convergence de 2a~R.(zo) 

entralne celle de 

i 
Posant an. a +  I = b .  on aura an-~ z n a a  ~ + 0  �9 

n ~  

La s6rie ~b.  convergeant, cela entraiue la convergence de ~ b_~ et aussi celle de 
a 

~ b . . O ( ~ ) .  Je dis q u e ~  b-~ converge aussi. En effet, en posant ~ b ~ = B .  

on aura b . - - - -B. - -B. -1  et B . - ~  B fini donc 
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- -  - -  Z - -  - -  B n - 1 )  ~-- ~ . B n  -~" I" = Z n n(n+ I) 

qui converge absolument  puisque B.- -*B.  

11 r~sulte done de ce qui pr6ebde que Y.a. converge. 

Za  convergence de ~ an R,,(z) en un point Zo du domaine zr de convergence 

vers a ~=o exige la convergence de :~ a.. 
Si ~ a .  converge,  on aura, uniformgment darts tout zi in- B~ciproquement. 

t6rieur h zf~ 

~ . ( z ) - - ~ +  ~ + o 
n a  

et  uniform~ment  dans zr Done  2 a ~ R . ( z )  converge uniform6ment dans tout Wet 

d4finit dans L/~ une fonc~ion holomorphe,  ~ condi t ion que ~4. ne cont ienne aueun 

an~e~den~ ~ du point  ~ ,  ear en un  tel  point  on aura i t  R . (~ )=~r  et  ~ serai~ 

un  pble pour  R. ;  ~ a . / ~ n  sera done holomorphe  dans J .  si 1'r162 n'estlgas int~rieur 

g~ J . .  Si 1'r162 est int~rieur  ~ J ~  comme ee n 'es t  pas alors un point  invarian~, 

tou t  point  ~ antecedent  d 'ordre k de 1'or sera pSle pour  /4(z)  seulement,  el la 

somme ~ a .  R.(z) sera m6romorphe au point  ff qu'elle admet~ra eomme pble de la 

m~me mani~re que 14(z). 
Conclusion. - -  Za  convergence de ~ a,  est, pour a~=o, la condition n6cessaire 

et sufjh'ante pour la convergence de 2~ a~I~,~ dans tout domaine zI int6riour h zt,. 

I ~. 2 ~ Soi~ a = o .  Supposons encore ~ a~/1,  convergente  au point  Zo in~r i eu r  

�9 s J,,. On a ici 
I B 

R ~ = n a + f l L n + A ( z ) + e , ( z  ) avee ] e , ( z ) l <  n~_n-- valable en par~ieulier pour So. 

Iffous developperons /~, par  rappor~ ~ ~ " - comme suit  
n 

(i)(  L n  A + ~ ,  + o 
t ~ .  = ! _ fl, n ~ na n ~ a  ~" 

On a done par  hypoth~se 

[s a n  ~ ~1 n~ 

arb i t ra i rement  pet i t ;  o 

inf iniment  pe~it en 

n2a2 q- o ~ b n ,  
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la sdrie ~ b .  6~an~ convergente pour z = z 0. On tire de Is 

n 6  
Ao + ~,, + o  

n ~ L*,, = *,, (Zo) J 

. " ~ A o b .  b , , ~  2 b .  6tan~ convergence, ~ l'esg aussi; ~ est absolumen~ convergente 

- -  0 (  I ) Quan~.~-b. Ln en posant5 ear 1 ~ 1  < B il en est de m~me de ~ b,, ~ - i : i  n 

~ b . = B , ~ ,  . B a - , B  fini, on l'6cri~ Z ~ ( B . - - B ~ - , ) o u  encore 
1 

Or 

Z B " [ ~ - - L ( n +  I)] 

ce qui montre que Ln L (n + I) est d'ordre sup6rieur "s _ I_  aussi petit que 
n n + I ~2--1 

soit E. Donc : B . [  Ln L(n+._{_i I)] converge absolument, done ~b"Ln--n est con- 

vergente et l'on voi~ que la convergence de ~ a.R,, en un Toint Zo intd~qeur ~t H~ 

exige la convergence de ~ a-2~. 
,n 

R~eiproquement. Lorsque ~ a-2~ 

int6rieur ~ H~ (a = o) 

converge, on a, uniform6ment dans tout H 

Ln A(z)+ r.(z) ( I ) B 
n a  

( x )  i 
dans d et o ~ infiniment petit  d'ordre sup6rieur ~ ~ uniform6ment dans 

tout H. On d6duit de 1~ en forman~ a~ B .  que les s6ries: 

Z an et. Z a a L n  
n a  n 

convergent (voir raisonnement ant6rieur); 
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les s~ries 
~ a , , A ( z )  .~ .a ,e , (z )  ( I ) 

- - - ,  ' 
, ~  a 2 

convergent  uniform6ment  dans z/, la 2 ~ e~ la 3 ~ absolument.  

Donc  ~a.R. (z )  converge uu i form~ment  dans z/  eL repr6sente iei une fonc- 

t ion holomorphe dans z/~ en tou t  po in t  non  ant6c6deut  de l 'oo, admettan~ un 

p61e comme /~(z) en tou t  z ant6c6dent  d 'ordre  k de 1'oo. 

Conclusion. La convergence de ~ a'--2 est ici la condition n6cessaire et suffisante 
n 

pour la convergence de ~a ,R , ,  dans ~o, laquelle est alors unifm'me dans tout J 

int6rieur ~ z/o. 

x 3. 3 ~ . Soit a - ~ .  On a i c i = / ~ , = n a + f l L n  + A( z )+  ,,(z). Supposons 

~a,, R~ convergente en z o appar~enant  ~ J |  Alors 

b. = a. [ha + # L n  + A(zo) + *.(Zo)] 

est  une s~rie convergente. On t i re  de 1"~ 

,, [ '~ )] I + [~l L~__~z F A_~o + e~ b .  I - -  ~, L n  A o I 

n na na 

P a r  les raisonnements  prdc6dents on sai~ que, ~ b~ convergeant ,  il en es~ de m6me de 

n na na 

Done  ~ n a ,  convergente es~ condit ion n6cessaire pour  la convergence de ~ a , R ,  

en un point  zo du domaine J |  de convergence v e r s a  = o0 suppos6 poin t  double 

indiff6rent  s s = + I. 

l~6eiproquement. - -  Si ~ n a ,  est suppos6 convergente ,  en forman~ 

anRn-----nan[a+~Ln+A(z)+e"(nZ)]n n 

on remarque  que les s6ries ~nana,  ~nanf l  L n  convergent .  :~na,, A(z) converge 
n n 

uni form6meut  dans tou t  z/ int6r ieur  h. J |  e t  .~n~,,~"! z) converge absolument et 
n 
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uniform~ment dans J .  Done ~a~  Rn, convergent~ dans tout  J |  converge uni- 

form~ment clans t~ut  J .  

Conclusion. La eonverqenee de ~na~ est la condition n~cessaire et 

suffisante pour la convergence de  2~a~R~(z) dans le domaine J |  d 'un point 

double ind i f fe ren t  a----oo, et la  convergence est alors uniforme clans tout  J 

intArieur ~ J ~ ,  la somme ~a~Bn ~tant  alors holonwrphe dans zr puisque 

les seuls pbles des B,(z) ~tant  les antecedents  de 1 '~ n'apl~artiennent 19as 

alors ~ l'intg~ieur de J| mais d sa fro nti~re. 

w IV. 

R~eatKtulation de l'dtude de la eonveryence de ~ a~,R,(z). 

I4. Dans ce qui precede, nous avons pu conclure sur la convergence de 

2~an R~(z) t~utes les lois qu'~tai t  connue la convergence des s~ries suivant~s 

ptl 
n 

o6 p e s t  un entier  positif > I. NOUS avons appel~ Ot et 0 les rayons de con- 

vergence des 2 premieres s savoir 

On a 

;It (s " ~j  a,, .$~" et ;~ (s ~--- ~ a,, s (s~ries-images). 
n~O ~ 0  

1 I 

--I = l j r n  ] a n  I p"  e t  _I = l i r a  I a .  [". 
r Q 

~o. ]~[ontrons que Qx < I entra~ne q = o. 

On a alors en effet une suite infinie d 'entiers croissants n~ bels que 

Alors 

Oil fit, 

1 
m I 

I ,l QI 

l a ~ i [ ~ -  a~ p"i ~ et puisque --ni --*~176 et e , < I  

1 1 

lim laniln~----.+oo. Done .liml~il"~'= +oo. 
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Done ~ ----- o. 

2% Montrons que Ot > I entras ~= + oo. 

on volt que pour la suite n~ on a 

P a r  le r a i sonnemen t  prdcddent, 

1 
- -  1 

liml' ,l" < ~, donc l im = o ,  car  p"t__ - - ~ o o .  

Donc  0 "~-- + oo. 

3 ~ I1 en rdsulte que ~ ~ est f ini  et ~ o on a qt ~ - +  I. 

a~ n i h  ~o. Lorsque 0 < x on ne peu t  avoi r  Z a~ convergente ,  ni m~me ~ n '  

for t ior i  ~ n a~. 

an 
Car, si ~ ~ convergeai t ,  on au ra i t  [ ~ [ = ~,, -~ o. D o n c  

I 1 

n < I .  On volt  que n n - ~ I  et, ~ cause de ~,~-~o, En 

Done 
1 

lira I an F ~ 

c'est-k-dire i _< x donc ~ _ I c e  qui est  cont radic to i re  avec rhypoth~se .  
0 
an 

< x, ~_~-~ et, ~ fortiori ~-o~ et Q ~na~ divergent. 

5 ~. Si  Q > : ~a~, ~_j a~ et ~ n a ~  sont convergent~. 
n 

Car si Q >  I on a 

M 
< 

Donc 

avec h i  fini et  ~ assez pe t i t  pour  que Q--2 ~ > 1. 

M ~  
Donc  [.noel < (Q_~)~ et, ~ par~ir d ' un  cer ta in  r a n g  

.M" 

# 

2 5  I 30534.  Acta  m a t h e m a t i c a .  

et ~ n a ~  converge  absolument ,  ainsi  que ~ a ~  et  ~ an 

56. I m p r i m 6  le  12 s e p t e m b r e  1930. 
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15. On peut alors r~sumer dans le ~b leau  suivan~ les r~sultats acquis dans 

le chapitre pr4c~dent, en convenan~, pour les points indiff~rents, de ne considdrer 

que ceux a pour lesquels /~'----s = + ~ et /~"(a):~ o. 

A. q~=o ,  # = o .  La s~rie (I) ~ a~2n(z) ne converge dans le domaine 
0 

d'aucun poin~ a~rac~if ou indifferent. 

B. Q~-~I, Q = o .  La s6rie (I) converge (et 1~ seulement) dans le domaine 

Jo  off les /~n tenden~ vers l'origine, lorsque l'origine est un point attractif 

mu~tiplieateur nul avec des d6riv~es ~-~  nulles en o pour k = I, z , . . .  ( p -  I) 

mais ~= o pour k = p ) .  EUe converge dans la pattie de ,d o d6fiuie par iF1] < Q1 

/Vl fonetion de BS~cher relative ?~ o. EUe diverge dans le domaine des autres 

points a~rac~ifs ou indiff6rents. 

C. 0~= I, o <  0 <  I. La s6rie (I) converge dans 1.e domaine do dd l 'ori~ne 

(et seulemeng dans J0) lorsque cette origine est un point attractif h multipZicateur 

s o nul ou inf6rieur ou dgaZ en modul.e h Q de mani6re que "~ n -- an so SOit convergente. 

Elle diverge dans le domaine des autres points attractifs ou indiff6rents. 

D. 0~=Q-----I. Ce cas se subdivise 

a) ~ a ~  converge; ~ an (et par suite ~.na~) divergent. La s~rie (I) con- 
n 

verge dans le domaine `do de l'origine lorsque l'origine est un point attractif 

ou indiff6rent. EUe diverge dans le domaine des autres points at~ractifs ou 

indiff~rents. 

b) 2an et par suite ~ - ~  convergent; 2nan diverge. La s~rie (I) con- 

verge dans le domaine de tout point attractif ou indiff6)'ent 5 distance finie. 

Elle diverge dans le domaine du point or que ce point soit at~ae~if ou in- 

different. 

( ~ c) 2 n a n  et par suite ~an et ~ n  convergent. La s~rie (I) con- 

verge dans le domaine de tout point attractif ou indiffdrent 5 distance finie, 

et dans le domaine du point oo, si ce point est indifferent (mais diverge 

clans le domalne de l'oo si ce point es~ a~ractif). 
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E. , o , = +  I, I < Q <  +oo .  L a  sdrie (I) converge darts le domaine de tout 

point attractif ou indiffg~'ent ~ distance finie. - -  EIle converge dans le domaine 

J |  de 1'~ si ce ~oint est indifferent ou attractif  avee un multiplicateur s,, sup~rieur 

a,, soit convergente. ~ls| Elle ou ~gal en module ~ _I de mani&re que ~ s-~ 
Q \ e /  

diverge dans zr si 1 '~ est s mult ipl icateur  nul  ou < I - en module. 
Q 

F. q ~ > I  (par suite e - ~ + ~ ) .  La  s~rie (I) converge dans le domaine de 

tou t  point attract~f ou indiffgrent ~ distance finie. ~ Elle converge dans tout  le 

domaine ,J~ si l '~  est indifferent ou attractif  avec un multilglicateur s| Elle 

converge dans une partie de ~r174 ddfinie par IE2I> A si 1 '~  est attracti f~ multi- 

191ieateur nul, 2"~ ~tant la fonct ion de BSttcher pour ce point  ~ (au voisinage 

duquel ~ supp~ que R est de la f~ t ~ = z ~  [ A~ + Ap+''~''']z le crochet 

~tant holomorphe autour  de z = ~ et ~= o pour z ~ - ~  ). 

G. q = Qt =o r  La  s~rie (I) est convergente dans le domaine de taut point 

attractif ou indifferent. (Toutes les sgries-images sont ici des fonetions enti~res.) 

Remarque.  La  convergence de ~a~R,(z) ,  lorsqu'on la reconnait  en unpoint 

int6rieur au domaine d ' im point a t t rac t i f  ou indifferent,  entraine, comme on l 'a 

vu, des consdquences tr~s pr6cises sur Q et ql et permet de dis t inguer  dans lequel 

des cas pr6c6dents on se ~rouve. 

A 


