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P,tRIS. 

Dans ce M~moire, nous nous proposons d'~tablir, pour un ensemble de 

points de l'espace euclidien s n dimensions, un crit&re g~n~ral de ddnombrabilit$ 

bas~ sur la consideration des directions limites ou'demi-tangentes en un point 

d'accumulation de l'ensemble. Ce crit~re g~n~ral comprend des cas particuliers 

importants dont nous d~gagerons quelques-uns hvec des applications '~ la G~o- 

m6trie des courbes planes ou gauches et h la G~om~trie des surfaces; nous 

montrerons, en outre, qu'il englobe certaines propositions de la th6orie des fonc- 

tions d'une variable r~elle. 

Pour la commodit~ du langage, nous nous placerons dans'l'espace euclidien 

"~ 3 dimensions et nous commencerons par de br~ves indications sur deux notions 

simples qui interviendront dans l'~noncg de notre crit~re. 

Faisceaux conYexes. 

i. - -  Soit a)(M) un 6nsemble de demi-droites issues d'un m~me point M; 

ces demi-droites ser0nt les rayons du faisceau O(M!. Nous dirons que r 

est un faisceau convexe s'il existe un plan _P passant par M e t  tel qu'il n'y air 

pas des rayons de q~(M) de part et d'autre de P.  La convexit6 sera stricte 

s'il existe un tel plan P ne con tenan t  aucun rayon de ~P(ITl); elle sera large 

dans le cas contraire. 

2 .  - -  Nous avons ces propri~tgs imm~diates: 

Th~or~me A. ~ S i  q)(M) est un faisceau eonvexe au sens strict, tout plan 

passant par M poss~de un angle ~ 2 droits de sonzmet M e t  h e  contenant aucun 

rayon de q~(M). 
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D'apr~s la ddfinition, il existe un plan P mend par M, ne contenant aucun 

rayon du faisceau q~(M) et tel qu'il n 'y air pas des rayons de q)(M) de part et 

d'autre de P. Si ~ coincide avec P ,  le thdor~me est dvident; sinon, les deux 

plans P et ~ ,  ayant en commun le point M, ont uue droite commune ~ qui, 

d tant  dans P,  ne contient aucun r~.yon du faisceau. Cette droite z/ partage 

en deux demi-plans dont l 'un est situd dans le demi-espace limitd par P et dd- 

pourvu de rayon de q~(M), ce qui dtablit notre proposition. 

Thdor~me B. - -  Si  r  est un faisceau fermd convexe au sens large, tout 

:plan ~ passant par M :  ou bien a des rayons de ~(M} de part  et d'autre de lui, 

ou bien contient lolusieurs rayons de $ ( M )  de telle fa fon  que le plus grand angle 

de som,iet M ne contenant aucun de ees rayons soit <--2 droits, - -  et il y a tou- 

jours au moins un lolan qui sati,~fait ~ la seeonde dveatualitd. 

�9 S'il n'y. a pas des rayons de ~(M) de part et d'autre de" ~ ,  ce plan con- 

tient un ou plusieurs rayons du faisceau, autrement celui-ci serait strlctement 

convexe. Supposons alors qu 'on puisse ~rouver dans ~ un angle > 2 droits, de 

sommet M e t  ne contenant aucun rayon de q~(M). Menons par M une droite 

z/ situde dans cet angle; elle ddfinit un demi-plan ddpourvu de rayon de q~(M) 

et, comme ce faisceau est fermd, il n 'a  aucun rayon au voisinage de ce demi-plan. 

On peut done faire tourner le plan ~ autour de z/ d 'un angle assez petit pour 

que ee plan ne rencontre aucun rayon du faisceau; cet~e rotation effectude, tous 

les rayons de ~(M) sont d'un m~me cStd de ~ et il n 'y en a aucun dans ~ :  

le. faisceau (P(M) serai~ done strictement convexe, con~rairement ~. notre hypo- 

th~se. - -  De plus, il existe au moins un plan. ~ tel que ~(M) soit d'un m~me 

cStd de ce plan, donc qui satisfait ~. la seconde dvent-ualitd de l'dnoncd. ~ 

I Cette notion de faisceau convexe a d~j~ re~u une application dans l '~tude d'une classe de 
surfaces dont nous reparlerons ~ plus loin (n ~ 9). Une telle surface pouvant  ~tre envisag~e comme 
la fronti~re de l 'ensemble r~union d 'une famiUe de spheres ~gales, on est amen~ ~ consid~rer, en 
un point M de la surface, le faisceau ~ ( M )  des rayons de ces spheres qui aboutissent en M e t  
l 'on peut  r~partir les points de la surface en 3 classes distinctes: 

~) si ~(M) eat strictcmrnf cwnvcxe, les propri~t~s essentielles de la surface, au vaisinage de 
M,  d~pendent essentiellement de la structure de ~ ( M ) ;  

fl) lea points oh ~ ( M )  est largement conv~e  sont  quelconques; 
7) lea points oh ~5(M) est non convexe sont des points isol~s. 

Cf.: G. Durand, Propri~t~s locales et  ensemble des points sans plan tangent  des enveloppes 
de spheres (C. R. de FAcad. des Sciences, t. I9 o, I93O , p.- I219). Dsns cette ~tude, ls  nature de 
la question avait fair presenter 1,~ classification sous une forme diff~rente. 



Sur un crit~re de ddnombrabilitd. 365 

Contingent. 

3- - -  La  no~ion de contingent est rifle ~. ]~I. Georges Bouligand qui en a 

fir6 diverses applications, no tamment  pour  l'6~ude des courbes de Jo rdan  sans 

poin t  multiple et pour  l 'obtention d 'un  proc6d6 d'int6gTation gdn6ralis6 de l'6- 

qua t ion  aux d6riv6es partielles d 'Hamilton-ffacobi,  x Le  con t ingen t  *(M) en un 

po in t  d 'accumulation M d 'un ensemble E est le syst~me des demi-tangentes M T  

en M,  c'est.g-dire des demi-droites M T  auxquelles on peu t  associer une suite 

infinie de points {Mt) de E ,  tous dist incts  e~ ~endant vers M de mani~re que 

les angles M~MT ~enden~ vers z6ro. Une demi-~angente M T  peu~ encore se 

caract6riser  ainsi: tout  c6ne circulaire drol l  de sommet  M e t  d 'axe M T contient 

au moins un point de E diff6rent de M.  On en dgduit  que le contingen~ est 

tou jours  fe~n6. 

Th~.or/)me g~n~ral. 

4. - -  Cela pbs~, nous abordons no t re  crit&re g~n~ral: 

Un ensemble E ,  tel que le contingent ~(~r) en chaque looi'nt de E soit un fai- 

sceau strictement convexe, est un ensemble d~nombrable." 

Soient  a o un angle < z et E o un  ensemble don t  le con t ingen t  est contenu 

dans  a n  c6ne eirculaire 0 o d 'angle au  somme~ a o. Choisissant un angle 9 tel que 

o < 4 9 < f f - - a o ,  on peut  t rouver  pour  tou~ point.  M d e  E o une  longueur  ~ telle 

que la sphere S(M, ~)s ne contienne des points de E 0 (diffdrents de M) que duns 

le secteur sph6rique s ]ntdrieur au c6ne circulaire Cx de m6me axe que C O et 

d 'angle  au sommet a 0 + 2 9 .  4 

Prenons  r < -  sin 9 et  d6signons pa r  a l e  secteur  sph6rique d6limit6 par 
2 

la  sphere S(M, r) et par  le c6ne F ,  suppl6mentai re  de C1. Nous  allons d6montrer 

que deux secteurs a e t a ' ,  associ6s ~. deux  points  quelconques M e t  M '  de E 0, 

1 G. Bouligand, Sur quelques points de m~thodologie g~om~trique (Rev. g~n. des Sciences, 
t. 4I,'-I93O , p. 39); Snr un caract~re de plan~it~ d 'un arc simple (Bull. des So. math., ?e s~rie, 
t. 54, mai I93O); Expression g~n~rale de la solidarit~ entre le probl~me du minimum d'une int~- 
grale et l'~quatlon correspondante d'Hamilton-Jacobi (Rendiconti dei Lincei, juillet  I93o). 

2 Notons que cot ~nonc~ ne fait ancune hypoth~se sur le d~riv6 de E.  
: D'une fagon g~n~rale, S(A, R) d~signe la sphere de centre A et de rayon R.  
' En un point isol~ de E0, on pourra ehoisir arbitrairement 1'axe du cSne C 1 . 
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n'ont en commun aucun point int6rieur; pour cela, supposons e ~ e '  et distinguons 

plusieurs cas: 

I~ s i  MM'~e~'e, o n  a :  

r + r ,  < ~+*" - -  sin 9 < * < MM' ,  
2 

et les deux spheres S(M, r) et S($l', r') sont ext6rieures. 

2 ~ ) si ~ > M M ' > d ,  il est ais~ de voir que la sphere S(M',r') est ~, l'ex- 

h!rieur du cSne / ' .  En effet, une tangente men~e de M s cette sphere fair avec 

M M '  uu angle 0 tel que: 

r' ~' sin :fl 
s i n O =  3 [ ~  < -  ~' 

dou :  

la sphere S(M', r') est donc "L l 'intdrieur d'un cSne circulaire d'axe MM" et 

d'angle au sommet 2~0 ou encore, puisqt~e M' est dans le secteur s e t  M M '  
clans le c6ne C1, cette sphAre est "s l'int6rieur d'un cSne circulaire C.. de m~me 

axe que CL et d'angle au sommet a o + 4 t f .  De plus, les c6nes C.. et /" sont de 

par t  et d'antre d'un plan passaut en M e t  normal ~ l'axe de CI, donc compl~te- 

ment ex~6rieurs l 'un s l'autre. 

3 ~ si ~ > d > M M ' ,  le point ~l[ 6rant dans le secteur s" et le point M' 
dans le secteur s, les deux c6nes I" e t r '  sont ext6ri6urs Fun s l'autre. En 

effet, le plan perpendiculaire en M' ~ M M '  partage l'espace en deux r~gions, 

l 'une contenant le point M, donc aussi le c6ne F, l 'autre conteuant r ' .  

Ainsi, s tout point M de l'ensemble Eo, ou peut faire correspondre une 

longueur r telle qu'un secteur sphdrique prdlev6 dans la sphere S(M, 1") n'ait  en 

commun aucuu point int~rieur avec un secteur analogue associd ~ un autre point 

de Eo: l'ensemble E o est donc d6nombrable. 

Revenons maintenant h. rensemble E de notre 6nonc6. Le conf2ngen~ ~($i), 

6t~nt fermi, est contenu dans un cSne eirculaire de sommet M e t  d'angie au 

somm~t a(M)<lr. 0hoisissons une suite d'angles al, a , , . . . ,  a i , . . ,  qui tendent 

vers ~r en croissant. En v e r ~  de ce qui pr6c~de, l'ensemble des points o5 le 

contingent est contenu darts un cSne circulaire d'angle au sommet compris entre 

at-1 et a~ est d6nombrable. L 'ensemble E peut donc ~ e  consider6 comme une 
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famille d6nombrable d'ensembles d6nombrables, ce qui 6gablit notre th6or6me, qui 

peut  encore s'6noncer, en tenant  compte de (B): 

Si un ensemble est non d~nombrable, il poss~de au moins un point M tel que 

tout plan passant en M:  ou bien a des demhtangentes M T  de loart, et d'autre de 

lui, ou bien col#lent plusieurs demi-tangentes M T  et le plas grand angle de soramet 

M ne cow, tenant aucune demi-tangente est <--~ droits. 

Cas pa r t i cu l i e r s .  

5- ~ De ce th~or~me g~n~ral, d~tachons les deux cas particuliers suivants 

dont  le premier va nous fournir  plusieurs applications: 

I. ~ Un e~semble, dont le contingent en tout point d'accumulation est form6 

de deux demi-droites non opposdes, est d6nombrable, car un  tel cont ingent  est un 

f a i s c e a u  s~ictement  convexe. 

I I .  - -  Un e~semble, dont le contingent se r6duit partout h une demi-(lroite, est 

d61wmbrable. 

Applications. 

6. - -  Courbes de Jordan .  - -  a) Consid6rons une courbe rectifiable 7, plane 

ou gauche; un  th~or~me classique de ]K. Henri  Lebesgue nous apprend que les 

points de 7 d~pourvus de tangente  fo rment  sur cette courbe un ensemble de 

mesure nulle. On peut completer ce r~sultat  en a jou tan t  que le sousensemble 

de ces points off les demi-tangentes const i tuent  un  faisceau str ictement convexe 

(et no tamment  off il existe deux demi-tangentes) est d~nombrable. 

b) Le cas particulier I permet d'~noncer: 

Soi~ une courbe de Jordan, plane ou gauche, rectifiable ou non, ayant Tartout 

une demi-tangente antdrieure et une demi-tangente post6rieure: les points de cette 

courbe oft manque la tangente (c'est-s off les deux demi-tangentes ne sont pas 

oppos~es) forment un ensemble d~nombrable. 

7- - -  Courbes d 'o rdre  fini. - -  L'6nonc6 pr6c6dent (b)s 'applique aux courbes 

d 'ordre fini, c'est&-dire aux courbes simples de Jo rdan  couples par  un  plan en 

un  hombre fini (reals non  n6cessairement born6)( te  points. M. G. Bouligand 

ayan t  d6montr6 qu'une teUe courbe admet parlour  une demi-tangente ant6rieure 
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et  une demi-tangente postdrieure 1, on sait d~s lots  qu'une courbe d'ordre f ini  

poss~de une tangente, sm~f en un ensemble de points au plus d~nombrable. 2 

8. - -  Courbes planes C. M. - -  l~ous appelons ainsi les courbes planes, 

g6ndralisant le.s courbes convexes, pa r  t ou t  point  desquelles on pea t  faire passer 

un cercle de rayon  0 n ' en fe rman t  in t6 r ieurement  aucun  point  de la courbe. Une 

telle courbe peat  toujours  6~re considdr6e comme la f ront i6re  de l 'ensemble ouver t  

E e rdunion des cercles de r ayon  Q centr6s en tou t  poin t  d 'un  ensemble E con- 

venable;  le passage de E s ~:e est  la constr~ction de CANTOR-~/~INKOWSKI, OU 

co~sb'ldctio~ C. ~I., d'ofi la ddnominat ion  d o n n d e  s ces courbes. Ayant  dtabli 

prdcddemment 3 que le cont ingent  d 'une  courbe C. $1. se rdduit  en tout  point  s 

deux demi-droites, l 'dnoncd (b) s 'appl ique encore, de sorte que: sur une courbe 

C. ~f.,. les points oh ~nanque la tangente fo~nent un ensemble au Tlus d~nombrable. 

9- - -  Surfaces  C. M. - -  Les surfaces ainsi ddnommdes gdndraHsent, d 'une  

mani~re anal%o~e, les surfaces convexes.  En  fa i san t  lear  dt-ude, nous avons 

considdrd~ en un  point  M,  le syst~me des rayons  ,o qui aboutissent  en M e t  

appeld points de b'oisibme esp~ce les points  oh ce systbme n 'es t  pas contenu dans 

un m~me plan, puis nous avons ddmontrd d i rec tement  que l 'ensemble des points  

de 3" esp~ce est ddnombrable.  ~ D ' au t r e  part ,  ayan t  dtabli, d 'une fa~on inddpen- 

dante,  (lue le cont ingent  ~(M) de la surface en un te l  point  M est un faisceau 

s t r ic tement  convexe ~, on obt ient  ici une  nouvelle preuve de la ddnombrabilitd de 

ces points. 

Fonct ions d 'une  va r i ab le  rdelle.  - -  Soit  y ~ f ( x )  une fonct ion quelconque. 

E n  un  point M ,  de coordonndes (x, y), de la courbe reprdsentat ive,  on consid~re 

l 'arc antdrieur M A  et l 'arc postdr ieur  M B ;  chacun de ces arcs poss~de en M 

un contingent,  ~ ou ~ ,  qui est  un  cont inu  de demi-droites pouvant  se rdduire 

~. un  seal dldment. Les deux nombres  ddriv~s ~ droi te  ~ et x/~. sont les coeffi- 

cients angulaires des deux rayons  extremes ~IT~ et M T s  de ~B; de m~me, les 

G. Bouligand, Sur rexistence des dembtangentes ~ une courbe de Jordan (Fundamenta 

~[athematicae, t. I5, 193o , p. 216). 
2 Ces propri~t~s ont ~t~ ~nonc~es tout  r~cemment par M. Andr6 Niarchaud: Sur les continus 

d'ordre born6 (Acta math., t. 55, I93O, P- 84). 
s G. Durand, Sur la construction de Cantor-Minkowski dans le plan (C. R. de rAcad, des 

Sc., t. I88, I929, p. i368), Th~or~me I. 
4 G. Durand, Sur la construction de Cantor-NIinkowski dans l 'espace (Ibid., t. I89, I929, 

P- 443), Th~or~me I. 
s G. Durand, Propri~t~s locales et ensemble des points sans plan tangent  des enveloppes 

de sph6res (Ibid., t. I9o, 193o , p. I219), Th6or~mes B e t  D. 
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d e u x  n o m b r e s  d&'iv6s ~'L g a u c h e  Z:, e t  -4.,, s o n t  les  coe f f i c i en t s  a n g u l a i r e s  des  r a y o n s  

e x t r S m e s  ~l[:f~' et M I ~ '  de  ~.l. l l  e s t  c o n v e n u  que  ~ .a~  z/,~ e t  ~:~<11o. 

Or,  le c o n t i n g e n t  t o t ~ l  T(M) de  l a  c o u r b e  r e p r e s e n t a t i v e  es t  la  r6un ion  de 

zA e t  zn.  P o u r  que z ( M )  so i t  u n  f a i s c e a u  s t r i c t e m e n t  convexe ,  i l  f a u t  q u ' o n  n i t  
�9 PC" �9 �9 l ' u n e  ou  l ' a u t r e  des m e ,  a h t e s  s u i v n n t e s :  

t 
T~J]IT~.' > 2 d r o i t s  ou To.MT~ > 2 d ro i t s ,  

c 'est-~'t-dire: 

)~t > A:,  ou ),:~ > -/ld, 

d ' o h  le th~orbme:  

Les valeurs de x pour le,cquelles le.~ nombre.~ d6rivds d'une .fo~ctio~2 queleo~que 

y ~ . f ( . c )  v6rifient l'une ou l'autre de.~ in6galit6s." 

Lt > .,4:t ou ~.a > -/ld 

forment m~ ensemble au f l u s  d6nombrable, 

qui  c o m p r e n d  ce cas  p a r t i c u l i e r ,  t r a d u c t i o n  an ,~ ly t ique  d ' u n  p r ~ c 6 d e n t  ~nonc~ 

(n" 6, b): 

Si  une fonction !! ~ - f ( x )  admet u~ze d~riv~e 5 droite et une d6riv~e dt gauche 

pour route valem" de x ,  elle possg,.de une ddrivde s a ~  sur un e.nsemble au 3~bts d6- 

nombrable. ' 

E n  out re ,  le c a r a e t 6 r e  i n t r i n s b q u e  d o n n 6  s n o t r e  ~ tude  n o u s  d i s p e n s e  ici  

d ' e x a m i n e r  t'~ par~ le cas  des  p o i n t s  off la  d e m i 4 a n g e n f e  es t  pa rMl~ le  s Oy:  ees 

p o i n t s  se t r o u v e n t  i p so  f a c t o  e n g l o b 6 s  duns  l ' 6none~  p r6e6den t .  

C f . :  H o b s o n ,  T h e o r y  of  l , 'unet. ions o f  a r e a l  w t r i a b l e ,  t o m e  I ~2 e 6d i t ion ,  C a m b r i d g e ,  192I),  

n ~ 292, page 369, ~nonc6 terminal. Le premier des 6noncds ci-dessus comprend eomnte cas parti- 
culier ce th6ori:me tit6 par M. Hobson (no 29 I, p. 368): soient f(~) une fonetion d6finie duns un 
intervalle born6 on non, et k un hombre donn6 quelconqae: l'ensemble des points ca l'on a simul- 
tandment ).d >--k et d q < k est an plus ddnombrable. - -  D'autre part, eet 6nonc~ a dt6 donn~ par 
M. A. Denjoy pour une fouction continue dans son ~Idmoire sur les nombres ddrivds des fonctions 
continues (Journal de Math. pures et appliqu6s, 7 e s~rie, t. I, I915, p. I47). 

v 

4 7 - - 3 0 5 3 4 .  .Acta mathemat.lca. 56. I m p r i m 6  Iv 10 m a r s  1931. 


