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Vorwort. 

Im Dezember I927 wurde meine Dissertation, welche den Titel ,>Uber pe- 

riodische Differenzengleichungen>> tr~gt, an der deutschen Universit~t in Prag 

approbiert. Ein kurzer Auszug aus dieser Dissertation, welche in l~Ianuskript- 

form vorgelegt wurde, ist in Nr. 78 (I93O) der naturwissenschaftlichen Zeitschrift 

*Lotos>> in Prag erschienen. Die hier vorgelegte Arbeit stellt eine Umarbeitung 

und Vervollst~ndigung der ersten beiden Abschnitte, n~imlich desjenigen Teiles 

jener Dissertation dar, welcher sich mit den linearen Differenzengleichungen 

beschi~ftigt, 
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Partikuliire LSsung eines Systems ]inearer Differenzengleichungen ~. Ordnung 
mit Koeffizienten und von den unbekannten Funktionen freien Gliedern, welche 
die gemeinsame Periode co besitzen. 
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Driller Abschnitt. Systeme homogener linearer Differenzengleichungen 
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I O .  

I I .  

I. Ordnung 

Existenz eines periodischen Fundamentalsystems. 
Form des Fundamentalsystems, wenn die Verh~iltnisse der Wurzeln der cha- 
rakteristischen Gleichung keine singulgren Werte besitzen. 

w I2. Zweiter Beweis des Satzes fiber das Verschwinden einer in einer Halbebene 
holomorphen LSsung, wenn die Verh~ltnisse der Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung keine Ausnahmewerte besitzen. 

Vierter Abschnitt. Lineare Differenzengleichungen beliebiger Ordnung mit einer un- 
bekannten Funktion und Koeffizienten yon gemeinsamer Periode. 

w 13. Zuriickfiihrung auf ein System linearer Differenzengleichungen i. Ordnung. 
w ~4. Wortlaut der Siitze des zweiten und dritten Abschnittes im Falle einer ein- 

zigen linearen Differenzengleichung n-ter Ordnung mit einer unbekannten 
Funktion. 

Einleitung. 

W i r  wollen uns mi t  der Frage  besch~ftigen, ob ein System l inearer  Diffe- 

renzengleichungen yon der Form 

n 

fk (x + h) = ~ q~l (x)j~ (x) § Bk (x) ( k =  I, 2, . . . ,  n) 
l = 1  

in welcher die Funk t ionen  qkt(X) ( k , l :  I, 2 , . . . ,  n) und Bk(x) (k-~ I, 2,...~ n)eine 
gemeinsame Per iode w besitzen und  die Determin~nte  I qkt (x) l n icht  identisch 

versehwindet,  LSsungen ark (x) ( k =  i, 2 , . . . ,  n) besitzt, deren siimtliche Funkt ionen  

ebenfalls die Per iode w besitzen; in dem Falle, dass die Funkt ionen  Bk(x) 
( k =  I, 2 , . . . ,  n) alle identisch verschwinden,  f ragen wir uns insbesondere, ob das 

dann vorliegende System homogener  l inearer  Differenzengleichungen ein Funda- 
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mentalsystem yon L5sungen besitzt, dessen siimtliche Funkt ionen die Periode 0) 

besitzen. In  der Folge sollen )~ und 0) immer zwei feste, yon Null  verschiedene 

komplexe Zahlen sein, deren Quotient keine reelle Zahl ist. Es wird daher stets 
12nih[ 2nih 
e ~ -  ~ I sein. Wir  werden die Zahl e ~ kurz mit  ~ bezeichnen und werden 

dann die Falle I zl > u n a  I z I < I ~u unterscheiden haben. 

E r s t e r  Abschni t t .  Li isung gewisser  homogener  l i n e a r e r  D i f f e r e n z e n g l e i c h u n -  

gen  m i t  kons tan ten  Koeff iz ienten du rch  F u n k t i o n e n  yon v o r g e s c h r i e b e n e r  

Periode.  

w I. D ie  S i g m a -  a n d  die Z e t a f u n k t i o n .  Bezeichnet man, wie es fiblich 

is~, die durch das unendliche Produkt  

a (x; 0)1,0)2) = x H' I - -  e 7~ + i ~ 

(w=m 1 0), + m~ 0)~; //~ Produkt  fiber alle ganzzahligen Wertepaare ml, m,~ mit  Aus- 

nahme des Wertepaares  o, o), welches unter  der Bedingung, dass 0)1 =V o, 0)~ :~o  

und 0)~ keine reelle Zahl ist, ffir jeden Wer t  yon x konvergier~, definierte Funk- 
w~ 

t ion yon x, 0)~, 0)~ in der auf  der l inken Seite der Gleichung (I) angeschriebenen 

Weise, dann ha t  die Funkt ion  6(x; 0)~, 0)2) bekannt l ich '  folgende beiden Eigen- 

schaften als Funkt ion  yon x bei festgehati~enen Zuhlen 0)1, r (0)~ ~= o, 0)~ =~ o,  

0)A1 nicht  reell): 
0)~ 

I.) sie ist in der ganzen Ebene holomorph und hat  die Stellen m~ 0)~ +m2 0),2 

(ml, m ~ = o ,  +_ I, +_2,+ 3 , . . . )  zu einfachen Nulistellen, ist aber sonst iiberall yon 

Null  verschieden; 

0)1 2.) es gibt zu .iedem Wertepaare 0)~, 0),, (0)~ =~ o, 0)~4=o, - -  nicht  reell) zwei 
0) 2 

eindeutig bestimmte Zahlen ~1,~2~, welche der Relat ion ~ 0)~--~0)~--~+_2~ri 

oberes oder unteres Vorzeichen je nach dem, ob das Dreieck o, 0)~, 0).~ positiven 

oder negativen Umlaufssinn besitzt - -  geniigen, so dass die Gleichungen 

1 Siehe e twa Hurwitz-Courant ,  Funkt ionentheor ie ,  Springer  1922. 
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o ( x  + oJ.,; ~ l ,  ~ )  = - -  e 

bestehen. 

(~+~) ~(x; ~ ,  -~) (~) 

Wir wollen nun die Funktion von x o(x; h, oJ) einfach mit a(x)bezeichnen. 
Dann ist also a(x) in der ganzen Ebene holomorph, hat die Stellen mlh+m2 

(m~, m s = o, + I, +_ 2, + 3 . . . .  ) zu einfachen Nullstellen und geniigt den Differen- 

zengleichungen 

(x + 
~,,t~+~.~ . . ( 2 )  

o(x+w)=--e ~ 21a(x), 

wo jetz~ die Zeichen ~2L und ~2-~ die zu ~o~=h, w~=oJ gehSrenden Werte bedeuten. 

Wir setzen nun weiter in der iiblichen Weise 

~' (x) - r (~). (3) ,, (~) 

Dann ist die Funktion ~(x) in der ganzen Ebene meromorph, hat die Stellen 

mlh+m~eo (ml,m~=o,  • I,-t-2, +--3 . . . .  ) zu einfachen Polen mit dem Residuum 

I und sonst keine Pole und genfigt den Differenzengleichungen 

(x + h)-~ ~21 + ~ (x) 
(x + ~ ) =  V,., + ~ (x). (4) 

w 2. Die homogene lineare Differenzengleichung f (x+ h)=tf(x). Mit 

Hilfe der Funktionen a(x) und ~(x) und der Exponentialfunktion kann man zu 

einem vorgegebenen Zahlenpaar tl, t~ (beide yon Null verschieden)immer auf 

mannigfach 

konstruieren, 

gleichungen 

verschiedene Art eine nicht identisch verschwindende Funktion f(x) 
welche in der ganzen Ebene meromorph ist und den Differenzen- 

f (x  + h)= taf(x) (5) 

f (x  + ~)= t,f(x) 

geniigt. Eine solche Funktion f(x) muss die Eigenschaft besitzen, class die Summe 

der Vielfachheiten der Nullstellen in einem Periodenparallelogramm - - -d .  h. in 

einem ParaUelogramm in der komplexen Zahlenebene, dessen Seiten Richtung und 
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L~nge der komplexen Zahlen h, co hubert - -  gleich Null isk wenn man Pole als 

Nulls~ellen negativer Vietfachheit ansieht. Sind a~, a~, . . . ,aM die genannten 

VielfachheRen, dann muss also 

~ + ~ + ... + ~----o (6) 

sein. Denn ist f ( x )  eine Funktion yon den arrgegebenen Eigenschaften, dann 

F(x  f(x) hat die Funk~ion j -  ~ die erw~huten Nullstellen zu einfachen Polen mit 

den Residuen a l , a  ~ . . . .  ,aM und geniigt anderseits den Differenzengleichungen 

F ( x + h ) = F ( x ) ,  F ( x +  c o ) = F ( x ) .  F ( x )  hat also die beiden keinen reellen Quo- 

tienten besitzenden yon Null verschiedenen Zahlen h und ~ zu Perioden. Eine 

solche Funktion nennt man eine e l l i p t i s c h e  Funktion. Nun hat jede ellip- 

tische Funktion die Eigenschaft, dass die Summe der Residuen ihrer Pole in 

einem Periodenparallelogramm gleich Null ist. Dasselbe gilt daher auch yon der 

Funktion F(x);  d. h. es besteht die Gleichung (6). u  dieser Bedingung (6)ab- 

gesehen kann man die Zahl m (ganz positiv) und die ganzen Zahlen al, a2 . . . .  , aM 

willkiirlich vorschreiben. Eine nicht identisch verschwindende meromorphe Funk- 

tion f(x) ,  welche den Differenzengleichungen (5) geniigt, hat n~mlich dann die 

Mlgemeine Form 

f ( x )  = B e Cx [{~ ( x - -  al)  ] al [{T (x - -  a2) ] . . . . .  [o" (x -- am)]~, (7) 

wo die Konstante B yon Null verschieden ist und die Konstanten C, aa, a,2, �9 ,., am 

den Gleichungen 

eCh--(a'a'+a~a~+" " "+am a~)~I~ = tl, e C~ " " +ama~)~= t 2 (8) 

geniigen. 

M a n  iiberzeugt sieh zun~chst mit t t i lfe der Gleichungen (2) leicht, dass 

unter  den Bedingungen (6) und (8) die durch (7)definierte Funktion f ( x ) w i r k -  

lich in der ganzen Ebene meromorph ist und den Differenzengleichungen (5) ge- 

niigt.  Den Bedingungen (6) und (8) kann man aber, wenn die Multiplikatoren 

ta und t 2 gegeben sind, auf mannigfache Art geniigen, well die Determinante 

[~lhcol einen von Null versehiedenen ~Vert ( n ~ m l i e h ~ . ~  + 27ci) hat. Umgekehrt muss 

jede meromorphe Funktion f ( x ) ,  welche den Gleichungen (5) geniigt, in der Form 

(7) enthalten sein. 

Sind n~mlich wieder die Vielfachheiten ihrer Nullstellen a~, a~,. . . ,a,~ in 

einem Periodenparallelogramm a~, a~ , . . . ,  am, so muss zun~chst, wie wir schon 
14--31104. Acta mathematica. 57. Imprlmtl Iv 18 juitlet 1931. 
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oben bewiesen haben, die Gleichung a l + a  2 + . . '  + a m ~ o  (6) bestehen. An- 

derseits ist die Funkt ion  a, ~ (x - -  al) + as ~ (x --  as) + ' + ~m ~ (x - -  a~) ebenfalls 

meromorph, besitzt dieselben Pole wie F(x) - f ' (x ) ' '  und hat, wie aus den 
- -  f ( x )  

Gleichungen (4) folgt, ebenfalls die Zahlen h und ~ zu Perioden. Also ist die 

Differenz f ( x )  [ a ~ ( x - - a , ) + a ~ ( x - - a s ) +  .-. + am~(x--a~)] eine iiberall holo- 
f(x) 

morphe Funk~ion, welche die betden Perioden h und co besitz~. Eine solche 

Funktion muss aber in der ganzen Ebene beschriink~ sein und sich deshalb auf 

eine Konstante reduzieren. Es folgt also das Bestehen einer Gleiehung v o n d e r  

Form 

f '  (x~ _ C + a t ~ (x - -  a,) + a,  ~ ( x - -  as) + " "  + am ~ ( x - -  am) (9) 
f (x )  

wo C eine Konstante isk Aus Gleichung (9) folgt aber durch Integration unter 

Beriicksichtigung der Definition (3) die Gleichung (7). Durch Einsetzen der rechten 

Seite der Gleichung (7) in die Gleichungen (5) und Beriicksichtigung der Bezie- 

hungen (2) erhgl~ man dann die Gleichungen (8). Wir betrachten nun insbeson- 

dere den Fall, dass t,----I ist. Fiir diesen Fall kSnnen wir unser Resultat  aus- 

sprechen in dem 

Sa tz  1. Wenn t eine beliebig vorgegebene, yon Null verschiedene komplexe 

Zahl ist, dann kann man stets in mannigfach verschiedener Weise eine in der gan- 

zen Ebene me~'omorphe, nicht identisch verschwindende Funktion f (x )  angeben, welche 

der Di f f  erenzengleichung 

f ( x  + h)-~ t f (x)  (IO) 

geniigt und co zur Periode hat. 

Wir legen uns nun ausserdem die fiir das folgende wichtige Frage vor, 

warm eine Funktion, welche der Differenzengleichung 

f ( x  + h) = t f (x )  (IO) 

geniigt und co zur Periode hat, holomorph sein kann. Aus dem vorhergehenden 

(s. G1. (7)) geht hervor, dass sie dann einfach die Form Be C~ haben muss. Ist  

2 ~ i v  
nun B 4= o, dann folg~ aus der Periodizitiit zun~ehst C -  , wo v eine ganze 

OJ 

Zahl ist. Daraus aber, class die Funk~ion der Differenzengleichung (IO) geniigen 
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soll, 

sein. 

2 z i h ~  2 r ~ i h ~  

folgt  t ~  e ~ Is t  also t n icht  von der Form e ~ 

W i r  haben hiemit  den 

) / ,  SO mUSS B - ~ - o  

Satz 2. Wenn eine Funktion f (x)  der Differenzengleichung f ( x  + h)= if(x) 

(~o), in welcher t nicht gerade eine Zahl yon der Form ~"(~ eine ganze Zahl) ist, 

geniigt, die Periode ~o besitzt und in der ganzen Ebene holomorph ist, dann ver- 

schwindet sie identisch. 

w Die homogene lineare Differenzengleichung 

i / - ,  
l :0  

Wir  wollen fiir die hier  anzustellende Be t rach tung  die Anzahl  m der voneinander  

verschiedenen Nullstel len der Funk t ion  f ( x )  und die Vielfachhei ten a~, a~ , . . . ,  a,, 

fes thal ten und die noch zur Verf i igung s tehenden GrSssen B,C ,a~ ,a2 , . . . , a ,~  

derar t  als in einem einfach zusammenh~ngenden,  den Nul lpunkt  nicht  enthalten- 

den Bereiche ~ regul~re Funkt ionen  yon t definieren, dass die Gleichungen 

e C h - ( a ~ a ~ + a ~ a ~ +  �9 " �9 + a m  a m ) ~  ~ t ,  e c r 1 7 6  " " + a m  am)~*  ~ I (8.) 

erfiillt sind und 33 iiberall yon Null  verschieden ist. Das ist auf  mannigfache  

Weise mSglich und man kann  auch erreichen,  class im Inne rn  von ~ ein vorge- 

gebener,  von Null  verschiedener  W e r t  yon t en tha l ten  ist. - -  Man kSnnte z. B. 

in dem FaUe, dass ~ oJ - -  *h h ~ + 2 z i und  daher  ] ~ I > I i s t ,  setzen: 

r a ~ 2 ,  ~ l ~ I ~  6 r  ~ 1 ~ 0 ~  a2 ~ 2 z i l ~  C : - -  V ~ . l o g t ,  B ~ I "  

dabei ist an einer beliebigen, yon Null  verschiedenen Stelle i rgend einer der mSg- 

l ichen Wer t e  des Logar i thmus  anzunehmen und dann log t in einem einfach zu- 

sammenhi ingenden Bereiche, welcher diese Stelle, n icht  aber den Nul lpunk t  ent- 

h~lt', durch stetige For t se tzung aus dem gew~hlten Anfangswer te  als e indeutige 

Funk t ion  yon t zu definieren. - -  W i r  haben so eine gewisse Funk t ion  yon x und 

t definiert; wir wollen diese Funk t ion  9~(t, x) nennen.  - -  In  unserm Beispiele ist 

2~  log t 

( - o 
a x log 
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Diese Funk t ion  geniig~ also den Differenzengleichungen 

~(t, x + h ) = t ~ ( t , x )  (I~) 
und 

qg(t,x +oJ)=qg(t,x). (I2) 

Nun seien q~k(t, x) ( k =  I, 2, 3 , - . . )  die partiellen Ablei tungen der Funkt ion q9 (t, x) 

in Bezug auf  die Variable t: 

Ok[qg(t'x)] ( ]c= 1 , 2 , 3 , . . . ) .  (I3) 9~k (t, x) O t ~ 

Man erkennt  zun~ichs~, dass die Funkt ionen  q~k(t, x ) ( k =  i, 2, 3 . . . .  )be i  fest- 

gehal tenem t in Bezug auf  x ebenso wie ~ (t, x) iiberalI meromorphe Funkt ionen  

sind. Sind n~mlich in der Gleichung 

B, C, al, a2, . . . ,  a,~ die friiher definierten Funkt ionen yon t, welche den Glei- 

chungen (8*) geniigen, so is~ 

~ , ( t , x ) =  [ ~ ~ B  d C da 1 
+ x T [  -"~ -d{ ~(~--~,)-- 

d a e .  , d a m .  , ] 
- ~* -dY ; Ix - a~) . . . . .  . , .  ~ ; I x -  ~.,)] ~ (t, x), 

woraus hervorgeht,  

kann man weiter  schliessen. 

In  unserm Beispiele ist 

dass auch ~0~ (t, x) in Bezug auf  x meromorph ist. 

~ (t, ~) = 
) oJ x -- l o g t - - V , ~ x  

2zei  
2 z i t  q~(t, x). 

Ebenso 

Wei ter  folgt aus G1. (12) durch k-malige Differentiation: 

qgk (t, x q- w ) =  qok(t, x). (I4) 

D. h. qgk (t, x) (k = I, 2, 3 . . . .  ) besitz~ ebenso wie q~ (t, x) in Bezug auf  x die Pe- 

r iode oJ. 

Dagegen erh~lt man durch Differential;ion der Gleiehung (I I) 
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~ ( t , .  + h) = t ~ (t, . )  + ~ (t, x), r  (t, x + h) = t r  (t, . )  + ~ ~ ,  (t, ~) 

allgemein 
9~k(t, x + h)-~ tq~k(t , x) + k ~k-i  (t, x) (15) 

oder 
~gk (t, x -~- h) - -  t 99k (t, x) = k 99k--1 (t, X). (I 5 a) 

iJbt  man die in der Gleichung (i 5 a) auf der linken Seite an ~ok(t,x) vorgenom, 

mene Differenzenoperation nochmMs auf beiden Seiten der Gleichung aus, so folgt  

~o~ ( t , .  + ~ h ) - -  ~ tr (t, x + h) + t = ~ (t, x) = 

- -  ~ [~gk--1 (t, X -}- h ) -  t 99k--1 (t, X)] ~- ]~ (~ - -  I) ~9k--2 (t, ~) .  

Allgemein finder man 

~ ( - ! )  >o t'-~(x+,~h)=k(k--,) (k--l+1)~_~(t,x) 
c~O 

( l < k ) ,  (~6) 

Z ( - -  I) k-a  tk--a~pk(X q- gh)=]~!  ~9(t,x), (I7)  
ct~o 

z "t ~l l \  
a~0 

Anderseits  folgt  aus Gleichung (I5) 

allgemein 

9~k (t, x + 2 h) = t 2 9~k (t, x) + 2 k t q~k-x (t, x) + k (k - -  I ) 99k--2 (t, X) 

9ok(t,x + lh)= ~ ( la) tl-~ k(k-- I)'" (k--a q- I)gDk-a(t,x). 
O~O 

(I9) 

Hier  ist unter  9~--~(t, x) Null  zu verstehen, wenn a > k wird. 

Die Gleichung (I8) sagt~ aus, dass die Funkt ionen q~(t, x ) ( k = o ,  I , . . . ,  

n - - I ;  n irgend eine positive ganze Zahl) der homogenen linearen Differenzen- 

gleichung n4er  Ordnung 

• (--I  ?'-~ [ n] t ._~ f (x  + a h)-- o (20) 

geniigen. Ferner  erkennt  m~n daran, duss die Differenzendeterminante 
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�9 t~--~]c(]c - I ) "  ( k - - a  + I) q~k--a (t, x) = 
a 

= I k (k - ~) .... (k - z + ,) ~ _ ~  (t, x)  l = ~  ! ~ ! . . .  ( ,  - ~ ) !  [~ (t, ~)]~ 

yon Null verschieden ist, dass diese n Funkt ionen sogar ein Fundamenta lsys tem 

yon LSsungen der homogenen linearen Differenzengleichung (2o) bilden. - -  Wir  

haben damit  den 

S a t z  3. Wenn t ei~e beliebig vorgegebene, yon Null verschiedene komplexe 

Zahl ist, dann kann man stets auf  mauuigfach verschiedeue Weise due Folge uicht 

identisch verschwiudender, meromorpher Fu~ktionen f o (x), f l (x), f2 (x), . . . angeben, 

welche den Differeuzeugleichungen 

f o ( x + h ) - ~ t f o ( x ) ; f . k ( x + h ) = t f k ( x ) + k f k - ~ ( x )  ( k ~ - I , z , . . . )  (2I) 

geniigen und die Periode co besitzen. Ist dann ~ irgeud ei~2e positive gauze Zahl, 

dann bilden die Fu~2ktionen f o (x), f l (x) . . . . .  fi~-~ ( x) ei~e Fuudamentalsystem von L6- 

sungen der homoge~en Ill,eaten D(8D'euzengleichung u-ter Ordnuug 

~ , ( - -  x) "-~ t " - t f (x  + l h ) : o .  (zo) 
l=O 

Zweiter Abschnitt. Systeme nieht homogener, linearer Differenzengleichungen 
1. Ordnung mit Koeflizienten yon gemeinsamer Periode. 

w 4. Die Konvergenz der formal geniigenden Entwicklung. Wir be- 

t rachten ein System linearer Differenzengleichungen I. Ordnung in den Funk- 

tionen fk(x) ( k = I ,  2 , . . . ,  n) yon der Form 

f k (x+h)=~_jqkz (x ) f i ( x )+Bk(x )  ( k =  I, 2 , . . . , n ) ;  (22) 
l ~ 0  

die in diesem System vorkommenden Funkt ionen qkl (X) (k, 1 = I, 2, . . . ,  n) und Bk (x) 

( k =  I, 2 , . . . ,  n) sollen die Periode w'besitzen; die Determinante  ]qkt(X) l S011 nieht  

identisch verschwinden. - -  W e n n  eine Funkt ion  F(x)  die Periode w besitzt und 

in einem von zwei zu r parallelen Geraden begrenzten Streifen regular ist, dann 
2z. i x  

kann man F(x)  in diesem Streifen als Laurentsche Reihe in e ~ (~>Fouriersche 
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Reihe>)) darstellen. Uber die Funkt ionen  qkt(x)(/c,/~--~ 1,2, . . . , n )  und Bk(x )  

( k =  I, 2 , . . . ;  n) wollen wir jedoch engere Voraussetzungen maehen. 

Wi r  wollen un te r  qk~(x) (k, l :  I, 2 , . . . ,  n) in dieser Abhandlung  stets Funk-  

t ionen yon x verstehen, welche sich in einer gewissen, durch eine zu eo paral lele 

Gerade begrenzten Hulbebene als gewShnliche ~ Potenzre ihen  in e ~ darstellen. 

W i t  wollen schreiben 
2~ia~ 

qkl(X) = Z  qkla e ~o ( ] g , l =  1 ,2 ,  . . . , . ) .  (23) 
a~0 

Dabei soll die Dete rminan te  I qk~01 yon Null  verschieden sein. W i r  wollen aus- 

serdem immer un te r  / t  eine positive reelle Zahl yon der Eigenschaf t  verstehen,  

dass fiir e ~ I N R  die Funl~ ionen  qkl(X) (/~, l =  I, 2, . . ., n) regular  sind und 

daher  die Potenzre ihen (23) konvergieren,  und ebenso un te r  r eine der Unglei- 

ehung r ~ R  geniigende positive reelle Zahl yon der Eigensehaft ,  dass fiir e ~ -  =<r 

aueh die Determinante I q  (x)l yon N~n versehieden i s t . -  Sehliesslieh mSge 
noeh folgende Bezeiehnungsweise verwendet werden. K(t) sei der Wert der De- 

t e rminante  I q k z o -  dk~tl (dkl = O, wenn ]c =~ l; d~k= I) und Qkl(t) das algebraisehe 

Komplemen t  yon q~:~o- ~k~ t in dieser Determinante .  Die algebraische Gleichung 

n-ten Grades in t 

K(t)  = o (24) 

heisse die charakteristische Gleichung des Systems l inearer  Differenzenglei-  

chungen (22). 

Beziiglich der Funk t ionen  Bk(x)  wollen wir nun  in diesem Pa rag raphen  

folgende Voraussetzungen machen. Es sei Q eine positive reelle Zahl, welche im 
?~ih~ 

Falle I )~1 > i )~ = e ~ / der Ungleichung Q ~ R, im Falle I ~ I < ~ der Ungle ichung 

Q _--< r genfigt. Nun  sollen die Funk t ionen  Bk(x) (k-~ I, 2 , . . . ,  n) in der durch die 

Ungle ichung ]e ~ I ~  Q definierten f ta lbebene  regular  sein und die Per iode 
2rcix 

besitzen. In  den Lauren tschen  Reiher~ in e r , welche dann in dieser Halbebene  

1 Gleichwertig mit dieser Voraussetzung w~ire die Annahme, dass sich die Funktionen qkl(x) 
2~ix 

(k, 1 ~ I, 2 . . . . .  n) als gewShnliche Potenzreihen in e ~ darstellen; denn --~o ist ebenso gut wie 
a~ Periode der Funktionen qkl(X). 
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die Funkt ionen Bk(x)  ( k =  I, 2 , . . . , n )  darstellen, sollen hSchstens endlich viele 
2gix 

Glieder mi t  Potenzen yon e '~ mit  negat ivem Exponenten vorkommen, so dass 

I 2 ~  I 
fiir [e ~ N 0 Gleiehungen v o n d e r  Form 

00 2Zia~ 

B k ( X )  = Z Bka  e (o ( ~ =  I, 2 , . . . , . )  (25) 
ct=tt 

bestehen, wo tt eine ganze Zahl ist. 

Unter  diesen Voraussetzungen wollen wir nun versuchen, dem System (22) 

durch folgenden Ansatz zu geniigen: 

a~ 2ziax 

fk  (X) ---- ~ ,  a ~  e ,o (k = I, 2 , . . . ,  n). (26) 

Soll es eine positive reelle Zahl r~ (etwa r~ < r) geben, so dass die auf den rech- 

ten Seiten der GI. (26) stehenden Reihen fiir e ~ I < rl konvergieren und  die 

dann dureh diese Gleiehungen dargestell ten ~ n k t i o n e n  ~.(x) (k = I, 2 , . . . ,  n) dem 

System linearer Differenzengleiehungen (22) geniigen, welches dann einen Sinn 

hi~tte, wenn sowohl l e ~ I < r~ als aueh e ~ [. [~[ < r~ ist, dann miissen .ieden- 

falls die Gleiehungen 

aka h a ~ Z qkta--fl atfl + Bka 

oder 

(k--  I, 2, . . ., n; a = t t ,  t t + I ,  i t + 2 , . . . )  (27) 

(qklo - -  6kZ )2) al ,, + ~ q~.t,~--~ at ~ + Bk  ,, = o 

( k =  I, 2 , . . . , n ;  a = ~ ,  /.t -.{-- I, # + 2 , . . . )  (27 a) 

bestehen. Aus (27 a) folgt,  wenn K(;~ ~) =~ 0 ist, 

Qmk (~) ~ a-1 ~ Qmk(~")l~ 

m : l  I~1 ~=tt m : l  

(k---- 1 , 2 , . . . , n ;  a = t ~ ,  /~+  I, t* + 2 , . . . ) .  (2s) 

Sind daher die GrSssen al#, a t e + l , . . . ,  at~-i ( l=:  I, 2 , . . . . , n )  gegeben, so sind 
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durch (28) die GrSssen ak~ (k = I, 2, ...., n) best immt.  I s t  daher i iberhaupt fiir 

ganzzahliges a ~ tt K()~ ~) 4 = o, so sind alle Koeffizienten ak,~ (k = I, 2 , . . . ,  n; a = t t ,  

tt + I, tt + 2 , . . . )  durch (27) eindeutig bestimmt. 1 Aber  auch im entgegenge- 

setzten Falle kann es vorkommen, dass es Wer tesys teme ak~ gibt, welche die 

Gleichungen (27) befriedigen. Wir  wollen diesen Fall nicht  ausschliessen und 

nehmen nun also an, es liege ein Wer tesys tem ak~ ( k =  1 , 2 , . . . ,  n; a = t t ,  tt + I, 

# + 2 , . . . )  vor, welches den Gleiehung.en (27) geniigt. Wi r  wollen nun beweisen, 

dass dann die auf  den rechten Seiten der Gleichungen (26) s tehenden Reihen,  

wenn [h I > I i s t ,  fiir e ~ [ _--< 0141, and  wenn I xl < I ist, fiir l e ~ =< e kon- 

vergieren, und die somit durch die Gleichungen (26)dargestel l ten Funkt ionen fiir 

e ~ =<el gl bzw. e ~ [=<e reguli~r sin& 

Es sei Q der grSsste absolute Wer t ,  den die Funkt ionen q~(x)(k,  l =  
= I, 2 , . . . ,  n), und M der grSsste absolute Were, den die Funkt ionen  Bk(x) " (k= 

= I, 2 , . . . ,  ~), fiir l e ~ - I  = O  annehmen. Dann  bestehen die Ungleichungen 

und 

Iq ,<<l -< -Q 

IB oI< Qa 

(k, 1 = i ,  2 , . . . ,  7/; ~ = o ,  i ,  2 , . . . )  (29) 

( k : I , 2 , . . . , ~ ;  a = t t ,  t t + I ,  t t + 2 , . . . ) .  (3 ~ ) 

Wi r  kSnnen weiter die Fests tel lung maehen, dass lim ~ Q~k(E") a = ~ = l  ~ immer vor- 

handen ist. I s t  ni~mlich I 1> i ,  s o  ist ==lira. I-K(7 - : o, weft K(t) ein Po- 
~ 1  

lyn0m n-ten Grades, die Q.~k(t) aber Polynome h5chstens ( n -  1)-ten Grades in 

t sind; ist aber [ ~ l <  I, dann ist 

J L = y ,  I lim ~ m = l  K(o) [ und K ( o ) = l q k / 0 ]  

1 Hi i t ten  wir  die V o r a u s s e t z u n g  gemach t ,  dass  s ich die F u n k t i o n e n  q k l ( x )  (k, l = I, 2 , . . . ,  n) 
u n d  Bk (x) (k = I, 2 , . . . ,  n) in e inem von zwei zu  co para l le len  Geraden  beg renz t en  Stre i fen als  M1- 

2~tix 
gemeine  L a u r e n t s c h e  R e i hen  in  e o~ dars te l len ,  dann  w~re die B e r e c h n u n g  der Koeff iz ienten  aka 

wel t  wen ige r  e infach;  sie wiirde n i iml ich  das  Oper ie ren  m i t  u n e n d l i c h e n  D e t e r m i n a n t e n  erfordern.  

15--31104.  Acta mathematica. 57. Imprim6 le 18 juillet 1931. 



114 Heinrich LSwig 

wurde als yon Null  versehieden vorausgesetzt .  Es sei nun a 0 eine positive ganze 

Zahl, welche so gross ist, dass fiir jedes a > a 0 K(it  ") 4: o ist; ein solehes a o muss 

es offenbar sowohl geben, wenn [ ~ [ >  I, als auch wenn [s < I i s t .  Es gibt  

dann eine positive reelle Zahl F yon der Beschaffenheit ,  dass fiir 

[ k = t , 2 , . . . , , ,  ~ o  K ~ )  i <I"  

ist. We l t e r  sei r 1 eine positive reelle Zahl, welche der Ungleichung r~ <- 0 
2 n Q F  + I 

geniigt. Schliesslich nehme man eine positive ganze Zahl a, welche der Un- 

gleichung a > % geniigt, nach Belieben an und bezeichne mit  A eine positive 

reelle Zahl, welche grSsser ist als jede der Zahlen 

2 M r ,  la,.,l,-,~, la,,,+,l,?+',..., lak,~-ll , '~ - '  ( k =  , , 2 , . . . , n ) .  

Dann  ist nieht  nu r  

A, A A 
[akt,[<~ r~t~ [ a k t t + l ] < r ~ , - ,  [akct--x[< ( k =  I, 2, . . ., n), 

sondern aueh naeh (28), (29) und (3 o) fiir k : I, 2 , . . . ,  n 

t3=ta 

< ( e - - t O  ' r , j  r l  + F r':" 

Durch  vollst~ndige Induk t ion  finder man also, dass die Ungle ichung 

A (k I, 2, ~) _ _  - - -  . ~ , ~  

I a~ ~ I --< r? 

fiir jedes ganzzahlige a ~ / ~  gilt. Daher  ist die auf  der rechten SeRe der GI. 

(26) s tehende Reihe ~ ak, e ~ (k = I, 2, . .., n) fiir [ e ~ I < rl konvergent .  Um 

nun den behauptbten Umfang  der Konvergenz  zu beweisen, miissen wir die F~lle 

[~[ > I  und [)~1 < I  unterscheiden.  

Es sei zun~chst IX I > I. W i r  verstehen dann unter  v eine positive ganze 
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Zahl  yon der Eigensehaft ,  dass ~ < rl ist. Es seien h ierauf  f~ (x) (k---- ~, 2 , . . . ,  n) 

die durch (26) definierten Funkt ionen  yon x; diese sind dann jedenfaUs fiir 

e ~ I < ~ reguli~r und ihre Entwieklungen nach Potenzen  yon e ~ konver- 

gent. Also s ina  ale  Funkt ionen  qkt (x) (k, 1 = ~, 2 , . . . ,  n), fk (x) u n a  B~(z) (k = 

-~ I, 2 , . . ,  n) Mie fiir  e ~' I ~  < regular  und ihre Enwieklungen naeh Poten-  

2 ~ i a ~  

zen yon e " konvergent .  Dasselbe muss daher  aueh yon jedem der Ausdriieke 

~_j qk~ (x)fi  (x) + Bk (x) (k = I, 2 . . . .  , n) gelten. Der  Koeffizient  der a-ten Potenz  
/ = 1  

2~ix n 
yon e ~ in der Entwieklung  der Funkt ion  ~,  q~ (x) f l  (x) + Bk(x) lau te t  aber wegen 

/ = 1  

(27) einfaeh ak~), ~. Also ist aueh die Reihe 

I 2zix  Q 
fiir e ~ < ~ ;  

e ~ - ]  < ~ regular.  

in e ~ 

ar 2 zTSazc 

F,  ~ ~~ e ~ (k = I, 2 , . . . ,  ~) 

konvergent  und die durch sie dargestel l te Funkt ion ist ffir 

Das besagt  aber mit  andern  Worten" die Po tenz re ihen  

o~ 2~iax 
Z ak a e w (~ = I, 2 , . . . ,  Tt) 

I 2~ix] 
sind fiir e ~ ] <  Q konvergent  und die durch sie dargestel l ten Funkt ionen  

f i ( x ) ( k = ~ , 2 ,  ~ ) s i n d  far e ~o I < ~ . . . ,  = ~ reguli~r. 

Nun  ersetze man  in dem vorangegangenen Sehlusse die positive ganze Zahl  

v dureh v - - I .  Dann  folgt,  dass die Funkt ionen  fk(z) (k = I, 2 , . . . ,  n) sogar fiir 
2~ix I 2~iX 

e r < Q = ~  regular  und ihre Entwicklungen nach Potenzen  yon e ~ kon- 

vergent  sind. Wiederho l t  man  diese Schlussweise genfigend oft, dann erkennt  
2zix  

man schliesslich die Richt igkei t  der Behauptung,  dass die Potenzre ihen  in e r 
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2~ritxx 

a = / z  

fiir e " -I =< 01Zl konvergeng und  die Funkt ionen  f i  (x) (k = ~, 2 . . . . .  n) fiir 

e ~ [ ~ 0[).1 reguliir sind; denn der obige Sehluss yon ~ auf ~ - -  I is~ aueh noeh 

im Falle ~ = o  mSglieh. 

Es sei zweigens I z l <  ~. Wir  denken uns in diesem Falle das Gleiehungs- 

system 

A (x + h) = ~ q~ (x).~ (x) + B~(x) (k = ~, 2 , . . . ,  ~) (22) 
/ = 1  

naeh den urspriingliehen Funkf ionen  .l~ (x) ( l =  I, 2 , . . . ,  n) aufgelSst;  es erhiilt 

dann die Form 
n 

* ~ " ~)- (3~) .~(x)= ~q~(x)f~( +h)+ B~ (x) (Z=~,~ , . . . ,  
k=l 

Da die Determinante  ]qkz(X)l fiir e ~ -  _--< r yon Null  versehieden ist, und im 

Falle [ ~ [ < I Q __< r vorausgesO~zt wurde, ergeben sieh folgende Eigensehaf~en der 

in (3I) aufgregende Ftmkt ionen q~.t(x) (k, l =  I, 2, . . ., n) und B~ (x) ( l =  I, 2, . . ., n). 

Die Funkgionen qr.~(x) (k, l -= I,  2 , . . . ,  n) lassen sieh in der dureh die Ungleiehung 
I 2~ix  2~ix  

e ~ ~ r definierten Halbebene  als Potenzre ihen  in e ~ ohne Glieder  mit  ne- 

gat iven Exponen ten  darstel len und sind in clieser H a l b e b e n e  regular ;  ebenso las- 

sen sich die Funk t ionen  B [ ( x )  ( l =  I,  2 , . . . , n )  in der durch die Ungleichung 

e ~ ~ q definierten Halbebene  als Po tenzre ihen  in e ~ darstellen, welehe mi t  

keiner  niedr igeren als der #-ten Po~enz beginnen, und sind in dieser le~zteren 

Halbebene  regular.  Man fasse nun  (3 I) als ein System l inearer  Differenzen- 

gleiehungen in den Funk~ionen J~ (x + h) ( l =  I, 2 , . . . ,  n) auf;  an Stelle der Zahlen h 

und  Z sind - - h  und 2 -~, dessen absoluter  Be~rag je tz t  wieder  die Einhei~ iiber- 

~riff~, getre~en. 
2nix  

Nun haben wit Po tenzre ihen  in e ~o 

2~iax 

j~ (x + h) = 2 ~  ~ Z ~ e  ~ (~ = i ,  ~, . . . ,  ~) (3~) 
a = ~ e  

gefunden,  welehe fiir e " [ < H konvergieren und Funkt ionen  J~ (x + h) (1 = 
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I, 2 , . . . ,  n) darstellen, welehe dem System linearer Differenzengleichungen (31) 

geniigen. Wenden  wir nun  den vorhin i m  F~lle I)~1> I an dem System linearer 

Differenzengleichungen (22) ausgefiihr~en Sehluss auf das System (3 I) (jetzt isY 

I ~-11 > i) an, dann folgt:  die auf der reehten Seite der G1. (32) stehenden Potenz- 
2r~ix ~o 2rcict~: I 2rCi. X I r l  

reihenine s indniehtnurft ir  _e ~ ] < [ ~ ,  son- 

- -  q 

dern sogar ffir e ~ I_-- < e lZ- l--[zi konvergent  und die dargestel l ten Funk:  

t ionen ~ (x + h) ( l =  I, 2 , . . . ,  n) sind fa r  e ~o I ----< regular. Das besagt~ aber 

mit  andern W o ~ e n :  die Potenzreihen ~ a k , e  ~ (k = I, 2 , . . . ,  n) sind fiir 
a=/J, 

e ~ I_-- < 0 konvergeng  und die dureh sie dargestell ten Funkt ionen f k ( x ) ( k =  

I 
= I, 2 , . , . ,  n) sind fiir I e ~ - -  I ----< e reguliir, wie behauptet  wurde. 

W i t  haben hiemit  den 

Satz  4. Es  sei e eine positive reelle Zahl, welche im Falle ] ~ ] >  I der Un- 

gleichung O <= R,  im Falle [ Z ] < I der Ungleichung O <= r geniigt. Die Funktionen 

Bk(x) (It-=-I, 2 . . . .  , n) seien hierauf  in der dutch die Ungleiehung ]e ~' < q deft- 

nierten Halbebene reguliir und besitzen die Periode ~o. In. den Laurentsehen Reihen 
2 ~ i x  

in e ~ , welche daher in dieser Halbebene die genannten Funktionen darstellen, 

m6gen hSchstens endlich viele Glieder mi t  Potenzen von e ~ mi t  negativem Expo- 

Es  bestehen also f i ir  e ~ I < q l~onvergente Entwieklungen yon nenten vorkommen. 1 

der Gestalt 
0o 2 r t i a z  

B k ( x ) = ~ , B k ~ e  ~ ( k =  i, 2, . . ., n). (25) 

Gibt.  es dann ein System yon Zahlen ak~ (k-~ 1,2, . . . , n ;  a - ~ l  z, l* + I , . . . )  

welche die Gleichungen 

~ 
ako.Z qkzo-oa  +Bk  (27) 

~=~ l=1 

1 Die Eigenschaften der Koeffizienten qkl  (x) (k, l ~  I, 2, . . . ,  n)  und die Bedeu~ung der Zeichen 

r und R haben wir ja ein- ffir allemal festgesetzt. 
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befriedigen, dann konvergieren die au f  den rechten Seiten der Gleichungen 

2 ~ t i a x  

f k ( X )  = Z a k a e  ~ (~ = I,  2 , . . . , , )  (26)  
a=/x 

stehe~den Potenzreihen in e ,o fii:r e ~o ] < el~l. ' "~ '~  IX l > ~ i~t, , , .dr e ~ I <~e, 

w ~ , ,  I zl < i  ist, und stellen Funktio,,en fk(x)  ( k :  , , 2 , . . . , n ) d a r ,  welche f i ir  

e-~-]<= 01~[ bzw. f i ir  e ~ I <= 0 regulh'r sind, die Periode ~o besiteen und dem 

System li~earer Dilfere~ze~gleiehungen 

- -  s  �9 . f ~ ( x  + h) - -  q~ (x)f~ (x) + B~ (x) (k = ~, 2, ., ~) ( ~ )  
l'=1 

geniigen .1 

Als Beispie l  wol len wir  die h o m o g e n e  l inea re  D i f f e r e n z e n g l e i e h u n g  I. 0rd- 

m m g  f ( x  + h) -=- I - -  e ~ J f (x )  b e t r a e h t e n .  Die  l~eku r s ions fo rme ln  (27) f i i r  die 
0o 2 ~ t f a x  

K o e f f i z i e n t e n  der .  P o t e n z r e i h e  f ( x )  ~ ~ a~ e r l a u t e n  in d i e sem Fa l le  e i n f ach  
a : 0  

a o = ao, a , Z ~ - ~ - -  a~--i + a~ (a ~ I, 2, . . . ) .  M a n  k a n n  i hnen  geni igen ,  i n d e m  m a n  

setz~: 

I I I 

a o =  1, a l - - i _ _  ~ , a ~ = ( i  _ _ ) , ) ( i  _ ~ ) ~  . . . .  a a = ( l - - Z ) . . . ( I  _~ ,a )  . . . .  

Es wird  d a n n  
2 7 t i x  4 z i x  6~ t i x  

C r e co e co 

f ( x )  = ~ + ~2-_,~ + (1 - ~ ) ( I - ~ ' )  + (i - ~ ) ( i -  ~)(1  - ~ )  
+ . . .  

2~ t i x  

Die  h i e r  r ech t s  s t ehende  P o t e n z r e i h e  in e ~ ist,  wie m a n  m i t  H i l f e  des 

Q u o t i e n t e n k r i t e r i u m s  e rkenn t ,  im  Fa l l e  [ ~ I > I bes t~ndig ,  im  Fa.lle [ ~ I < I da- 

g e g e n  n u r  f i i r  e ~ ] < I konvergen~.  - -  De r se lbe  U m f a n g  der  K o n v e r g e n z  wii rde  

1 Ist  das Verhalten der Koeftlzienten qkl ( x ) ( k , l ~  1,2 . . . .  ,n) und B k ( x ) ( k ~ I ,  2 , . . . , n )  
2 ~ i x  

ausserhalb des Konvergenzbereiches ihrer Entwicklungen nach Potenzen yon e o~ bekannt, dann 
kann man daraus unter Umstanden auch auf das entsprechende Verhalten der LSsungen fk (x)  
(k ~ I, 2 , . . . , n )  schliessen. A-hnliches wird auch bei spRteren Siitzen zu bemerken sein. In w 9 
wird eine solche Betrachtung auch durchgefiihrt werden. 



Lineare Diff6renzengleichungen mit Koeffizienten von gemeinsamer Periode. 119 

2 ~ i x  

sich auch aus Satz 4 ergeben;  man beachte,  dass die Funk~ion q ( x ) ~  I - - e  ~ 
2 ~ i x  

fiir e ~ ~ I verschwindet.  

w 5. Das Verschwinden einer in einer Halbebene holomorphen LSsung 
des homogenen Gleichungssystems. Es handel~ sich in diesem Pa rag raphen  um 

den Beweis folgendes Satzes, der eine Veral lgemeinerung des Satzes 2 darsteUt: 

Sa tz  5. Es  sei kei~e der n Wurze ln  der charakteristischen Gleichung K( t )  -~ 0 

(24) yon der Form Z ~, wo a eine ganze Zahl  ist. Gibt  es damn im ~'alle, dass [it] > I 

ist, ein System von Funkt ionen  fk (x )  (k = I, 2 . . . .  ,n), welehe in  der dutch  die Un- 

gleichung e ~ I < B I it I, im  Falle,  dass [ it] < ~ ist, ein System yon Funk t ionen  

fk (x )  (k = I, 2 , . . . ,  n), welcbe in der dutch die Ungleiehung e ~ I < r definierten 

Halbebene regulSr sind,  co zur  Periode haben und  dem System homogener linearer 

D i  f f  erenzewleiehungen 

fk (x + h) = ~ qkz (x)j~ (x) (k = i, 2 , . . . ,  n) (3 3) 
/ = 1  

geniigen, dann muss identiseh f i i r  k ~ I, 2 , . . . ,  n fk (x) = o sein. 

W i r  be t rachten  zuerst  den Fall  n ~ I. - -  Es sei also die Funk t ion  q (x) fiir 

e ~o ~ R regM~r und fiir e - ~ -  =< r aueh yon Nul l  versehieden und besitze 

die Per iode co. q(x) sei fe rner  yon der Besehaffenheit ,  dass eine fiir le ~ I ~ R  

konvergente  Reihenentwieklung yon der Gestalg 

besteh~, wo das Anfangsgl ied q0 sowohl yon Null  Ms aueh yon jeder  Po~enz von 
2 ~ i h  

i t - e  ~ mit  ganzzahligem Exponen ten  verschieden ist, Es gibt  dann im Falle 

l t I >  i eine und nur  eine Funkt ion  q)(x), welche fiir e ~ -  < R I it 1, im Falle 

I it ] < I fiir e ~ I ----< r reguli~r ist, daselbst in der Form 

a ~ l  
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dargestell~ werden kann  und der Differenzengleichung 

qo q) (x + h) ---- q (x) q) (x) (35.) 

Die Koeffizienten a ,  (a = I, 2 , . . . )  sind n~tmlich durch  die Rekursions- geniigt. 

formeln 

.L  
a ,  ~ qo = q- + ~_~ q~-~ a~ 

~=1 

eindeut ig  bes t immt und die Potenzre ihe  I "4- ~ act e 
a=l 

g =  I ~ 2 , . . . )  

2~ia~ 
ist nach Satz 4 fiir 

e ~ -  ~ R [ Z  I bzw. I e ~ I < r  

konvergent  und die durch sie dargestel l te  Funkt ion  q ) ( x ) i s t  daselbst regular:  

Nun  sei f(x) eine Funkt ion ,  welche fiir 

i I e -W- < R [ X [  bzw. [e ~ < r  

regular  ist, to zur Per iode  ha t  und der Differenzengleichung 

f ( x  + h)-~-q(x)f(x) ( 3 3 * )  

geniigt. Dann  ist f ( x  + h) f(x) Mit Hilfe  der Gleichungen (35*) und (35*) 
~P (x + h) - -  qo $ (x) 

kann  man aber leieht feststellen, dass ~@ )  im Falle [~ [ > I fiir e ~ [ < r [  ~ I 

und  im Falle I;~1< I fiir l e " _--< r yon Null  versehieden is~. I )aher  ist die 

Funkt ion  F ( x )  = f (x)  fiir e ~ [ < r ] h l  bzw. fiir [e ~ [ < r regular  und perio- 
( x )  = = 

disch mit  der Per iode w. Weft  diese Funkt ion  abet  der Differenzengleichung 

F(x+ h ) =  qoF(x) geniigt, muss sie i iberhaupt  in der ganzen Ebene regular  sein. 

Die in dieser Differenzengleichung vorkommende Kons tan te  qo ist nun  abet  nach 

Voraussefzung keine Potenz  yon ~ mit  ganzzahlige Exponenten ;  daher  folgt  nach 

Satz 2, dass F(x) identisch verschwindet.  N u n  folgt  aus dem identischen Be- 

s tehen der Gleiehung F ( x ) -  f(x) q) (x) - -  o, dass auch identisch f(x)----o ist. - -  Hiemi t  

ist Satz 5 fiir den Fall  n =  I bewiesen. 
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Wir  behandeln zweitens den Fall, dass n > I ist. ~ Es sei t~, eine Wurzel  

der charakterist ischen Gleichung (24) yon der Beschaffenheit, dass keine der 

Zahlen tnZ, t~Z2, . . .  Wurzel  dieser Gleichung ist. Offenbar muss es immer mind- 

stens eine Wurzel  der G1. (24) von dieser Beschaffenheit  geben. Es ist dann 

mSglich, ein System von Zuhlen cl, c~ . . . .  , c~ ~nzugeben, welche den Gleichungen 

tn Cl~ = ~ q k l o  el (]~ ~ -  I ,  2 . . . .  , n) (34) 
/ = 1  

genfigen und nicht  alle gleieh Null sind. Wir  hal ten ein solehes S y s t e m  

c~,c~,..., c, lest  und nehmen etwa an, es' sei Cn~O. Es gibt dann wei ter . im 

Falle, dass ]Z] > t.. ist, ein und nu t  ein System yon Funkt~ionen q)k(x)(k-~ 

= i,  ~ , . . . ,  n), we lehe  fiir  l e ~ < R l Z l ,  u n d  in d e m  Fal le ,  dass  I Zl < ~ ist,  f i ir  

e o, I ~  r reguliir sind, daselbst in der Form 

o~ 2z~iax 

�9 k(x)= ~ + F , ~ o ~  ~ ( k = ~ , ~ , . . . , ~ 1  (35) 

dargestellt  werden kSnnen und dem System homogener l inearer Differenzen- 

gleichungen 

t,  (/)k (x + h) : ~ qkz (x) ~,  (x) (k = . I ,  2, . . . .  n) (36) 
l = l  

geniigen. Die Koeffizienten ak, ( k ~  I, 2 , . . . ,  •; a = I, 2 , . . . )  sind n~mlieh dureh 

die Rekursionsformeln 

a- -1  n n 

ak, tnZ ~ =  qk,oa,, + Z  Zq~t,_#az(~ +Zqkt~et  
l=1  {~=1 l = 1  l = 1  

( k =  I, 2, . . ., n; a = I , 2 , . . . )  

eindeutig bestimmt, well die Ausdriicke K(tnZ ") fiir a ~  I, 2 , . . .  yon Null ver- 

sehieden sein sollen, und die auf der rechten Seite der G1. (35) stehenden Reihen 

sind dann nach Satz 4 fiir 

I 2"~i-~ I I 2"ixl 
e ~ _-<RlZl  bzw. fiir e ~o i ~  r 

konvergent  und die dureh sie dnrgestellten Funkt ionen sind dnselbst regular. Es 

seien nun  fk(x) ( k =  I, 2 , . . . ,  n.) Funkt ionen von x, welehe fiir 
1 6 - - 3 1 1 0 4 .  Aeta mathematica. 57. I m p r i m 6  le 18 ju i l le t  1931. 
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reguliir sind, 

renzengleichungen 
7I 

j~. (x + h)= ~ q~, (~)~ (x) 
I--I 

geniigen. Wir  setzen dann 

.q~ (x) = f ~  (x) ~n (~) --f,,  (X) ~ -  (X) 

Infolgedessen ist 

Die Gleichungen (38) 

Heinrich LSwig. 

e ~ [_--<R[;~[ bzw. ftir [e ~ ~ r  

oJ zur Periode haben und dem System homogener linearer Diffe- 

f~(x) g~(x)+f~(x)q,~(x) 
= a , . ( ~ )  

( k = i ,  2 , . . . ,  n) (33) 

(k - - - - I ,2 , . . . , n - - I ) .  (37) 

haben einen Sinn, 

(k--  i, 2 , . . . ,  n -  i). (38) 

weil der Anfangskoeffizient en in der 
2~ix 

Entwicklung der Funktion q)n (x) nach Potenzen yon e ~ yon Null verschieden 

sein soil, also O.(x) sicher nicht identisch verschwindet. Aus (37) folgt 

g~-(x + h) = qkl (X)j~ (X) O,, (X + h) --  ~ qn, (x)j~ (x) Ok (X + h) 
1=![ 1=1 

( k =  1 , 2 , . . . , n - -  I) 
oder wegen (38) 

,~-1 h) g z g~ (x + h) ----/=IZ qkl (X) q), (X + h)q),,--(x)q,,1 (x) (Ok (X + (X) + 

+ ~ qkl (X) q), (X + h) -- q,z (x) q)k (X + 
l~1 .(~n (X) h) fn  (x) (~l (x) (k - - I ,  2 , . . . ,  n - - I ) .  

Hier verschwindet ~ber das zweite Glied der rechten Seite wegen des Bestehens 

der Gleichungen (35) und wir erh~lten 

~-1 h) gl gk(x+h)-= z=~ ~ qkt(X)@,(x+h)--q~z(X)q)k(X+tp~(X) (X) ( k =  1 ,2 , . . . ,  n - - I ) .  (39) 

Das System homogener linearer Differenzengleichungen (39), dem also die Funk- 

tionen gk(x) (k= I, 2 , . . . ,  n - - I )  geniigen, wollen wir etwas nigher betrachten. Es 

sei r 1 eine der Ungleichung r I ~ r  geniigende positive reelle Zahl yon der Be- 
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2~ix I 
schaffenheit, dass im FMle ] Z ] >  I f i i r i e  T ] ~ r ~ ] ~ ]  und im FMle [ ~ ] <  I fiir 

e ~o ~ r~ O~ (x) =~ o ist. Dann sind die Koeffizienten des Systems (39) in beiden 

Fi~llen fiir e ~ I_-- < r~ regular und lassen sieh daselbst als gewShnliehe Potenz- 
2~ix 

reihen in e ~ darstellen; die konstanten Glieder, mit denen diese Potenzreihen 

beginnen, lauten q~ocn--qntock (k, 1 = I, 2 , . . . ,  n - -  I). Nun verifiziert man mit 
Cn 

Hilfe der G1. (34) leicht die Gleiehung 

I qk~o -- 6kl t l = ( tn --  t) l qktO C~ --  qnto Ck I I ~ - -  ~kt t . ( 4 0 )  

gener linearer 

verachieden ist. 

terminante 

G1. (40) besagt, dass die charakteristisehe Gleichung des Systems (39) dieselben 

Wurzeln besitzt wie die charakteristische Gleichung K ( t ) ~  o (24) des Systems 

(33) bis auf tn, das mit einer um I geringeren Vielfachheit auftritt. Setzt man 

ferner in (40) t ~ o, so erkennt man, dass die Determinante der Anfangskoeffi- 

zienten qkloCn--qntoCk der Entwicktungen der Koeffizienten des Systems homo- 
Cn 

2zix 
Differenzengleichungen (39) nach Potenzen yon e + yon Null 

Endlich kann man auch einen einfachen Ausdruck fiir die De- 

I qk~(X) O n ( x + h ) ~ q ~ t ( x ) O k ( x + h )  I 
On(x) 

gewinnen. Es ist wegen (36) 

qk~(x) qk.(x) 
qkl (X) t, Ok(Xo, (x) + h) n-1 qk~/=l'~" (~)n(X) (X)(/)l (X)] 

~n On (X 2y h) n--1 (X) I = 
qnl (X) On (X) Z qnl (X) Ot 

On (~) /=1 

tn 

Ok(x + h)] 

q.~ (x) On (X + h)] 
~(X)] 

[. (l~n(X) 1 n-2 
tn IOn(x+  h)J I 

qkt (x) On (x + h ) -  q,~ (x) Ok(x + h) l . 
0 .  (x) I 
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Daher ergibt sich 

I qkt (x) q)~ (x + h) -- q,,, (x) q~, (v + h) I 
I ~ . ( x )  

, 
t. [ q)n (x) _l I qkt (x) l. (41) 

Aus (4 I) (es is~ j a n  ~ 2 vorausgesetzt) folgt, dass die Determinante der Koeffi- 

zienten des Systems homogener linearer Differenzengleichungen (39) jedenfalls fiir 

e ~ IN  r~ yon Null versehieden ist. 

Das System (39) erfiillt also alle Voraussetzungen, die beim Ausspruehe des 

S~tzes 5 beziiglieh des urspriingliehen System (33) gemaeht wurden; die positiven 

reellen Zahlen R und r (die ja aueh einander gleieh sein kSnnen) sind dureh ri 

zu ersetzen. Nun kennen wir (s. t31. 37) Funktionen gk(x)(k-~-I ,  2 , . . . , n - - I ) ,  

welehe fiir 

e ~  ----<RlZlbzw. e ~  I_--<~', 

daher ers~ recht fiir 

e - ~ -  _--<rl[)~ I bzw. e ~' I_--<r~ 

regular sind, die Periode co besitzen und dem System homogener linearer Diffe- 

renzengleichungen (39) geniigen. Wenn wir jetzt annehmen, dass Satz 5 fiir 

Systeme yon weniger als n linearen Differenzengleichungen schon bewiesen ist, 

dann folg~ das identische Bestehen der Gleichungen g k ( x ) ~  o ( k :  I, 2 . . . .  , n - - I ) .  

VermSge (38) folgt dann welter 

" - '  (x) q, (x) 
f .  (x + h) -- q.~ (x)fi (x) = ~ q,,l . 

~ .  (x) 
l ~ l  l ~ l  

+ 

oder schliesslich 

n- -1  

�9 ,, (~) 
I ~ 1  

+ q,,,, (x)A (x) -- "f'~ (x) '~ a~. (x) F, q-* (~) ~v, (x) 
/ = 1  

(P,~ (x + h) 
f .  (x + h) = t. - - ~ . ( x / I ; ~  (x) 

f,~ (x) Die Funktion ~ ist also in der durch die Ungleichung 

e ~ ~ r l ] Z  I bzw. le ~ I < r ~  
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definierten t ta lbebene  reguliir, besitz~ die Per iode  oJ und mult ipl iziert  sieh bei 

Zunahme des Arguments  um h mit  der Zahl tn, welche keine Po tenz  yon Jt mit  

ganzzahl igem Exponenten  ist. N u n  folgt  entsprechend wie fr i iher im Falle n = I 

f .  (x) 
fiir ~ ( x )  dass ~ i iberhaupt  in der ganzen Ebene holomorph  ist und daher  

wegen der eben festgestell~en Eigenschaf ten  nach Satz 2 identisch verschwindet.  

Also ist auch identisch f ,  ( x ) =  o. Aus den Gleichungen 

(3S) "' 

folgt  dann aueh ark (x) : o fiir k -~ I, 2 , . . . ,  n - -  I. 

W e n n  also Satz 5 fiir n -  I gilt, dann  gilt  er auch fiir n; nun gil t  er fiir 

n - ~  I: also gilt  er allgemein. 

Anmerkung. Man kann verh~ltnism~ssig leicht beweisen, dass un te r  den 

Voraussetzungen des Sa~zes 5 das einzige System yon Funk4ionen f k ( x ) ( k =  

- -  I, 2 , . . . ,  n), welehe f i i r  

e '0 I=<RIJ~[ bzw. e " [ ~  

in der Form 

dargestel l t  werden kSnnen, 

2 ~ i a z  

und den Differenzengleichungen (33)geni igen,  das 

System ark (x) = o (k - -  x, 2,.  :., n) ist. Man braueht  n~mlieh nur  in den G1. (27 a) 

des vorigen Pa ragraphen  Bka~-o  (k = I, 2 , . . . ,  n; a = re, tt + I , . . . )  zu setzen und 

die Vorraussetzung K()~ a) 4= o zu beriicksichtigen, um zu erkennen,  dass daraus 

(s. G1. zS) aka-~o ( k =  I, 2, . . . ,  n; a = t t ,  tt + I , . . . )  folgt. Nun  muss abet  auch be- 

r i icksichtigt  werden, dass mindestens eine der Funk t ionen  fk(x) (k = I, z , . . . ,  , )  fiir 

sich in der Form 

e ,o l<=/: tIZ[ bzw. le + _--<r 

+ ~  2 g i a x  

fk(x)  = ~ ak~e ~ 

darstel len kSnnte,  wo die rechts s tehende Reihe nach der Seite der Potenzen  yon 
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2~t  i x  

e ~ mit  negat iven  Exponen~en nicht  abbricht.  

Beweise der hier  gegangene Weg eingeschlagen. 

Aus diesem Grunde  wurde beim 

w 6. P a r t i k u l ~ r e  Liisung einea Systems linearer Differenzengleichungen 
1. Ordnung mit Koeftizienten und von den unbekannten Funktionen freien 
Gliedern, welche die gemeinsame Periode ~ besitzen. Es sei wieder wie im 

vorigen Pa rag raphen  keine Potenz  yon ~ mi~ ganzzahligem Exponen ten  Wurze l  

der charak~eristischen Gleichung. Wei t e r  sollen je tz t  (~1 und q~ positive reelle 

Zahlen sein, welche im Falle I)~l > I den Ungle ichungen QI -~< r, Q2 ~ •, Q1 < Q2 

und im Falle 121 < I den Ungle ichungen (h < r, (~ _--< r, 01 < 02 geniigen;  h ierauf  

seien n Funk~ionen Bj,(x) (k ~ - I ,  2 , . . . ,  n) gegeben, welche in dem durch  die Un- 

gleiehung ~--< e ~ =< 03 definier~en Streifen reguliir sind und die Per iode ~o 

besi~zen. Diese Funk t ionen  werden sieh dann in dem genannt~en S~reifen als 
2~tix 

Lauren tsche  Reihen in e ~ 

Gleichungen yon der Form 

bestehen. 

2ztix i 
darstellen;  es werden also fiir (~l < I e ~ ----< Q~ 

+ r 2 , " t i a  x 

B~. (x) = ~ Bk,  e ~ (k = I, 2, . . . ,  n) (42) 

Wi r  suchen dana  im Falle I )~ I > I eine LSsung des Systems l inearer  Diffe- 

renzengleichungen 
n 

B (x) 
l= l  

deren s~mtliche Funkt ionen  in dem durch die Ungleichung 

und  im Falle I Zl< ~ in dem durch  die Ungle iehung 

e, lz l_-< e 

definierten Streifen reguliir sind und die Per iode w besitzen. 

Zun~chst steh~ fest, dass es nut  eine LSsung yon dieser Beschaffenhei t  ge- 

ben kann. - -  Es seien f(~)(x) und j~) (x)  (k = I, 2 , . . . ,  n) zwei L5sungssysteme, 
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welche den genannten Forderungen entsprechen. Dann  sind die Funkt ionen 

fk (x )=f (k  ~) (x)--f(k ~) (x) (k  ~ I, 2 , . . . ,  n ) i n  dem dureh die Ungle iehung 

e,<le l<e lzi bzw. e, lzl < e ~ I<Q~- 

definierten Streifen regular, besitzen die Periode oJ und genfigen dem System 

homogener  linearer Differenzengleichungen 

Daraus  kann man leieht 

sogar ffir 

n 

fk (x + h) = ~ qk~ (x)fi (x) (k = I, 2 , . . . ,  n). (33) 
I=l  

sehliessen, dass die Funkt ionen  fk(x) (k = I, 2 , . . . ,  n) 

e ~ I < R ] E I  bzw. e - ~  < r  

regular  sind, die Per iode w besitzen und dem System linearer Differenzenglei- 

ehungen (33) genfigen. Aus diesen Eigensehaf ten der Funkt ionen fk (x) ( k =  I, 2 , . . . ,  n) 

und der gemaehten Voraussetzung fiber die Wurzeln  der charakteristiSehen 

Gleiehung folgt  aber naeh Satz 5, dass die Funkt ionenfk(x)  (k : I, 2 . . . .  , n) iden- 

tiseh versehwinden. Aus fk (x) = 0 (k = I, 2 , . . . ,  n) folgt  aber f~k 1) (x) = f~)(x)  

(k = I, 2 , . . . ,  n); d. h. die beiden angenommenen LSsungen des Systems (22) sind 

identiseh. 
2 ~ 7 x  

Es sei nun zun~ehst Bm ( x ) ~  e ~ (m eine best immte der Zahlen I, 2 , . . . ,  n; 

7 eine beliebige, abet  feste ganze Zahl) und Bk(x) -~  0 ffir k # m. In  diesem 

Falle kann man eine und daher auch die einzige L S s u n g  des Systems linearer 

Differenzengleichungen (22), deren s~mtliche Funkt ionen  ffir 

e _--<RlZl bzw. le + _--<r 

(es ist ja  jetzt  e l : o ,  Q~ = R  bzw. Q l - o ,  e ~ = r )  regular  sind und die Per iode 

besitzen, leieht angeben. Nennen wir n~mlieh die g e s u e h t e n  Funkt ionen dieser 

LSsung f k ~ ( x )  ( k =  I, 2 , . . . , n ) , -  diese sollen also den Gleichungen 

fkm~ (x + h) = qk~ (x)fim~ (x) + ~k~ e ~ (k = I, 2 , , . . ,  , )  (43) 
1=1 

geniigen - -  und machen den Ansatz 



128 tteinrich L~iwig. 

c~ 2 z i a x  

fk,,r (x) = ~, bkm,~r e o, ( k=  I, 2 , . . . ,  n), (44) 
a = ' /  

so sind dadurch die Koeffizienten bk,,a.i ( k =  I, 2, �9 �9 n; a =~,, 7 -{- I, . . .) eindeutig 

bestimmt. Man erh~l~ sie n~mlich aus der Rekursionsformel 

oder 

( k =  t, 2 , . . . ,  n; a = 7 ,  7 + I , . . . )  (45) 

n a - - I  n 

+ Z Z + o 
t = l  f l=~,  t = l  

( k = x , 2 , . . . , n ;  a =  7, 7 + I , . . . ) .  (45 a) 

(45 a) besagt zun~ichst im Falle a = 7  

Daraus folgt  

• (qkzo-- -$kl •Y)  bl,,.l~ + Skm=O (k= I, 2, . . . ,n): 
I = 1  

Aus (45 a) folg4 dann weiter allgemein 

(k, m = I, 2 , . . . ,  n; 7 ganzzahlig). (46) 

bkma7 

oder wegen (46) 

b k m a  7 

Q ~(z")"--x~ " 
= -  K(Zo) 

( k , m =  1 , 2 , . . . , n ;  ct>=7) 

n a - - 1  n 

= Z  Z Z bki"'btm~'qj''~-~+~'~rbk''a'~ 
j = a  ~=~/ l = l  

( k , m =  1 , 2 , . . . , n ;  a > 7). (47) 

G1. (47) zeigt, dass die Zahlen bkm~r (k, m = I, 2 , . . . ,  n; a >= 7) in der Ta t  aus den 

Gleichungen (45) in eindeutiger Weise folgen. Aus Sn'tz 4 folg~ dann, dass die 
2 ~ i x  

auf der rech~en Seite der Gleichung (44) stehenden Potenzreihen in e ~ fiir 

e ~' I ~ R[Z[  bzw. fiir le ~- I  < r I 
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konvergieren and  die Gleichungen (43) wirklieh auf die geforder te  Ar t  befr iedigt  

werden. 

Nun  existiere zweitens eine positive reelle Zahl (~, welche im Falle I;~1> I 

der Ungleiehung Q _--< R und im FMle I;~1< I der Ungle ichung 0 =< r geniigt  und 

so beschaffen ist, dass die Funkt ionen  B k ( x )  (k = I, 2 , . .  2, n) in d e r  durch die 

Ungleichung l e V I _ - -  < ~) definierten t lMbebene reguliir sind und die Per iode co 
2z~ix 

besitzen; in den Laurentschen l~eihen in e ,o , welche daher  in dieser t t a lbebene  

die g e n a n n t e n  Funkt ionen  darstellen, mSgen ausserdem hSchstens endlich viele 
2~lx  

Glieder m i t  Po tenzen  yon e ~ mi t  negat ivem Exponen ten  vorkommen,  so dass 

fiir ]e ~ < Q konvergente  Entwicklungen yon der Gestal t  

r 2 z i a x  

B k ( x ) =  Z B k a e  ~ ( ~ - ~  1 , 2 , . . . , , )  (25) 
a~lt 

bestehen. 

I,  2 , . . . ,  n;  a = re, l ~ + I, ~ + 2, 

(X n 

~=~ ~=1 

Dann  gibt  es offenbar ein und nur  ein System yon Zahlen ak: (k 

�9 .) welche die Gleichungen 

( k =  I, 2 , . . . , n ;  C~=~, ~ +  I, #t-{- 2 , . . . )  (27) 

e ~ [ < 0 1 ~ l  bzw. e ~ ----<q 

konvergent .  Nun  ist aber offenbar 

a k ~ : ~ 2 b k ~ n ~ , B m , .  
m=l ],=/~ 

Daher  folgt :  wenn die Potenzre ihen  

c~ 2 gi ax 

B k , e  ~ ( k =  I, 2 , . . . ,  
a=lt 

17--31104. Acta mathematica. 57. Imprlm6 le 20 juillet 1931. 

I 2gix [ 
fiir e ~ ] ~ 0  

s tehenden Reihen fiir 

f k ( x ) = ~ a k ~ e  ~ ( k = , , 2 , . . . , n )  (26 / 

befriedigen, und nach Satz 4 sind dann die auf der reehten  Seite der Gleichung 
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konvergieren und die dureh sie dargestel l ten Funkt ionen aueh noeh fiir e ~ [ = ~  

regular sind (0-------R bzw. ~ =< r), dann is~ die Summe 

Nun setzen 

ffir k # m,  

Summe 

~ e '~ bkma~ Bm~ 
a=~ rail 7=lz 

2 ~ i z  I 
fiir le " I--< elzl  

ist in aem Falle, dass I Z I > ~ ist, konvergent,  wenn 4ie Ungleiehungen ] z ] ~ R ] X ], 

I ~ I < I w II z I, ~ a  im Falle ] ;~] < i, wenn die Ungleiehungen ]z ] < r, ] z ] < [ w ] 

erfiillt sind. Wi r  wollen nun beweisen, class diese Konvergenz aueh bestehen 

bleibt, wenn man die Zahlen bkm,~ dureh ihren absoluten Betrag ersetzt, und 

dass daher die Konvergenz in einem abgeschlossenen Teile des dutch  die Un- 

gleichungen ] z ] < R ] ; ~ [ ,  ]z[ < ]w] . ]),] bzw. ] z ] ~ r ,  ] z ] < [ w [  dennierten Be- 

reiehes in den komplexen Variabeln z und w aueh eine g l e i e h m K s s i g e  ist. 

W i t  stellen zunKehst lest, dass die Zahlen bk ,~  besehr~nkt sind. Es ist 

Q.~ (o) 
n~mlich in dem F a l l e ,  class IZl > ~ ist, =ach G1. (46) lira b ~ . . - -  K(o) und 

l im bk ,~  = o; ist aber ] ;L ] < I, dann ist umgekehr t  lim bk,nT~ = o und lim b k , ~  = 

%~ (O) 
- -  K(o) " Es sei demnaeh B eine positive reelle Zahl yon der Beschaffen- 

heir, dass fiir k, m =  I, 2, . . ., n; 7 . . . .  , - - 2 , - - I , o , I , 2 , . . .  [ b k ~ 7 ~ ] < B  ist. 

Zur Durchfi ihrung des angeldindigten Beweises haben wir hierauf nur  not- 

wendig, die Schritte des in w 4 durchgefi ihrten Beweises des Satzes 4 zu wieder- 

holen und zu vervollst~ndigen. Es sei diesmal Q der  grSsste absolute W e r k  den 

die Funk~ionen qkl(X) (k, 1 = I, 2 , . . . ,  n) fiir l e " = r annehmen;  dann bestehen 

Ungleiehungen [ q k z , ] <  Q ( k , l =  I, 2, . .  ., n;  a = o ,  1 , 2 , . . . ) .  Wel te r  sei r~ die 

r 
eine positive reelle Zahl, welche der Ungleichung r~ < 2 ,n ~ B Q + I geniig~ und a 

konvergenk wenn I z l >  Iist,  und fiir e ~ I < e konvergent,  wenn I z l <  ~ ist. 
wir insbesondere Bm~ = w-W (7 = Ft, ~t + I, g + 2, . . . )  und Bk7 = o ,  

w o w  eine yon ~u l l  verschiedene Konstante  ist. Dann folgt:  die 
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eine ganze Zahl, welche den Ungleichungen a > o und a > /, geniigt. Schliess- 

lich sei A eine positive reelle Zahl, welche grSsser iS~ Ms 2 B und grSsser als 

ddr grSsste absolute Wert ,  den die rat ionalen Funkt ionen yon w 

a--1 
,a--1 W-- ? r~. bkml,~w-~, r~ #1 [bk~,+l~ w--~ + b,:m~,+~+l w-("+~)] , . . . ,  ~, ~', bk~:--~ 

(/~, ~n = I, 2 , . . . ,  . )  

fiir I w ] =  rl annehmen.  Dann  ist also fiir [ w l =  rl ,  k, m =  I, 2 , . . . ,  n 

I b~,,,,, w - ,  I < A,  A r~ I bkm~+l~ w - ~  + bkmv+lt*+l g (3-(#+1) I < r;+-- " " '  

.-1 I ,.-- 1 A Z bkma--l~, W -7  < �9 
7=1' 

Nun folgt aber aus (47) 

cg 
Z bkma~, W -7  
.l,=Ix j=l l=l ~=/x 3'=g 

(k, m =  I, 2 , . . . ,  n). 

Infolgedessen i s t  f i ir  I w I = "~, k, m = ~, ~, . . . , ,  

[~ .  ] a-l A B A t~2BQr I B ) < A  (~_ l )  A 
bk,~r w--r < n2 B O ~ r ~  r~ + - -  < - -  + + = - - .  ~=~ r~ r~ \ r - -  r 1 r~ r7 

Die Ungleichung 

~ I A I yb,~o,w-- <~ (l~l=r,, k,m=,,~,...,~) 
I i'=~ I 

gilt also fiir jedes a > #.  Nach der Cauchyschen Abschgtzungsformel ist daher  

fiir k , m = I , 2 , . . . , n ;  # ~ 7 ~ a  
A 

I b~mo, I < " ' ~  '/-~-7 
oder 

A 
I bkmo~ I < 

( k , m = I ,  2, . . . , n ;  F ~ 7 ~  a). 

(4s )  
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Aus der Ungleichung (48) folgt, dass die Doppelsumme 

a 

in einem a b ~ h l o s s e n e n  Tell des dureh die U~gleiehunge~ I~1 <1'~ I, I~ I <  r, 
definierten Bereiehes in den komplexen Variabeln z und w absolut und gleich- 

miissig konvergiert.  Diese Summe stellt daher eine fiir [zl < ]w[, o < ]z] < rl 

reguli~re analytische Funkt ion  von z und w dar. Wir  setzen nun 

o0 + 2 ~ i  o~ 2 ~ i 7 y  

~_~ ~ bk,,,,,l e ~' (~--~,v) = ~_~ f k m ,  (x) e '~ = F~m,, (x, y).  (491 
a = t *  7 ~ y .  7=,u,  

Hierauf  betraehten wir zun~iehst den Fall  ]).] > I  und verstehen unter  v 

R 
eine positive ganze Zahl yon der Beschaffenheit, dass [).]" < r 1 ist. Dann  sind 

jedenfalls die auf  den rechten Seiten der Gleichungen 

und 

a 2 . ~ i  

( k , m =  I, 2, . . . ,  n) 

o0 2 rc i,v x 

a=O 

(]C, l ~ -  I ,  2,  . . . ,  ~/) 

stehenden Summen und die Reihe 

2]e  ~ 
7=,u 

absolut konvergent,  wenn die Ungleichungen 

e ~' I <  e ~' I, le ~̀ I XIXI~ 

erfiillt sind. Unter  dieser Bedingung kann man daher in das Produkt  

qk~ (x) F tm.  (x, y) die obigen unendlichen Summen einsetzen, nuch dem Reihen- 

multiplikationssatz ausmultiplizieren und sodann den Reihenausdruck 

q~, (x) F . . .  (x, u) + ~k.. ~ e 
/ = 1  7 = #  
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nach Belieben umordnen.  Durch  solche Umordnung  kann aber dieser Reihen- 

uusdruck, wie 'man sich leicht  i iberzeugk auch die Gestul~ 

erhalten.  

"~ ~ e b~.,,~ qkt.-,~ + ~.,~ ~-r 
a=t~ ,/=/z \ f l=~ ,  I=1  

In  dieser Gestal t  ist er also wieder fiir 

e o, < 1  e " I, I e ,o _<lzl~ 

~bsolut konvergent .  Benii~z~ man aber GI. 

Doppelsumme 

a---=/~ ~,=/z 

(45), dann erkennt  man, dass die 

R 
fii~ I~1 < I-,I, I~1 =< ,~,~ 

absolut konvergent  ist. Mit andern  Wor ten :  die Doppelsumme 

a=l~ ~=l~ 

ist sogar absolut konvergent ,  wenn nur  die Ungle ichungen ] z l  < I w l  �9 I)oI, 

R ] z I =< ~]~-~ erftint sind. 

R 
Diese ~bsolute Konvergenz  gilt  also jedenf~lls ftir I~1 < Iwl ,  I~1--< izl~_~ 

Geh~ man yon dieser le tzteren T~tsache uus, und wiederhol t  den eben durchge- 

f i ihrten Schluss  noch einmal, so folgk dass die Summe 

a =re ?=/~ 

auch absolut konvergiert ,  wenn nur  die Ungle ichungen 

R 
I~] < ]~v] ]zl, ]~] =< ]z]~_~ 

erfiillt sind. l ndem m~n so fortf~hrt ,  e rkennt  man schliesslich, dass die Summe 
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ct 

ct~tt ~,~tt 

fiir I~1 < I w l  IZl, I~1 ~ RlZl ~bsol.t konvergiert; daraus folgt leicht., dass sie 
in einem abgeschlossenen Tell des dureh diese Ungleichungen definierten Be- 

reiches in den Variabeln z und u, auch gleichmiissig konvergiert. 

Im Palle I z l<  i muss man die Gleichungen 

i ~ 2 ~ i  7 

Fkm. (x + h, y) = qk, (x) Ft,~. (x, y) + 6x.,, ~, e ~' (*-'J) 
l = i  7=:p.. 

(k = ~, 2 , . . . ,  ~), (50) 

welche zungchst fiir 

2:'fix 2n iy [  2~ix 

gelten, nach den unge~nderten Funkti0nen ~tmt,(x,y) aufgelSst denken und er- 

kennt dann auf dieselbe Weise wie oben, dass die Reihe 

a 2 a i  
tz 

a=,u ~,=y, 

deren absolute Konvergenz zuniiehst nur fiir 

feststand, sogar fiir 

I 12 i'.'l , I e ~ ] FI 

I~ ~' < Iz l  ' l e ~  < l z l  

[ ~ .  [ 2~ i" l  ~ i ~  7. 

Iz l  ' 

ubsolut konvergiert. D. h. die Doppelreihe 

~, Z bkm"'lz"w-~ ist fiir [z[ < [w[, [z[ =< r 

absolut und daher in einem abgeschlossenen Teil des durch diese Ungleichungen 

definierten Bereiches in den Variabeln z und w auch gleichm~ssig konvergent. 

Wir haben hiemit den 
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Sa t z  6. Die Doppelreihe 

F, ~,.o~ ~~ w-~ 

(~t eine beliebige ganze Zahl) ist im .Falle ] E ] > ~ fi ir  ]z I < ] w ]. ] 4], ] z I <= ~ I ~ I 

u~d r ~ I~,1 < ~  ~ r  I~ I < Iw I, I~ I --< r ~b,o~ut ~ d  i~ ~i~e~ ~bge,~o**e~e~ 
Teile des dutch diese Ungleichungen gegebenen Bereiches in den Variabeln z und w 

auch gleichmSssig konvergent. 

. W i r  gehen nun  auf  die Rekurs ions formeln  (45) fiir die Zahlen b ~ , ~  zuriick 

und schreiben diese f o l g e n d e r m a s s e n !  

• ~ ( q k l . - - ~  - -  ~ ~ ~) b ~ r  ~- ~ ~ = o 

~=r ~=1 
( k , m = I , 2 , . . . , n ;  a > 7 ) .  

Vers teh t  man  unter  den Zeichen qkz~ und bk~ar Null,  wenn a < o bzw. a < 7  ist, 

und  un te r  70 und % zwei ganze Zahlen, welche die Ungle ichung  a o > 70 erfiillen, 

dann kann  m a n  fiir ct, 7~-7o,  7o + I , . . . ,  % - - I ,  ao; k , m = t , 2 ,  . . . , n  die obigen 

Gle ichungen auch so schreiben: 

~-a (qk~,~-~ --  (tk~ ~,~ ).'~) bz,n~r + 8k,,, ~,~, = o. 
~=]'o t = l  

Das heisst  aber:  die Mat r ix  {qk,~=-r--6k~=r j.~} gibt,  mi t  der Mat r ix  { - - b k ~ r }  

( k - ~ I , 2 , . . . . , n ,  a = T 0 ,  y o + I , - . . ,  % yon Zeile zu Zeile, m =  I, z, . . ., n, 7 = 7 o ,  

70+ I , . . . ,  a o von Spal te  zu Spalte) in dieser Reihenfolge  mult ipl izier t ,  die Ein- 

heitsmatrix.-  Also muss  auch das Produk{ dieser beiden Matr izen in der umge- 

kehr ten  Reihenfolge  gleich der E inhe i t smat r ix  sein. Das  besagt  aber:  

~_a ( q ~ - r  --  6l~'~Or~'~)bk~,~t 3 + 8kmO~r = 0 

(k, ~ =  I, 2 , . . . ,  ~; g, 7 = 7 " ,  70 + I, . . . ,  ao). 

Lgsst  m a n  jetz~ wieder die verschwindenden Glieder  weg, so f o l g t  

(k, m =  I, 2 , . . . ,  n). 

I n  dieser Gle ichung sind je tz t  die ganzen Zahlen a und 7 nu rmehr  der Be- 
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sehr~nkung a ~  7 unterworfen. Um n~mlich die Giltigkeit der Gleiehung fiir 

ein bestimmtes Wertepaar a : ~ ,  7 = 7  ( a ~ y )  einzusehen, braucht man nur in 

der vorangegangenen t~berlegung % >  ff und 70 ~ 7  anzunehmen. Wir schreiben 

nun die gewonnene Gleichung wieder in derselben Form wie G1. (45): 

n 

b~.,n~;~ "l = Z qtm,~--:.bkta{~ + 6km d,./ 
~=7 t= l  

Setzt man jetzt 
2 ~ i h *  

b k m a ' /  b ~ - -  w = ,, ~, - 7 , - , ,  h = h*, e 

so ergibt (5 I) 

( k , m : l , 2 , . . . , n ;  a ~ 7 ) .  (5I) 

I ).*. qkl()=qlk(X), qk, ,~=qrk,  

oder 

~--~ "It- ~-I$ b-~* k, --r, --- '~*-7= ~q~zfl-7 tk . -3 , - .+  6k,.6~.t 
t~=;, 1=1 

bJ.'tm. 7 ).*" = ~_~ q~.~.-) bl',. ,~7 + 6t. ~ d../ 
~=~ z=~ 

Die 

linearer Differenzengleichungen 

( k , m : I , 2 , . . . , n ;  a ~ 7 )  

oder 

(k, m =  I, 2 , . . . , 'n ;  a ~ 7 ) .  (5Ia) 

G1. (5I a) sagen aus, dass die GrSssen b[.m~ bei dem System homogener 

gk (y + h*) = i q~.t (y) g~ (y) 
I ~ 1  

(k=  I, 2, . .., n) 

a (v - - h ) =  q,k (y) g,(u) (k-- i, 2 , . . . ,  .) (52) 
/ = 1  

dieselbe 

homogener linearer Differenzengleichungen 

Rolle spielen wie die GrSssen b~.m~r bei dem zu (22) gehSrigen System 

fk (x + h) : 2 qk~ (x)9~(x) (k = I, 2 , . . . ,  n). (33) 
l = l  

(52) ist das zu (33) a d j u n g i e r t e  System homogener linearer Differenzenglei- 

chungen. Dieses adjungierte System erfiillt aber die Forderungen, die zu Beginn 

dieses Paragraphen an das urspriingliche System gestellt wurden, ebenso. Es 

i-st nfimlich [q~lo] = [qkto[, [ q~q(x)l : ]qk~(x)l und Iq~o -- d~zt[ = Iq~o -- dktt[, so 
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dass auch die Wurze ln  der charakterist ischen Gleichung dieselben sind. Es gelten 

daher alle an dem urspriinglichen System ausgefiihrten Schliisse auch fiir das 

ad~ungierte System (52). Insbesondere  gilt der Satz 6 entsprechende Satz: die 

Doppelsumme 

(tt eine beliebige ganze Zahl) ist in dem Falle, dass I X* I > ~  ist, fiir I z I < I~11 x* I, 

] zl < R I t* 1, und wenn I ;~* ] < . I  ist, fiir I z I < [w 1, I z ] < r absolut  und in einem 

abg'esehlossenen Teile des durch diese Ungle ichungen definierten Bereiehes in den 

Variabeln z u n d w  aueh gleichmiissig konvergent.  Ersetzen wir hier die Gr5s-  

sen b~k.--z,.--, und ;~* wieder dureh ihre Wer t e  bk~.~ und ;~-I, so geht  dieser Satz 

fiber in den 

Satz  % Die Doppelreihe 

te ~ 

Z Z bkma?ZaW-'~ 

(tt eine beliebige ga,nze Zabl) ist im Falle ] ). ] > I f~r  ] W ] < I Z I, I w I <=- ~" U.d 

/m F~Zl~ I~1 < i f i ir Iwl" I~1 < I~1, Iwl" I~1 < R ~b~otut ~ d  i~ ~i~.~ ~@~- 
schlossenen Teile des durch diese Ungleichungen gegebe~en Bereiches in den Varia- 

beln z und w auch gleichmiissig konvergent. 

Nun kehren wir zu dem allgemeinen Falle des sys tems  l inearer Differen- 

zengleichungen 
~t 

fk (x + h) = ~, qk~ (x)fi (x) + Bk (x) (k-=- I, 2, . . . ,  n) (22) 
l = l  

zuriick, in welchen die Funkt ionen qk~(x) ( k , l = I ,  2 , . . . , n )  den zu Beginn dieses 

Paragraphen ausgesprochenen Vorause t zungen  geniigen und die Funkt ionen  Bk (x) 

( k :  l, 2, . . . ,  n) i n  dem dureh die Ungleiehung ~1 ----< e ~ i=< (e,< ~ =< R, ~,__< r 

bzw. Q~ < e.z < r) definierten S6reifen regular  sind und daselbs6 durch Laurentsche 
2~tix 

Reihen in e ~ dargestell t  werden:  

+ c~ 2 ~iax 

Bk (X) = Z Bk  a e (~ (~ ~- I, 2 , . . . ,  ~?). (42) 

18--31104. Acta mathematica. 57. Imprim4 le 20 juillet 1931. 



138 Heinrich LSwig. 

Wi r  behaup ten  nun:  jede der Summen 

~ Bm~ bk,,~7 (k= I, 2,.. . ,  n; a beliebig ganzzahlig) 
m = l  . / = - - ~  

ist absolut konvergent,  und wenn man die Bezeichnung 

n c~ 

ak,~--~ ~_~ ~_~B,~,bkm~, ( k =  I, 2, . . ., n; a beliebig ganzzahlig) 

2~ix 
einfiihrt, dann konvergieren die Laurentschen Reihen in e ~ 

+ ~ 2Ziax 
Z glka e aJ 

- -  [ "~;~1 
( k =  I, 2, . . ., n) f i ir Q,--< e ~ I ~ e ~ l ~ l  

I 2zix I 
b~.w. im Fane, dass I~ I < I ist, f~r e, I Xl ----< e - ~  ----< e-,. 

Da die Doppelsumme 

Z Z bkma? Z a W -'1 
~ -  ~ a-. 7 

ffir I~1 ~ r, I-,I < I~1 b~.~. fa~ I*~1 Izl ~ R, I w l  Ixl < I~1 ~bsol . t  k o . v . ~ g i ~ t ,  
so gilt  d~sselbe ~uch yon den Teilsummen 

bkma.l Z a W--Y 

fiir a =< #. Da aber in diesen Teilsummen z" gemeinsamer Faktor  ist, s o  kann  

deren Konvergenzverhal ten yon z nicht  mehr abhiingen; anderseits kann die ganze 

Zahl tt beliebig gross gemacht  werden. Daher  ergibt sich: Jede der Potenzreihen 

in w 

~ bkmct, l W"-7 

is~ in dem Falle, dass I z l >  i i s t ,  fiir I w l G  r, und in dem FMIe, dass ];~l < I 

R 
is~, fiir [ w ] G ~  absolu~ und gleichmiissig konvergent.  

i / . i  
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S6tzt; mau 

2~. i7y  

g,~k,~ (y) ~ b k ~  e ~' (k, m ~ I, 2 , . . . ,  n; a beliebig ganzzahlig) 

so sind demnach die so definierten Funktionen gmko(Y) ( k , m ~ I ,  2 , . . . , n ;  a g~mz) 

yon y in der dureh die Ungleehung l e ~ < r bzw. in der dureh die Unglei- 

ehung e ~ I = < 1 ~  definierten Halbebene reguliir und besitzen die Periode o;  

aus den Gleiehungen (51) folgg weiter das Bestehen der Differenzengleiehungen 

n - -  2 niay 

1~1 

(k, m = I, 2 , . . . ,  n; ~" beliebig ganzzahlig). 

Info]ge der eben festgestellten Konvergenz der Reihen 

• b k m a T W - - Y  

konvergieren auch die Potenzreihen in w 

(a >= o) in demselben Umfange. 

--1 

Z bkm~ W --Y 

7~--oo 

Wir verstehen nun in der Gleichung 

bkmay 
n a- -1  n 

=2; E Z b-oo b'-,q~'o-~ § ~o, b~oo 
j = l  0 = 7  /=1  

(47) 

unter a eine nicht negative ganze Zahl. Dann ist 

- -1  - -1  I~, a - - I  n 

Z b~oo, w-'= Z ~-'Z Z Z b-oob~--,q;~o-~ 
7 = - - ~  7 = - - ~  j = l  ~=~, l ~ l  

oder 
- - 1  n - - 1  n 

7 : - o o  j - - 1  t 5 = - - r  / = 1  7 = - - 0 0  

a - - 1  n --1 

+ Z Z bkjo,~ qj~,-~ Z b!,~ ~7 w - ' .  
j = l  f l=o 1~1 ? = - - ~  

(53) 
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Die hier vorgenommene Vertauschung der Summationen ist gestattet ,  weil 

--1 t3 
Z Z qjt"-,~bZmfl~w-~' 

R 
fiir I wl ~ , b ~ .  ffir Iwl  ~12l absolut konvergent  ist. Weil n~mlieh die Funk- 

t ionen qkt(x) ( k , l =  I, 2 , . . . ,  ~) aueh noeh fiir l e ~o = R regular sind, gibt es 

eine positive reelle Zahl R, welehe der Ungleiehung _R > R geniigt und so be- 

sehaffen ist, dass die Funkt ionen qtz(x) (k, l=  I, 2 , . . . ,  n) aueh noeh fiir e ~ I =< ~ 

reguliir sind; es gibt dann aueh eine positive reelle Zahl Q yon der Besehaffen- 

heir, dass fiir k , l = I , 2 , . . . , n ,  a ~ o ,  1 ,2 , . . .  Iqkt.l< ~ Q ist. Die Glieder der 
R ~ 

Doppelreihe 
- - i  ,~ 

Z Z 
fl=--~ ~=--~ 

sind daher  absolut genommen kleiner als die Glieder der Doppelreihe 

Diese Doppelreihe ist aber nach Satz 7 wegen der Ungleichung ~ > R fiir Iw] g r 

R 
bzw. fiir [ w l < [ ~  absolut konvergent.  

W i t  nehmen jetzt  an, es sei I ~ 1 >  I. Die Zeichen. R und Q sollen in der 

folgenden Betrachtung welter die eben erkl~rte Bedeutung haben; ausserdem 

mSgen ~: und r I positive reelle Zahlen sein, welche der Ungleichung r < r < r I < -~ 

geniigen; ~: sei ferner so besehaffen, dass fiir e "~ I ~  r immer noeh Iqkt(x)14=o 
ist, so dass im Wort lau te  des Sa t z e s  7 die Zahl r aueh dureh die Zahl ~: ersetzt 

werden kann. Es sei nun  die positive reelle Zahl A gri3sser als der griSsste ab- 

solute Wert, den die Funkt ionen 

- - 1  a 

Z Z b~o~ w-~  (k, ~ = i ,  2 , .  , . )  
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fiir I~ I rl, I~,~ I = s annehmen. Dann  ist fiir I w I = ~, ~ < o 

Z bkma~, W -7 
A 

< - -  (k, fY/= I, 2 , . . . ,  f~). t.a 

Da ferner  [ ~ 1 >  I sein soll, ist 

lim tR_r ZIb~jo,I = iim L R ~ - r a j =  ~ K(Z . )  1 o. 
a = + ~  j = l  a = + o o  

Es ist daher  mSglich, eine positive ganze Zahl a o so ~nzugeben, dass ftir 

- -  n 

ist. Wi r  verstehen h ierauf  unter  a eine ganze Zahl, welche der Ungle iehung 

a > a o geniigt, und welter unter  A eine positive reelle Za.hl, welche gr5sser als 

A ist und gr5sser als der grSsste absolute Wert ,  den die Funkt ionen  von w 

--1 --1 --1 --1 
Zbk , t loTW-- ' l ,  r l E b k m l , I ~ U - - ' / ,  r 2 Z b k ~ l ~ 2 , w - - , , . . . , r ~ - - l Z b k m ,  a--1, ,w-- '  

(k,m=i,  2,.. . ,  n) 

fiir I w l =  r annehmen.  Dann  ist fiir I ~ 1 =  ~ nicht  nur  

und 

( i f <  o, k , m - ~ - I , 2 , . . . , ~ )  

( f l=O,  I, 2 , . . . ,  CO--I; k , m ~ -  1,2,  . . . ,n), 

sondern auch naeh (53) 

y, b~.,o,~-, < y, Ib~j.,l~._,~,.L~ 
r=--~ j=l  ~=--zr l=l 

n 
A . 0 r ,  3" A 

( k , m ~ I , 2 , . . . , n ) .  

Da man diesen Schluss beliebig oft  wiederholen kann, gilt die Ungle ichung 
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bk~,~w-~ < i iberhaupt  fiir a ~ o ,  k , m = I , 2 , . . . , n ,  ]w]=r. Aus dem 
r~ 

Bestehen der Ungle iehung ~,  b~.m~-lw~Z < .... fiir a > o, k, m = I, 2 , . . . ,  ~, 

Iwl = ~ kann' man aber  leieht  sehliessen, dass die Doppelpotenzreihe in z u n d w  

Z Z bk"~'l~w--'l fiir I~1 < ",, Iwl----< ~ ~bsolut konvergent  ist. 
a : O  ~ ' = - -  ar 

Also sind die Doppelre ihen 

- - 1  a ~ ---1 

E E bkm'~'z'~w-' und Z Z bkm~'Z~'W--~ 

beide absolut konvergent ,  wenn die Ungleichungen I w I < ~, I~  I < I~ I < ,1 er- 

fiillt sind; die positive reelle, der Ungle ichung ~ > r geniigende Zahl i: haben 

wir ja  so gew~hlt,  dass im Wor t l au t e  des Satzes 7 die Zahl r auch durch die 

Zahl ~: ersetzt  werden kann. Nennen  wir daher  die Funkt ion  yon x und y 

--1 a 2 ~ i  (ax__Tg) r - -1  2,'~i 

a = - - ~  7=--~ a = O  7 = - - ~  

so ist F ~ ( x , y )  ffir 

I 2 r~ iy  2~ i !11  2 z i x  

regul~ir und besitzt  in Bezug auf beide Argumente  die Per iode  w. Nun  kann  man 

aber auch schreiben 

--i ~ 2 ~i ( a x ~ y )  --i 2 ~ i 7  y 

Daher  ist (s. G1. 43) 
- -1  2 ~: i ? ( x l y )  

A~, to F~(x+h.u)=~q~(z)  ~.(x.,)+ ~.~ ~ e 
/ = 1  7=--~ 

Die hier im zweiten Gliede der rechten  Seite s tehende Reihe ist aber konvergent ,  

i I wenn e ~o I < l e ~ ist. Daher  folgt  aus der eben angesehriebenen Gleiehung, 
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- - 1  o: 2 :~ i 

dass aueh die Doppelsumme ~, ~ bkm~. e ~o 
7 = - - ~  a =  7 

- -  [a ( x + h ) - - ~ , y ]  
oder 

--I a 2 zti [a (x+h)--7 Y] 
Z Z bkmw~,eC~ 

ca - - 1  2 ~i [a ( z + h ) ~ l Y ]  

+ 2 Z bkma, e~ 

welche die Funktion /~km(x + h, y) darstellt, fiir 

absolut konvergent ist, oder dass mit andern Worten die Doppelsumme 

Z Z bkm~'e~' + E  ~_~bkma; er ' 
a = - - r  7 = - - T  a = O  7 = - - ~  

welche die Funktion Fkm (x, y) darstellt, auch in dem durch die Ungleichungen 

I 

definier~en Bereiche in den Variabeln x und y absolut konvergiert. Das letztere 
- - 1  2 z i  

- -  ( a x - - y y )  

gilt daher insbesondere auch von der Teilsumme ~ ~ bkm~.le ~ 

]-lieraus folgt aber vermSge einer einfachen Eigenschaft der Potenzreihen, dass 

die Doppelsumme ~ ~ bkm,,e ~-(~--yy) sogar fiir [e ~ < r, ]e ~ < "1141 
a = 0  " / ~ - -  ca 

absolut konvergiert. Diese letztere Aussage ist aber gleichwertig mit der ikus- 
ca - - 1  

sage, dass die Doppelsumme Z ~ bk~'z=w--~ fiir [w[ < r, [z I < r~lX[ ubsolut 
a----'0 7 = - - c a  

konvergent ist. Wiederholt man nun den soeben durchgefiihrten Schluss geniigend 
co - - 1  

oft, d~nn erkennt man, dass die Doppeisumme ~ ~ b k ~ w - ~  absolut kon- 

vergent is~, wenn die Cngieichungen [wl < r, [zl =< R[~[ erffill~ sind. Insbeson- 
oo - - 1  

dere ist also die O0ppelsumme ~', ~, b~,~z~w--~ fiir [w] =< r, [z[-<_- R[,~ I ab- 
a = O  ' y = - -  ca 

solut und gleichmiissig konvergent. 
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Diese Aussage gilt, wenn 1~[ > I i s t ;  ist aber 1~1 < x, so gilt die entspre- 

chende Aussage fiir das zu dem urspriinglichen System linearer Differenzenglei- 

chungen adjungierte System. Diese Aussage lautet aber: die Doppelreihe in z 
oo - - 1  

und w ~ ~ b~m,7 z ~w-~ ist fiir [w [ _--< r, [z [ _--< R[)~* [ absolut und gleichmiissig 

konvergent. Beniitzt man jetzt wieder die Gleichungen b~.~,r ~ bmk.-r,-, ,  

- - ~  und vertauscht z mit w, so folg4: die Doppelpotenzreihe in z und w 

o R 
Z Z bx'.,.r z ~ w - -r i s t  fiir I v  [ ~ [~.1, [z[ ~ r absolut und gleiehm~issig konvergent. 

Man h~tte ebenso gut dasselbe von ~, ~ b~. ,~z~w-r  beweisen kSnnen. Wir 

h~ben daher den 

Sate. 8. Die Doppelpotenzreihe in z und w 

Z Z bkma'2"aW--7 (k, 9 9 / = I , 2 , . . . , ~ $ )  

ist in dem FaUe, dass 1s [ > I ist, f i ir I w [ ~ r, [ z [ ~ R I ~ [, und wenn [ ~ [ < I ist, 

R 
fiYr [w I <----- ~1 '  I z [ <= '" absolut und gleiehmffssig konvergent. 

Nun l~tsst sich der Beweis der behaupte ten  Konvergenz der auf den rechten 

Seiten der Gleichungen 

und 

n ct 

m=l 7=--~ 

( k=  I, 2 . . . .  , ~; a ganz) 

+ ~  2 z i a x  

f k ( x ) =  ~ , a k ,  e ~ ( k = I , e , . . . , n )  
a ~ l ~  

stehenden Reihen 
2~ix 

Reihen in e ~ 

in wenigen Worten fiihren. Da n~tmlieh die Laurentschen 

+ ~  2 ~ i a x  

ZBkae to (k= 1,2,...,~) 

2zix[ 
in dem durch die Ungleichung Q1 ~ e ~ I ~  Q~ definierten Streifen konvergieren 
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und die dureh sie darges~ellten Funk~ionen daselbst reguli~r sind, so gib~ es eine 

positive reelle Zahl M, so dass die Ungle iehungen 

[Bk~[< M- fiir a < o  und [B~[<= M- fiir a > o  
e? e? 

(k~- I ,  2 , . . . ,  n) 

gelten. Also sind die Glieder der dreifaehen Summe 

E e ~o Bm~ bkma~ 

= + Y §  
\ a = - - ~  m = l  7 = - - ~  = m = l  7=--oo a:=O 'az~l  "/=0 

2~:iax 

e '~ Bin./bkma? 

absolut genommen kleiner uls die Glieder  der Summe 

--1 a 2 Z i a x  ] ~ --1 

e ~  I q.'/ + 
a=:--c~ m = l  ?=- - r  a = 0  m = l  7=--r  

+ y, ~MIb~,m,,l" e ~ [0~ - ~ .  

a=O m = l  3,=0 

Es sei nun  zuniiehst BiLl> I. Da in diesem Falle das Bestehen der  Un- 

gleiehungen Q1 < r und ~i < R vorausgese~zt wurde, konvergier t  der erste Sum- 

mand dieser Majorante  n~eh Satz 7 fiir l e ~ ] >  r der zweite Summund nach 

Satz 8 ffir e ~o I ~ R lzl und der dri t te  Summand naeh Satz 6 fiir e ~ < Q~ 1~ I. 

2rt ix  I 
Die aufgestel l te Majorante  konvergier t  also fiir 0~ < e ~~ < Q~I~I. D a h e r k o n -  

vergier~ aueh 

a = ~ r 1 6 2  m ~ l  ^ /=- -w 

in diesem Umfange.  Nun haben wir angenommen,  dass die Funk t ionen  Bk(x) 

aueh fiir e ~ I=Q~ und fiir e ~ [~(L~ und die Funk t ionen  qk~(x) aueh fiir 

e ~ = R noeh reguliir sein sollen. Man kSnnte daher  die Zahl 01 aueh dureh 

eine kleinere Zahl Q*, die Zahlen Q2 und  R aueh dureh .grSssere Zahlen 0"~ und  

B* so ersetzen, dass immer  noeh die Ungle iehungen Q*~ < 0"~ < R~, 0,* < r be- 
1 9 - - 3 1 1 0 ~ .  Acta mathematlca. 57. I m p r i m 6  1o 20 j u i l l e t  193I .  
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2~ix[ 
s~ehen, die Funk t ionen  B~(x) ( k =  I, 2 , . . . , n )  immer  noch fiir Q* _--< e ~ <~* 

und die Funk t ionen  q~(x) (k, l =  ~, 2, . . . ,  ~) immer  noeh fiir e ~ I ~ R* reguli~r 

sind und die Summen 

+w ~ ~ 2xiax 
~. e ~ B,~r b~,,,,~r (k = I ,  2 , . . . ,  ") 

auch noch fiir e~* < e ~ ] < ~o~* ] ). ] absolu~ konvergieren.  Daher  ist die Summe 

+ oo 'n a: 2 .'~ia X 

Z Z Z e ; B,,,,b~.,,,,~, ( k = I , 2 , . . . , n )  

I 2'tix I 
sogar fiir Q1 < e ~ ] < Q~I~I absolut und gleichm~issig konvergent .  

Nun  sei zwei~ens [ Z I <  x. Dann  konvergier t  der erste Summand  unserer  

Majorante  naeh Satz 7 fiir e ~o I > Q~ I ~ I, der  zweit~e Summand  naeh Satz 8 fiir 

e ~ 1 =  < r und der dri t te  Summand naeh Satz 6 ffir e ~o 1 <  Q~. Daraus  folg~ 

aber naeh einer iihnliehen i~berlegung wie im Falle > ~, dass unsere Summe 

+w ~ ~ 2ztiax 
Z e to Bm 7bkma 7 ( ~ =  I, 2 , . . . , q~ )  

a=--~ m=l 7=--~ 

I 
fiir  r ] ~ I < I e ~ -  I < Q-~ absolut und gleichm~issig konvergiert .  

Setzt  man nun  

dann sind die so definierten Funkt ionen  fk(x) ( k =  I, 2 , . . . ,  n) yon x fiir 

e --<le --<e. lZl bzw. fiir e IXI--< ,o 

(s4) 

regular  und besitzen die Per iode  w. Die Gleichungen (54) l iefern auch die 

Laurentsche  Entwick lung  der Funkt ionen  f~(x) ( k :  I, 2, . . . ,  n) nach Po tenzen  
2nix 

yon e ~ ; setzt man  n~mlich 
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dann ist 

~_j Bm~ b k m a ~  ~ -  a k a  

m = l  ?=--c~ 

(k=I,2,... ,n; aganz), (55) 

-t-~ 27giax 

f~ (x) = y ,  ~,~o e 0' (k = ~, ~ , . . . ,  .)  (56) 

und die auf den rechten 
2 ~ i x  

Reihen in e ~ konvergieren fiir 

[ 2ZlX[ [ 2~iX[ 
q l g l e  m ~Q21~[ bzw. fiir Q1])~[~  e ~ I:<Qe. 

Die Gleiehungen (54) lehren, (lass man aueh sehreiben kann: 

+ ~ n 
f ~ ( x ) =  Z E B ~ , f ~ , ( ~ )  ( k = ~ , 2 , . . . , . ) .  

Seiten der Gleichungen (56) stehenden Laurentschen 

(57) 

Die hier rechts stehenden Summen sind wieder in demselben Umfange absolut 

und gleichmiissig k o n v e r g e n t . -  Die durch (54)definierten Funkt ionenfk(x)  

(k=:I,  2 , . . . , n )  geniigen schliesslich auch dem System linearer Differenzengleb 

chungen (22); denn aus (43) und (57) folgt 

oder 

n -l-~ 2~i?x 
fk(x+h)=~qk~(x)f(x) + ~ B~,e ~' ( k =  1 ,2 , . . . ,n)  

fk (x + h) = ~ qk, (x) A (x) + B~ (x) 
/=1 

( k = 1 , 2  . . . .  , . ) ,  (22) 

fk (x) = ~ (x)fi (~) (k = ~, 2 , . . ,  .) ;  (58) 

wie behauptet wurde. 

W i r  haben zu Beginn dieses Paragraphen vorausgesetzt, dass keine Zahl 

yon der Form ~ (a ganzzahlig)Wurzel der charakteristischen Gleichung K(t)=O 
(24) ist. Die Existenz einer partikuliiren LSsung des Systems linearer Differen- 

zengleichungen (22), deren si~mtliche Funktionen die Periode ~o besitzen, ist abet 

auch klar, wenn eine oder mehrere Zahlen yon der Form ~. ~ (a ganzzahlig)Wur- 

zeln der charakteristischen Gleichung sind, aber sonst alle anderen gemachten 

Voraussetzungea erfiitlt sin& Wir  setzen in diesem Falle 
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hier soil q~ (x) eine in der ganzen Ebene meromorphe  Funl~ion  yon x sein, welche 

der Differenzengleichung q~(x + h ) ~  s q~(x) geniigt  und die Per iode w besi~zt. 

Eine solche Funkt ion  ~ (x) kann man nach Satz I auf  mannigfach  verschiedene 

Weise angeben. Die yon Null  verschiedene Zahl ~ soll so beschaffen sein, duss 

die Wurze ln  t i ,  t~ . . . .  , t,~ der char~kteris t isehen Gleichung K ( t )  ~- o (z4) dureh 

Division durch e in Zahlen -tz, -,t~... ,  _t'~ fibergehen, yon denen keine yon der 

Form ~ (a ganzzahlig) ist. Das System (2~) geht  dann durch die Transforma-  

t ion (58) fiber in 

Bk(X)  ( k = I  2 , . .  '$). (59) h ) =  + ' ' 

Nun  verstehen wir unter  Qt, 02 positive reelle Zahlen, welche den Ungle ichungen 
] 2'~i~x I 

eL ~ ~1 < ~ ~ Q.~, 01 ~ r geniigen und so beschaffen slnd, dass ffir ~a ~ ] e ~ ~ ~ 

q~(x)@o ist. 1 Dann ist nach unseren frf iheren Entwicklungen eindeutig ein Sy- 

stem yon Funkt ionen  j~. (x) (k : I, 2 , . . . ,  n) bestimmt, welche im Falle [ Z [ > I fiir 

0~ ~ e ~ - -  ~ 0~[~1 und im Falle I~] < I ffir 01lX[ _--< ]e ~ =< ~ regular  sind, 

die Per iode w besitzen und dem System l inearer  Differenzengleichungen (59) ge- 

niigen. Die Gleichungen 

f~ (x) = r (x ) f i  (x) (k = ~, : , . . . ,  n) (58) 

l iefern hierauf  ein System yon Funkt ionen  fk (x) ( k ~  I, z , . . . ,  n), welche in dem 

dureh die Ungle iehung ~1 <~ e uJ I~<~ ~1~.1 bz,~. in dem dureh die Ungleiehung 

Q, I~1< [e ~ < Qe definierten Bereiehe meromorph  sind, die Per iode  co besitzen 

und dem Sysgem l inearer  Differenzengleiehungen 

A (x + h) = (x) + (x) (k=  I, 2 , . . . ,  ,) (zz) 

1 Wenn 0~ = r  ist, was wir im Falle ]).]> 1 ja zulassen, dann folgt aus den Ungleichungen 
01 ~ 0L < 02 =< 02, ~1 ~ r die Gleicl~ung ~l =r-  Man muss daher in diesem Falle an die Funktion 
(p (x) noch die leicht zu erfiillende Anforderung stellen, dass sie auf der durch die Gleichung 

e w I = r  deflniert~en Geraden nieht versehwinden soll. 
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geniigen. Aus dem Bes~ehen der Differenzengleichungen (22) folgt d~nn, dass 

die Funktionen fk(x) ( k =  I, 2 , . . . , n )  so analytisch fortgesetzt werden kSnnen, 

dass sie sogar fiir Qx < e ~ I < e2 I zl  bzw. far e~ I z l < e < e~ meromorph 

sind, die Periode ~o besitzen und dem System linearer Differenzengleiehungen 

(zz) geniigen. 

Dieselbe Uberlegung hi~tte man aueh in dem Falle anstellen kSnnen, dass 

ke ine  Wurzel der eharakteris~isehen Gleiehung die Form ;~ besitzt, wo a eine 

ganze Zahl bedeutet. 

Wir  kSnnen nunmehr folgenden Satz ausspreehen: 

Sat~ 9. Es  seien Q~ und Q., positive reelle Zahlen, welehe im Falle ] h i >  i 

den Ungleiehungen Q1 < r <= R ,  Ql <= r und im Falle ] ~ ] < I der Ungleichung 

~ < e., ~ r geniigen. Hierauf  seien Bk (x) (k - -  I, 2, . . . ,  n) Funktionen von x, welche 

fh'r QI < e ~ [ < Q2 regulSr sind und die Periode ~o besitzen, so dass f i ir  

Q~ < ] e ~ I < Q~ konvergente Reihenentwieklungen yon der Gestalt 

q - ~  2 ~ i a x  

Bk (Z) = Z Bka e ~o (/~ = I ,  2 ,  . . . ,  ~/) (42 )  
f g = - - o o  

bestehen. Dann kann man stets in mannigfaeh versehiedener Weise ein System yon 

Funktionen fk(x)  ( k =  I, z , . . . ,  n) angeben, welehe in dem Falle, dass I Z[ > I i s t ,  

[ 
in dem dureh die  Ungleiehung e~ <= l e V I  ----< e-2 I zl u . d  i ,  dem Falle, aass I zl < 

ist, in dem dutch die Ungleiehung 011~[ < e + ]<= Q.2 definierten Streifen in der 

Ebene der komplexen Variabeln x meromo~ph sind, die Periode co besitzen und dem 

System linearer Differenzengleiehungen 

n 

f ~ ( x + h ) - - ~ q k t ( x ) f ( x ) + B k ( x )  ( k =  I , z , . . . ,  n) (22) 
1=1 

geniigen. Wenn insbesondere keine Zahl yon der Form 2 ~, wo das Zeichen a eine 

ganze Zahl bedeutet, Wurzel der charakteristischen Gleichung 

K(t) = o 

ist, dann gibt es ein und nut  e in  System yon Funktionen fk (x) (k = I, 2 , . . . ,  n), 
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welche in dem genannten Stre,fen holomorph sin& die Periode to besitzen und dem 

System linearer Differe~zengleichungen (22) geniigen. Dutch  die Gleichungen 

b~mar j" = 7~J bl,~yrqkt,--,~ + 6k,~ &~r ( k , m =  i, 2, . . . , n ;  a>-~7) (45) 

ist ndmlieh in diesem Falle ein System yon Zahlen bk,~r (k, m =  I, 2 . . . .  ,n; a >7)  

eindeutig bestimmt. Die Gleiehungen 

+aa n a 2 z i a x  

f i : ( x ) =  ~ ~ ~ ,  e o, bk,~a~B,,, r . ( ] c= i ,2 ,  . . . , n )  (54) 

definieren dann jene Lb'sung des Systems (22); die rechts stehenden Summen sind 

nh'mlich, wenn I zl > ,  ist, f i i r  Q, <= l e~S--I < Q, I Zl ,  ~ . d  w e . .  l Zl < ' ist, f~," 

I '=~'I 
O~ [ ~ ] ~= i e ~' < 02 absolut und gleiehmiissig konvergent. 

Die Gleichungen (54) liefern in dem dutch die Ungleichung 

definierten Streifen aueh die Laurentsehe 
2."t ix  

( k =  I, 2 , . . . ,  n) nach Potenzen von e ~ ." 

Entwieklung der Funktionen f~ (x) 

WO 

+ ~  2 z i a x  

fk (X) = ~ a~.,~ e ,o (~=  ~, 2 , . . . ,  ,~), (56) 

n a 

ak~ = ~ Z bkm~r Bmr ( k =  I, 2, .., n; ganz) (5.5) 
m ~ l  7=--  o~ 

ist. Sie lehren auch, dass man in diesem Streifen die Funktionen fk(x) ( k =  

= I, 2 , . . . ,  n) mittels der Gleichungen 

f k ( x ) =  Z Z BmTj~m7 (X) (]c= I, 2, . .., 'n) (57) 

aus denjenigeu Funktionen fkm~ (x) (k, m = I, 2, . . . ,  n;  7 ganzzahlig) zusammensetze~ 

[ 2.'~ix[ I 2=ixl 
kann, welche f i i r  e '~ I < R I ~ I bzw. f i ir  e '~ I <= r reguldr sin& die Periode to 
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besitzen und  den Differenzengleichungen 

geniigen. 

n 2 ~ i 7 x  

f~.~,(x + h)= Y.qk~(x)f,.~,(~) + e~.~e 
1=1 (43) 

(k, m : -  I, ~, . . ., n;  7 beliebig ganzzahlig) 

w 7. Zusammenhang mit dem adjungierten System linearer Differenzen- 
gleichungen. Es sei wieder keine Wurzel  der charakterist isehen Gleiehung 

K (t) = 0 (24) 

~on der Form )~" (a eine ganze Zahl); w i r  haben in diesem Falle gesehen, dass 

das System der Zahlen bk,,,r (k, m =  I, 2 , . . . ,  n; a > 7), welche zu dem System 

homogener linearer Differenzengleichungen 

fk (x + h) = ~ qk~ (x)~ (x) (k = I, 2 , . . . ,  ~) (33) 
l = l  

gehSren, bis auf die Anordnung identisch ist mit  dem entsprechenden System 

yon Zahlen ~ (k, I, 2 . . . .  , a bk~,r m =  n; 7), welche zu dem zu (33) adjungier ten 

System homogener linearer Differenzengleichnngen 

g ~ ( y - h ) =  ~ q, ~ (y) g, (y) (k--~, 2 , . . . . . )  (5:) 
/=1 

gehSren. Es ist n~mlich * b k ~ r  = b~ : . - r . -~  ( k ,m  = I ,  2 , . . . ,  n ;  g ~ 7). Auf  Grund 

dessen und auf Grund des Satzes 9 ist die Rich~igkeit der folgenden Behaup~ungen 

ohne weiteres einzusehen. 

Die positiven reellen Zahlen ql und Q.~ m5gen im Falle ]21 > I der Un- 

gleichung Qt < Qe ~ r u n d  im Falle ] 2 ] < 1 den Ungleichungen Ql < Q~ ~ / : t ,  

Q~ =< r genfigen. Hierauf  seien I lk(y)  ( k =  I, z , . . . ,  n) Funkt ionen yon y, welehe 

fiir ql ~ I e ~ ~ q~ reguli~r sind und die Periode co besitzen, so dass fiir 

qj N e ~ -  ~ Q.~ konvergen~e Reihenentwieklungen yon der Gestalt  

+ ~  2 z i a y  

nk (y) - ~ ztk~ e ,o ( k -  i, 2 , . . . ,  , )  (6o1 
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bestehen. Dann  gibt es, wenn [~[ > I i s t ,  ein und  nu t  ein System yon Funk- 

Q1 < e~=O '~ I < und ]~1 < I i s t ,  t ionen gk (y) (k = I, 2 , . . . ,  n), welehe fiir ~ ]  = = e.,, wenn 

ein und nur  ein System yon Funkt ionen  g~.(y) ( k =  I, 2 , . . . , n ) ,  welche fiir 

Ox "< e ~ 1=< regular  sind, die Per iode co besitzen und  dem System l inearer  

Differenzengleichungen 

9~ ( , / -  h) = Y~ q,~ (v) 9,(v) + ~ (y) (k = ~, 2 , . . . ,  , )  (6 ~) 
l=l 

geniigen. Dieses System yon Funkt ionen  gk(y) ( k =  I, 2 , . . . ,  ~) ist n~mlieh durch 

die Gle ichungen 
+~ n c~ 2:ri7Y 

gk(y)--~- Z Z Z e  (o bmka- lUma (~-~-I ,  2 , . . . , , z )  (62) 
�9 /~--m m--1 a~'/ 

definiert. Die auf den rechten  Seiten der Gleichungen (62) s tehenden Summen 

Ot < < bzw. in dem dureh sind n~mlich in dem durch die Vngle ichung ] ) - i  = e + [ =  e~ 

die Ungle ichung e~ =< e ~' [=< [~[ definierten Streifen absolut und gleichmfissig 

konvergent .  

Die Gleichungen (52) l iefern in dem genannten  Streifen auch die Laurentsche  
2z~iy 

Entwicklung  der Funk t ionen  g~.(y) ( k =  I, 2 , . . . , n )  nach Potenzen  yon e + 

Setzt  man n~mlich 

~ ,  bmk~.z H , , ,  = ~'7 ( k =  I, 2 , . . . ,  ~; )' ganzzahlig), (63) 
m--1 a= 7 

dann ist 
+ ~ 2,.'riTY 

g': (Y) = Z ~k-I e o, (k ~--- I, 2 . . . .  , n). (64) 

Die Gleiehungen (62) lehren ferner,  (lass man die Funk t ionen  gk(y) (k = I, 2 , . . . ,  ~) 

mittels tier Gleichungen 

gk (y) : Z "lVLna gkm a (y) (]~ - -  I ,  2 , . . . ,  , )  (65) 

uus denjenigen Funkt ionen  .q~.,,~(y) (k, m =  I, 2, . . . ,  n; a ganz) zusammensetzen 
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k~nn, welehe fiir e ~ I_-- < r bzw. fiir e-~-- =<[~1 regular sind, die Periode w 

besitzen und den Differenzengleiehungen 

n 2 z i a y  

/= l  

(k, m = I, 2 , . . . ,  n; a beliebig ga, nzzahlig) 

geniigen. 

w 8. Die Picardsehe Abseh~tv.ung. Sat~ 10. Es  sei K ( 2  ~) f i i r  jedes 

ganzzahlige a von Null  verschieden. Wenn dann Q1 und Q~. zwei feste, den Un- 

gleiehungen q~ < Q~ <= t~, Q~ <= r i m  Falle 121 > I u n d  Q~ < Q.~ <= r i m  Falle ] 21 < I 

geniigende positive reelle Zahlen sind, dann ist es mb'glieh, eine positive reelle Zahl  

u v o n d e r  Beschaffenheit anzugeben, dass bei j e d e m  System yon Fanktionen Bk(x) 

I 
(k ~ I, 2 , . . . ,  n), welehe f i i r  r <= ] e ~ -  ] ~ r regulYr sind und die Periode w besit- 

zen, die zugehYrigen Funktionen fk(x)  ( k~- I ,  2 , . . . ,  n), welehe (s. Satz 9) in dem 

Falle, dass I ~l > i ist, dadureh definiert sind, dass sie f / / r  e~ =< ] e o ~ e~ ] 2 ], 

u . d  i .  dem ~Ugge, class I z l  < I ~3t, dadureh, dass sie f i i r  O~ [2] ~ e ~ -  ~ e~ re- 

gul&" sind, die Periode co besitzen und dem System linearer Differenzengleichungen 

1~1 

(22) 

geniigen, f i ir  r <= l e o, ] < Q~- ] 21 bzw. f i i r  Q, I ~ I -<= e ~' I < e~ die Ungleichungen 

(x) I --< M [B (x)l (k--- 2 . . . .  , n) (66) 

e~fiillen, wo M[BI(x)] den gr6ssten absoluten We f t  bedeutet, den die Funktionen 

Bz(x) ( l ~  I, 2 , . . . ,  n) f i i r  q~ <~ e ~ d -  <= 02 annehmen.~ 

Beim Beweise mfissen wit  die F~lle 121 > I mad 121 < I getrennt  behandeln. 

x Dieser Satz wurde  yon Emi l  Pic~ird in der Abhand]ung  ~Sur une classe des transcendan- 

tes nouvelles~ (Acta mathemat ica  I8, p. 133--I54)  fiir den Fall  kons tan te r  Koeffizienten qkl(x)  

ausgesprochen;  Picard beschriinkt sich ausserdem auf den Fall n ~  I, weil man  bei kons tan ten  

Koeffizienten auf  diesen den Fall n > I im al lgemeinen zuriickfiihren kann. 

9.0--31104. Acta mathematica. 57. Imprlrn6 lo 20 juillet 1931. 
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Es sei also zun~chst [Z] > I. 1st M der grSssfle absolute Wer t ,  den die Funk- 

t ionen Bk(x) ( k =  I, 2 , . . . , n )  in dem dureh die Ungle iehung ~ =< e ~ l =  < Q~ de- 

flnierten Streifen annehmen und laute t  die Luurentsehe Entwicklung  dieser 
2 ~ i x  

Funkt ionen  nach Potenzen yon e ,o in dem genunnten  Streifen 

+ ~ 2 , ' z i a x  

Bk (x) ~- ~ Bk, e " (k = I, 2 , . . . ,  ~), (42) 

dann ist fiir k = I, 2, . . . ,  'n ; a ~ o 

Nun  ist ja  

IB~.~[<] t l  and  fiir a < o  sogar IBk , I  < 3 1 "  
e~ = 07 

+ ~  n a 2 z i a x  + ~ .  n oo 2 z i a a :  

f k ( x ) =  "~ ~ ~ , e  ~' bl:.,,,~B,,,7=~_ ~ ~, ~b~.,~,B.,~e ~' 
a ~ - - ~  m = l  ~ . . . .  w 7 = - - : ~  m ~ l  a =  7 

Daher  ist fiir 

( k =  I ,  2 , . . . ,  ? ; ) .  

Y, " le:"+ E Elb , , ,~  '~ e:" 
n~=l  a =  7 7=0  m = l  a-= 7 

( k  : I ,  2 , . . . ,  ' ;2).  

Der  Reihenausdruek in der Klammer  ist wirklieh fiir el < e ~ I 

vergeng. Fiir e r176 I :  e.~ ist insbesondere 

< e lzl kon- 

E IbkmaYleaOT-7 + E Z [bl~ .... 7[Q; --7 <=M~'I 
m = l  a =  7 7 : 0  m ~ l  a ~  7 

(k~-  I, 2 , . . . ,  n), 

wenn man unter  F~ die grSsste der n icht  negat iven reellen Zahlen 

b 
7=--~ m ~ l  ct=y 7=0  m-=l a = y  

( k =  I, 2 , . . . , n )  

versteht.  Nun  bestehen die Gleichungen 
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f k ( x + h ) = ~ q k ~ ( x ) f ~ ( x ) + B k ( x )  ( k =  I, 2 , . . . ,  n). (22) 
l=l 

Is t  duher Q der grSss~e ~bsolute Wert ,  den die Funkt ionen  qk~(x) (k, l~- ~, 2 , . . . ,  n) 
] 9~ix] [ 2~iX[ 

fiir e~V- : - e2  ~nnehmen, dann ist fiir [e ~ [ =  02 

[fk (x + h)[ <= n M Q F ,  + M =  (n QF, + ,) M (k -- I, 2 , . . . ,  n) 
oder 

[ f k ( x ) l < ( n Q F i + ~ ) M  fiir e ~ I=e-~lZl, ( k = ~ , 2 , . . . , n ) .  

Zweitens folgt  aus der obigen, fiir r < e ~ I<Q2I~I  gil~igen Ungleiehung 

fiir die Funk~ionen f k ( x ) ( k =  I, 2 , . . . ,  n), dass fiir l e ~ I = Q l l X l d i e U n g l e i e h u n g  

[ f k ( x ) J ~ M  ~_~[b~,n,~[(q~[Z[)~qU + ~_~ ~_~[b~ .... ~[(e,[).[)~e7 ~ 

(k = ~, ~ , . . . ,  ,)  

besteht.  Bezeichne~ man mi~ F die grSss~e der nich~ negat iven reellen Zahien 

d~nn ist also fiir e ~  == r ] ;~ [ 

},~0 m=l a= 7 

[fk (x) [ <= F M  

Nun sei {qkl(X)}--{qkl(X)}--'; dann folg~ aus (22): 

(k = i, 2 , . . . ,  n). 

Well  abet  die Dete rminan te  [qkt(x)[ fiir e ~ I ~ r  yon :Null verschieden ist, 

sind die Funk~ionen qkt (x) (k, l =  I, 2 . . . .  , n) fiir e ~ [ < r und d~her wegen der 

Ungle ichung 0J ~ r insbesondere fiir [e ~ =< ql regulgr. Es sei daher  Q1 der 

f~ (~) = ~ ~ (~ )~ (x  + h) - y~ ~,.~ (~)B,(~) (k = ,, 2 , . . . ,  ,~). (22,) 
/=1 /=1 
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I ~i~.] grSsste absolute Wer t ,  den die Funkt ionen  (lx-~ (x) (k, l : I, 2 . . . .  , n) fiir e ~ I = e~ 

armehmen. Dann  folgt  aus (22*) fiir e ~ - -  = 01 

If~(x)l < n Q I F M +  n Q, M = n  Q,(I + F ) M  ( k =  ~, 2 , . . . ,  ~). 

Wir sehen also, dass fiir 

der Reihe nach die Ungle ichungen 

IA(x)l <= n q , ( 1  + F ) M ,  I f , (x ) l  _--< F M ,  lf~-(x)l _--< F~M, 

(k = I ,  2 , . . . ,  . )  

If (x) l =< (neF, + , )M 

bestehen. Daraus  folgt, dass i iberhaupt  in dem durch die Ungleichung 

0t ~ e ~ I_-- < q~l~.l definierten Stre i fen der absolute Bet rag  keiner  der Funk- 

t ionen fk(x) ( k =  I, 2 . . . . .  n) grSsser werden kann  als die grSsste der  Zahlen 

nQ~(F+ I)211, FM, F~M, (nQFI+ I)M, ja  nieht  einmal grSsser als die gr5ssere 

der beide~ Zahlen nQI(F+ I)2II und (nQF~ + I)M. Versteh~ man d a h e r  un te r  

• die gr5ssere der beiden Zahlen nQI(F+ I) und nQFI+ I, dann ist fiir 

~ l l ~  e r i_<o, lzl, k =  i ,  2 ,  . . ., gZ IA(x)I<=~<M, 

wie aueh  die Funkt ionen  Bk(x) (k= I, 2,..., n), welehe fiir 0~----<l e ~ =< Q2 regu- 

lar  sind und die Per iode  co besit~zen, im tibrigen gew~hlt~ sein mSgen. Die Exi- 

stenz einer positiven reellen Zahl x yon der in Satz I o verlangt~en Besehaffen- 

heil~ ist~ also bewiesen. 

A_hnlieh hat; m~n vorzugehen, wenn I Z I <  I ist. Es ist in diesem Falle 

ffir o, lzl__<l e ~ l  ~ e2 

" / = - - ~  m = l  a =  7 

I 2rrixl 
daher  fiir r l Z i < l e  ~ <e.~ 
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I f~ (x ) l=<~  Z Zlb~l-~ ~ lo~ -~+y, Z Zlb~o~l-~ ~ ,~:r  
Z=--~ m~l a:Z Z=o m~l a~ 

(k -- i, 2 , . . . ,  ~). 

I ~-~*1 
Also ist fiir [e ~ [=q.2[)~[, k = = I , 2 , . . . , n  

If~(*)l-- <M ,~ ~I b,-,-,,l (o~IZl)~ ' + 

+~ ~ ~Ib~l(e, lXl)"e _--<~, 
"/~0 m=l a='/ 

wenn man  unter  F die grSsste der nicht  nega~iven reellen Z~hlen 

7=--oo m = l  a =  7 7=0  m ~ l  a ~ ,  

versteht .  Ebenso ist fiir e ~ [-= 0~ 

Ilk (*)1 --< M ~ ;  (~ = ~, ~ , . . . ,  ,,), 

wo F 1 die grSss{e der  nicht  negat iven  reellen Zahlen 

7 = - - ~  m = l  a ~  7 7 ~ 0  m = l  a=~, 

ist. I s t  jetz~ Qx der grSsste absolute Were,  den die Funk t ionen  qk~(x)(k,l~- 

= I, 2 , . . . , n )  fiir e co I =  q~ und Q der grSsste absoluge Werg, den die Funk- 

I ~i~l 
t ionen qk~(x) (k, 1-- I, 2 , . . . ,  n) fiir ]e ~ I ----- O~ annehmen,  dann folg~ aus (e2*) 

I ~ 1  
und aus der ers ten Ungle ichung  fiir I e ~ I =  O,~ 

If~(,)l < ~ ~,~ 'M + ~ Q I ~ - - , Q I ( ~  + I )M ( ~ = , ,  ~ , . . . , , ) ;  

entspreehend folgt  aus (2z) und uus der zwei~en Ungle iehung fiir e ~ I =  (h 

If~(.+h)I<=~Q~IM+M=(~QF,+~)M (~=  i, ~ , . . . , . )  
oder 

IA(x) I ~ (~QFx + ~)M (~= ~, ~, . . . ,  ,) 
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fiir l e ~ = 011 ;tl. Bezeiehnet man jetzt  wieder die grSssere der beiden Zahlen 

n Q F ~ + I  und nyl"~ tL"7"+ I) mit  x, dann ist fiir 011 '~[--- < e ~ -  = < Q - ~ , k = I , 2 , . . - , n  

I f i  (x)[ _-< x M.  

Die Bildungsweise der positiven reellen Zahl z ist auch jetzt  davon unab- 

hiingig, welehe fiir 0~ < e ~~ ] --<-- ~2 holomorphen Funkt ionen yon der Periode co 

B~(x) ( k ~  I, 2 , . . . ,  n) in (22) speziell auftreten.  

w 9- Betrachtung des FaUes, dass die yon den unbekannten Funktionen 

freien Glieder nicht  periodisch sind. Man kann sich die Frage stellen, ob die 

Ergebnisse des w 5 nicht  auch aufrecht  bleibeu, wenn zwar die Koeffizienten 

qk~(x) ( k , l ~  I, 2 . . . .  , n) den in w 4 ausgesprochenen Voraussetzungen geniigen, 

aber die Funkt ionen Bk(x) (k~-~ I, 2 , . . . ,  n) nicht  die Periode co besitzen. Wir  

woUen wieder die Voraussetzung machen, dass der Ausdruck K(~ '~) fiir ganzzah- 

liges a v o n  Null  verschieden ist, und ausserdem nur  annehmen,  dass die Funk- 

t ionen Bk(x) ( k :  I, 2 , . . . ,  ~) in der Umgebung einer Strecke, welche in Richtung 

und L~nge mit  der komplexen Zahl o~ iibereinstimmt und in der durch die Un- 

gleichung e ~ 1 ~  r definierten Halbebene liegt, regular sind. Wir  denken uns 

hierauf  Us der Geraden, welche jene Strecke enth~lt,  eine Funkt ion  yon x 

durch die Festsetzung erkl~rt, dass sie im Innern  der genannten Strecke mit  

Bk(x) (k eine der Zahlen I, 2 . . . . .  n), an dem einen ihrer Endpunkte  mit  dem 

ari thmetischen Mit~el der Wer te  der Funkt ion  B~ (x) an den beiden Endpunkten  

iibereinstimmen und im iibrigen die Periode ~o besitzen soll. Setzt man dann 

~'o b v} 

f 2~iax B k ~ = - I  Bk(x) e ~ dx  
03 

xo 

( ( ~ = 0 ,  +_ I ,  + 2 , . . . ) ,  

wo Xo und Xo + r die Endpunkte  unserer Strecke sind und das Integrulzeichen 
+ ~ 2~iax 

eine Integrat ion l~ngs dieser Strecke bedeutet, dann ist die Reihe ~ Bk~e ~' 

in ~edem zu x o rood ~o inkongruenten Punk4e der unsere Strecke enthal tenden 

Geraden konvergent  (auf einer in dieser Geraden liegenden Strecke, welche we- 

der im Innern  noch in einem Endpunkte  einen mod w zu Xo kongruenten Punk t  
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en~hiiit, soga, r gleichm~Lssig konvergent)  und stell~ die oben erki~Lrte Funk t ion  

yon x d~r; die Reihe 

( B~o + ~_~ Bk~e ~ + Bk . -~e  ~ Bko + 

Cc~I  
2 ~toa x + i (Bk ~ - -  Bk,-~) mn - -  w ] 

(~rigonometrische Reihe) ist uuch in den rood to zu x o kongruen~en Punk ten  kon- 

vergent  und stellt diese Funk t ion  dar. 

Wi r  f rggen uns nun:  welche Bedeu tung  haben die entsprechend Satz 9 ge- 

bi ldeten Reihen 
+~ ~ ~ 27~iax 

und wenn diese Reihen Funkt ionen  f k ( x ) ( k =  I, 2 , . . . ,  n) von x darstellen, inwie- 

weir kann man d~nn sugen, duss diese Funkt ionen  f ~ ( x ) ( k :  I, 2 , . . . ,  n) dem Sy- 

stem l inearer  Differenzengleiehungen 

1=1 

geniigen? 

W i r  besehr~nken uns  uuf die Be t rach tung  der e infachen Differenzenglei- 

chung erster  Ordnung mit  einer unbekannten  Funkt ion  

f ( ~  + h) - f ( x )  = x.  

W i r  definieren daher  li~ngs der jenigen durch den blul lpunkt  gehenden  Geraden,  

welche die Rieh~ung ~o besitzt, eine Funkt ion  yon x dadureh,  das wir festsetzen, 

sie solle im Inne rn  der die Punk te  - -  -~ und  +-w verbindenden Streeke mi~ x 
2 2 

O) 
t ibereinstimmen, fiir x ~ -  verschwinden und die Per iode to besitzen. Diese Funk- 

2 

(,0 
Lion wird in den zu - rood t~ inkongruenten  Punk~en der Geraden, ~uf weleher 

2 

sie definiert  ist, dureh die L~uren~sehe Reihe in e ,o 
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e o) _ _ _  
2 i a 

( 2:~iax 
f.0 - -  I )  a - 1  
- -  Z - - - - e  . to 

2 ~ i  a 

dargestel l t ;  in der  Fo rm 

OJ ~ { - - I )  r e - 1  t 2 z i a x  2niaa:~ 
- sin - - - - -  

OJ 
a ~ l  

stell t  diese Reihe  die genann te  Funk t ion  auch 

Die Wurze l  der charukter is t i s t i schen Gle ichung 

CO 
noeh fiir x------- (mod co) dar. 

2 

t - - I ~ - O  

unserer  l inearen Differenzengleichung ha t  den A u s n a h m e w e r t  I = g o ;  diese Diffe- 

renzengle ichung ist also ga r  n icht  yon der oben be t rach te ten  Beschaffenheit .  Das  

W e s e n  der Sache kann  aber  t ro tzdem an diesem Beispiele e r lguter t  werden;  m a n  
2 z i x  

kann  ngmlich eine Lauren t sche  Reihe in e ~ 

gle ichung 
0o a--1 2,'eiax 

f ( x  + h) - -  f ( x )  - -  2 z i a 

angeben,  welche der Differenzen- 

(9  c~ / \ t _ _ i ~ a - -  1 _ _ _ _  
x / 

- - - - - - e  
27gi Z a 

2 ~ i a x  

fo rmal  geniigt,  indem man  setzt  

f ( x )  - 

2 , ~ i C ~  2 , '~ZgZ 

0$ ~ ( - - I )  a - 1  e to CD ~ ( - - I )  a - 1  e to 

2 z i  a I 2 z i  a I 

W i r  haben nun zu untersuchen,  in welchem U m f a n g e  die auf  der rechten  Seite 
2 ~ i ~ c  

dieser Gle ichung s tehende Lauren t sche  Reihe in e c~ konverg ie r t  und inwieweit  

m a n  gegebenenfal ls  yon der  (lurch diese Reihe dargeste l l ten F u n k t i o n f ( x ) s a g e n  

kann,  dass sie der Dif ferenzengle ichung 

f ( x  + h ) - - f ( x ) =  x 

geniigt.  

W i r  denken uns die komplexe  Zahlenebene dureh zwei Halbs t rah len ,  welche 
r OJ 

von den P u n k t e n  - - -  und + ausgehen,  liings der  die beiden P u n k t e  verbin- 
2 2 



Lineare Differenzengleichungen mit  Koeffizienten yon gemeinsamer Periode. 161 

denden Geraden ins Unendl iehe ver laufen und die Streeke zwisehen den beiden 

P u n k t e n  freilassen, aufgeschnit~en. In  der so aufgeschni t t enen  Ebene sind 

( ( w log I +  e ~ ] und log I + e 
2~vi 2~ci 

e indeut ige Funk t ionen  yon x; m a n  ha t  nur  notwendig,  an e i n e r  S~elle x -  Xo 

der  au fgeschn i~enen  Ebene fiber den Wer~ sowoM yon log I + e ~ ] als auch 

yon log I + e eine des mSgliehen Fes t se tzungen  zu treffen. W i r  wollen 

fes~setzen, d~ss sowohl log (I 2nix~ ( 2~ix) + el U ] ~lS auch log \ I  + e fiir x - = o  den re- 

ellen Loga r i t hmus  yon z bedeuten soll. 
~ ~.~ 

D a n n  ist die Funk t ion  - w  . log I + e ~ ! in der durch die Ungle ichung  
22V~ 

e ~o [ <  I definier~en t I a lbebene  reguli~r und besitz~ die Per iode  ~o; ihre Ent-  
2~ia'  

wicklung nach  Potenzen yon e ~ l au te t  in dieser Ha lbebene :  

2~vi log I + e  ~ ]--2~zi a 

2 g i x  

N u n  geni igt  die Potenzre ihe  in e ~ 

f~(~)- 

2 z i a x  
aa 

- ~ 

C t ~ l  

fo rmal  der  Differenzengleichung 

f i  (x + h) - - Z  (.~) - -  
2~i~X ~ ( - I )  ~-~ ~ 

2 ~ i  ~--' a 
~ 1  

W i r  wollen nun annehmen,  d~ss I).1--- e ~ I > I ist. Andernfa l l s  kSnnte  m a n  

ja  --co durch (o erse~zen. D a n n  folgt  aus Satz 4 (oder aueh einf~ch aus dem 

Quot ientenkr i ter ium),  dass die Reihe, deren eventuelle Summe  wir  f~ (x) genann t  

h~ben, ffir e - ~ -  < I~1 konvergier~ und d~selbs~ eine Funk~ion f~ (x )da r s t e l l t ,  

welehe die Per iode  ~o besitzt  und  der Differenzengleiehung 

21--31104. Acta mathematiea. 57. Imprimg le 20 juillet 1931. 
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f~ (x + h) - - f~  (x) - -  �9 log ( I + e  
2 7 ~ $  

geniigt. Es besteht  sogar noch eine bedin~o~e Konvergenz  der genannten  Reihe 

fiir = mit  Ausnahme der Stellen, welehe z u -  + h mod co kongruent  
2 

sin& Das folgt  daraus, dass die obige Reihe ffir c o  log I + e  ~ / a u e h n o e h  

fiir e ~ ~ = I mit  Ausnahme der Stellen x ~ - (mod co) bedingt  konvergen t  ist, 
2 

und aus dem Bestehen der Differenzengleichung 

f~ (x + h) - -  f~ (x) = - -  �9 log ( I + e  
2 7 ~ $  

W i r  be t rachten  nun auch die analyt ische Foa~setzung der Funk t ion  f l  (x). 

Die Funkt ion  60 ( 2,~J~) - - :  log I + e ' 5  ha t  erstens die Eigensehaft ,  bei Umkreisung 

(0 
einer zu - rood w kongruenten  Stelle sich um w zu vermehren  und zweitens in 

2 

I 
der durch die Ungleichung [e ~ [ > I definierten Halbebene bei der Vermehrung  

des Arguments  um to ebenfalls um oJ zuzunehmen. Daraus  und aus dem Be- 

s tehen der Differenzengleichung 

l 2~ix~ r 
A (x + h) - -  A (x) - -  . log ~ I + e  ~ I 

kann man folgende Eigenschaf ten  der Funkt ion  f~ (x)ablei ten.  Die Funk t ion f~  (x) 

ha t  die zu 

~ + h ,  ~  to 
2 2 2 + 3 h ' ' ' "  

mod r kongruenten  Stellen zu Verzweigungspunkten und vermehr t  sich bei Um- 

kreisung einer  dieser Stellen um w. Leg t  man  yon den P u n k t en  4 - ~  + v h 
2 

(v = I, 2, 3 , . . . )  geradlinige,  zu to parallel  ver laufende Verzweigungsschnit te ,  

welche die Strecke zwischen --  ~ + v h und + to + v h frei  lassen, dann ist die 
2 2 

Funkt ion  f~ (x) in der so aufgeschni t tenen Ebene eindeutig. (Erst nach dieser 
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eindeutigen Fest legung der Funkt ion  fl(x) hut es einen bestimmten Sinn, zu 

sagen, dass diese Funkt ion  iiberall der Differenzengleiehung 

A (* + h) - A  (*) - ~o. log (I + e~'12~-iq 
27ga 

[~[ 
geniigt.) Ws aber die Funkt ion  f ,(x)  fiir e ~' I<lZl die eer iode w be- 

Sitzt, vermehrt  sieh f t  (x) in den dureh die Ungleiehungen 

I~I < ~ ~ I < IZl, Iz~l < ~ ~ I < I~I, IZ~l < l e  ~ [< I~I, ... 

definierten Streifen bei Zunahme des Arguments  um ~o um die Zahlen to, 2 co, 3 ~o,... 

Es bedeutet  keinen Widerspruch,  dass die Relat ion f ,  (x + co) - - f ,  (x) = o n ich t  

erhalten bleibt; denn bei der bier durehgefi ihrten Aufschneidung der Ebene hgngen 

die Funktionstei le yon f~(x + ~o) -- f l  (x) in den Gebieten 

~ I < [ Z [ ,  [ Z l < l ~  ~ I < 1 * ~ ] ,  [z~l < ~ ~ I < l Z ~ l ,  [ z ~ ] <  e " i < [ z ~ l , . . .  

gar nicht  zusammen. 

Wi r  fiihren dieselben Schliisse beziiglich der Funkt ion  

log ( I + e  
2~ ~x) 

durch. Bei der anfangs  getroffenen Festsetzung ist 
f~ 

2~ri  
log (I + e in 

I 2~ix] 
der durch die Ungleichung e ~ [ >  I 4efinierten t ta lbebene regulgr und besitzt 

2~ix 
d i e  Periode ~o; ihre Entwickiung nach Potenzen yon e ~ lautet  daselbst: 

( 2:i~) ~ (__ i)a_1 e CO O) 
2 ~ i  log I + e  : - - 2 ~ i  a 

Ct=l 

2 ~ i a m  

2~ix 
Nun geniigt die Potenzreihe in e ~o 

A (*) - 

2 ~ i a x  

O) m (__ i)a--i e to 

ct~l 
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fo rmal  der Differenzengleichung 

tO :c ( _ _  i)c~__l 
- -  e A (x + h) - - f ~  (x) - -  z z i ~-~ a 

a ~ l  

2niax 

Nach  Sa~z 4 (es ist s~att ~o die Zahl  --co und s tar t  ~ die Zahl  ) -1  zbl setzen) 

konverg ie r t  daher  diese Reihe, deren eventuelle Summe  wir r e ( x ) g e n a n n t  haben,  

fiir [e ~ I > I und stell t  daselbst  eine Funk t ion  fz (x) dar,  welche die Per iode  

besitz~ und der Dif ferenzengle ichung 

A (x + h) - - A  (x) - -  
O) 

2~ix) 
log I + e ~' 

geniig~; fiir e - ~ -  = I mi t  Ausnahme  der Stellen x ~ -  (mod w) bes teh t  auch 
2 

noch eine .bedingte Konvergenz  dieser  Reihe.  

N u n  ha t  die Funk~ion oJ . log I + e ; ers tens die Eigenschaf~, bei 
2 7 g Z  

OJ 
Umkre i sung  einer zu - mod  oJ kongruen ten  Stelle sich um - - ~  zu vermehren,  

2 

und zweitens in der  dureh  die Ungle iehung  e w l <  I definierten Ha lbebene  die 

Eigensehaf t ,  bei Zunahme  des A r g u m e n t s  um co sieh um ~o zu vermehren.  Daraus  

und aus dem Bestehen der  Differenzengle iehung 

A (x + h) - - A  (x) - -  �9 log ( i + e  
2 7 ~ $  

folgen nachs tehende  E igenschaf ten  der  Funk~ion fe (x). f~ (x) ha t  die zu 

69 0J _ O) 
- ,  - - -  a ,  - - -  2 n ,  . . . 

2 2 2 

mod ~o kongruen ten  Stel len zu Verzweigungspunkten  und ve rmehr t  sich bei Um- 

l aufung  einer dieser Stellen um w. Leg t  man  von den P u n k t e n  _+-~ +~h (~,= 
2 

O , -  I , - - 2 , . . . )  geradlinige,  z u  ~o paral lel  ver laufende  Verzweigungsschni t te ,  

we |che die St recken zwischen - -  -~ + ~h mad + w + uh frei  lassen, dann  ist die 
2 2 
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Funkt i0n  f.~ (x) in tier so aufgeschni t tenen Ebene eindeutig. Wiihrend sie fiir 

e ~ I > I die Per iode ~o besitzt, vermehr~ sie sieh in den dureh die Ungleiehungen 

I ,~ - , l< le  ~, ] < ~ ,  1 ~ , - ~ 1 < 1 ~ - 1 < 1 2 - '  I, I ; t -~ l< l~  o, ]<12-~1 , . . .  

definierten Streifen bei Zunahme des Arguments  um co um die Z a h l e n -  co, 

--2(9~ - -3 t0~. . .  

Nun be t rachten  wir endlich die Funkt ion  f ( x )~- f l (X)+f~(x) .  Aus den 

eben auseinandergesetzten Eigenschaft.en der Funkt ionen  f l  (x) und  f~ (x) folgen 

die Eigensehaf ten  der Funkt ion  f (x) .  f (x)  hat  alle Stellen ~ + vh + ttm (v, tt be- 
2 

liebige ganze Zahlen) zu Verzweigungspunkten und vermehr t  sich bei Umlaufung  

eines dieser Verzweigungspunkte  um co. Legt  man yon den Punk ten  +__ eo + v h 
2 

geradlinige, zu co parallele VerzweigungsschnRte,  welche die Strecken zwisehen 

_ o + v h und + ~ + v h frei  lassen (s. Figur), dann ist die Funk t ion  f (x)  in der 
2 2 

so aufgeschni t tenen Ebene eindeutig.  Sie ha t  in dem durch die Ungle ichung 

I x' l  < e ", I < I Z,+l I ( ,  eine ganze Zahl) aefinierten Streifen die Eigensehaft ,  

sich bei Zunahme des Arguments  um co um die Zahl ~ co zu vermehren.  

Is,, 

_ I % = ~ ,  I ~ , .  T " - " - ' - - - - - - J ~ ]  - I s " ,  

I ,~.  ~ - ' 1 ~ ' ~  I~-~J ,  I . . . .  7""" '----. .__1 ~- +2~ Is",_ 

a / ~ ~ 5", +3h 
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Funk t ion  

Zu- 

bei  Umkre i sung  

to 
- - - - 2 h  + ~tto 
2 

to 
- - - - h  +/~to 
2 

2,-rix~ 
to.  log ! + e ~ l  

2 ~  

to. log ( I  + r co ] 
27t$ 

x o o 

f ,  (x) o o 

f~ (x) to to 

f (x) to to 

Zu- 

Funk t ion  

bei Zunahme  des Argumen t s  

2;-fix 2 ~ i x  I 

definier ten Streifen,  wenn  die Ebene  

2 ~ i x ~  
to.  log l + e  o) ] 

27t~ 

2 ~ i  log I + e 

x to to 

f, (x) 0 o 

f 2  (z)  - - 3  to - - 2  to 

I 

f ( x )  - 3  to - 2  to 
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wachs der 

des Verzweigungspunktes 

12) 
~ t t w  

2 

s 

- - 0 )  

09 

O) 

2 

(1) 

O) 

/ 0  
F 2h +,ueo 

2 
- - + 3 h + / ~  
2 

0 

0 

wachs der 

um eJ in dem durch die Ungleichung 

I Z - l l < l e  o~ i <  I 
I 2~i:cl 

I <  e o, I < l Z l  
2~ixl I 2 z i : z  i 

I z ' l < l e  o, I < l z ~ l  

in der im Text  angegebenen Weise aufgesehnitten wird. 

09 

tO 

tO / 0  

2 ~  

0 

2 ( . 0  - -  02 0 
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2 . . f i x [  

I n  dem durch die Ungle ichung  I < e ~̀ [ < 12[ definierten Streifen,  in 

welchem die Funk t ion  f ( x )  somit  die Per iode  oJ besitzt,  wird diese durch  die 
2 z i x  

En~wicklung naeh  Po tenzen  yon e ~ 

f ( x )  - -  

2 , ' r i a z  2 , ' f l a x  

~ (_ , )o-~  e ~ ~ ~ (_~) . -1  09 

a = l  a---1 

d~rgestellt .  Anderse i ts  ist bei unseren Fes t se tzungen  

= x .  
2 : r ~  2 ~  

2 ,"t ia" 

Duraus  folgt,  d~ss die Lauren t sche  Reihe in e ~o 

f ( x )  - -  

2 ~ i c t x  2 ~ i a z  

(.0 :e ( _ _ i O a _ _  1 e to ~ ~ ( _ _ i ) a - 1  e o~ 

~ i ~  . ~ - - ~  ~ i  y'  ~ i - o - ~  
a : l  a = l  

welche wir zu Beginn dieser B e t m c h t u n g  dadurch  erhal ten  haben,  dass wir ver- 

l angt  haben,  es mSge die Differenzengleichung 

zc 2 ,'~ i a x ze 2 , " f l a x  
- - -  0 9  ' \~--I) a - 1  

f (x  + h) - -  f (x) - -  2 z i a a 
C~=1 c t = l  

fo rma l  befr iedigt  werden, eine Funk t ion  f ( x )  darstel l t ,  welche derar t  e indeut ig  in 

der  ganzen Ebene fes tge legt  werden kann,  duss sie iiber~ll der Differenzenglei-  

chung f ( x  + h) - -  f ( x )  : x geniigt.  Diese En twick lung  der  Funk t ion  f ( x )  nuch 

I ' 
Potenzen  yon e ~ ist auch noch fiir e ~ 1 =  I u n d  fiir l e ~ = I~1 mi t  Aus- 

O) CO 
nahme  der zu - bzw. - + h mod  eo kongruen ten  Stellen bedingt  konvergent .  Duss 

2 2 

j edoch  die Differenz der Summen  der  Reihen,  welche somit  die Funk t ionen  

f ( x + h )  und f ( x )  nueh noeh fiir e o~ I =  I (mit Ausnnhme der  zu - m o d o J k o n -  
2 

gruen ten  Stellen) d~rstellen, nu r  dann  mi t  x i ibereins t immt,  wenn x nuf der  die 

P unk t e  - -  w und + -~ verb indenden Streeke liegt, k o m m t  daher,  dnss andernfnl ls  
2 2 
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diese beiden Reihen die Werte  der Funkt ionen f ( x  + h) und f (x)  auf  verschiede- 

nen Seiten des Verzweigungsschnittes liefern. 

Die beiden Tabellen S. I66- - I57  geben eine tdbersicht fiber das Verhalten 

der Funkt ionen 

( ( ~o log I + e  ~o /, co 
2 ~ i 2 z i log I q- e , x, f~ (x), ft. (x), f(x).  

Dritter Abschnitt. Systeme homogener linearer Differenzengleichungen 1. 
0rdnung mit Koeffizienten yon gemeinsamer Periode. 

w io. Existenz eines periodischen Fundamentalsystems. Satz 11. Es gibt 

in dem Falle, dass [ Z ] > I i s t ,  stets ein Fundamentalsystem yon Lb'sungen des Systems 

homogener linearer Differenzengleichungen 1. Ordnung 

n 

fk(x+h)=~q~.~(x)f,(x) ( k = , , 2 , . . . , ~ ) ,  (33) 
1--1 

dessert sihntliche Funktionen in der dutch die Ungleichung [ e ~ ~ R ] ~ ], und in 

dem Fatle, dass ])~]< I ist, stels ein Fundamentalsystem yon LSsungen des Systen~s 

(33), dessen siimtliehe Funktionen in der dureh die Ungleiehun 9 e ~o I <= r deft- 

nierten Halbebene meromorph sind und die Periode oJ besitzen. 

Man sag~, dass n L5sungssysteme fk~ (x), fk2 (x) , . . . ,  fk,~(x) (I t= I, 2 , . . . ,  n) 

eines Systems homogener linearer Differenzengleiehungen yon der Form 

f i ( x + h ) = ~ q k , ( x ) f ~ ( x )  ( k = I ,  2 , . . . , n ) ,  (33) 
l = 1  

die Determinante  I q~(z)l nieht; identiseh versehwindet, (es bestehen also die WO 

Gleiehungen. fk~(x + h) = ~ q~.t (x) fi~(x) ffir /~, s = I, 2 , . . . ,  n ein Fundamental-  
1--1 

system bilden, wenn kein System yon Relat ionen yon der Form 

~ ~,  (x)f~(x) = o (~ = i, 2 , . . . ,  ~) 

mit Funkt ionen ~ ( x )  ( s =  I, 2 , . . . ,  n) besteht, welehe die Periode h besitzen und 

nieht alle identiseh versehwinden. 
2 ~  - -  31104.  A c t a  mathemal ica .  57. I m p r i m 6  lo 20 j u i l l e t  193 t .  
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Dafiir, dass das System von L5sungssystemen fk~(X)(k,s-~I, 2 , . . . , n ) d e s  

Systems homogener linearer Differenzengleichungen (33) ein FundamentMsystem 

bilde, ist notwendig und hinreichend, dass die Determinante Ifk~(x)l nicht iden- 

tisch verschwindet. ~ 

Man kann daher auch sagen: die LSsungssysteme J~..~ (x) (k, s :  I, 2 , . . . ,  ~) 

des Systems homogener linearer Differenzengleichungen (33) bilden dann und nur 

dann ein Fun/lamentalsystem, wenn es keine Funktionen Wk(x) ( k :  I, 2 , . . . ,  n) 
gibt, die nicht s~mtliche verschwinden, so dass identisch 

E ]~rk (x) j~.s (x) : o (8 : I, 2 , . . ,  n) 
k=l 

iSt. 

Bilden die LSsungssysteme f~.~ (x) ( k , s :  I, 2 , . . . ,  n) des Systems homogener 

linearer Differenzengleichungen (33) ein Fundamentalsystem, dann ist jede (ana- 

lytisehe) LSsung des Systems (33) auf eine und nur eine Weise in der Form 

f i  (x) = ~ $2~ (x)fk~ (x) (k = i, 2 , . . . ,  n) (67) 
8 ~ 1  

darstellbar, wo ~,(x) ( s = I ,  2 , . . . , n )  Funktionen yon der Periode h sind. Ist 

ferner fk0(x) ( k :  I, 2 , . . . ,  ~,) eine partikuliire LSsung des Systems nicht homo- 

gener linearer Differenzengleiehungen 

fs. (x + h) = ~ qt., (x) fi (x) + Bk (x) 
? = 1  

( k :  I , ' 2 , . . . ,  ~), (22)  

dann ist jede LSsung dieses Systems auf eine und nur e ine  Weise in der Form 

n 

(x) = (x) + F, (x) ( k =  I, 2 , . . . , . )  

darstellbar, wo wiederum Ys ( s :  ~, 2 , . . . ,  n) Funktionen yon der Periode 

h sind. 

Diese Forderung,  die De te rminan te  I f k s  (x) l solle n ich t  i d e n t i s c h  verschwinden,  geniigt,  

wenn  man  sich auf analyt i sche  LSsungen beschr~inkt. L~sst man  h ingegen  auch n ich t  analyt i sche  
LSsungen zu, dann muss  man  auch noch fiber das Auf t re ten  von singulfiren Stel len der  Funk t ionen  
f ~. s (X) (k, s = I, 2 . . . . .  n) und Nul ls te l len  der  Dc te rminan te  Lt'~.s(x) l einschr~nkende Bedingungen  

hinzuffigen.  
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Bei dem folgenden Beweise des Satzes I I wiederholen sieh eigentlieh alle 

Schritte, die schon in w 5 beim Beweise des Satzes 5 ausgefiihrt  wurden. Es 

sei t~ eine Wurzel  der charakterist ischen Gleichung 

K (t) - -  o (24) 

yon der Beschaffenheit, dass K(t , ,  ~)  ffir ganzzahliges a > o yon Null  versehieden 

ist. Es muss mindestens eine Wurzel  der charakterist ischen Gleichung yon dieser 

Eigenschaft  geben. Es ist dann mSglich, ein System yon Zahlen Cl, C~, . . . ,c , ,  

anzugeben, welehe den Gleichungen 

n 

tn Ck = Z qklO el (]r : I ,  2, . . . ,  n)  (34) 
/=1 

geniigen und nicht  alle gleich Null sind. Wir  hal ten ein solehes System 

cl, c.~,..., c,~ lest  und nehmen etwa an, es sei c , ~ o .  Es gibt dann welter iln 

Falle dass [ Z I > I is t ,  ein und nur  ein System yon Funkt ionen q)k (x) (k = I, 2, . .., n), 

welche fiir le ~ =< B Izl ,  und in dem Falle, dass I Zl < i i s t ,  fiir e ~ < r 

reguli~r sind, daselbst in der Form 

o~ 2,niax 

r  c~ + F,  a~oe ~ ( k = ~ ,  2 , . . . , , 1  (351 
a - - - ]  

dargestell t  werden kSnnen und dem System homogener linearer Differenzen- 

gleichungen 
f~ 

tn (Ilk (X d- h) = Z qkl (x) ~ l  (x) (~ = I ,  2, . . . ,  ~) (3 6) 
l= l  

geniigen. (Beziiglich des Beweises s. w 5.) 

Nun sei q)(x) eine in der ganzen Ebene meromorphe, nicht  identisch ver- 

schwindende Funktion,  welche der Differenzengleichung qD (x + h) = t ,  q~ (x) geniigt 

und die Periode ~o besitzt. Eine solche Funkt ion  kann man nach Satz I in man- 

nigfach verschiedener Weise angeben. Dann stellt, wie aus G1. (36) folgt, 

(k = ~, 2 , . . . ,  . )  (6s) 

eine partikuli~re LSsung des Systems homogener linearer Differenzengleichungen 

(33) dar, derea s~mtliche Funkt ionen in der durch die Ungleichung 
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definierten I-Ialbebene meromorph sind und die Periode ~o besitzen. 

Is t  nun n = I, so ist damit  Satz I I bewiesen. Es sei daher  yon jetzt  an 

n > I. Wir  nehmen dann an, dass Satz I I fiir (n -- i)-gliederige Systeme yon 

der Form (33) sehon bewiesen sei. 

Wir  betraehten das ( n -  i)-gliedrige System homogener linearer Differen- 

zengleiehungen erster Ordnung 

' t l - -1  
gk (x + h) = ~ qx'' (x) O,, (x + h)on--(x) q~, (x) Ok (x + h) g, (x) 

l=l 
(k-~-I, 2 , . . . ,  ~/--I). (39) 

r 1 sei eine der Ungleichung rl =< r geniigende, positive reelle Zahl yon der Eigen- 

sehaft,  dass fiir e ~> < r~ I ).l bzw. fiir e ~ I < ~'1 ~D#, (X) =# O ist; eine solehe 

positive reelle Zahl r~ muss existieren, weft die Entwicklung der Funkt ion O~ (x) 
2 ,"~ i x  

nach Potenzen yon e ~) mit  der als yon Null verschieden vorausgesetzten Zahl 

e,, beginnt. Dann sind die Koefllzienten des Systems (39) fa r  l e ~ < r~ regu- 
' 2 ~ i x  

l~r und in gewShnliche Potenzreihen in e ~' entwickelbar. Die Anfangsglieder 

Ck 
dieser Potenzreihen lauten qklo ~ -  q,~1o (k, 1 = I, 2 , . . . ,  n - -  I); deren Determinante  

Cn 
ist, wie wir schon in w 5 erkannt  haben, von Null verschieden. Anderseits ist 

I q~.l(x) O , ( x + h ) - - q , ~ t ( x ) O ~ ( x + h )  I I [t~On (X -~- h)l't--2 
O,(x) J Iqk,(x)l. 

Also ist die Determinante  der Koeffizienten des Systems (39)fiir e ~ ~ rl yon 

Null  verschieden. Das System der Koeffizienten 

qkz (x) O~ (x + h) --  q,~t (x) Ok (x + h) 
(x) 

( k , / =  I, 2, . . . ,  n - - I )  

des Systems homogener linearer Differenzengleichungen (39) geniigt also Voraus- 

setzungen, welche genau denjenigen Voraussetzungen entspreehen, denen das 

System q~.l(k,l~1, 2 , . . . , n )  der Koeffizienten des Systems homogener linearer 

Differenzengleichungen (33) geniigt; die positiven reellen Zahlen R und r sind 
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durch r 1 zu ersetzen. Daher  kann man auf das System (39) den Satz 11 an- 

wenden, welehen wit  ja  jetzt  ffir (n--1)-gliedrige Systeme homogener linearer 

Differenzengleichungen als bewiesen ansehen. 

Es sei daher gks(x) ( k , s = I , z , . . . , n - - I )  ein Fundamentalsystem yon L6- 

sungssystemen des Systems homogener linearer Differenzengleichungen (39); siimt- 

liche Funk~ionen gks(x) ( k , s =  I, 2 , . . . ,  n - - I ) m 5 g e n  fiir 

e ~ [~r1[~ , [  bzw. fiir [e ~ ~ r  1 

meromorph sein und die Periode oJ besitzen. Es bestehen also die Gleichungen 

';'Z--1 
g , . ( .  + h) = ~ q~(~) q'~(~ + h) - q.,(x) a)~(~ + hl a,~(.) 

~.  (x) 
l ~ l  

(It ,  8 =  I ,  2 ,  . . . ,  n - -  I ) .  (39 a) 

M a n  verkleinere nun  nStigenfalls die positive reelle Zahl r~ so, dass auf der 

Geraden e ~ -  = r~ keine Pole der Funkt ionen gk~ (x) (k, s = I, 2 , . . . ,  n --  I) liegen. 

Hierauf  sei weiter Q eine der Ungleiehung Q < r~ geniigende positive reelle Zahl 

yon der BesehaffenheiL dass aueh fiir 0 =< e ~ [<=r~dieFunktAonengk~(x)(k ,s  = 
= I, 2 , . . . ,  n - -  I) keine Pole besitzen. 

Ist~ dann s eine der Zahlen I, 2 , . . . , n - - I ,  dann kann man naeh Satz 9, 

wenn I z l >  ~ is~, eine Funkt ion  fi~(x) angeben, welehe in dem dureh ale Un- 

gleiehung 0 =< e--g- ~ r~ [ )~[, und wenn I ;t [ < I iSt, eine Funkt ion  f ~  (x), welehe 

in dem dureh die Ungleiehung Q [ ~ [ ~ ] e ~ =< rt definie~en Sgreifen meromorph, 

wenn tn + ~." (~ ganzzahlig) ist, sogar eine Funkt ion  f ~ ( x ) ,  welehe in diesem 

Streifen holomorph ist, die Periode co besitzt~ und der l inearen Differenzenglei- 

ehung erster 0 r d n u n g  

~-1 q,~t (x) .ql.~ (x) (69) fn~ (x + h) - -  t,~ (P,~ (x + h ) f ~  (x) + ~-a ~n (X) 
a),~ (x) 1=1 

genfigt. Es sind ngmlich die Ausdriicke 

~-1 q , - ( x )  g~.~ (x) (, = i 2 , . .  ~ - i)  
�9 ~ ( x )  ' ' 

l = l  
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I 2~i~ ] 
fiir Q ~  e '~ [ ~ r  a 

l~r und yon Null 

t ionen yon x, welche fiir 

Heinrich LSwig. 

reguliir und die Funkt ion  t,~ @,~ (x + h) e ~ I = @,~ (x) fiir < r 1 regu- 

verschieden. Es seien also .f~.,(x) ( s =  I, 2 , . . . ,  n - -  I) Funk- 

[ ~ i~[  [ ~ i~  I 
e ~  e ~ -  ~ r l ] Z l  bzw. fiir e l z l ~  ~ ~ I=<,-~ 

meromorph sind, die Periode r besitzen und den Differenzengleiehungen 

h) f,,~ (v) , t - - 1  f . , ( x + h ) - -  t, ,q),~(x+ q,~t(x).q,~(:,:) (8--1 2 , . . . , n - - I )  
a,. (x) + ~ q),~ (x) ' 

geniigen. Da nun die Koeffizienten 

qkt (x) @n (x + h) - -  q,~t (x) O~. (x + h) 
o .  (x) 

(69) 

( k , l = I , 2 , . . . ,  n - -  I) 

des Systems homogener linearer Differenzengleiehungen (39) im Falle [ • l >  I in 

dem dureh die Ungleiehung e ~7-  < R und im Falle I z l <  ~ in dem dureh die 

Ungleiehung e ~ l =  < r definierten Bereiehe meromorph sind, so folgt aus dem 

Bestehen der Gleiehungen 

~ (x + h) = y,  q~ (x) •. (~ + h)e,,--(~) q" (~) ~ (~ + h) g,~ (x) 
l = l  

( ] ~ , 8 ~  I ,  2,  . . . , •  - -  I ) ,  (39 a) 

dass die Funkt ionen g~.~(x) ( k , s =  I, 2 , . . . ,  n -  I)  nicht  nur  fiir 

sondern sogar ffir 

2:vi_x [ 2 ~ i x  

[e ~ [ ~ r i [ ~  [ bzw. fiir [e-~-- l=<r i ,  

e ~ [~R] )~ [  bzw. fiir [e ~ ~ r  

meromorph sind. Infolge dessen sind die Ausdriicke 

n--1 q~, (~) g,s (~) 
~=1 o,,(x) 

( 8 ~  I ,  2,  . . . ~  ~ - -  I )  
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I I im Falle I ZI > I fiir e ~ I ~ R und im Falle I ZI < ~ fiir e ~ '  

Da schliesslieh auch die Funkt ion t~ O,, (x + h) fiir 

r meromorph. 

e ~ I ~ / t  bzw. fiir le ~ I--<r 

meromorph ist, so folgt aus dem Bestehen der Differenzengleichungen (59), dass 
I 2~ixl 

die Funkt ionen fns(X)(8~I, 2 , . . . , n - - I ) i m  Falle l;~l > t  fiir e ~ -  ~ R  H und 

im Falle I z l <  ~ ffir e ~o [ <  r meromorph sin& 

Wir  wollen nun setzen 

f~ (x )  - #~  (~) + 'f'~ (~) q)~ (z) 
On (x) 

(k,s=i,2,...,n--I). (70) 

Die so definierten Punkt ionen fi~(x) (]c, s-~ l, 2, . . . ,  ' ) $ - -  I )  sind dann im Falle 

I zl  > I in der dutch die U n g l e i e h u n g  e ~ -  ~ R I Zl ~na im Falle I Zl < ~ i .  

der dureh die Ungleiehung I e - ~  ] < r defirderten I talbebene meromorph und be- 

sitzen daselbst die Periode ~o. Da dieselbe Eigensehaf t  aueh die bereits' deft- 

nierten Funkt ionen fk~, (x) (k = I, 2 , . . . ,  n) besitzen, so ergibt sieh, dass die Funk- 

t ionen fk~(x) ( k , s =  I, 2 , . . . ,  n), welehe wir nunmehr  si~mtliehe definiert haben, 

alle im Falle ]Z I >  I fiir e ~ [ ~ R I Z [  und im Falle ] Z I <  I fa r  e ~ I ~  r 

meromorph sind und die Periode eo besitzen. Es lis sieh endlich noch zeigen, 

dass die Funkt ionen d%,(x) (k, s~- i, 2 . . . .  , n) ein Fundamentalsys tem yon LSsungs- 

systemen des Systems homogener linearer Differenzengleichungen 

fk(x+h)=-~,q~.l(x)f1(x) ( k =  1 , 2 , . . . , n )  (33) 
l = l  

bilden. 

Zunis ist wirklieh ftir k, s =  I, 2 , . . . ,  n - -  I 
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fi~ (x + h) = 

+ 

gk, (x + h) + .f,,~ (x + h) q)k (x + h) = 
q),, (x + h) 

~,  qt., (x) q),, (x + h) - -  q,,1 (x) Ok (x + 
1 = 1  ~)n (X) {~n (X -~ h) h) gls (x) ~- 

n-- 1 n--1 O k ( x + h )  ~ qnl(x).ql~(x) q~.,(x) 

O,~(x + h) l=l ~ - -  Zl=l ~ gls(X) + - -  

t~ cPk (x + h) r Ix~ 

(x)  n 
q),, (x) ~ '  q~'~ (x) 01 (x) = 

l:l  

n - 1  q , - l ( x )  r , , 

-~ ~ ,  ~ [gl, (x) + f , ,  (x) q), (x)] + qk, (x)f ,~ (x) = qkl (x) f.~ (x); 
1 ~ 1  1 ~ 1  

ebenso  ist  fiir s :  1,2, . . , ~ -  I 

.f,~ (X + h) - -  t, q)~ (x + h) ~ , , n--1 q,,1 (X) .qls (X) 
j,,  xj + - 

l ~ l  

n - - 1  / ~ n - - 1  
: ~ ,  qn, ix) q,,,(x)g,8 (x) 

1=1 ~)n (X) O,(x)f, . .(X) + q , ,  (X)f,~(X) + ~,=~ ~ ,  (X) - -  

n - - 1  n 
: ~ q~t (x) .ql, (x) + .f,,~ (x) q)t(x) 

z=l On (xi + q ' '  ( x ) J ~  (x) = ~/=iqnt (x) f is  (x), 

w~hrend  wir  von  den F u n k t i o n e n  fkn(X) ( k =  I, 2 , . . . ,  ~) berei ts  wissen, dass sie 

f i i r l  e ~o < R I).l bzw. fiir e ~o i_< r m e r o m o r p h  sind, die Pe r iode  ~o besi tzen 

und  eine LSsung  des Sys tems  h o m o g e n e r  l inearer  Di f fe renzeng le iehungen  (33)dar -  

stellen. 

Anderse i t s  b i lden die n LSsungssys t eme  ~..~ (x) (k, s = I, 2 , . . . ,  n) wirk l ieh  ein 

F a n d a m e n t a l s y s t e m .  Bes t eh t  n~mlieh ein Sys t em yon Re l~ t ionen  yon der  F o r m  

= o (k = I, 2, . . . ,  n), 

wo s ( s :  I, 2 , . . . ,  n) F u n k t i o n e n  v o n d e r  Pe r iode  h sind, dann  bes tehen  auch  

die Gle ichungen  

~ ,  0.~ (x) [f~., (x) O,, (x) --  j;,~ (x) qh- (x)] = o (k = I, 2, . . . ,  n - - I  ) 

oder  wegen  (68) 



Lineare Differenzengteichungen mit Koeffizienten yon gemeinsamer Periode. 

n--1 

~8 (x) [d'~, (x) (Pn (x) --  f~ ,  (x) a)k (x)] = o 
s=l 

oder endlich nach G1. (7o) 

n--1 

= o  

177 

( ~ = I ,  2 , . . . ,  n ~ I )  

( k = I , 2 , . . . , n - - I ) ;  

da aber die Funkt ionen gks(x) (1~, s----- I, 2 , . . . ,  n - - I )  ein Fundamenta lsys tem yon 

LSsungssystemen des Systems homogener linearer Differenzengleichungen (39) bilden 

sollen, so folgt Y2s (x) ~ 0 fiir s :  I, 2 , . . . ,  ~ - -  I ; da anderseits die Funkt ionen fkn (x) 

(k = I, 2 , . . . ,  n) nicht  alle identiseh gleich Null sind, folgt  aueh das identische 

Bestehen der Gleichung Y],, ( x ) =  o. 

Ein System yon Relat ionen yon der Form 

(x) = o (k = i ,  2 , . . . ,  . ) ,  
s=l 

in dem die Funkt ionen Y28(x) ( s =  I, 2 , . . . ,  n) die Periode h besitzen und nicht  

alle identisch verschwinden, bes~eht also nicht. 

Satz I I ist also fiir eine ganze Zahl n notwendig richtig, wenn seine Rich- 

t igkeit  ffir die Zahl n -  I bewiesen ist. :Nun gilt  dieser Satz aber fiir n = I.; 

also gilt  er allgemein. 

I I. Form des Fundamentalsystems, wenn die Verhgltnisse der Wur- 

zel~ der charakteristischen Gleichung keine singulgren Werte besitzen. Wir  

setzen in diesem Paragraphen  voraus, dass keine zwei Wurzeln der charakteri- 

stischen Gleichung K ( t ) =  0 (24) eine Zahl yon der Form ~ ,  wo ~ eine yon Null  

verschiedene ganze Zahl ist, zum Quotienten haben. 

Es seien dann t~ (a~-~ I, 2 , . . . ,  j) die voneinander verschiedenen Wurzeln 

der charakterist ischen Gleichung und U~ die Anzahl  der Elementartei ler  der Ma- 

trix {qklo-- dk~t}, welche fiir t -~  t,  verschwinden, t~ ( a =  I, 2 , . . . , j )  sei eine 

~,,-fache Nullstelle des u-ten Elementarteilers ( u =  I, 2 , . . . ,  Uo). Es ist dabei 

~ ~ , ,  wenn u~ > u I i s t ;  ferner ist ~ ~ o , =  n. Nun  ist es m5glich, ein 
a=l ?t=l 

System yon n ~ Konstanten  

C(k) ( k =  I,  2, n ;  ( ~ =  I,  2, . , j ;  U =  I,  2, Ua; v - - o ,  I ~ o u - -  i )  

23--31104. Acta mathematica. 57. Imprlm~ lo 21 juillet 1931. 
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anzugeben, welche den Gleichungen 

?t 

t o e ~ o  = ~ ,  qkto c (') o'~tO 

/=1 

( k = I , 2 , . . . , n ;  a :  I, 2, . . . , j ;  f f , :  I, 2 , .  . ., Vo~) (71 a) 

t~c (k) + vc  (~) = ~q~.toC(~) 
a u 'v o u, ~'--1 a u ~, 

I=1 

( k =  I, 2, . . ., , ;  a =  I, 2, . . . , j ;  U = I , 2 , . . . ,  Ua; v - - I , 2 , . . . , ~ a u - - I )  (71 b) 

geniigen und so beschaffen sind, dass bei fes tgehal tenen a die U. Konstanten-  

systeme c (k) ( k =  I, 2, n; u---- I, 2, ~ )  l inear  unabh~ngig sind. Dass es 

ein System von Zahlen ~(~) ( k :  I 2, n; u :  I, 2, Uo) gibt, welche diese 

letztere Eigenschaf t  besitzen und den Gleichungen (7I a) geniigen, folgt  einfach 

daraus, dass die Matr ix  (qkZo-  ~.Z to} den Rang  n -  Uo hat.  

Im  folgenden sei ~lso 

e (k) ( k ~ - I , 2 ,  n; q : I  2, . , j ;  U : I , 2 ,  Ua; v : o ,  i, ~ a u - - I )  

ein beliebiges, aber  festes System yon Zahlen, welche den eben auseinanderge- 

setzten Bedingungen geniigen. Zwischen diesen Zahlen kann dann nicht  n u t  

kein System yon l~elationen v o n d e r  Form 

U{/ 

Z co 
u=l 

= O  ( k =  I, 2 , . . . ,  n, a fest), 

sondern i iberhaupt  kein System von Relat ionen von der Form 

J Ua ~au--1 

Z Z Z C. G (k) -~-O ( ~ = 1 , 2 ,  n) 

mit  Zahlen C~u, bestehen, die n icht  s~imtliche gleich Null  sind. i m  entgegen- 

gesetzten Falle kSnnte man  ein Indext r ipe l  a =  a, u = u, v = v angeben, so dass 

ein Gleichungssystem yon der Form 
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; - - '  []'a ~O,U -1 U'--I ~;U - 1  ~--' 

~(~- = 2; Z Z ~-'~'~, + Z Z ~- ~ '  + "~, ~'~' 
a = l  u ~ l  'v=O u : '  'v=O 'v=O 

( k =  ~, 2, �9 �9 n) (7 2 ) 

bestiinde, w~hrend ein Gleichungssyst~em yon der Form 

;--1 Ua ~au - 1  u--1 sv'ff u__ 1 ~-- i  

C-z. c ~) + ~_~ C.. ,~. c ~)- Z Z  Z C ,c,,, + Z  Z - , - ,  - - 0  

( k =  ~, 2 , . . . ,  n) (73) 

m i t  Zuhlen  Co**, ( q =  I, 2, . . ., ~--I, U = I , 2 , . . . ,  V a ,  v = o , I , . . . ,  ~ , s u - - l ;  a ~ ,  

u - - I , 2 , . . . ,  ~ - - I ,  v~ -o ,  I , . . . ,  ~ ;~- -  I; a = ~ ,  u = u ,  r = o , i  . . . .  , ~ - -~ ) ,  die nieht 

siimtliehe versehwinden, n ieht  bes~eht. Wir  sehreiben nun in (7 2) s~att k l, mul- 

tiplizieren beiderseits mit  qkio, summieren fiber 1 und beriieksiehtigen (7I). 

Dann  folgt  

J--1 ua cau - 1  u - - ,  ~au 

t _  (k) (k) 

a = ,  u = l  v ~ 0  u = ,  ~ = 0  

~--I ;--i Ua ~au-- '  

+ Z ~; A;~ ~ ,  + Z Z Z ~ ~-"  ~(~,-,.-~ + 
~'~0 o=1 u = l  ~,=1 

U--'  ~;U - 1  ~'---1 

(k) ~ , v A ; ~ ,  (k) + Z Z vA;u,C;u,,_, + c~,,_~ 
u ~ l  ~=1 ~,=1 

(k = I, 2 , . . . ,  n). 

Multipliziert mun G1. (7 2) mit  t; und subtrahiert diese Gleichung yon der eben 

erh~ltenen Gleichung, dann ergibt~ sich fiir k =  I, 2, . . ,  n 

a--1 Ua ~a'u, ~ 2  

a ~ l  U~I ~'~0 

5.----2 
a--1 Ua u--I au 

c(k)"  + Z Z ('p -~- I ) A ; u ' * + l c ( - k )  + 
a ~ l  u ~ l  u ~ l  ~'~O 

a u ~, (k) + y ,  (~+ i) A ; < , + ,  ce)- - -  ~ e;~, ; _ , .  
~o~ 0 



180 Heinrich LSwig. 

Das ist aber ein Gleichungssystem yon der Form (73); also miissen alle seine 

Koeffizienten einzeln gleich Null sein. Daraus folgt:  

Aa,,, = o fiir a =  I ,  2 ,  . . . ,  ~ - -  I ,  u ~  I ,  2 ,  . . . ,  Ua, 

Aa,,, = o fiir u - -  I ,  2 ,  . . . ,  ~ I ,  

~ ' = o .  

v ~ O ,  I, . . . ,  ~ , ~  I ;  

v ~  1 , 2 , . . . ,  ~ a u - -  I ;  

Das Gleichungssystem (72) kSnnte daher nu t  die Gestalt  haben 

u--1 

c (~) c e )  (k  = I ,  2 ,  ., n) .  ~ o  ~ ~ Ao,,o o,,o �9 �9 

Dass aber ein Gleichungssystem yon dieser Gestalt  nicht  bestehen mSge, haben 

wir vorausgesetzt. 

Also sind die n Zahlensysteme 

c(k) ( a :  I, 2, j ;  u :  I, 2, U~; v : o ,  I, ~ , ~  I; in demselben Zahlen- 

system k ~  I, 2 , . . . , n )  

l inear unabhiingig; daraus folgt  insbesondere, dass die Determinante  [ c(~2 , ] (k Zeilen 

index; a, u, v Spaltenindices) yon Null verschieden ist. 

Es seien nun  ~0a,(x) ( a =  I, 2, . . . , j ;  v-~o,  I , . . . ,  ~q t - - I )  n icht  identisch 

versehwindende, meromorphe Funktionen,  welche den Differenzengleichungen 

q~o(x+ h)-~t~q~oo(X) (a=I,2, . . . , j) ,  (74a) 

q~a~(x-l-h)=ta~9o,(x)+~Oa.,--l(X) ( a =  I ,  2 ,  . . . , j ;  ~ = I , . . . ,  ~ a l - - I )  ( 7 4 b )  

gentigen und ~o zur Periode haben. Dass es solche Funkt ionen ~0~,(x)gibt, folgt 

aus Satz 3. Wir setzen hierauf ein Fundamenta lsys tem yon LSsungen des Sys- 

tems homogener linearer Differenzengleiehungen (33) in der Form an: 

~ . . . . .  (x) ~;~,~(x) 

(k---- l, 2, . . ., n; a : i , 2 , . . . , j ;  u~-I ,2, . . . ,  Us; ~ 0 ,  t , . . . ,  ~ ,u - - t ) .  (75) 

Durch Einsetzen in (33) erhi~lt man 
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~ t ~  

oder 

~9O, u--u, (X) ~{k) (X -~ h) -31- Z (?? - -  ~'1) ~9o . . . .  --1 (x) ~(k)ou,, .(x ~- h) : a U vx ~1 
v~O 

l : l  vl~0 

V 
r . . . . .  (~) [to 

,vl=O 

~O(k) 
Oltv I (~ + h) + , ,  ~(~) (z + h)] = an, Vl--1 

v,~'o" qD,~.v-v,(x) qk~(x) (0 = ~ v ,  (x). 

Setzt man bei festgehaltenen Indices a und u der Reihe nach v = o ,  I , . . . ,  ~o,~--i, 

dann erkennt  man, dass bei Gilt igkeit  des Ansatzes (75) einzeln die Gleichungen 

bestehen miissen 

to ~(~)o~0,~x + h) = ~ qk~ (~) ~!~o (x) 
/=1 

(k-= 1 , 2 , . . . , n ;  a = I , 2 , . . . , j ;  u = I , 2  . . . .  , Uo), (76a) 

n 

to (~(k)a~, (X 2v h) 2v ~) (~(ak)a, v--1 (X ~- h) = Z qkl (X) {1)our--(1) (X) 
1~1 

( k =  I, z, . . ., n; a----i,2 . . . .  , j ;  u ~ - i , 2 , . . . ,  U,; V - - - l , 2 , . . . ,  ~o~--I) .  (76b) 

Wir  wollen uns nun  in den Gleichungen (76) fiir die Funkt ionen qk~(x) (k,l= 
2r~ ix  

I, 2 , . . . ,  n) ihre Entwicklungen nach Potenzen yon e ~ eingesetzt denken 

und hierauf  die Funkt ionen 

q)(k) (x) ( k = I , 2 ,  n" ~ = I , 2 ,  . . , j ;  u = I , 2 ,  U~; v = o , I ,  ~o~--I) 

2zix 
formal als Potenzreihen in e ~ ansetzen, welche mi t  den Zahlen 

C~)uv ( ~ =  I ,  2, . . ., , ;  ( 7 =  I ,  2, . , ., j ;  U = I , 2 , . . . ,  Uo; y = o , I , . . . ,  ~ q u - - I )  

als konstanten Gliedern beginnen. Die Koeffizienten dieser Potenzreihen sind 

dann dutch  die Gleichungen (76) eindeutig bestimmt. Man erkennt  dies, wenn 

man die Gleichungen (76) mit  den Gleichungen (7 I) vergleich~ und beriicksich- 

tigt, dass K(to)~ ~) fiir a =  i, 2 , . . . , j  und ganzzahliges, nicht  verschwindendes a 
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als yon Null  verschieden vorausgesetzt  wurde. Die so definierten Potenzre ihen  
2~ix [ 2~ix I 

in e ~ miissen dann naeh Sutz 4 im Falle I Z I >  I fiir l e ~ < R IZ I und im 

Palle 1/~ I < I ffir e ~ I N r konvergieren und Funkt ionen  yon x darstellen, 

welche fiir 

e ~ / <  Ri l l  bzw. fiir e ~ I g r 

reguliix sind und die Per iode to besitzen. 

Es seien daher  

(i0 (k) (X) ( k = I  2,,  . ,n ;  ( ~ - I , 2 ,  j ;  U = I , 2 ,  U,; ~ = o ,  I, ~au--I)  

jene Funkt ionen,  welche du tch  diese Potenzre ihen  dargestel l t  werden. Aus der 

Ar  k auf welche die Funkt ionen  

O~) (X) ( ~ = I ,  2 . . . .  , , ;  ( ~ = I , 2  . . . .  , j ;  ~ t = I , 2 , . . . ,  ~a; Y=O, I , .*  . , f a u - - I )  

erhal ten wurden, folgt, dass diese die Gleichungen (76) befriedigen, l~Ian erhiilt 

dann  welter  mittels der Gleichungen (75) ein System 

f(:~t~,(X) ( ~ = I , 2  . . . .  , ' ;  (1~----I,2 . . . .  , j ;  g = I , 2 , . . . ,  U,; y = o ,  I , . . . , ~ a u - - I )  

yon LSsungssystemen des Systems homogener  l inearer  Differenzengleichungen 

(33)- Dieses System yon LSsungssystemen ist aber ein FundamentMsystem.  Denn  

es ist; 

Ir(~) (*)1= J U I t v  = I~.o (x) ~L)~ (x) l = 
V ( /  

J ~ ~au 
= I r ), (x) l H  [ ~ 0  (x)]-=, 

a=l 

Der  zweite Fak~or des letzten Produktes  versehwindet  sieher n i e h t  identisch und 
2z.ix 

der erste deshalb nicht,  well die Potenzre ihen  der Funkt ionen  re(k)(x) in e ~ 
"~"  g U 'u 

mit  den Zahlen ~(k) beginnen, die Dete rminan te  dieser Zahlen aber von Null  

verschieden ist. Also ist die Dete rminan te  der Funk t ionen  

(k) x . . ,  , . . . ,  , . . . ,  ~ r  fau,( ) ( ] ~ = I , 2 , .  n; a ~ I  2, j ;  U ~ - I  2, =O,  I , . . . , ~ a u - - I )  

in der Ta~ nieht  identiseh gleieh Null. W i r  haben damit  den 
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Sate. 12. Wenn keine zwei Wurzeln der charakteristisehen Gleichung K( t )= o 

(24) eine Zahl yon der Form 4 ~, wo a eine yon .Null verschiedene gauze Zahl be- 

deutet, zum Quotienten haben, dann lcann man ein Fundamentalsystem yon L5suugs- 

systemen des Systems homogener linearer Differenzengleichungen 

fk (x + h) = ~ qk/(x) j )  (x) (k = :, 2 , . . . ,  n), (3 3) 
l= l  

dessen sh'mtliche Funktionen, wenn 14[ > I i s t ,  in der dutch die Ungleiehung 

e ~ I --< n l4 l ,  141 < I ist, in de," dutch die Ungleichnng l e "~ <= r 

definierten Halbebene meromorph sind und die Periode co besitzen, auf  folgende 

Weise angeben. 

Es seien t~ (a----I, 2 , . . . , j )  die voneinander verschiedenen Wurzeln do" cha, 

rakteristischen Gleichung, U~ die Anzahl der Elementarteiler de," Matrix { q k / -  dkl t}, 

welche fiir t =  t~ verschwinden, und ~ die Vielfachheit, mit der de," u-te Elemen- 

tarteiler f~r  t~- t~ versehwindet. 

g ~ , ~  ~,~,, wenn  u2>ui ;  ~ ~ , ~ - n .  

Dann kann man zuniiehst ein System yon Zahlen 

c (~) ( k = I , 2 ,  n;  a = I , 2 ,  . , j ;  u = I , 2 ,  U~; ~ - o , : ,  ~ - - : )  

angeben, welehe den Gleichungen 

n 

t~ e~)~ o = Y ,  qk / o e (/) u u O  

( k =  I, 2, . . ., n; a =  I, 2, . . . , j ;  U = I , 2 , . . . ,  Ua),  

(7 I)  

ta e~)~ �9 + ~ e (k) -~- 2 qe / o c (/) (Y'~t) '~ ' - -1  O ~ ' V  

/=1 

( k - =  I,  2,  . . ., n ;  a :  I ,  2,  . . . , j ;  u : I , 2 , . . . ,  Ua ;  v :  1, 2,  . . ., ~ a u - -  l )  

geniigen und deren Determinante yon Null versehieden ist. Dann ist welter ein 

System yon Fuuktionen 

~)~)u,(X) ( ]~= I ,  2 . . . .  , ~ ;  q ~ -  I ,  2 , . . . , j ;  U = 1 , 2  . . . .  , Ua; y = o ,  1 , . . . ,  ~ o u - -  I) ,  



184 Heinrieh L5wig. 

I 2~ix I 
welehe sieh im Falle I 21 > I in der dutch die Ungleiehung e o, I <= B ] 21 und im 

Falle I zl < ~ i~ der dutch die Ungleiehung l e " ~ r definierte.n Halbebene als 
~ i x  

gewShnliehe Potenzreihen in e "~ darstellen, die mit den Zahlen 

e (k) (k = i, 2, ~; a =  x, 2 ,  ., j ;  u = I, 2, Va; ~ o, I, gau - -  I) 

als konstanten Gliedern beginnen, dutch die Gleiehungen 

t~ ~)~o (x + h) - y ,  q~, (.) ~(').o (*) 
/=1 

(k=I,2,...,n; f f ~ I , 2 , . . . , 3  ; U =  I , 2 , . . . ,  Ua), 

1=1 

(k~l,2,...,n; 0 " = 1 , 2  . . . . .  j; ~ A = I , 2 , . . . ,  Ua; V ~ l , 2 , . . . , ~ a u - - l )  

(76) 

eindeutig bestimmt. 

Sind dann welter q~,~,(x) ( a=  t, 2 , . . . , j ;  v = o ,  i , . . . ,  ~ffl- I) nieht identiseh 

versehwindende, meromorphe Funktionen, welehe den Differenzengleiehungen 

qgoo(X-~- ~ ) =  ta~OaO(X) (O'---- I, 2,.  . . ,j), / 
(74) J ~ga~,(X~- h) = ta~9o~,(*)"Jr v ~ a , , - l ( X )  ((1= I, 2 , . . . , j ;  ~ - -  I, 2 , . . . ,  ~crl--I)  

geniigen u n d ~  zur Periode haben, dann lie fern die Gleichungen 

( )  ~o,,-~, (*) ~ (~) (.) 
~'1~0 

( k =  I, 2 , . . . ,  ~; a =  I, 2, . . . , j ;  u ~  I, 2 , . . . ,  U,~; v = o ,  I , . . . ,  ~ a u -  I) (7s) 

ein Fundamentalsystem 

j~:u),,(x) ( ]c= 1 , 2 , . . . , ~ ;  ( ~ = i , 2 , . . . , j ;  u = i , 2 ,  . . . ,  Va; v = o ,  i . . . .  , ~ o u - - I )  

yon L6sungssystemen des Systems homogener linearer Differenzengleiehungen (33), dessen 

sdmtliehe Funktionen in der dutch die Ungleiehung l e ~ < R I~.] bzw. in der dutch 
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die Ungleiehung e ~ I<= r definierten Halbebene meromorph sind und die Periode 

~o besitzen. 

Anmerkung. Der hier ausgesprochene Satz I2 entspricht folgendem Satze 

der Theorie d~r linearen Differentialgleichungen. 

In dem System homogener linearer Differentialgleichungen 

/ ~  (z) = F q~, (~ ) f , (~ )  (k  = ~, ~, . . , , )  (a) 
l : l  

m5gen die Funktionen q~(z) ( k , l =  I, 2 , . . . ,  ~ ) i n  einer gewissen Umgebung des 

Nullpunktes regular sein und im Nullpunkte selbst h5chstens einfache Pole be- 

sitzen, so dass die Stelle z ~--o fiir das System homogener linearer Differential- 

gleichungen (a) hSchstens eine singul&'e Stelle der Bestimmtheit ist und die Funk- 

tionen qk((z) (k, 1----I, 2 , . . . ,  n) in der Umgebung dieser Stelle folgendermassen 

dargestell~ werden k5nnen: 

o v  

qkl (Z)  = Z . q k l a Z  a -1  (~, l =  I ,  2, . . ,  Tt). (b) 

Wenn dann die Differenz keiner zwei verschiedenen Wurzeln der determi- 

nierenden Fundamentalgleichung 

I q k ~ 0 -  ~k~tl = o (e) 

eine ganze Zahl ist, dann kann man ein Fundamentalsystem von LSsungen des 

Systems homogener linearer Differentialgleichungen (a) auf folgende Weise an- 

geben. Es seien t~ ( a =  I, 2 , . . . , j )  die voneinander verschiedenen Wurzeln der 

determinierenden Fundamentalgleichung, U~ die Anzahl der Elementarteiler der 

Matrix {qkl0--dk~t}, welche fiir t =  t, verschwinden, und ~u die Vielfachheit, 

mit der der u4e Elementarteiler f i i r t  = tr verschwindet. Dann kann man zu- 

n~chst ein System yon Zahlen 

C (k) ( k :  1,2,  ~t" ( ~ : I  2, . . , j ;  U ~ I ,  ga; y = o , I ,  ~ u - - I )  

angeben, welche den Gleichungen 

24--31104. Acta mathematica. 57. Imprim4 le 21 juillet 1931. 
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n n 

tq c (k) = E q~,o (') t .  c~;~. + v (~') l =  Z q~,o -m. 0 ~ 0 Colt  0 ! ~ l l l  f - -_  (J~ll.~d 
1=1 / :1  

(k~- I, Z, . . ., n; a =  i, 2, . . . , j ;  u ~ I , 2 , . . . ,  Uo; v ~ - - I , z , . . . , ~ o l t - - x )  (d) 

geniigen und deren Determinante  yon Null verschieden ist. 

Dann  sind durch die Differentialgleichungen 

9't 

l~l 

( k ~ I , 2 , . . . , n ;  a =  I, 2, . . . , j ;  u----I,2 . . . .  , Uo; v : o ,  I , . . . ,  ~o~,-- I) (e) 

eindeutig Funkt ionen 

(1) (k) (z](k=I  2, .,q#.; a = i , 2 ,  . , j ;  U = I , 2 ,  " Ua; v = o ,  i,  ~ o u - - I )  

bestimmt, welche in einer gewissen Umgebung des Nullpunktes und auch im 

Nullpunkte selbst regul~ir sind und deren Entwicklungen um den Nul lpunkt  nach 

Potenzen yon z mit  den Zahlen c(~],, als konstanten Gliedern beginnen. 

Die Gleichungen 

r ( , )  , ,  
o u ~1  

( k =  I, 2,. . . n; a = I , 2 , . . . , j ;  u ~ I , 2 , . . . ,  Ur ~ : O ,  I , . . . , ~ o u - - I )  (f) 

liefern alsdann ein Fundamenta l sys tem yon LSsungsystemen des Systems homo- 

gener linearer Differentialgleichungen (a). 

w i2. Zweiter Beweis des Satzes fiber das Verschwinden einer in einer 

Halbebene holomorphen LSsung, wenn die Verh&ltnisse der Wurzeln der cha- 

rakteristischen Gleichung keine Ausnahmewerte besitzen. Es sei keine Wurzel  

der charak~eristisehen Gleichung K ( t ) =  o (24) v o n d e r  Form ~ ,  w o a  eine ganze 

Zahl bedeutet. Wir  haben unter  dieser Voraussetzung in w 5 bewiesen und im 

Satz 5 ausgesprochen, dass fi~ (x) = o (k ~ I, 2 , . . . ,  n) die einzige LSsung des 

Systems homogener linearer Differenzengleichungen 

n 

fk  (X + h) ~- Z qt.t (x) j~(x) (~ = I, 2 , . . . ,  ~t) (3 3) 
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ist, deren si~mtliche Funkt ionen im Falle l;~l > I in der dureh die Ungleichung 

e ~ [ ~ B [~[ und im F~lle [Z[ < I in ae~ dutch  die Ungleiehung [e ~ =< r 

definierten Halbebene reg'uli~r sind und die Periode co besitzen. In  dem Falle 

nun, dass die Wurzeln der eharakterist isehen Gleiehung aueh keine Verhi~ltnisse 

yon der Form Z ~ (a yon Null  versehieden und ganzzahlig) aufweisen, kann man 

die Riehtigkeit  dieses Satzes 5 aueh auf Grund des eben bewiesenen Satzes 12 

(bei dessert Beweise ja  der Satz 5 nieht  benfitzt wurde) nuehweisen. 

Es seien also die Voraussetzungen dieses und des vorigen Paragraphen fiber 

die Wurzeln  der eharakterist isehen Gleiehung erffillt und hierauf  

f k ( x )  (]~--~ I, 2 . . . .  , , ) ,  

wenn i ZI > I iSt, Funkt ionen yon x, welehe in der dureh die Ungleiehung 

e ~ I = < ~ [ ~ ], l i n d  weYln ]~ ] < I is~, F u n k t l o n e l l  v o n  x, w e l c h e  in  d e r  d u r c h  d i e  

Ungleiehung e ~ -  < r definierten Halbebene reguli~r sind, die Periode co be- 

sitzen und  dem System homogener linearer Differenzengleiehungen (33) genfigen. 

Wei l  aber die im vorigen ParagrrLphen definierten Funkt ionen  

f(k) (x)(k-- I  2, n; o = 1 , 2 ,  . , j ;  U : I , 2 ,  Ua; v = o , I ,  g a u - - I )  

ein Fundamenta lsys tem yon LSsungen des Systems (33) bilden, gibt es ein und 

nur  ein System yon Funkt ionen  

~,,t~ (x) ( a =  I, 2 , . . . , j ;  u = i ,  2 , . . . ,  U~; v = o ,  x, . . . ,  ~0,~-- t), 

so dass die Gleichungen 

j Ua ~au--1 

(k= i, 2 , . . . ,  n] (77) 

bestehen. Diese Funkt ionen 

s  ( g =  I ,  2, . . . , j ;  g = I , 2 , . . . ,  Ua; v = o ,  I , . . . , ~ r  

mfissen dann die Periode h besitzen. Unter  Benfitzung yon (75) folgt  aus (77) 

j U~ ~u--1 v 1 \ 

a=l u=l  ~=0 'rx=O 
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oder 

Heinrich LSwig. 

Jede der Funkt ionen 

(]C ~ I,  2, , . . ,  Z~). 

Z ~,1~ qpq''I-~'(x) ~'~att'r'(x) ( (~= I ,  2 , . . . , J ;  U = I , 2 , . . . ,  ~J'a; , = O ,  I , . . . , ~ a . , ~ - -  I) 
,IVl~y 

kann man somit als Quotienten einer Division darstellen, deren Divisor die 

Determinante  der Funkt ionen ~ ,  (x) ist und deren Dividend aus dieser zuletz$ 

genannten Determinante  entsteht,  indem man in de r  betreffenden Reihe die 

Funkt ionen q)~e,(x) ( k =  I, 2 , . . . ,  n) dutch  f~(x) ( k =  I, 2 , . . . ,  n) ersetzt. D e r  Divi- 

dend ist~ denmaeh, wenn Ixl > ~ ist, in der dureh die Ungleiehung e ~ -  _-<Rlxl; 

trod wenn I~.1< I ist, in der dureh die Ungleiehung e ~ I ~  r definierten Halb- 

ebene reguliir. Anderseits kann man aber zeigen, dass der Divisor, n~mlieh die 

Determinante  ]6o~;{, (x)] in dieser Halbebene regular und in der dnreh die Un- 

gleiehung e ~ I =< r [ ~. I bzw. in der dureh die Ungleiehung I e " I----< r definierten 

Halbebene aueh yon Null versehieden ist. Bezeiehnet man ni~mlieh diese Deter- 

minante  mit  zt(x), dann folgg aus (76) 

J (x + h) - -  I qk, (x) I z /  iq - ol (x). (78) 

Verm5ge G1. (7 8) und vermSge der Ta~saehe, dass die Entwicklung der FunkLion 
2~ix 

J ( x )  nach eotenzen yon e ~ mi~ dem yon ~Tull verschiedenen Gliede I c(~)~ I be- 

ginn~, l~ss~ sich aber die Richtigkeit  der eben ausgesprochenen Behauptung un- 

sehwer beweisen. 

Also sind die Funkt ionen 

~a u--1 

( o =  t, 2 , . . . , j ;  u - -  I, 2 , . . . ,  bS; ~,=o, I , . . . ,  ~ , , , -  I) 
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fiir e - ; -  =< r ] ~ I bzw. fiir I e ~ -  I =< r reguli~r und besitzen die Per iode ~o. Man 

hal te  nun  a und u fest  und setze dann zun~chst  v = ~ u - - I .  Dann  folgt :  die 

Funkt ion  q g o 0 ( x ) ~ r  fiir e ~ I_-<r121 bzw. fiir le  ~ I < r regul~ir. 

Nun  hat  aber  diese Funkt ion  d ie .Eigenschaf t ,  bei Zunahme ihres Arguments  um 

h sich mi t  t~ zu multiplizier.en, bei Zunahme des Arguments  um r aber unver- 

iindert zu bleiben. Daraus  folgt, dass diese Funkt ion  i iberhaupt  in der ganzen 

Ebene holomorph sein muss. W e i l  aber t~ n a c h  Voraussetzung nicht  yon der 

Form ~ ist, wo a eine ganze Zahl bedeutet ,  muss nach  Satz 2 identisch 

~ o  (x) ~ ,  ~,,_, (~) - -  o 

sein. Iqun verschwindet  9~ o (x) nicht  identisch;  also muss identisch ~ ,  ~ - 1  ( x ) = o  

sein. 

H a t  man hierauf  bereits bewiesen, dass die Funk t lonen  

~,~+~(x), ~u,~+~(x) ,  . . . ,  ~ . ~ - ~ ( x ) ,  ~,,,~,~-1 (x) 

identisch verschwinden, dann ergibt  sich, dass auch die Funkt ion  ~0~o(X)52r 

f i i r l e  - ~ - I ~ r l ~ ]  bzw. fiir e co ] < r  holomorph ist, und man kann  dann auf  

dieselbe Weise-sehliessen,  dass aueh ~ o ~ ( x )  identiseh versehwindet.  

Also ist i iberhaupt  fiir 

(r-~- I, Z, . . ., j ;  u = I , 2 , . . . ,  Ua; v=o,I , . . . ,~au--I  

identisch ~ ( x ) = o .  Naeh  G1. (77) ist daher  auch identisch f k @ ) = o  fiir 

k =  I, 2 , . . . ,  n, wie es Satz 5 verlangt.  

Yierter Absehnitt. Lineare Differenzengleichungen beliebiger Ordnung mit 
einer unbekannten Funktion und Koeffizienten yon gemeinsamer Periode. 

w 13. Zur~ckfiihrung auf ein System linearer Differenzengleichungen 
erster Ordnung. Die Aufl5sung einer l inearen Differenzengleiehung n-ter Ord- 

nung mit  einer unbekannten  Funkt ion  f(x) v o n d e r  Form 

9~ 

p~ (x) f (x + 1 h) = ~ (x) (pn (x) = ~) (7 9) 
l : 0  

kann man  darauf  zuriickfiihren, dass man  das System l inearer  Differenzenglei- 

chungen erster  Ordnung  in den n unbekann ten  Funkt lonen  fl(X), f2 (x) , . . . , f ,~ (x)  
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fa (x + h) ~- A (x), f~ (x + h) -~ f8 ( x ) , . . . ,  ~fn--1 (X "~- h) = fn  (x), 
n 

fi ,  (x + h) -= - -  ~ ,  pt-a (x) f t  (x) + A (x) 
1~1 

(so) 

aufl5sf und dann f l  (x) = f ( x )  setzt. Es kann daher aus jedem Satze fiber lineare 

Differenzengleichungen erster Ordnung yon der Form 

fk (x + h) = ~ qk, (x) j~ (x) + Bk (x) 
l~l 

(]g-- I, 2 , . . . , f l )  (22) 

durch Spezialisierung ein Satz fiber lineare Differenzengleichungen mit einer un- 

bekannten Funktion yon der Form (79) abgeleitet werden. Im n~chsten Para-  

graphen wollen wit die S~itze fiber lineare Differenzengleichungen erster Ordnung 

yon der Form (22), die wit in den beiden vorhergegangenen Abschnitten kennen 

gelernt haben, auf diese Weise als S~tze fiber lineare Differenzengleichungen 

n4er Ordnung yon der Form (79) aussprechen, ohne auf die Einzelheiten der 

Rechnung einzugehen. 

w I4. Wortlaut der S~tze des zweiten und dritten Abschnittes im Falle 
einer einzigen linearen Differenzengleichnng n-ter 0rdnung mit einer unbe- 
kannten Funktion. Wir wollen in diesem Paragraphen unter 

pl(x)  ( 1 - ~ o , I , 2 , . . . , n - -  I) 

Funktionen von x, welche sich in einer gewissen, durch eine zu oJ parallele 
2.~ix 

Gerade begrenzten Halbebene als gewShnliche Potenzreihen in e ~ darstellen, 

und unter p,~(x) die Konstante Eins verstehen. Wir  wollen schreiben 

c~ 2zictx 

~91(X) = Z p l a e  eo ( l = o ,  I, 2 , . . . ,15) ;  (8I) 
a~0 

hier ist pno ~ I und pna ~ o fiir a ~-- I, 2 , . . .  Die Konstante p0o setzen wir als 

von Null verschieden voraus. Ausserdem wollen wit unter R eine positive reelle 

I I 
Zahl yon der Eigensehaft verstehen, dass ffir l e ~ < R die Funktionen 

(x) (l = o, i, 2 , . . . ,  

regular sind und daher die auf den reehten Seiten der Gleichungen (8I) stehenden 
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Potenzreihen konvergieren, und ebenso unter  r eine der Ungleichung r _--< R ge- 

niigende positive reelle Zahl yon der Eigensehaft ,  dass fiir e ~ I ~  r aueh 

po (x)4 = o ist. Sehliesslieh mSge die algebraisehe Gleiehung n-ten Grades in t 

n 

F, o (8:) 

die )>charakteristische>> Gleichung der linearen Differenzengleichung 

~ p i ( x ) f ( x  + l h) = A (x) (79) 
l=O 

heissen. Mi~ diesen Voraussetzungen und Bezeichnungsweisen lantet  

I. der Satz 4 fiber die Konvergenz der formal  geniigenden Entwicklung 

im Falle einer l inearen Differenzengleichung n4er  Ordnung mit  einer unbekannten 

Funkt ion folgendermassen: 

Satz  13. F,s sei Q eine positive reelle Zahl, welche im Falle 14 ] > I der Un- 

gleiehung Q ~= B und im Falle 141 < I der Ungleichung Q ~= r geniigt. Die Funk- 
I 2~i~x I 

tion A(x)  sei hierauf in der dutch die Ungleiehung l e ~ <__ ~ definierten Halb- 
2~i~ 

ebene regulSr und besitze die Periode co. fn  der Laurentschen Reihe in e ~ , 

welche daher in dieser Halbebene die genan,te Funktion darstellt, m6gen hSchstens 
2~ix 

endlich viele Gleider mit  Potenzen von e o~ mit  negativem Exponenten vorkommen. 

Es besteht also eine fi~r l e ~ < e konvergente E~twieklung yon der Gestalt 

oo 2~iax 
A (x)--  ~ ,  A~ e ~ (83) 

Gibt es dann ein System von Zahlen a~ ( a = t t ,  

Gleichungen 

oo n 

~ 1 = o  

I t  + I ,  t t  + 2 ,  . . . ) ,  welehe die  

(a--  re, tt -~ I, tt + 2 . . . .  ) (84) 

befriedigen, dann konvergiert die auf  der reehten Seite der Gleiehung 
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o: 2 ,'r i ct x 

f(x)-=- ~ a~ e o~ (85) 
a ~ / t  

stehende Potenzreihe in e '* f l i t  I e ~ I <--<- q[ 11'', wenn Izl  > I ist, u . d  f~'i," 

e o~ I <= O, wenn 111 < I ist, und xteilt eine Funktion f ( x )  da,', welehe f i ir  

e o ) I ~ e l Z l "  bzw. fiir e I<=e 

reguldr ist, die Periode co besitzt und der linearen Differenzengleichung n-ter Ord- 

nung 
n 

p~ (x) f ( x  + l h) : A (x) (79) 
l : O  

geniigt. 

2. Der Satz 5 fiber das Verschwinden einer in einer Halbebene holo~ 

morphen LSsung des homogenen Gleichungssystems hat  hier folgenden Wortlaut. 

Sat~ 14. Es sei keine der n Wurzel'n der eharakteristischen Gleichung 

n 

F ,  = o (s2)  
l=O 

yon der Form 26, wo a eine ganze Zahl bedeutet. Gibt es dana in dem Falle, 

dabs [t  [ > I i s t ,  eine Funktion f ( x ) ,  welche f~r  [ e o, ~ R I Z [n, und in dem Falle, 

[ 2~i~ I dasg [ 1 ] <  I i s t ,  eine Funktion f ( x ) ,  welche f i ir  [e o~ ~ r reguldr ist, ~o zur Pe- 

riode hat und der homogenen linearen Differenzengleichung 

p~ (x) f(x + 1 h) = o (86) 
l ~ o  

geniigt, dann muss identiseh f ( x ) ~  o sein. 

3. Satz 9 (w 6) erhiilt folgende Gestalt. 

Satz 15. .Es seien Qt und Q2 positive reelle Zahlen, welehe im Falle 121 > I 

den Ungleiehungen Q: <= r, Q2 <= B,  Q1 < Q2 und im Falle [ 2 [ < I der Ungleichung 

Ol < 02 ~ r gen~gen. Hierauf  sei die Funktion A (x) riD" el <= [ e ~ <~ e~ reguldr 
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[ 2~i~ I 
und besitze die Periode oJ. Es  besteht also eine f i ir  ql <=l e ~ ~ Q~. konvergente 

Reihenentwicklung yon der Gestalt 

+~ 2reiax 

A (x) = e (ST) 

Dann kann man stets in mannigfach verschiedener Weise eine Funktion f ( x )  an- 

geben, welche in dem Falle, dass [Z] > I ist, in dem dutch die Ungleichung 

q~ N le co N q~]2]'~, und in dem Falle, dass ] Z ] <  I is t ,  in dora dutch die Un- 

gleiehung Q~[~]" <= e ~ I<= Q~ definierten Streifen meromorph ist, die Periode ~o 

besitzt und der linearen D~ffereneengleiehun 9 

~ p~ ( x ) f ( x  + l h) = A (x) (79) 
l=o 

geniigt. Wenn insbesondere keine Zahl yon der Form ~,  wo ct eine ganze Zahl ist, 

Wurzel der eharakteristisehen Gleichung 

~ pzot l o (82) 
l=0 

ist, dann gibt es eine und nur e ine  Funktion f ( x ) ,  welche in dem genannten Streifen 

holomorph ist, die Periode ~o besitzt und der Dz~erenzengleichung (79) geniigt. 

Dutch die Gleichungen 

ist ndmlieh in diesem Falle ein System yon Zahlen b~  (a >= 7)eindeutig bestimmt. 

Die Gleiehung 
+~ ~ 2z~iax 

= F ,  e (S9) 

definiert dann jene LSsung der Differenzengleichung (79); die rechtsstehende Summe 

ist ndmlich, wenn ] Z ] > I i s t ,  f i ir  q, ~ e '* I <= q2 I Z ]", und wenn ] Z [ < I ist, f i ir  

O~ [ ~ 1'~ N e ~ I <= q-2 absolut und gleiehmdssig konvergent. 
9,5--31104. Acta mathematiea. 57. Imprim6 lo 21 juillet 1931. 
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auch 

W O  

ist. Sie 

Gleichung 

Heinrich Liiwig. 

Die Gleichung (89) liefert in dem dureh diese Ungleichung definierten Streifen 
2 z ~ i x  

die Laurentsche Entwicklung der Funktion f ( x )  nach Potenzen yon e ~ �9 

-.J- c~ 2 ,~ i a x 

f ( x ) = ~ a ~ e  ~ , (90) 

a 

a,~ = ~ b,~ A~ (a beliebig ganzzahlig) (9 I) 

lehrt auch, dass man in diesem Streifen die Funktion f ( x )  mittels der 

f ( x )  - -  ~ ,  A ~ f  7 (x) (92) 

aus denjenigen Funktionen f~(x) 

e ~ ~ R I Z [ "  bzw. fib" e ~ 1<= 

Di  f f  erenzengleiehungen 

genffgen. 

4. 

(7 ganzzahlig) zusammensetzen kann, welehe fi~r 

r regulh'r sind, die Periode oJ besitzen und den 

n 2 ~ i T x  

~ , p l  ( x ) f , ( x  + lh) = e ~' (93) 
l ~ O  

Die homogene lineare Differenzengleichung 

n 

v,(x) f ( x  + ~ h) = o 
l = 0  

auf folgendes fiihren wir nach w I3 
gleiehungen I. Ordnung zuriick: 

f l  (x + h) = f~ (x), f2 (x + h) = f3 (x), . . . ,  fn-1 (x + h) --  f,, (x), 
n 

f ,  (x + h) = - -  ~ v~_, (x) 2} (x). 
l ~ l  

(86) 

System homogener linearer Differenzen- 

(94) 

Das zu diesem System homogener linearer Differenzengleichungen udjungierte 

System hat  folgende Gestalt: 
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~ ( y -  h) = - -  po (U) g .  (u) 

g~ ( u -  h) = g,  (U) - -  V~ (U) g .  (U) 
(95) . . . . . . . . . .  ; . . o 

f fn( f f  - -  h.) = g n - 1  (y)  - -  tqgn-1 (y)  gn (y) ,  

Stat~ dessen kann man auch schreiben 

g~ ( U - -  h) = 

ge (y - -  z h) = ga (Y - -  h) 

~ ( U - -  3 h) = g~ (U - -  ~ h) 

- p o  (,J) g .  (y) 

- p l  (u - h) g,,  (u - -  h) 

- -  Pe  (Y - -  2 h) gn (y - -  2 h) 

o. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

g n ( y  - ~ l h )  = g n - - 1  [ y - - ( n - -  I ) h ]  - - ~ O n - -  1 [ y - -  ( n - -  I ) h ]  gn  [ff - -  (n  - -  I ) h ] .  

Durch Addition aller dieser Gleichungen erh~l~ man aber: 

n 

~p~(u--Zh)g.(y--lh)=o. 
l=O 

Aus diesem Grunde heisst die homogene lineare Differenzengleichung 

p~ (y - -  1 h) g (y - -  1 h) -~  o (96)  
l : O  

die 

lineare Differenzengleichung. 

Nun mSge wieder keine Wurzel der charakteristischen Gleichung 

~ p t o  t ~= o 
l :O 

zu der homogenen linearen Differenzengleichung (86) adjungierte homogene 

(82) 

yon der Form ~ sein, wo a eine ganze Zahl bedeutet. Dann hat  es keine 

Schwierigkeit, aus dem in w 7 behandelten Zusammenhang zwischen zwei ad- 

jungier ten Systemen linearer Differenzengleichungen erster Ordnung den ent- 

sprechenden Zusammenhang zwischen zwei adjungier~en linearen Differenzen- 

gleichungen n-ter Ordnung mit einer unbekannten Funktion abzuleiten. Die 

Ausfiihrungen des w 7 iibertragen sich n~mlich in folgender Weise auf den Fall 

einer linearen Differenzengleichung n-ter Ordnung mit einer unbekannten Funktion. 
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Die posifiven reellen Zahlen r und Q2 m5gen im Falle I ~ 1 >  I der Un- 

gleichung e, < 03 ~ r und  im Falle ] i[ I < i den Ungleichungen O~ < Q~ < .R I )~ I a-l, 
I ~ i~  I 

01 ~ r geniigen, t t i e rauf  sei die Funkt ion  V(y) fiir Ql ~ [ e  ~ ~ 02 regular  und 

I '2 ~ i~'~ I 
besitze die Periode co, so dass fiir 0~ N I e o~ < 02 eine Reihenentwieklung yon 

der Gestalt  
+ c~ 2 rei a y  

V(y) = ~ V~.e co (97) 

besteht. Dann  gibt es, wenn [~1 > I i s t ,  eine und nur  eine Funkt ion  g(y), 

~1 < < und wenn [ L [ < I ist, eine und  nur  eine Funkt ion welche fiir ~ ]~  = e ~ I =  ~ ,  

] 2~iyl Q~ regular ist, die Periode oJ besitzt und der g (y), welche fiir Q~ =< e ~ ]=< ~-[~ 

linearen Differenzengleichung 

y ,  p,  (y - I h) g (~ - -  1 h) = V (y) (9S) 
l~O 

geniig~. Diese Funkt ion  g (y) ist n~mlich durch die Gleichung 

+ c~ r 2 rr i ? y 

g(y)-~ ~ Z e  ~ b,~, V~ (99) 

definiert, wo b~y (a ~ 7) die in Satz 15 definierten Zahlen sind. Die rechtsste- 

Q' < = ~ b z w .  hende Summe ist niimlieh in dem dureh die Ungleiehung [ ~  l e ~ - I  < 

in dem dureh die Ungleiehung Q~ < l e  ~ < q~ = = ] ~  definierten Streifen absolut und 

gleichm~ssig konvergent.  

Die Gleichlmg (99) liefert in jenem Streifen ouch die Laurentsche Ent- 
2 n i y  

wicklung der Funk~ion g (y) nach Potenzen von e ~ Setzt man ni~mlich 

dann ist 

bo, vo = ,,. ( I o o )  
g ~ 7  
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Die Gleichung (99) lehrt~ ferner, dass m~n die Funk~ion g (y) mittels der Gleichung 

+ ~  

g (y) = v g (y) 

~us denjenigen ~unk~ione~ g~(y), zus~mmense~zen kann, welche fiir 

e o [ $ r  bzw. fiir [e ~ ~ Izl  =lZl 

regular sind, die Periode ~o besit~zen und den Differenzengleiehungen 

n 2 ~ i a y  

~ p ~ ( y - - l h ) g ~ ( y - - l h ) = e  ~ (~o3) 
l~O 

geniigen. 

5. Die Picardsche Absch~tzung. (SpeziMisierung des Satzes 1o) 

Satz I(L E s  sei jeder Ausdruck yon der F o r m . ~ p ~ o ~  l~, wo a eine ganze 
l~O 

Zahl  ist, yon Null  verschieden. ~renn dann ~1 und ~ zwei feste positive reelle 

Zahlen sind, welche im Falle [21 > i den Ungleichungen el < q3 <= R,  q~ ~ r und 

im Falle I ~ I < I der Ungleichung ~1 < ~ ~ r geniigen, dann ist es mSglich, eine 

positive reelle Zahl  x yon der Beschaffenheit anzugeben, class bei jeder Funkt ion 

I 
A (x), welche f i ir  q~ ~ l e  ~ - -  ~ q2 reguldr ist und die Periode w besitzt, die zuge- 

hb~ige Funktion f ( x ) ,  welche (s. Satz I5) in dem Falle, dass I ~ [ >  I ist, dadurch 

definiert ist, dass sie fi'ir 01 ~ e ~o ] N O~ I~! n, und in dem Falle, dass l xl < ~/st, 

dadurch, dass sie f i ir  0~1~ I '~' ~ e ~ I ~ 03 regulgr ist, die Periode eo besitzt und 

tier linearen Differenzeugleichung 

7r 

I I i geniigt, fi~r q~ <= e co I <~ 031 ~ I ~ bzw. f i ir  e~ I ~ I ~ <~ I e ~' <= e3 die Ungleichung 
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If(.~) I __< x M [A (x)] (1o4) 

erfiillt, wo M [A (x)] den grb'ssten absoluten lVert bezeichnet, den die Fun]ction A (x) 

f i ir  01<~ e ~o [ <= 0~ annimmt. 

6. Wir  werden sagen, dass n. LSsungen der homogenen linearen Differen- 

zengleiehung 

~9 pt ( x ) f ( x  + lh) -~ o (86) 
l=o 

ein Fundamentalsystem bilden, wenn die entsprechenden ~ LSsungen des Systems 

homogener linearer Differenzengleichungen erster Ordnung in den unbekannten 

Funktionen f l  (x), f~ (x) . . . .  , f,~ (x) 

f,  (~ + h) = A  (x), ~ (z + h) = A  (x),.. . ,  f,,-1 (x + ~) =f~(x),  
n 

fn (x + h) = -- Z pl-a (x) 0~ (x) (94) 
/ = 1  

ein Fundamentalsystem bilden. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass (veriinderte Be- 

deutung des Index!) die n LSsungen fi(x) (s--  I, 2 , . . . ,  n) der homogenen linea- 

ren Differenzengleichung (86) ein Fundamentalsystem bilden, kann man daher 

auf folgende drei Arten aussprechen: 

I.) Es besteht keine Relation yon der Form 

2 ,  (~): ,  (x) = o 

mit Funktionen $2s (x) (s ~ I, z , . . . ,  n), welche die Periode h besitzen und nicht 

alle identisch verschwinden. 

2.) Die Determinante 

A (x) L (~) fo (x) 

f ,  (x + h) L (~ + h) fn (x + h) 

A Ix + ( , - , )  hi A Ix + (- - , )  hi fn [~ + (, - ,) hi 
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(die >>Differenzendetermin~nte>> der Funktionen fa (x), f~(x) . . . . .  f,~(x)) verschwindet 

nich~ identisch. ~ 

3.) Es gibt keine Fuuktionen W~(x) (1 z I, 2,.~.,  n), die nicht s~mtliche 

identisch verschwinden, so dass fiir s ~ t, z , . . . ,  n die identische Gleichung 

~] w~(~)f.  [~ + ( ~ -  ~)hi = o 
1 ~ 1  

besteht. 

Ferner gelten entsprechend wie bei Systemen linearer Differenzengleichuugen 

erster Ordnung die S:,ttze: 

i.) Bilden die n L5sungen f i  (x) (s ~ I, 2, . . . ,  n) der homogenen linearen 

Differenzengleichung (86) ein Fundamentalsystem, dann ist jede LSsung auf eine 

und nur e i n e  Weise in der Form 

f(x) -~ ~ ~2~ (x)f~ (x). (IO5) 

darstetlbar, wo die Funktionen g2s(x) ( s z  I, 2 , . . . ,  n) die Periode h besitzen. 

2.) Bi lden die n LSsungen  f~(x) (s =- ~, e , . . . ,  n) der homogenen llnearen 

Differenzengleichung (86) ein Fundamentalsystem, und ist fo(X) eine partikul~re 

LSsung der nicht homogenen linearen Differenzengleichung 

?b 

~, p~(~)f(x + l h) = A (x), (79) 
l~0 

dann ist jede LSsung der Differenzengleichung (79) auf eine und nur eine Weise 

in der Form 

f(x) = f 0  (x) + ~ ~.~ (x)f, (x.) (Io6) 

darstellbar, wo die Funktionen g2~(x) (s ~ I, 2 , . . . ,  n) die Periode h besitzen. 

Wir  kSnnen nun den Satz I I fiber die Existenz eines periodischen Funda- 

mentalsystems ffir homogene lineare Differenzengleichungen n4er Ordnung mit 

einer unbekannten Funktion folgendermassen aussprechen. 

1 Betremhtet  m a n  auch  nich~ ana ly t i s che  LSsungen  der  Di f fe renzengle ichungen  (86), dann  m u s s  

m a n  auch  noch  tiber das  A u f t r e t e n  yon singuli~ren Ste l len  der  F u n k t i o n e n  f s  (x) u n d  Nul l s t e l l en  
der  D i f f e renzende te rminan te  e insehr i tnkende  B e d i n g u n g e n  h inzuf i igen .  
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Satz  17. yes gibt in dem Falle, dass I~,] > I ist, stets ein Fundamentalsystem 

yon L6sungen der homogenen linearen D(~:erenzengleichung 

~ ,p , (x )  f ( x  + l h) = o, (86) 
1=0 

dessen sdmtliche Funktionen in der 

dem Falle, dass ] ~ ] <  I ist, in der 

Halbebene meromorph sind und die 

7. (gergleiche ~ i i ,  Satz 

eharakteristisehen Gleichung 

dutch die Ungleiehu~g e o~ [ <= R [ ~ ['~ und in 

dureh die U~gleiehung e ~ ] < r definierten 

Periode ~o be~itzen. 

I~.) Sat~ 18. Wenn kei~w zwei Wurzeln der 

Z p,o e = o 
/ = 0  

eine Zahl von de," Fomre ~ ,  wo a 

Quotienten haben, dann kann man 

genen linearen Differenze~gleiehung 

eine yon Null  versehiedene ganze Zahl ist, zum 

ein Fundamentalsystem yon L6sungen der homo- 

n 

y ,  p, + l h) = o,  (86) 
I = 0  

dessen sSmtliehe Funktionen 

e - ~ -  <~ R]~  I '~ und im Falle 

finierten Halbebene meq'omorph 

angeben. 

im Falle [.~[ > I  in der dureh die Ungleiehung 

[ ~ ] < I in der dureh die Ungleiehung ] e ~d -  ] <= r de- 

sind und die Periode ra besitzen, au f  folgende Weise 

Es  seien t~ (a = x, 2 , . . . ,  j) die voneinander verschiedenen ~Vurzeln der charak- 

teristisehen Gleiehung und ~ deren Vielfaehheiten ~ = n . Dann ist ein Sy- 

stem von Funktionen ao~, (x) (a --  I, z . . . .  , j ;  �9 = o, I, . . . ,  ~ --  I), welche sieh im 

Falle IX ] > I i'~ de," dutch die Ungleiehung e ,o [ < R [ X I n und im Falle [ X] < I 

in der dutch die Ungleiehung [e o, [<= r definierten Halbebene als gewShnliche Po- 
2 r ~ i x  

tenzreihen in e o~ darstellen, die mit  de," Einheit,  wenn �9 = o ist, und mit  der 

Null, wenn ~ > o ist, als konstanten Gliedern beginnen, dureh die Gleiehungen 
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" ~ ( z - 1 )  ( z - ,  + , ,  + i} ~-~§ Z ~ , ,  ' to p , (x)~, , (x+~h)=o (,07) 

eindeutig bestimmt. 

Si~d dann welter ~0~ (x) (a = I, 2 , . . . , j ;  r := o, i , . . . ,  ~ -- i) nicht identisch 

verschwindende, meromorphe Funktionen, welche den Differenzengleichungen 

99sO(X ~- h) = to~O(~o(X) ((~= I, 2 , . . . , j )  ] 

~r  ) ( a = I , 2 , . . . , j ;  v = I , 2 , . . . , ~ - - I )  / (Io8) 

geniigen u n d ~  zur Periode haben, dann lie fern die Gleichungen 

~0o . . . . .  (x) Oo, , (x )  ( a =  I, 2, . . . , j ;  ~ , = o , I , . . . , ~ o - - x )  (Io9)  Z , , ,  

ein Fundamentalsystem f ~ ( x )  ( a =  I, 2 , : . . , ] ;  v = o ,  I , . . . ,  ~ - -  I) yon LSsungen 

der homogenen D(fferenzengleichungen (85), dessen sSmtliche Funktionen wirklich f i ir  

e ~ ~ JR [ g l  ~ bzw. f i ir  e ~ I~  r meromorph sind und die Periode w besitzen. 

Aus den Gleichungen (Io9) kann man dariiber Aufschluss gewinnen, wie die 

LSsungen der homogenen linearen Differenzengleichung (86) sich verhalten, wenn 
27eix 

der Ausdruck e ~ dem Grenzwert Null zustrebt. ]~an beachte, dass auch der 

Satz yon Poincar~ fiber das Verhalten der LSsungen homogener linearer Diffe- 

renzengleichungen im Unendlichen fiber dieses Verhalten der LSsungen der Diffe- 

renzengleichung (86) Aufschlfisse gibt, welche mit den hier angedeuteten zusam- 

menh~ngen. 

T 
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