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Einleitung. 

w i. 

I n h a l t s v e r z e i c h n i s .  

Formulierung des zu beweisenden Satzes tiber Differenzengleichungensysteme 
yon der Form 

f k ( x + h ) =  Qk[x,  f l ( x ) , f e ( x ) , . . . , f i ~ ( x ) ]  ( k :  ,, z, . . . ,  n). 

w z. Die zu beniitzenden S~tze fiber lineare Differenzengleichungen mit Koeffizienten 
yon gemeinsamer Periode. 

w 3. Beweis der gleichm/~ssigen Beschr/inktheit aller Funktionen 

�9 . . ,  ' f ( o ) ( x ,  % , .,  , . .  f~') (x, % % c , o -  k Cl, . .  Cn) (k  = I ,  2 , . .  ~l" ? / =  I ,  2, 3 ,  ")" 

w 4. Beweis der Konvergenz der Funktionenfolgen 

f ?  (x, % c 2 . . . .  ,on), f(1)(x,c, ,c~, . . . ,c , ,) ,  f(2) (x, % % . . , cn), . . . ( k = i , e , . . . , n ) .  

w 5. Betrachtung des Falles, class die Determinante I qk~0--dk~ ~L~[ fiir ganzzahlige 
Werte yon a verschwindet. 

w 6. CTbertragung der bisherigen Ergebnisse auf den Fall einer einzigen Differenzen- 
gleichung n-ter Ordnung mit einer unbekannten Funktion. 

E i n l e i t u n g .  

Der  franzSsische Mathemut iker  E~ILE DIC•RD hat  in seiner Abhandlung  

>)Sur une classe de t r anscendan te s  nouvelles,> (Acta mathemat ica  18 (I894), p. 

I 33 - - I54 ;  23 (I899), p. 333--337;  s. auch das Refera t  N. E. NSrlunds in der 
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,>Enzyklopitdie der mathematischen Wissenschaften>) II, 3, 2, S. 705) einen Satz 

bewiesen, den wir etwa folgendermassen aussprechen kSnnen. 

Es seien Qk(fl , fe . . . .  , fn) (k-~ I, 2 , . . . ,  n) Funkt ionen der n Variabeln 

f l ,  f~ . . . . .  f,,, welche in einer gewissen Umgebung der Stelle f l =  o, f ~ =  o , . . . ,  

fn-~ o reguls  sind, an dieser Stelle selbst verschwinden und so beschaffen sind, I~ dass fiir f l =  o , f ~ =  o . . . .  , . f , - - o  die Determinante  0J) I einen yon Null ver- 

sehiedenen Wer t  hat.  Diese Funkt ionen werden sieh also in einer gewissen 

Umgebung der Stelle f ~ = o ,  f ~ =  o , . . . ,  f n ~ o  dureh Entwiekelungen yon der 

Form 

2 Qk(fa, f~, f , ,)~- qk~f~ + ~_j G (k) r~ ,  ~'~ f~,~ (k-~ 1,2, n) (I) �9 �9 "~ a x e t ' o , . . . C t n J 1  d 2  �9 �9 " . �9 " "~ 

l ~ l  cq, e~2,..., r ~ 0 
a ,+  - - * + a  n ~2 

dars~ellen lassen, in welchen die Determinante  Iq~l] yon Null verschieden ist. 

I s t  dann f~O)(x) ( k - - I ,  2 , . . . ,  n) eine partikulgre LSsung des Systems homo- 

gener l inearer Differenzengleichungen mit  konstanten Koeffizienten 

f ~ ( x + h ) = ~ q ~ , ~ ( x )  (k-~ 1, 2, . . ., n), (II) 
/=1  

(h irgendeine yon Null verschiedene komplexe Zahl) yon der Beschaffenhei~, dass 

si~mtliche Funkt ionen f(0)(x) (k = i, 2 , . . . ,  n) in der ganzen Ebene meromorph sind 

und eine gemeinsame Periode eo besi~zen, welche der Ungleichung ]e - ~ -  ] > I 

geniig~ ~ und so beschaffen ist, dass bei Einf i ihrung der Bezeichnungsweise 
2 g i h  

~ e  ~ die Determinante  ]qkl--~kt)."[ fiir ganzzahliges a yon Null verschieden 

ist, und sind weiter el und Q-2 positive reelle Zahlen yon der Beschaffenheit, 

dass die Funk~ionen fk (~ (x ) ( k - ~  I, 2 , . . . ,  n) in dem dutch die Ungleiehung 

Q~< e ~ -  N ~ deflnier~en S~reifen in der Ebene der komplexen gar iabe ln  x 

keine Pole besit~zen, dann kann man dadureh, dass man nStigenfalls die Funk- 

~ionen ~ / ( z )  (k-~ I, 2, . . . ,  n) mi~ einer absolut genommen hinreiehend kleinen, 

2 z t . i h [  

1 D e r  F a l l ,  d a s s  I e ~  [ < I i s t ,  k a n n  a u f  d i e s e n  F a l l  l e i c h t  z u r i i c k g e f i i h r t  w e r d e n ,  w e n n  

m a n  b e d e n k t ,  ( lass  - - t o  e b e n s o  g u t  w ie  o e i n e  P e r i o d e  d e r  F u n k t i o n e n  f k  (~ (x) ( k =  I, 2, . . . ,  n) i s t .  

I " ~ i"~ I 
Ausgeschlossen is~ nur der Fall [ e ~ = t. 
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yon Null  verschiedenen gemeinsamen Kons tan ten  multipliziert  (dadurch hSren 

diese Funkt ionen ~ nicht  ~uf, eine LSsung des Systems homogener  line~rer 

Differenzengleichungen (II) zu bilden) erreichen, dass durch die Gleichungen 

de(') (x + h) = ~ qk, a/~ ~) (x) + Bk [f~,--1)(x), f~-l)(x) ,  . .., J~n ~'q> (X)] 
z=l (III) 

(k = I, 2, . . . ,  n; ~ = I, 2, 3, . .  -), 

wo (siehe Gleiehung (I)) 

~(~) ~) (IV) B k ( A , f ~ , . . . , f n ) =  ~, ~ , ~ . . . ~ , A ~ ' f ,  ~ . . .~ '~ ( k =  i, 2 , . . . ,  
a~+a.z+ ' '  �9 +an>=2 

ist, und durch die Forderung,  duss fiir einen bes t immten W e r t  yon �9 die Diffe- 

renzen f~(')(x)--f(.~ ( k =  I, 2 , . . . ,  n) fiir 

I 2 Tt i:c 

q~__<le ~ I__<e.lzl 
r e g . l a r  sein u M  ale Pe~ioae  ~ bes i t~e ,  s o n e n , .  F u n k t i o . e n f o l g e .  f~~ 
fk (2) (x), . .. (k = I, 2, . . . ,  n) definiert werden und dass diese Yunktionenfolgen fiir 

ulle Wert~e yon x, welehe der Ungleiehung qx < e ~ -  < q~l~l geriiigen, gleieh- 

miissig gegen Grenzfunk~ionen fk(x) (k=-I ,  2 . . . .  , n) konvergieren. Diese Grenz- 

funkt ionen sind dunn in dem dureh die Ungleiehung 0~ ~ l e .~  I G 0~]~.1 de- 

finierten Streifen meromorph,  besitzen duselbst dieselben Pole mit denselben 

Huupt te i len  wie die Funkt ionen f~o) (x) (k = I, 2 . . . . .  n), sind ferner  ebenso wie die 

Funkgionen f~o)(x) periodiseh mit der Periode co und geniigen dem Differenzen- 

gleiehungensystem 

f i  (x + h)= Qk [fx (x), f~(x) . . . .  , f,~ (x)] (k---- x, 2 , . . . ,  n). (V) 

Picurd hat  somit gezeigt, duss mun ein Differenzengleichungensystem yon 

der Form 
f k (x  + h) ~- Qk~fl(x),f2(x), . . . , fn(x)] (k-~ I, 2 , . . . ,  n) (V) 

unter  gewissen Bedingungen dutch  Funkt ionen  fk(x) (k = I, 2 . . . . .  n) befriedlgen 

k~nn, welche eine gemeinsume Periode ~o besitzen. Es liegt nun nuhe, zu ver-  

suchen, dieses Verfuhren such  uuf den Fall  unzuwenden, duss die Funkt ionen  

Qk ( k =  1, 2 , . . . ,  n) nicht nur von den unbekannten  Funkt ionen,  sondern such 

yon der unubhiingigen Vuriabeln x ubh~tngen, uber in Bezug uuf diese eine ge- 

meinsume Periode co besitzen. 
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Man hiitte also Differenzengleichungensysteme v o n d e r  Form 

f k ( x + h ) - = Q k [ x , f ~ ( x ) , / e ( x ) , . . . , f , ~ ( x ) ]  ( k : I ,  2, . . . ,  . )  (vI)  

zu betrachten,  in welchen die Funkt ionen Qk (x, f i ,  f~, . . . ,  f , )  (k = I, 2 , . . . ,  n) in 

Bezug auf die Variable x die gemeinsame Periode co besitzen, und sich fiir ge- 

wisse x und hinreichend kleine j) (l = I, 2, . .., n) in der  Form 

0o 

Q k ( x , f ~ , f 2 ,  . �9 . , f , , ) =  q k l ( x ) f t  + ~ G (k)~,~. .. ~, ( x ) f ~ ' f ~  '~- �9 �9 f~,~ 
1=1 aj, ~,  . . ., an =O 

a t +  �9 . . + a n > 2  

( k =  i, 2, . . . ,  n) 

(v i i )  

darstellen lassen. In  Analogie mit dem Picardschen Verfahren hittte man zu- 

nitchst ein System yon Funkt ionen f~O)(x) ( k :  I, 2 , . . . ,  n) zu suchen, welche den 

Differenzengleichungen 
n 

f~O) (X + h)  = Z q k l ( X )  f / (o) (X)  (~  = I ,  2 , . . . ,  , . )  ( V I I I )  

l ~ l  

geniigen 

die Gleichungen 
n 

~") (x + h) = ~, q~, (x) f l  (') (x) + Bk Ix, A ('-1) (x), A (~-l)(x), . .., fn  ('-1) (x)] 
l=1 

( k = r ,  2 , . . . , n ;  v = i ,  2, 3 , . . . )  

und die Per iode to besitzen; sodann h~tte man zu versuchen, durch 

(IX) 

f , )  = F,  -(') �9 , ,~  ~ a ' l c a  2 . . .  a l z  �9 . 

ax+a~+-  - �9 +an>=2 

( ] ~ =  I ,  2 ,  . . . ,  . )  ( X ) ]  

ein System yon Funkt ionenfolgen f~.o/(x), ~ ) ( x ) ,  f~/(x) ,  f~.~/(x),... ( k ~  I, 2, . . . ,  n) 

zu definieren. Schliesslich w~re die Frage aufzuwerfen,  unter  welehen Umst~i.nden 

diese Funkt ionenfolgen gegen Grenzfunktionen J~(x) ( k =  I, 2 , . . . ,  n )konvergieren  

und zu untersuchen, ob gegebenenfalls diese F u n k t i o n e n f k ( x ) ( k =  I, 2 , . . . ,  n ) d e m  

Differenzengleiehungensystem (VI) geniigen. 

Eine Veral lgemeinerung des oben ausgesproehenen Pieardsehen Satzes in 

dem hier angefiihrten Sinne war Thema der Dissertation, welehe der Verfasser 

im Jahre  I927 an der deutsehen Universit~t in Prag einreichte und welehe 

d~selbst im Dezember  I927  approbiert  wurde. Ein kurzer Auszug aus dieser 

Dissertation, welehe in Manuskriptform vorgelegt wurde, is~ in Nr. 78 (I93O) der 
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naturwissenschaft l ichen ZeitschrifB >>Lotos>) in P r ag  erschienen. Die vorliegende 

Arbei t  stellt  zusammen mit  einer zweiten, gleichfalls der Redakt ion  dieser Zeit- 

schrift  vorgelegten Abhandlung,  welehe den Titel  >)Lineare Differenzengleichungen 

mi~ Koeffizienten yon gemeinsamer Periode>) tr~gt,  eine Umarbei tung und Ver- 

vol ls tgndigung jener  Disser ta t ion dar. 

w I .  F o r m u l i e r u n g  des  zu  b e w e i s e n d e n  S a t z e s  fiber D i f f e r e n z e n g l e i c h u n g e n -  

s y s t e m e  v o n  der  F o r m  f~ (x + h ) ~  Q~ Ix, f~ (x), f s  (x) . . . .  , f . (x ) ]  (k ~ i,  2 . . . .  , ~). 

W i r  haben Differenzengleichungensysteme yon der Form 

f~ (~ + h) = Q~ Ix, f ,  (~), L (x) . . . . .  f ,  (~)] (~ = ~, ~, . . . ,  . )  (~) 

zu betrachten,  welche durch f k ( x ) ~ o  ( k =  I, z, . . . ,  ~) befr iedigt  werden und in 

welchen die vorkommenden Funkt ionen  Qk(x, f l , f ~ , . . . ,  f,~) ( k ~  I, 2 , . . . ,  n ) i n  

Bezug auf die Variable x eine gemeinsame Per iode oJ besitzen. Es sei also r 

i rgendeine yon Null  verschiedene Zahl und  hierauf  seien Qk(x,  ~ , f 2  . . . .  , f , )  

(/c---~ I, 2, . . . ,  n) Funkt ionen  der n + I Variabeln x, f l ,  ~ ,  - �9 -, f~, welche in dem 

durch die Ungle ichungen e~ ~ ] e ~' ] ~ e-2, Ifk ] ~< F (k ~ I ,  2 ,  . . . ,  n ;  e l ,  Q-2, F po- 

sitive reelle Zahlen; Q~ < e2) definierten Bereiche in diesen Variabeln regular  sind 

und daselbst den Gleichungen Qk (x, o, o, . . . ,  o) : o und Q~ (x + w, f~, ~ ,  . . . ,  fi) = 

- -  Qk (x, f l ,  f~, . . . ,  f~) ( k :  i, z, . . . ,  ~) identisch geniigen. Es muss daher  eine fiir 

e~--< e . ~  I < 0~, ]fk J < F  ( k =  ~, 2 , . . . ,  ~) k o n v e r g e n t e  Ent;wiekelung yon der 

Gestal t  
oo -1- ao 2 ~ i  ce :1: 

. . . . . . . . . .  , , o f ,  A . . . ~  

~.,+c~.2. + " . . + a n ~  1 ( 2 )  

(k = ~, ~, . . . ,  , )  

bes~ehen. Definiert  man durch die Gleichungen 

+ ~  2 ~ i a X  

a .(~) (x) = Z r ~  ) . . . .  ~o ~ ~ (a~+a~+ .-- + a , ~ I ,  k ~ - I ,  2, . . . ,  n) (3) 

- -  die auf den rechten Seiten dieser Gleichungen s tehenden Reihen sind ]a fiir 

Qt < ] e ~ - ]  < Q~, konvergent  - -  Funkt ionen  G (k) :x~ (a I + a~ + .." + cx~ ~ I, 
~ (~I ((2 �9 �9 �9 ( ~  \ '  ! ---- 

3 8 -  31104.  A c t a  m a t h e m a t i c a .  57. I m p r i m d  le  24 ju i l l e t  1931. 
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I 2.~ i a. [ 

k = - I ,  2 , . . . , n )  yon x, welehe ffir QI~  e '~ [~Q.2 regul~ir sind und die Periode 

co besitzen, dann kann man aueh sehreiben 

�9 " I  i f ' 2  - .  �9 ~ r 1 6 2  c t + ,  " " 7 ~  (_~. (x, 71, f2, . f , )  = Z G~;) % (x) f ,  f~_-. J~," 

l l + l : ~2 - t -  �9 �9 . q-a#l~l 

( k =  i ,  2,  . . . ,  ~7) (4) 

oder mit  einer Anderung der Bezeiehnungsweise 

?t 

l = l  cq+t~2+ �9 " " +at t~2 

( k =  I ,  2 , . . . ,  ~) .  

(5) 

Setzt man in (3) a / = - I ,  qm==O ffir m =~l, dann erkennt  man, dass die in den 

Gleiehungen (5) auf t re tenden Funkt ionen qk/(X) (s 1-- I, 2, . . . ,  n) fiir 

2 n. ix i 

qi =< [ e ~  I ~ q~ 

reguF, ir sind und sich durch Reihenentwickelungen yon der Form 

q- ~c 2~i a x 

qkz (x) - -  ~ qk,,~ e ~' (k, l =  I, 2 , . . . ,  ,2) (6) 
ct=--ao 

darstellen lassen. Wir  wollen jedoeh fiber die Funkt ionen qk~ (x), d. h. fiber die 

Koeffizienten. der li~waren Glieder der Entwickelungen (4), weiter gehende Vor- 

aussetzungen maehen. Wir  wollen annehmen, dass eine der Ungleichung R > 09 

genfigende positive reelle Zahl R existier~, so dass die Funkt ionen qkt (x) 

( k , l =  I, e , . . . ,  n) sogar in der dureh die Ungleiehung l e ~ =< R definierten 

Halbebene reguli~r sind und daselbst dureh Reihenentwiekelungen yon der Gestalt  

2~ia:r 

q k l  (X) = Z qk la  e (o (]~, l =  I ,  2 , . . . ,  ~,) (71 

et~o 

dargestellt  werden kSnnen. Die Koeffizienten dieser Entwickelung sollen ausser- 

dem so beschaffen sein, dass die Determinante  I qk~0 I yon Null verschieden ist. 

Wi r  wollen nun einen Satz aussprechen, der die Existenz yon ~ Systemen 

yon Funktionenfk(x)  (k=  I, 2 , . . . ,  n) behauptet,  welehe dem Differenzengleiehungen- 
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system (I), in w e l c h e m  die Funk t ionen  Q~(X, fl, f~ , . . . , f , ) (k=~,  ~, . . . ,  ~,)der 
n + ~ Variabeln x, f l ,  f~, . . . ,  f,, die eben ~ngefi ihrten Voraussetzungen erfiillen, 

geniigen und die Per iode ~o besitzen. Den  Beweis dieses Satzes werden wir dunn 

in den w167 3, 4 und 5 liefern. Unte r  a~ und  h wollen wir in dieser Abhundlung 

stets zwei feste, yon Null versehiedene Z~hlen verstehen, deren Quot ient  nicht  

reell ist, und wollen die Abkiirzung 

2,~i h 

e ~ = z (8) 

einfiihren. Es ist dann das Bestehen der Gleichung ] ~ l :  ~ ~usgeschlossen und 

m ~ .  ~ i r a  aie ~ U ~  I Z I >  ~ . . a  I z l <  ~ z .  u n t o r s c h e i a e ,  h ~ b e . .  

Satz  1. Es  sei ~ eine positive reelle Zahl  und hierauf seien qk~(x) ( k , l =  

= ~, 2, . . . ,  n) Fu~lctionen yon x, welche in der dutch die Ungleichung e ~ -  < t i  

definierten Halbebene regulh'r sind und sieh daselbst dutch Reihenentwiekelu~gen yon 

der Form 
ao 2 ~ i a ~  

q,,,(x) = Z qkl, e ~o (k, l =  I, 2, . . . ,  ~,) (7) 
~ 0  

darsteUen lassen. Hiebei sei die Determinante I qk t ol von Null  versehieden und es 

sei r eine der Un91eiehung r G R geniigende positive reelle Zahl  yon der Beschaffen- 

I 9,~.ix 
heit, dass f~r  e ~ < r  aueh die Determi~ante Iqk~(x)l yon Null  verschieden ist. 

Hierauf  seien fks (x) (k, s - -  I, z, . .., n) Funktionen yon x, welche im Falle [ ~ [ > 

fi ir  I e ~' I<: R I Z I u n d  im Falle I Z I < ~ f i ir  e ~ -  <= r meromorph sind, die Periode 

oJ besitzen und ein Fundamentalsystem yon L6sungen des Systems homogener linearer 

Di f f  erenzengleichungen 

f~ (x + h) = y ,  q~, (x) j~ (~) (k = ~, 2, . . . ,  n) (9) 
l = 1  

bildem Welter seien ~1 und q~ positive reelle Zahlen, welche im Falle ]~] '~  I den 

Ungleiehungen ~<=r, Q,~ <~R, q~<q2 und im Falle ] ~ l < I  der Ungleichung Qt<r 

geniigen und so beschaffen sind, dass die Funktionen fks (x) (k, s = I, 2, . . . ,  n) f i i r  

Q1 < e ~ I < Q2 keine Pole besitzen, und F ei~e beliebige positive reelle Zahl. 

Endlieh seien Bk (x, f l ,  fi~, �9 �9 f,~) (k = I, z . . . . .  n) Funktionen der n + I Variabeln 
2 ~ i ~  I x, f~, f2, �9 �9 f~, die in dem dutch die U,~gleichunyen q~ <= e ~-- I G Q2, ]fk [ <= F 
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(k ~ I ,  2, . . . ,  n)  definierte~ Bereicbe in  diesen Variabeln regul&" Mud und  daselbst 

dutch Entwiekelungen yon des" _l~brm 

~o 4- ~r 2~icr x 

B~ (~,Z,/-.,, , f") = Y, 2 ]  r<~) + . . . . . .  . . . . .  , , ~ L ~ 1 6 3  ~ . . . / , ~ " e  
Ul, r  glt:=O a ~ - ~ r  

cq +et~.+ . . . +an>=2 

( k =  I ,  2 , . . . ~  tl) 

(io) 

da~yestellt werden k&me~, und  es sei 

7~ 

Q~ (x, A ,  A . . . .  , f ,,) = ~ q~ (;~) f, + B,: (~, 7;  L ,  . . . ,  Z,) 
1~1 

( k =  I ,  2 ,  . . . ,  IS) ( I I ) .  

D a n n  ka~m man stets in  mannigfaeh versehiedener IVeise ein System yon 

Funkt ionen  f k ( x ,  el, e, . . . .  , e,,) ( k =  i, 2, . . . ,  n) der unabhSngigen VerSnderliehen x 

und yon n Parameter~ % e~ . . . .  , e,, angeben, welehe so beseha~:en sind, dass ein P aar  

posit iver reeller Zahlen ~1, q~., welehe den Ungleiehu,gen ql <= ~1 < ~2 ~ q2, Q1 "~ r 

geniigen, eine Funk t ion  q~ (x) von x allein, welehe in der ganzen Ebene meromorph 

= < ~,, definierten Strei fen weder ist  u~d in  dem dutch die LSsgleieheng ql < e- "~- 

NullsteUen noeh Pole besitzt, uml  e i ,  e positive reelle Zah l  C existieren, so dass im  

_~uzz~ I z I > ~ i .  ,~e,,~ dutch die Ungleieh,unge,~ ~ ~ I e (o ~ ~ I Zl, I e~ I ~ c 
(8 = I ,  2, . . . ,  '1~) it~Z(l i m  F a l l e  ]~ ]  < I i n  d e m  d u r e h  ( l ie  U n g l e i c h u n g e n  ql IX] 

] e " ] <= e~., ] e, [ ~ C (s = i, 2 , . . . ,  n) definierten Bereiche in  den n + I Variabeln 

X~ el~ e2, . . .~ en 

I.) die Fun]ctionen dieser Variabeln 

n 

f~ (x, el, e ~ , . ,  e . ) - -  y~ e ~ : ~  (~) 
s = l  ( k :  I ,  2 ,  . .  -n) (~) ', 

reguldr s ind ; 

2.) die Funk t ionen  fk  (x, % e.2, �9 �9 c,,) (k = i, 2, . . . ,  n) d i e  Gleichungen 

f~(x ,  o, o , . . . ,  o)~o 

uud  

' ~o ed~ ; :o  = ' f ~ ( ~ )  

Cn:0  

( k , s  ~ I ,  2, . . . ,  ~) 
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f~  (x + ~ ,  el, e o - , . . . ,  o n ) = f k  (x, e, ,  eo- . . . .  , e~,) (k = I, 2 . . . .  , ,)  

befriedigen und 

3.) dem Di  f f  erenzengleichungensystem 

f k  (x + h, cl, c o - , . . . ,  c , , ) =  

~ -  Qk[2, f l (X,  cl, co- . . . .  , Cn), f 2 ( x ,  el ,  C O - , . . . ,  C,,), . .  ., f n ( X ,  Cl, C.2,..., Cn)] (I2) 

(k=i,  2,.. . ,  n) 
gen,~gen ; 

4.) keine Relation yon der Gestalt 

G Ix, f~  (x, c 1, co-, . . . ,  e~), f~  (x, cl, co- . . . .  , c , , ) , . . . ,  f ~  (x, Cl, co-, . . . ,  c,,)] = o (I 3) 

identisch in x, Cl, co., . . . ,  c~ besteht. 

Wenn insbesondere die Determinante I qkto --  ~k~ ~ ] f i ir  keinen ganzzakligen 

Wert  von a versehwindet, dann gibt es ein und n.ur e in  System von Funktionen 

f k  (x, c 1, c o - , . . . ,  cn) (k== I, 2 , . . . ,  n) der n-~ I Verdnderlichen x, e~, co-,..., c,, welche 

so beschaffen sind, dass eine positive reelle Zahl  C so angenommen werden kann, 

dass im Falle 1~1 > I  in dem dutch die Ungleichunyen O~ <= [ e ~ <= 0'21 ~1, 

Ic~ [ =  < c ( s=  ~, ~, . . ., n) u n d  i m  F a l l e  IZI<~  in aem 4~rch  die  g n a l ~ i c h u n y e n  

e~l~l ~= e ~ I ~ O~, Ic~] <= C ( s ~  I, 2, . . ., n) definierten Bereiche in den. Vari- 

abeln x, Cl, co-, . . . ,  en 

I.) die ~'unktionen dieser Variabeln 

f k ( x ,  e,, ~ ,  . . ., on) - ~ e~ fk~(x)  ( k =  , ,  ~, . . . ,  n) 

reguldr sind und 

2.) die Funktionen fk (x, cl, co-, . . . ,  cn) ( k :  1, 2, . . . ,  n) die Gleichungen 

.f~(x, o, o . . . .  , o ) - - o  und/~(~+ ~, c~, co- . . . .  , c , ~ ) = f ~ ( x ,  Cl, co-,..., c,~)(k=I, 2 , . . . ,  n) 

befi'iedigen und 

3.) dem Differenzengleiehungensystem (z2) geniigen. 

Diese Eunktionen 

f~  (x, e ,  co-, . . . ,  c~) ( k : =  I, 2,  . . . ,  n) 

be~'iedigen dann auch die Gleiehungen 

C2~0 
end0 

und es besteht daher zwisehen ihnen keine Relation yon der Gestalt (z3). 
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S e t z t  m a n  n f fml ieh  in  d iesem F a l l e  

n 
(o1 Cn) e,A.~ (x) = f l l  (x, e,, e~, . . . ,  (k - ~, 2 , .  . . ,  n) 

u n d  versteht  un ter  C e ine  h i n re i eh en d  k te ine  pos i t i ve  reelle Z a h l ,  d a n n  s i n d  dureh  

die  Gle iehungen  

f(~") (x + h, c,, e,,. . . . ,  c,) = ~ q~.t(x) j ~ )  c,, e~, . . . ,  e,,) + 

+ B ~ [ x , J ~ ' - ' ) ( x ,  e~, e2, . . . ,  e,,), . . . , j ;~*- ')(x ,  e~, e~ . . . .  , e,,)] ( ' 4 )  

(k = , ,  z,  . . . ,  ~; ~ , =  I, z, 3, �9 - . )  

u n d  dureh  die  Forderung ,  dass  (lie D([fe , 'enzen f~? ') (:c, el, e.,_, . . ., e ,)-- f(k ~ (x, e,, e2, . . . ,  e,) 

(k ~ i, 2 . . . .  , ~; v - -  i, 2, 3, - �9 .) im  F a l l e  [ ). ] > x iJ~ dem d u t c h  die Ung le i ehungen  

<= e~. I~ I, le.~ I<= c (~. = ,,  2, . . . ,  , )  , , , .1 i , .  ~'.zle [ z l < , i~ d~,,~ ~Z.,'~h 

die ~,~Zd~h, , , , je ,  e, I Zl --< I ~ " =< e~, I~.~ I --< C (~ = ,,  ~, . . . ,  , )  de~ie, ' te~ Be,'ei~he 

in  den Var iabe ln  x ,  e~, e.,_, . . . ,  e, regulf fr  8eb~ uJ~d die  I'h~nktio~en j~,.I (x, el, e.2, �9 . . ,  e,~) 

( k ~ -  i,  2, . . . ,  n; ~ =  i, o., 3 . . . .  ) die Gle iehungen  A '') (x  + w, e,, e~, . . . ,  e n ) =  

- -  f ~ )  (x, e,, e~, . . . ,  e,~) (k = I, z ,  . . . ,  n; ~ = I, z, 3, . . . )  be fr ied igen  sollen, die  _Funk- 

t ionen f~")(x,  e,, e~ . . . .  , e,,) (k ~- I, z, . . . ,  ~; ~ = i, z, 3, . . . )  dei" R e i h e  ~,aeh e indeu t  0 

b e s a m m t  u n d  die  so erhalte , ,en I : ~ n k t i o n e n f o l g e n s  ~ (x, el, e,~, . . . ,  e,~), f~ l ) (x ,  c1, e2, . . . , e,,), 

f(k ~') (x, el, e~ . . . .  , e,), . . . ( k ~ -  I, z, . . . ,  n) konvergieren  f i i r  alle x ,  el, e2, �9 �9 e~, welehe  

] ?~,~1 
Ue~, U.~Zeieh.. , je.  e, ~ e "~ I =< e-, I z l ,  l e, I ~  C (8 = i, ~, . . . ,  . )  b~,,~. 

--< e_~, I e~ I --< c (8 = , ,  ~, . . . ,  ,;) e, lZl  _-< r  .... 

geMige,~, gleiet~,~Sssig .qege,~ G r e n z f u n k t i o , w n  f :  (x, e~, e.,, . . . ,  e~) (k - -  i ,  2, . . . ,  n), 

welehe  die  B e d i n g u n q e n  r.), 2 2  u n d  3.J elfii~len. 

w z. Die zu benfitzenden S~tze iiber lineare Differenzengleichungen mit 

Koeffizienten yon gemeinsamer Periode. In diesem Paragraphen werden wir 

e i n i g e  Sit~ze f ibe r  l i n e a r e  D i f f e r e n z e n g l e i e h u n g e n  m i t  K o e f f i z i e n ~ e n  v o n  g e m e i n -  

s a m e r  Periode anffihren, deren K e r i n t n i s  be i  d e m  B e w e i s e  des  e b e n  a u s g e s p r o c h e n e n  

S a t z e s  f i be r  D i f f e r e n z e n g l e i e h u n g e n s y s t e m e  y o n  d e r  F o r m  

J '~z(X-~h)= Qk [X, 71(X),L(X), . ..,f~t(X)] (]~= I, 2, . . . ,  ,,) (I) 
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notwendig sein wird. Beziiglieh des Beweises dieser S~tze muss der Leser uuf 

die Abh~ndlung des Yerfussers ))Lineure Differenzengleichungen mit  Koeffizienten 

yon gemeins~mer Periode)) verwiesen werden, welche gleichzeitig mit  dieser 

Arbeit  der Red~ktion dieser Zeitsehrift vorgelegt wurde. Unter  R und r sollen 

in diesem Paragraphen ebenso wie in Sutz I positive reelle Zuhlen verst~nden 

werden, welche der Ungleichung / t  ~ r geniigen; hieruuf sollen ebenso wie in 

S~tz I qkl(X) ( k , l = I ,  2 , . . . ,  n) Funkt ionen von x sein, welehe in der durch die 

Ungleiehung e ; -  =< R definierten fI~lbebene regul~ir sind und  d~selbst dureh 

Reihenentwieklung'en yon der Form 

zo 2 z t i a x  

q ~ ( x ) = ~  qk~,e ~ (k, l~- I, 2, . . ., n) (7) 
ct~0 

dargestellt  werden kSnnen; endlich 

[qk~ol und ebenso die Determinante  

den sein. 

soil auch wie in Satz I die Determinante  

I qk~(x) l fa r  I e ~ < r yon Null  versehie- 

Satz  9.. Wenn t eine beliebig vorgegebene, yon Null  verschiedene komplexe 

Zahl  ist, dann kann man stets in mannigfach verschiedener ~ i s e  eine in der 

ganzen Ebene meromorphe, nieht identisch versehwinde~de Funktion f ( x )  angeben, 

welehe der Di  f f  ere~zengleichung 

f ( x  + h ) - -  t f ( x )  (I5) 

geniigt und die Periode ~o besitzt. 

Satz  3. Die Determinante ] qk ~0 - -  ~ ~"] mb'ge f i ir  kei~en ganzzahligen Wef t  

yon ~ den Wert  Null  annehmen. Gibt es dam~ in dem Falle, dass I~ I>  I ist, ein 

System von Funktio~en fk(x)  (k--~ i, 2 , . . . ,  ,),  welche i ,  der dutch die (;~gleichu,g 

e ~ I ~ R ] ~ ] ,  und in dem ~alle, dass ] ~ [ < I  ist, ein Sy.r von Funktionen 

fk(x)  ( k~ - i ,  2 , . . . ,  ~), welehe in der dutch die Ungleichu~g e ~ .<= r definierten 

Halbebene reguldr sind, ~o zur Periode haben und dem System homogener linearer 

Di  f f  erenzengleiehungen 

fk (x + h) = ~ qkt (x) A (x) (k ~ -  I, 2, . . . ,  Tt) (9) 
1=1 

geniigen, dann muss identisch f i ir  k = I, 2, . . . ,  ~ fk  ( x ) =  o sei~. 
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S a t z  4. Es  seien qt und 02 positive reelle Zahlen, welehe im f'alle I ,~ [>  I 

den Ungleichungen Ql < 02 ~ R, 01 <= r und im Falle [4[ < 1 der Ungleichung 

0, <02 <= r geniigen. Hierauf  seien B~ (x) (k = i, 2, . . . ,  n) Funktionen yon x, welche 

fffr 0~ <= e ~ - -  <= 0~ reguldr sind und die Periode co besitzen, so dass f i ir  

0~ < [e ~' < O., konvergente Reihenentwiekelunqen con do" Gestalt 

q-~  2 ~ i a x  

B k ( x ) =  ~, B k ,  e ~' ( k =  I, 2, . . ., n) (16) 

bestehen. Dann kann man stets in mamffgfach verschiedener Weise ein System yon 

Funktionen f i  (x) (k = I, 2, . . . ,  n) a~gebe,~, welche in dem FaUe, dass ] Z ] > I ist, 

in de,,, dutch die lJ3,gleiehung 0,<--_ e ~ [<= e~_ [4 [, und in den* Falle, dass [4 [<I 

ist, iu dem dutch die Ungleiehung 0~[~1 < e ~;' -] < 0-, defimerten Streifen in de," 

Ebene de; komph'xen Variabeln x meromorph sind, die Periode co besitzen und dem 

System linearer Dt~erenzengleiehungen 

f~.(x+h) = ~ ,  q k , ( x ) f ( x )  + Bk(x) ( k =  I, 2 , . . . ,  ,.) (17) 
1--1 

geniigen. Wenn insbesondere die Determinante [ qkto--6kt Z~] f i ir  keinen ganzzahligen 

}Vert von a den lVert Nul l  annimmt, dann gibt es ein und nut  ein System yon 

Funktionen fk(x)  ( k =  I, 2 . . . .  , n), welche in dem genannten Streifen holomorph sin& 

die Periode to besitzen und dem System Ill,eater D(lT~renzengleichungen (I7)geniigen. 

Dutch die Gleichungen 

CC> 

fl=7 t=l 

ist ndmlieh in diesem Falle ein System yon Zahlen bk,,~r (k, m =  i, 2, . . . ,  n; a > 7 )  

eindeutig bestimmt. Die Gleiehungen 

+ ~  n a ~ i a x  

fk(x)  = Z Z Z e (') bkma 7 Bm 7 ( /c=  I, 2 . . . .  , ,,) (19) 

definieren dann jene Lb'sung des Systems (I7); die rechts stehenden Summen sind 

ndmlieh,  wenn [ Z I> I ist, f i i r  ql <-- e m ] <= e.2 [ Z [, und  wenn [ X ] < I i s t ,  jel~r 

O~ [ ~ [ <~ e ~ [ N 0.~ absolut und gleichm&'sig konvergent. 
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Die Gleichungen (~9) lie fern in dem dutch die Ungleichung 

@1----<1 e ~  <e~141 bzw.  e~141<l e ~  <e~ 
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definierten Streifen aueh die Laurentsehe Entwickelung der Funktionen fk(x)  
2 z i x  

( k :  I, 2 . . . .  , n) naeh Potenzen yon e o~ . 

WO 

+ ~  2z t ia~  

J~:(X)~---Z ak~ e ~ ( k = 1 ,  2 , . . . , n ) ,  (20) 

m = l  -/ :--zr  

( k :  I, z , . . . ,  n; a belieblg g~nzzahlig) ( 2 I )  

ist. Sie lehren auch, dass man in diesem Streifen die Funktionen J'k (x) ( k : x ,  2 . . . .  , n) 

mittels der Gleiehunqen 

fk (x) ----- ~ B~ ,  fk.,~ (x) (k = I,  2 , . . . ,  ~) (22) 

aus denjenigen Funktionen fk ~7 (x) (k, m =  I, 2 . . . .  , n; 7 bel. g~nzz.) zusammensetzen 

kann, welche fi ir I e ~ _--< R 141 bzw. f i ir  e ~ I <= r reguldr sind, die Periode ~o 

besitzen und den Differenzengleichungen 

ge$? i igen .  

2r~i?x 

A ~ (~ + h) - q ~  (~) f~ ~ (x) + ~ ,o  e ~~ 
~=~ (23) 

(k, m =  x, z , . . . ,  n; 7 beliebig ganzzuhlig) 

Satz 5. Es sei die Determinante [qk~o--6kz ~]  f i ir  jedes ganzzahlige a yon 

Null  verschieden. Wenn dann @1 und @~ zwei feste , den Ungleichungen @I<@~_--<-R, 

@~ ~ r im Falle 141 > I und @i < @~ ~ r im Falle I ~ [ < I 9eniigende positive reelle 

Zahlen sind, dann ist es mSglich, eine positive reelle Zahl x yon der Beschaffenheit 

anzugeben, dass bei jedem System von Funktionen. Bk (x) ( k =  x, 2 , . . . ,  n), welche f i ir  

@l ~ l e ~o <= @~ reguldr sind und die Periode w besitzen, die zugehSrigen Funk- 

tionen f~(x) ( k = I ,  2 , . . . ,  n), welehe (s. Sat~ 4) in dem F~lte, class ] 4 ] >  i ist, da- 

dureh definiert sind, dass sie f i ir  @L ~ e o, ] <= @~ 141, und in dem Falle, dass 
39--31104,"  Acta mathematiea. 57. I m p r l m 6  le 25 ju i l le t  1931. 
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<=Q.~ reguldr si~d, die Periode oJ [ ~ [ <  I i8t, dadureh, dass sie f i i r  el[X[ ---<- e ' ~ -  

besitzen und dem System linearer Differenze~gh4ehungen 

f ~ ( x + h ) : ~ q k t ( x ) f ~ ( x ) + n k ( x )  ( k : I ,  2 , . . . ,  , )  (I7) 
l ~ l  

= <~ ~2 die Ungleiehungen gem'igen, f i ir  o,, < [ e " ~ e~, I ;t ] bzw. f i ir  Q~ I ). ] ~ e ~F- 

I J~ (x) l ~< • .31[Bt (x)] (k ----- I, 2, . . . ,  n) (24) 

e~fiillen, wo M[Bz(x)] den grSssten absoluten lVert bedeutet, den die Funktionen 

Bz(x) (l~--- I, 2 , . . . ,  n ) f i i r  e ~  e ,o <= 02 a,mehmen. 

Satz  6. Es gibt in dem Falle, dass [ ~ ] > I i s t ,  stets ein Fundamentalsystem 

yon LSsungen des Systems homogener li~warer D(ferenze~gleichungen 1. Ordnung 

fk (x + h) = ~ qkz (x))~ (x) (k = r, 2, . . . ,  n), (9) 
l ~ l  

dessen sdmtliche Funktionen i~ der dutch die U~gleichung e ~ I ~  R lXl, und in 

dem Falle, dass ] ~[ < I i s t ,  stets ein Fundame~talsystem von Lb'su~gen des Systems 

(9), dessert sdmtliehe Funktionen in der dutch die Ungleichung e ~ I < r definierten 

Halbebene meromo~ph sind und die Periode co besitzen. 

w 3. B e w e i s  der  g l e i c h m ~ s s i g e n  B e s c h r g n k t h e i t  a l l e r  F u n k t i o n e n  

f ~ ) ( x , c  1 ,c2 , . . . ,e~)  --.f~~ cl, c~ . . . .  ,e , )  ( k ~ I ,  2, . . . ,  n; v - -  I, 2 ,  3 , - . . ) -  W ir  

haben nun der Reihe nach die in Satz I aufgestel l ten Behauptungen  zu beweisen. 

Die Kenntnis  der im vorigen Paragraphen  angeffihrten Siitze fiber lineare Diffe- 

renzengleichungen mit  Koeffizienten yon gemeinsamer Per iode wird im folgenden, 

wie schon hervorgehoben wurde, vorausgeset,zt. 

Zun~chst ist die Annahme, dass ein System yon Funkt ionen  yon x fk8 (x) 

( k , s =  i, 2 , . . . ,  n) gegeben sei, welehe im Falle i ) , ] > I  ffir e ~;-" < R ] ~ , I  und 

im Falle I xl < I fiir l e ~~ < r meromorph sin& die Per iode ~o besitzen und ein 

Fundamenta lsvs tem yon LSsungen des Systems homogener  linearer Differenzen- 

gleiehungen 
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n 

fk (x + h) = 5', qk~ (x) ~ (x) (~ = , ,  2, . . . ,  ~) (9) 
/=1 

bilden, keine besondere Ann~hme iiber die Funkt ionen  qk~(x) (k, / =  I, 2, . . . ,  n), 

weil unter  den Vor~ussetzungen, welche in Satz I fiber die le tz teren Funkt ionen  

gem~cht werden, die Existenz eines solehen Systems yon.  Funkt ionen  f t , (X)  

(k, s =  I, 2 , . . . ,  n) nach Sutz 6 feststeht.  

Wi r  wollen hierauf  in diesem und im n~iehsten Pur~graphen unnehmen,  

d~ss d i e  Dete rminan te  ]qklo--6k~4"l ffir keinen ganzzahligen Wer t  yon a ver- 

schwindet.  In  diesem P~rugr~phen wollen wir sodunn beweisen, duss un te r  der 

eben gemuchten Voruussetzung folgende Beh~uptung r icht ig ist. ,)Setzt man 

c~ fk, (x)=f(x  ~ ( x ,  ~1, c2, �9 �9 ", c , )  (k : I ,  2, . . . ,  n )  

8 -1  

und vers teht  unter  C eine hinre ichend kleine positive reelle Zahl, dunn sind durch 

die Gleichungen 

f1~ ") (X -~ h,  Cl, C~) . . . ,  On) : ~ q~l (X) ] i  ( '̀> (X, Ca, C2, . . . ,  C..)t) "~- 
l--1 

+ B k [ x , f ~  "-') (x, % % . . . ,  cn) , . . . ,  L~'- ')(x,  % % . . . ,  c,,)] ( '4) 

( k = I ,  2 . . . .  , ?~; Y = I ,  2 ,  3,  . . .  ) 

und durch die Forderung,  dass die Differenzen 

f~')  (z, ~ ,  ~ , . . . ,  ~,,) _ f ~ 0 ) ( x ,  ~ ,  ~ , . .  ,, ~,~) (l~ = , ,  2, . . . ,  ~ ;  ~ = , ,  ~, 3, . . . )  

im Fulle ] 4 ] >  i in dem dutch  die Ungleichungen 

o~ < e ~ < o . , 1 4 1 , 1 ~ 1 < c  (~ ~, 2, . .  ., ,~) 

und im F~lle 141< I in dem dureh die Ungleiehungen 

e i l z l _ - <  ~ ~ i < e . ~ ,  I ~ l = < c  ( s =  i ,  z ,  . . ., n )  

definierten Bereiehe in den Variabeln x, e~, e~ . . . .  , e~ reguli~r sein und die Funk- 

t ionen fk (') (x, % % . . . ,  e,) (k = I, z , . . . ,  n; ~ --= i, 2, 3, �9 �9 .) die Gleiehungen 

f(k')(x+co, cl, e~,. . . ,e, ,)=f(k~)(x,  e l , % . . . , e , ,  ) (k--=~ I, 2 . . . .  , n ;  v = I ,  2, 3 , . . .  ) 
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befriedigen sollen, die Funkt ionen f , j ' )  (x ,  % c 2 . . . .  , c,~) ( k =  I, 2 , . . . ,  u; u =  [, 2, 3 . . . .  ) 

der Reihe nach eindeutig bestimmL und es existier~ eine positive reelle Zahl U 

yon der Beschaffenheit,  dass fiir 

e,----<le ~ --<e~lxl, Ic~l_-<c ( s = [ , 2  . . . .  , - ) ,  k = ~ , ~ , . . . , - ,  ~ = , , ~ , 3 , . . .  

bzw. fiir 

e, l x l <  ~ o  i__<e~, i~l__<c ( .~=, ,~ , . . . , , , ) ,  k = , , ~ , . . . , ~ ,  F , , ~ , 3 , . . .  

die Ungleichung 

[fi ')  (x, c,, % . . . ,  e , , ) - ~  ~ (x,  e,, r . . . ,  c.)l < U (25) 

erfiillt ist.,, Der Beweis der in Satz I ausgesprochenen weiter gehenden Be- 

hauptungl  dass bei hinreichender gerMeinerung der positiven reellen Zahl C die 

Funkt ionenfolgen f~0/(x, % % . . . ,  c=), ~ / ( x ,  % % . . . ,  c,~) . . . .  ( k =  I, 2, . . . ,  n) 

gleichmiissig gegen Grenzfunktionen f k ( x ,  % c.~ . . . .  , c,,) (k = I, 2 , . . . ,  n) konver- 

gieren, ist  dem niichsten Paragraphen vorbehalten. 

Aus den beim Ausspruche yon Satz I gemachten Voraussetzungen folg$, 

dass die auf  den rechten Seiten der Gleichungen 

+a~ 2 , ' ~ i a x  

G (~) F (k) (26) 

(al, a.2 . . . . .  ~ ,~=o ,  1 , 2 , . . . ;  a ~ + a ~ + . . . + a , ~ > 2 ;  k = I ,  2 , . . . , ~ )  

2 z i x  

sLehenden Laurentschen Reihen in e ~ in dem durch die Ungleichung 

definierten Streifen konvergieren und Funkt ionen 

G~)o, , . .  .~ ( x ) ( , ,  ~ .~ , . .  ., ,,~ o,  ~, 2, . . . , -  ~ , +  ~ . ,+  . - - +  ~ ,~>  z; k =  ~, 2, . . . ,  , )  

darstellen, welehe in diesem Streifen regular sind und die Periode w besitzen. 

Ebenso folgt  weiter, dass die Potenzreihen in den n Variabeln f~, f2, .-- ,  f~ 

a I r~2 ~) G C~'> on(~)A f~ . ~  (~=', ~, 
al + a z +  " " . +an>='] 
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fiir 
2gi~  I 

q ~ l  e ~ ~q~,  I,/;I=-<F ( l =  I, 2, . . ., n) 

~bsolut und gleichm~ssig konvergieren;  endlich folgt  d~s Bestehen der Gleichungen 

Bk(x, fl, f=,...,fn) = Z G~)~ .. . .  n(X) f,a'f~a~...f~'~ (k~- I, 2, . . . ,  n) (27) 
a l + ~ + "  �9 �9 +%~>2 

fiir 

et =< l e V I  IAI=<F ( 1 =  I,  2,  . . .: T/). 

Wir  beh~upten nun weiter:  ist fiir ein bestimmtes System yon Zahlen 

a~, a~ . . . .  , an G. ,~  . . . .  ~ der gr5sste absolute Wert ,  den die Funk~ionen 

V (k)  ( x )  ( ] ~ - ~ -  I 2 ,  , )  
Ctl ~2 " " " a s } " " "~ 

fiir 

annehmen,  dann ist die uuf der reehten Sei~e der Gleiehung 

B(fl, f~,...,fi,)-~ ~ G . . . . . . . .  , f p ~ , A ~ , . . . f : "  (28) 
a l  + a . z +  �9 �9 " W a n > 2  

stehende Potenzre ihe  in f i ,  f 2 , - - . , f ~  wieder in dem (lurch die Ungle iehungen 

] j ~ ] ~ F  (l = I, 2 , . . . ,  n) definierten Bereiche in den Variabeln f~, f ~ , . . . ,  fn kon- 

vergent, find stellt eine Funkt ion  B (fl ,  f ~ , . . . ,  fn) dar, w e l c h e  in diesem Bereiche 

regulgr  is~. Is t  ngmlich F *  eine der Ungle ichung F * > F  geniigende positive 

reelle Zahl yon der Besehaffenheit ,  dass die Funkt ionen  Bk (x, fx, ~ , . . - ,  f,0 

( k =  I, e , . . . ,  n) in dem dureh die U n g l e i e h u n g e n  0~ ~ e o~ I<Q2, I J~[ =< F *  

(l = I, 2, . . . ,  n) definier~en Bereiehe immer  noeh reguli~r sind, und ist h ierauf  G 

der grSsste absolute Wer t ,  den die Funk t ionen  Bk (x, f ,  f ~ , . . . ,  f~) ( k =  I, 2 , . . . ,  ~) 

in diesem Bereiehe annehmen,  dann ist fiir Q~ < e ~ I < Q~ 

~(k} G 
I . . . . . . . .  (x) l < + o .  

(%, as, �9 .., a , ~ =  o ,  1, 2 ,  . . . ;  a~+a2 + " + a,~__> 2; k =  I,  2 ,  . . . ,  n ) ;  

daher  ist aueh 

G (%,%, a n = O ,  1 , 2 ,  . . ;  % + a 2 + ' " + a n > 2 ) .  G~, ~ . . .  % ~ F .~+a~+  .. +% . . . ,  . 

Aus dieser le tzteren Ungle ichung erkenn~ man ohne weiteres die Richt igkei t  der 

ausgesprochenen Behauptung.  
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Es sei nun  eine Funkt ion B(f) einer Ver~nderlichen f durch die Gleichung 

B(f) B ( f , f , . . . , f )  (29) 

definiert. Dann  ist B(f) in dem dureh die Ungleiehung [f[ =</" definier~en 

Bereiehe in der Ver~nderliehen f regul:,ir und l~sst sieh daselbst dureh eine 

Potenzreihe iri f yon der GestMt 
zr 

B (f) ~ G,~ f" (3 o) 
C ~ 2  

darstellen, in welcher die Konstanten  G, (a:=2,  3 , - . . )  nieht negative reelle 

Zahlen sind. Wei ter  sei x eine positive reelle Zahl von der Besch~ffenheit, 

dass bei jedem System yon Funkt ionen Bk (x) ( k =  I, 2, . . . ,  n), welche ffir 

Q~< e ~ --<Q~ reguliir sind und die Periode co besitzen, die zugehSrigen Funk- 

t ionen fk(x) (k--  I, 2, . . . ,  n), welehe (s. Satz 4) in dem Falle, dass [Zl > I iS~, 

dadureh definier~ sind, dass sie fiir 01=< e ~o I - -  -<Q~[ ).1, und in dem Falle, d~ss 

I Zl < I is~5, dadureh, dass sie fiir e, 14 ] < e ~' < e2 regular sind, die Periode eo 

besitzen und denh System linearer Differenzengleiehungen 

~ (x + h) = ~ q~, (.~) ~ (x) + Bk (x) ( ~ = I ,  2, . . . ,  n) (I7) 

I I genfigen, ffir e l =  < ]e --i" < e-, [~[ bzw. fiir el ]~[ < e~ =<e,z die Ungleichungen 

If~ (x) l _<- ~M [B, (x)] (k--  I, 2, . . . ,  n) (24) 

erfiillen, wo M[Bt(x)] den grSssten absoluten Wert  bedeutet, den die Funkt ionen 

Bt (x) (1 = I, 2, . . . ,  n) fiir q: < e ~ < q~ annehmen. /)ass es eine positive reelle 

Zahl x yon dieser Beseh~ffenheit wirklieh gibt, folgt aus Satz 5. D~nn be- 

t raehten wir die Gleiehung 

u= xB(v+u). (3 I) 

Diese Gleichung ist erfiillt, wenn u = v = o  ist. Weil  aber 

, 0  1 Io,2, [ u -  ~,B(~ + u)] i~=o=,  --~, B'(o) = i 
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also yon Null verschieden ist, kann man durch stetige Fortsetzung aus dem 

Wer~epaare u : o ,  v = o  vermSge (31) u in einer gewissen Umgebung der St,elle 

v = o ,  etwa fiir [ v ] ~ , ~ ,  wo M eine hinreichend kleine positive reelle Zahl ist,, 

Ms Funktion yon v erkl~ren: 

u= U(v). (3 2) 

Die Funktion U(v) ist also in dem dureh die Ungleiehung ] v ] ~  M definierten 

Bereiche ihres Argumentes regul~tr. Weit,er ist, offenbar U(v) fiir reelle, der 

Ungleichung [ v I ~ M geniigende Wert.e yon v ebenfMls reell. Wir  behaupt,en 

nun weiter: die Funktion U(v) wird fiir hinreiehend kleine positive reelle Werte  

der Ver~tnderlichen v nicht negativ. Die Richtigkeit dieser Behauptung ist 

evident, wenn B(f )  ident,iseh verschwindeg (das kann nur eintreten, wenn das 

Differenzengleichungensystem (I) linear ist.), weil dann ebenso iden~iseh U(v) = o 

ist. AndernfMls sei G,  (tt ~ 2) der erste nieht versehwindende Koeffizient in der 

Ent,wickelung (30) der Funktion B(f) naeh Potenzen yon f.  Dann folgt aus 

Gleichung (3I), dass sich U(v) in der Umgebung der Stelle v = o  durch eine 

Ent,wiekelung yon der Form 

U(v)=  x G. v~ + . . .  (33) 

darstellt,, wo die Punkte Olieder mit hSheren Potenzen yon v bedeuten, deren 

Koeffizienten s~mtliche reell sind. Naehdem das festgestellt ist; ergibt sich ohne 

weiteres die Richtigkeit der Behauptung. 

Also ist es mSglich, die positive reelle Zahl M so klein zu machen, dass 

fiir posit,ire reelle, der Ungleichung v ~ M geniigende Werte der Ver~nderlichen 

v U ( r ) ~ o  ist. Da U ( o ) = o  ist, ist es ausserdem m5glich, der positiven reellen 

Zahl M die Bedingung aufzuerlegen, dass fiir positive reelle, der Ungleichung 

v ~ M geniigende Werte  der Vergnderlichen v die Ungleichung 

v + U (v) :< F (34) 

erfiillt ist. Wir wollen daher im folgenden unter M eine positive reelle Zahl 

verstehen, welche so beschaffen ist, dass ~.) fiir ]v]<=M U(v) regular ist und 

2.) fiir positives reelles v ~ M  U(v)>~o und 3.) v+ U(v)<:F (34) ist. Die nicht 

negative re'elle Zahl U(M) wollen wir kurz mit U bezeichnen. 

Unter diesen Voraussetz~tngen ist &urch die Gleichm~gen 
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eine konvergente Folge yon Zahlen 311, M.2, 313, . . .  definiert und ex ist 

lim M,, = U. (36) 
,v~oo 

Beweis: Da wegen Ungleichung (34) M +  U_--<F ist, so ist erst reeht M<=F; 

well aber die Funktion B ( f ) f i i r  If] =< F reguF, tr ist, kann man den Wer t  f = M  

in diese Funktion einsetzen. Also ist durch die erste der Gleichungen (35)wirk- 

lich eine Zahl 3/1 definiert. Diese Zahl ist ferner eine nicht negative reelle 

Zahl; das folgt daraus, dass die Koeffizienten G, ( a = 2 ,  3 , . . . )  der Entwicklung 

(3 o) der Funktion B ( f )  ebenfalls nicht negative reelle Zahlen sind. Aus dem- 

selben Grunde nimmt welter die Funktion B(.f)niemals ab, w e n n f v o n  kleineren 

zu grSsseren posRiven reellen Werten iibergeht. Daraus folgt 

M~--- -zB(M)<=xB(3I+U)=U und M+3I~ <__M+U 

und daher M+M~ ~ F. Also kann man auch den Wert  f - ~ - M  +M1 in die 

Funkbion B ( f )  einsetzen und es ist durch die Gleichung _M.2-=zB(M+M~) eine 

nicht negative reelle Zahl 3 I  2 definiert. Diese Zahl 31.2 geniigt welter der Un- 

gleichung 3I~ = x B (M + 311) =< z B (M + U) oder 31,, =< U und ebenso der Un- 

gleichung M+3Ie<=F, weft M +  U ~ F  ist. Ha t  man nun bereits bewiesen, dass 

durch die Gleichungen 

Ma=xB(M),  M.2=• 2]I1), . .. , 3 I , - I~ -xB(M+ M,--2) 

nicht negative reelle Zahlen M1, 31.2, . . . ,  3I~__~ definiert sind, welche den Un- 

gleichungen 3II<=U, 31.2<=U, . . . ,  3L_~ <=U und M+3I~<=F, M+31.2<=F, . . . ,  

M+M,-I<--_ F geniigen, dann folgt, dass man den Wert  f - - M + M , - I  wieder in 

die Funktion B (f) einsetzen kann, und class durch die Gleichung 

31-,, = x B ( M +  3~[~,--1) 

wieder eine nicht negative reelle Zahl 3I, definiert ist. Welter ist 

M , = x B ( M + 3 [ ~ _ a ) < = z B ( M + U ) = U  und 3I+3I~__<M+ U<=F. 

Durch diese vollst~ndige Induktion ist bewiesen, dass durch die Gleichungen (35) 

eine Folge nicht negativer reeller Zahlen 3[~ (v =x ,  2, 3 , . . . )  definiert ist, welche 

den Ungleichungen 

M~ _-< u ( , ,= ~, 2, 3, . . . )  (37) 
und 
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M+ M , < F  (v=  I, 2, 3, . . . )  (38) 

geniigen. 

Anderseits 

ist niimlieh 

Die Folge der Zahlen M, (v=I ,  2, 3 , . - ' )  ist also besehriinkt. 

ist kein Glied dieser Folge kleiner als das vorhergehende. 

M I = ~ B ( M )  > o 

M~=xB(M+ M~) ~ uB(M):3 I ,  

M~=uB(M+ M~) > uB(3I+ MI)= M 2 

Es 

Also ist M 1 ~ M~ ~ M 3 ~ . . . ,  wie behauptet wurde. Aus diesen beiden Eigen- 

schaften der Folge muss man aber mit Notwendigkeit auf ihre Konvergenz 

schliessen. 

Nennen wir den hiemit als vorhanden nachgewiesenen Grenzwert der Folge 

M,, (v= I, 2, 3 , . . . )  vorlgufig U, dann folgt aus den Wngleichungen (37) und (38) 

das Bestehen der Ungleichungen 

v < u (39) 
und 

M + /] ~ F. (40) 

Nun nimmt die fiir reelle, der Ungleiehung ]v]<=M geniigende Werte ihres 

Argumentes ebenfalls reelle Funktion vh u U(v) yon v f[ir v = o  den Wert o und 

fiir v = M  den Wert  M +  U an; also muss es auch mindestens eine der Un- 

gleichung o < V ~ M geniigende reelle Zahl v geben, so dass die Funktion 

v+ U(v) fiir v = ~  den der Ungleichung o < M +  U_--< M +  U geniigenden Wert  

M + U annimmt, also die Gleichung 

besteht. Nun folgt aus den 

iibergeht, 

oder wegen (4I) 

Gleiehungen (35), 

U-= x B(M + U) 

(4I) 

wenn man zur Grenze v =  

+ U(~7,)--M=• U(~)] 

oder nach der Definition der Funktion U(v) ~z+ U(~?)--M=U(v)oder  endlich 

V = M  und daher U =  U ( M ) =  U. Also ist wirklich 

lim M, = U, (3 6) 

wie behauptet wurde. 
40--31104. Acta mathematica. 57. Imprimfi lo 25 juillet 1931. 
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Naeh  diesen Vorbere i tungen kSnnen .wir an den angekiindigten Beweis der 

zu Beginn dieses Paragraphen  ausgesprochenen Behaup tung  gehen. Es sei wieder 

M eine positive reelle Zahl yon der Beschaffenheit ,  dass [.) fiir I vl<= M U(v) 

regular  ist und z.) fiir positives reelles v <  M U(v)>=o und 3 . ) v +  U ( v ) < F  (34) 

ist. Es sei h ierauf  C eine positive reelle Zahl yon der Besehaffenheit ,  dass fiir 

e, < I e "~ < e.~, levi  -_< r 

,1s176 (x, ~,, ~.,,_ . �9 ~,,)1 = ~ ~ A.~ (x) 

( 8 ~  I,  2 ,  . . . ,  9l) 

M ( k - -  I ,  2 ,  . . . ,  9~) 

ist. Eine solehe positive reelle Zahl C kann man angeben, weil die Punk t ionen  

fk~(x)  ( k , s = I ,  2 , . . . , n )  fiir 01 < l e  r I < 0 3  keine Pole  besitzen. N u n  ist 

aber  (es wird wieder U ( M ) =  U gesetzt) M < M +  U =< F ;  daher  folgen aus den 

Ungleiehungen I ~  ~ (x, % % . . . ,  c,,)l < M (k : I, 2 . . . .  , n) auch die Ungle ichungen 

I~  o) (x, r r . . . ,  c , ) l  _-< F ( k =  ~, ~, . . . ,  ,4. Al~o ist es, wenn d ie  Ungleiehungen 

e ~ -  -< ~ --<e_~, I ~ l - - < c  ( ~ = ~ ,  2, . .  , . )  

erfiillt  sind, mSglieh, die Funkt ionen  ~o)(x, % c,,, . . . ,  c,) (k =- I, 2 , . . . ,  n) in die 

Funk~ionen Bk (x, f l ,  f~-, . . . ,  fn) ( k =  I, 2, . . . ,  n) einzusetzen, u n d e s  sind 

Bk [x, f l  (~ (x, % % . . .  c,,), f2 (~ (x, C l ,  e '2 ,  �9 �9 �9 , V~*,), �9 � 9  f(o) (x, C1 ,  C 2 ,  . . . ,  C.)] 

( k =  i, 2 , . . . ,  , )  
wieder fiir 

regulitre Funkt ionen  von x, c1, % . . . ,  c,, welche in Bezug auf die Variable x die 

Per iode r besitzen. Diese Funk t ionen  werden sich daher  Ms fiir 

e , < l r  ~ --<e.~, I ~ l - - < c  ( 8 = ~ , ~ , . . , , )  
2 ~ i x  

konvergente  Potenzre ihen in e ~ , e~, e~ . . . .  , e, yon der Gestalt. 

B~ [~, f to)(x, ~,, ~ .~ , . . . ,  ~ ) ,  A/~ (~, ~ ,  ~ .~ , . . . ,  ~,~), . . . ,  A~ (x, ~ ,  ~ , . . . ,  ~)]  = 
oo + o~ 2 ,'r. i a x 

Z Z B ( k ' l )  Ca . . . .  r  " " " r r m ( ] - g , = I ,  2 , .  . . ,  l i )  ol Ict 2 . . .  cr 

a j  +a~ + - �9 �9 + a n > 2 

(42) 
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da r s te l l en  lassen.  Se tz t  m a n  

Br 1) C~ t C~.~ at, = ~[~(1) (Cl, C2 ' On) 
, ~ , + . . , + .  �9 �9 + % - > _  2 (43) 

( k =  I ,  2, . . . ,  n; a be l i eb ig  ganzzuhl ig) ,  

d a n n  wi rd  

BIt [X, A (0) (X, Cl, e 2 , . . . ,  511), f2  (0) (x,  el,  c 2 , . . .  , ~ , ~ ) , . . . ,  f(o)(x, cl, % , . . . ,  cn)]- -  

+oo 2~ia~c 
= Z Bfi)ka (el, C], �9 �9  On) e r ( k =  I ,  2, . . . ,  n).  (44) 

H~ilt m a n  n u n  ein b e s t i m m t e s  W e r t e s y s t e m  % % . . . ,  Cn fest ,  d a n n  k a n n  m a n  

m i t  I4i lfe  yon Sa tz  4 u n d  m i t  H i l f e  der  G l e i c h u n g e n  

~(x+h)=2qk,(x)fi,(x) 
l~l 

e insehen ,  dass  du rch  die G l e i c h u n g e n  

( ~ , S = I ,  2, . . . ,  . )  (45) 

f (1 ) (x~-h ,  Cl, c2, . . . ,  Cn)--~-Zqkl(X)fl(1)(X, Cl, C%. . . ,  On) q- 
/=1 

+ B~ [~, f i  (~ (x, ~1, ~ , , . . . ,  ~ )  . . . .  , A ~ ( , ,  ~ ,  ~, . . . .  , ~,~)] ( k = I ,  2 . . . .  , n) (46) 

e i n d e u t i g  e in  S y s t e m  yon F u n k t i o n e n  yon x f~l)(x, % c2 . . . .  , cn) (k = l, 2, . . . ,  n) 

b e s t i m m t  ist,  welehe  die P e r i o d e  ~o bes i t zen  u n d  so beseha f fen  sind,  dass  die 

F u n k t i o n e n  yon  x fk  (1)(x, % % . . . ,  Cn) --f(k ~ (x, % c a , . . . ,  c,) ( k =  I, 2 , . . . ,  n) im  

Fa l l e  I t  I >  I ffir  O, <1 e ~ =< q2 I Zl , n a  im  Fa l l e  I zl < ~ f a r  01 I zl _-< e ~ I ~ q~ 

regul i i r  s in& G e h t  m a n  j e t z t  von  d e m  g e w g h l t e n  W e r t e s y s t e m  % % . . . ,  c,  zu 

a n d e r n  so lehen  W e r t e s y s t e m e n  fiber, d a n n  erhi i l t  m a n  aueh  ande re  F u n k t i o n e n  

v o ~  x ~':21 (x, ~ ,  ~ o , . . . ,  ~,~) (k = , ,  ~ , . . . ,  n).  

diese Weise  f i ir  

bzw. ff ir  

2zix]  
e l - - < l e  ~ < e ~ l z l ,  

e, lzl _-< [e~l_-< e2, 

Es  is t  mi~ a n d e r e n  W o r t e n  uuf  

le , ]<C (~'=,, 2 , . . . , . )  

ein S y s t e m  yon  F u n k t i o n e n  fk  a) (x, % c2 . . . .  , c~) 

gnde r l i chen  x, % % . . . .  , c~ definier t .  

( 8 ~  I~ 2~ . . ,~ qZ) 

( k =  I, 2, . . . ,  n) de r  n +  I Ver- 

M i n  k a n n  n u n  zeigen,  dass  die D i f f e r enzen  
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f~!l) (x, cl, c .e , . . . ,  c , , ) -- f (~ el, c. , . , . . . ,  c,,) (k = I, 2 , . . . ,  n) 

nich~ n u r  bei f e s t g e h a l t e n e n  Zah len  c 1, c ~ , . . . ,  c~ fi ir  

12:rtixl I 2~ixl 
~1 ~ e ('~- =~--Q2I~I bzw. f i ir  Q I [ 2 1 - -  < e ~ -  =<q~ 

regu l~ re  F u n k t i o n e n  yon x,  sonde rn  s o g a r  f i i r  

o , -  -< ~-~-  ~o .~ lz l ,  I ~ l ~ c  ( ~ = ~ , 2 , . . . , , 0  
bzw. fi ir  

e, lZl  --< e - ~ -  ----<ee, lo, I --<C ( s =  ' ,  2, . - ., n) 

r egu l~re  F u n k ~ i o n e n  der  n +  I Ver~inder l iehen x, e 1, c_~, . . . ,  e,, sind. Es  is~ n~m- 

l ieh n a e h  Sa tz  4 
+~ n a 2ztictx 

A1) (X, el, C~, . . . ,  Ctl)---f(kO)(x, el, C2, . . . ,  On) ~- Z Z Z e- ~ bkm g7 B(1)yt, (c,, e2,.  . . ,  on) 
o~-_--ac IIl=l .[----zo 

( k =  ~, 2 , . . . ,  n). (47) 
N u n  hSren  die R e i h e n  

+~c 2,~ia x 
Z B~I) (el' c2 . . . .  , c,,) e r (k--- i, 2 , . . . ,  , )  

a~--ar 

< 0-~ zu k o n v e r g i e r e n  u n d  Funk~ ionen  yon  x darzus te l len ,  n i ch t  auf ,  f i ir  01 < e ~'- 

we lche  dase lbs t  r e g u l a r  sind und  die P e r i o d e  w besi tzen,  w e n n  m a n  an  Ste l le  der  

F u n k t i o n e n  B ~  (e,, c 2 . . . .  , e,,) (k = I, z, . . . ,  ~, a be! ieb ig  ganzzah l ig )  den  g r6s s t en  

a b s o l u t e n  W e r t  B~. ') e insetz t ,  den  diese F u n k t i o n e n  fi ir  [ c~[=< C (s = I, 2 , . . . ,  n) 

a n n e h m e n .  W i r  h a b e n  e inen  ~ihnlichen Schluss  be re i t s  e i n m a l  gezogen  u n d  

b r a u c h e n  d a h e r  au f  den  Beweis  d ieser  B e h a u p t u n g  n ich t  e ingehen .  Also  s ind 

n a c h  Sa tz  4 die S u m m e n  

+~ n a 2~iax 

Z Z E ~- ~ "(') ( k = ,  ~, , ,~) bkma~ A)m. I ~ �9 

ffir  
] 2 x i x  I I 2zixl 

e , ~  e ~ - -  g q - ~ [ Z l  bzw. f i ir  q, 1 2 ] ~  e - - ~  ~ e 2  

nbso lu t  u n d  gleiehm~issig konvergen~.  W e l t e r  s ind  d a h e r  die Gl i ede r  de r  nuf  

den  reeh~en Selden der  G l e i e h u n g e n  (47) s t e h e n d e n  S u m m e n  fiir 

e , =  < e ~ I~o~lzl ,  I~,l--<c ( 8 = , , e  . . . .  , , 0  
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ubsolut genommen kleiner ~ls die Glieder der konvergenten Summen 

(1) E Z F, e : l b ~ - , I B . , , + E  (e~IZl)"I ~ IB(1) ' OkmaTI m~ 
a=---~ m : l  7 = - - ~  a=O m = l  ? : - - r  

( k =  I ,  2:, . . . ,  n )  

bzw. fiir 

I 2~ix I 
ellzl__< e~" ,--<e~, I~.l=<c ( 8 =  I~ 2 ,  . . . ,  n )  

ubsolut genommen kleiner als die Glieder der konvergenten Summen 

~, .~ (qllZl)~lbk~-rlB~)r+ ~ e~lbkm.,l B'I) my 
a=--~o m = l  7 = - - ~  a=0 m = l  7 = - - ~  

( k =  I, 2, , . . ,  n). 

D~raus folgt, dass die Summen 

fiir 

bzw. fiir 

+~ n a 2~iax 
Z Z Z e ~ bkmay B(lm)~ (Ca, c , 2 , . . . ,  Cn) ( I t =  I ,  2 , . . . ,  7t) 

2~if I 
e~__<le ~ i=<e~lzl, Ic, l<=c 

I 2~ix I 
e, lzl--< e ~  ,_-<e~, Ic, l_-<c 

8 =  I ,  2~ . . . ,  ~)  

( 8 =  I ,  2 ,  . . . ,  ~)  

ubsolu~ und gleichm~tssig konvergieren. Nun ist aber jedes Glied einer dieser 

Smnmen eine in dem durch diese Ungleichungen definierten Bereiche ~nnlytisehe 

Funk~ion der Variabeln x, cl, c2 . . . .  , c,. Dasselbe gilt  daher such yon den Funk- 

tionen 
f(k 1) (x ,  el,  c 2 , . . . ,  en) - -  f(k ~ (x, c ,  e~, . . ., c,~) (k  = I ,  2 , . . . ,  n ) ,  

welche dureh den Wer t  dieser Summen definiert sind, wie behaupte~ wurde. 

Bezeichnet 

Zahl, dunn ist fiir 

die in diesem Puragraphen bereits eingefiihrte positive reelte 

I 2gix I 
el--<le ~ --< ~.~lzl, 

bzw. fiir 

naeh Sntz 5 und n~eh (46) 

[f~l) (x, el,  e~, . .  ., e n ) - - f ~ ~  cl,  e~, . . . ,  en) l <= x B ( M )  

levi< c ( s = i ,  2, . . . ,  n) 

Ic~[<=C (~=I, 2, ...,.) 

(]r ~-~- I ,  2 ,  . . . ,  n ) ,  
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oder wenn man wieder die durch die Gleichungen (35) gegebene Bezeichnungs- 

weise einfiihrt, 

If~ll(x,c, c2,...,c,~)--fk(~ ( k =  i, 2 . . . . .  ,n ) .  (48) 

Aus (48) folgt  weRer fiir 

I 2~;xl 
e~_< l e ~ - i  ~ e2 , [c~]__< C ( 8 = I ,  2, . .., n) 

I lk (1)(x, c,, % . . ,  cn)[ =< M +  M1 (k--= I, 2, . . . ,  n). (49) 

Nun ist aber M +  M I = < M +  U g F .  Also kann man die Funkt ionen 

fk (1) (x, cl, % . . . ,  cn) (k = I, 2, . . . ,  n) wieder in die Ausdriicke Bk (x, f~, f~, . . . ,  fn) 

( k = I ,  2 , . . . ,  n) einsetzen. Man erkennt  so, dass man den eben ausgefi ihrten 

Schluss beliebig oft wiederholen kann. Also sind durch die Gleichungen 

f(k ") (x + h, % % . . . ,  cn)-= ~ qkl(X) fl(") (X, % C 2 . . . .  , C,) + 
I=1 

+ Bk Ix, Z( ~-" (~, ~ ,  . . . ,  ~,,), . . . ,  A ('-~) (~, ~ ,  . . . ,  ~,,)] (i4) 

( k =  I, 2, . . . ,  ~; ~ = I ,  2, 3, . . . )  

und durch die Forderung,  dass die Differenzen 

f 2 )  (~, ~ ,  c~, . . . ,  ~ , ) - f ~ o ) ( x ,  c ,  ~ , .  ., ~ )  (k = i, ~ , . . . ,  n; ,, = i, 2, 3 , . . . )  

im Falle [ ~ ] >  I in dem durch die Ungleichungen 

e , - -  < ~ -  =<e~lzl, I~1--  < e  ( ~ = ~ , ~ , . . , ~ )  

und im Falle [ ~ [ < I  in dem dutch die Ungleichungen 

e~lxl_- < ~ i_-<o.., I~l_-<c 0 = i , ~ ,  ,~) 

definier~en Bereiehe in den Variabeln x, % ce, . . . ,  e,~ reguliir sein und die Funk- 

tionen Jkf(~l (x, % e2, �9 � 9  Cn) (It = I ,  e, . . . ,  n', ~--  I, e, 3, �9 . .) die Gleiehungen 

f(k')(x+ca, % % . . . ,  c ,~)=f~')(x,  % % . . . ,  cn) ( k =  I, 2 . . . .  , n ;  , = I ,  2 ,  3 , . .  ") 

befriedigen sollen, die Funk~ionen 

f ( ' )  (x, % % . . . ,  c,,) ( k =  I ,  2 ,  . . . ,  n ;  ~ =  I ,  2 ,  3 , ' "  ') 
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der Reihe n~ch eindeutig best immt und es bestehen die Ungle ichungen 

fiir 

if(r) (x, r r , a ) - f k  (~ (x, o~, ~.  oa) l_-< Mr  J k  " " "~ " " "' 

( ~ = I ,  2, . . . ,  ~;  V : I ,  2, 3 , " "  ') 

2 g i x ]  

bzw. fiir 

und 

It(r) (~, c .  o~, o,,)]~ M + Mr dk " " " 
fiir 

12" '~  I 
e ~ l  e ~ NO2, 

A ~  (37) ~na  (50) folg~ ~ b ~  

fiir 

Io.I ~ c ( 8 = I ,  2 , . . . ,  n)  

( k = I ,  2, . . . ,  n; v = I ,  2, 3 , . . .  ) 

8 =  I~ 2~ . . . ,  ~) 

[c,]<=C ( s = I ,  2, . . . ,  n). 

[f~ ' ) (x,  01, 0 2 , . . . ,  On)--fk (0)(x, 01, O2 , . . . ,  r l ~ U 

(k-~-I, 2 , . . . ,  n; v~---I, 2, 3 , . . .  ) 

bzw. fiir 

womit  die 

ist. Ebenso folg~ aus (51) fiir 

01 ~ l e  ,o - -<e~,  Io, l_-< c 
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(50) 

(5i) 

(25) 

I 2~ix] 
QI ~ e ~ ~ Q 2 1 ~ ] ,  ] O s ] ~ C  ( 8 = 1 ,  2 , .  . ., ~)  

I 2.i~ ] 
e l l z l ~ l e  ~ --<e,, I o ~ l ~ c  ( ~ =  I, 2, . . ., , ) ,  

zu Beginn dieses Parugr~phen uusgesprochene Behuuptung  bewiesen 

und 
If~ ") (x, cl, c.~,. . . ,  oa) l ~ F. (53) 

Zum Schlusse dieses P~r~gr~phen wollen wir  n o c h  eine bemerkenswerte  

Eigensch~ft  der Funkt ionen  f ( r ) (x ,  Ol, O2, 0n) ( k = I  2, n; v-~I 2, 3, .) .]k "' , " " "' ' " " 

fests~ellen. I s t  

B k  [X, f l  ( r - l )  (X, 01, 02, . . . ,  Cn), f 2  ( ' -1 )  (X, 01, 02, . . . ,  O n ) , . . . ,  f(r--1) (x, c,, c2, . . . ,  ca)] - -  

+Qo 2~iax 
= ~,  B(')x~,'c,, e 3, . . . ,  c,) e ~ (54) 

Ct~--a0 

( k = I ,  2 , . . . ,  n; v - -  I, 2, 3, . ..), 

( 8 ~  I ,  2 ,  . . . ,  9~), k ~ - I ,  2 ,  . . . ,  n~ V = I ,  2 ,  3 ,  �9 �9 �9 

I f ~  r) (X, C1, ( 3 2 , . . . ,  Cn) l ~ M - { -  U (5 2) 
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dann ist ja en~sprechend G1. (47) 

( ] r  2, . . . ,7~; ~ ' = I ,  2, 3 , . . .  ). 

,~ 2~i_~ ~ 
e ~' bkm~.l Bg) (c, c.~, . an) X..d ~/ " " 

(55) 

Aus den Gleichungen (55) und aus der Tatsache, dass die durch die Gleichungen 

(27) gegebenen EntwickIungen der Funktionen Bk (x, f~, ~ ,  . .., f~) (k=  I, 2 , . . . ,  n) 

nach Potenzen yon fl ,  f 2 , - - . ,  f,, keine von f l ,  f e , . . . , f i ~  freien und keine in 

f l ,  f ~ , . . . , f ,  linearen Glieder enthalten, kann man nun u~schwer die Richtigkeit 

der im nachfolgenden Absatze ausgesprochenen Behauptung einsehen. 

Schreibt man 

. f ~ ' ) ( x , c ,  co , . .  c,~)=a(ok. ')(x)+ c , a ~ * , ' ) ( x ) + ~  a (k,') (x) c~,c~: c,~ '~ (56) 
" "~ ~ 1  vb2- �9 �9 . a n  " " " 

s = l  a t ,  a~_, . . . ,  a n ~ O  

a t t a r . + . . .  + % t > 2  

( k = l , 2 , . . . , n ;  v = o , I , 2 , 3 , . . . ) ,  

dann ist zun~chst identisch 

und 
~ .  ")(x) = o 

~?. ")(x)= f,:, (x) 

( k =  I, 2, . . ., n; v = o ,  I, 2, 3 , .  . . )  

( k ,  8 =  I ,  2 ,  . . . ,  ~ ;  ~ = 0 ,  I ,  2 ,  . . . ) .  

Schreibt man daher 
n 

f[~' (x, % % . . . ,  c,,) = ~ c, fk, (x) + ~ a(r ") (x) c7' c~. .. c %*,, 
a l  ~'2 " " " a n 

s = l  a j + t ~ +  . . �9 + a  > 2  

(57) 

( k =  I, 2 , . . . ,  n; Y=O, I, 2 , . . . ) ,  

dann gelten weiter die Gleichungen 

a (~, ~) (x) - -  a (k,:,+'~+''" +%~-1)(x) 

( ]r = I ,  2 ,  . . . ,  7~ ; CQ A- a.2 q- " '"  q- a n  ~ 2 ; 1 / ~ 1  AV a2 2V ' ' "  "31- ( $ ' ~ ' - -  I )  " 

(ss) 

D. h. die Glieder der auf den rechten Seiten der Gleichungen (57) stehenden 

Entwicklungen der Funktionen fk (~) (x, % % . . . ,  c~) (k-- I, 2 , . . . ,  n; v=o ,  I, 2, ...), 

welche in den Variabeln % % . . . ,  c,~ vom /~4en Grade sind, sind ffir einen be- 

stimmten Wer t  des Index k und fiir alle Wer~e des Index v, welche der Un- 

gleichung v ~ ~ - -  I geniigen, die gleichen. 
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w 4, B e w e i s  d e r  K o n v e r g e n z  d e r  F u n k t i o n e n f o l g e n  fk (~ (x, % % . . . ,  c,~), 

fk (1) (x, % % . . ,  c,~), j~2) (x, % % . . . ,  c~), . . .  ( k = I ,  2 , . . . ,  n). Aus den Gleichungen 

f~(') (x + h, ~,, c, . . . .  , ~,)-- ~ q~ (~) f~(') (x, c ,  c~, . . . ,  ~n) + 
/=1  

+ B~: IX, f l  0'-1) (X, el, en), e(* ' - - l )  (X, el, en)] (I4) 

( k = I ,  2, . . . ,  n; v = I ,  2, 3 , . . .  ) 
folgt~ 

fk( ' ) (  x + h ,  % % �9 �9 ", c~,)-- f ( ' - ~ ) (  % % . , . . ,  c , , ) =  

n 

= y ,  q~l(x)[f,(~)(x, ~ , . . . ,  c ,J - f?- ' ) (~ ,  ~ , , . . . ,  ~,,)1 
1=1 

-~- U k  [X, f l ( , - - 1 ) ,  . . ' ,  g}v--i)] - -  Bk i x, f (,--2), �9 -., ., ,,/'('-2)1, (59) 

( k = I ,  2 , . . . ,  n; ~ , = 2 ,  3 , . . . ) .  

Fi ihr t  m u n  die Beze ichnungsweise  

Tk~[x, f ( , - - , ) , . . . ,~ f (~- l )  , f~('-~), �9 �9 ",~nr~=~)l~ = (60) 

f~,  fi,,-2) f(~--u) t~176 f(,-1,] B~[x ,A  ('-~), " ",~t-~f(~-~),~r(~-l),"., -~)]--Bk[oc, , . . . .  ",~ 1- ]  , ~  , ~ + ~  , ", , 

f/(~-l) _ f (~-2)  el 

(k, l =  I, 2 , . . . , ~ )  

ein, dann kann man s~att (59) auch schreiben 

f~(~) (x + h, cl, c . , ,  c n ) - - f ~ - '  (x + h, c,, c~, ~n) = 

n 

= ~ q~l ( x ) [ ~ ' ) ( x ,  ~, ~ , . . . ,  c~) - ~,f('-1) (x, ~,, ~, . . . ,  c~)] + 
1=1 

+ ~ Tkl [X, f l  ('-1) f(~--2)] ' ' ' "  *In j [ f / 0 ' - - i ) - - f / ( ' - 2 ) ]  ( 6 1 )  

( k =  I ,  2 ,  . . . ,  n ;  V ~ 2 ,  3 ,  " " ")" 

N u n  sind, wie  aus (60) hervorgeht  

T ~ I ~ ,  f l  ('-~/, f ( ' -~ )  A/'-~t  f ~ - ~ ) ]  
4 ] -  3]]04. A c t a  mathematic,  a. 57. Imprira6 le 25 juillet~ 193]. 

(k, l =  1, 2 , . . . ,  ~) 
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Funk~ ionen  der  2 n + ~ V e r g n d e r l i c h e n  x, f l  (~-1) ., f(,--1) f ( , - 2 ) ,  f(~-2) 

welche  in dem du rch  die U n g l e i c h u n g e n  

e, < l e ~ I < e~, I r ~ - l )  l < F, I f~ ' -2~ l  < F ( k = ~ ,  2, .)  

def in ie r ten  Bere i che  in d iesen  V e r g n d e r l i c h e n  regul i i r  s ind  u n d  dase lbs t  den  

G l e i c h u n g e n  

Tkt Ix + w, f l  (*-1) s , . , - - . , o , ,  , A ('-2) --,  f , i  "-2)1 = 

~_ T k z [ x , Z ( , - - ~ l , . . . , f n ( , - , ) , A ( , - 2 ) , . . . ,  f[,--2)] (k, l = I ,  2, . . . ,  n) 

u n d  

T k l ( X , O ,  O, . . . ,  O, O, . . .  O ) = O  ( ] C , I = I ,  2 ,  . . . ,  ~$) 

geni igen .  Also  k ~ n n  m a n  i n . d i e s e m  Bere iche  die F u n k t i o n e n  

Tkl [X, Z (~-1) r(v--1) fliv--2), f(,.-2)] (k, 1 =  I, 2, .n) 

f o l g e n d e r m a s s e n  n a c h  P o t e n z e n  v o n  f l  ( ' - 1 ) ,  f(, ,-2) en tw icke ln :  �9 ~ "~ J n  

T~, Ix, f i (~ - , ) , . . . ,  ~,c(~-'), A( - -~ ) . . . . ,  f,l~-~)] = 

-~ .. ~ ,, , [ f~  ] (62) 
a a  + �9 �9 �9 + a n  + ~ l +  . . . +~n-->_l 

(~, 1 =  I, 2 . . . .  , n) ,  

wo Tk~ . . . . . .  , #  . . . .  # ,(x)  (k, 1 = i ,  2 , . . . , ~ ;  a ~ + . . . + a ~ + f l ~ + . . - + f l ~ - - > _ I )  F u n k t i o n e n  

yon x sind,  we lehe  in  d e m  d u r e h  die U n g l e i e h u n g  Q~--<__ e ~ I =  < Q~ def in ie r t en  

S t r e i f en  regul i i r  s ind u n d  die P e r i o d e  w besi tzen.  

W i r  wol len  n u n  in den  guf  den  r e e h t e n  Se i t en  de r  G l e i e h u n g e n  (62) ste- 

h e n d e n  R e i h e n e n t w i e k l u n g e n  jede  der  F u n k t i o n e n  T~.t . . . . . .  , ~ .... ~ (x) d u r e h  den  

g rSss ten  a b s o l u t e n  Wer~  erse tzen,  den die F u n k t i o n e n  

Tkz . . . . . .  ,~  .... ~n(X) ( k , l = I , z , . . . , n ;  a , . . . , m , ,  f l l , . . . , f l ~  fest)  

f i ir  q~ =< l e ~ < #~ ~ n n e h m e n  u n d  wol len  sodgnn  f~('-~) =f~(~-~) . . . . .  f ( , -1 )  = 

= f ~ ( ' - ~ )  . . . . .  f~('-2) = f  setzen.  W i r  erhalt ;en d e n n  eine P o t e n z r e i h e  in f yon  

der  F o r m  

T ( f )  = ~ T . f  ~. (63) 
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Wie man mit Hilfe einer tlberlegung, welche dem friiher bei der Bildung der 

Funktion B ( f )  angewandten Schlusse analog ist, zeigen kann, ist diese Potenz- 

reihe fiir ] f [ ~  F konvergent und stellt eine Funl~ion T ( f )  yon f dar, welche 

in dem durch diese Ungleichung definierten Bereiche der Variabeln f regular 

ist. Ferner nimmt T (f)  fiir positives reelles f reelle, nicht negative Werte an. 

Wenn wir daher, wie wir es tun wollen, die Bezeichnungsweise 

n T ( M +  U) = �9 (64) 

einfiihren, dann ist ~ eine nieht negative reelle Zahl. 

Da die Funktionen 

f~')(x,e,c.~, ...,c~)-f~(~ ( k = ~ , 2 , . . . , , ;  ~ o, ~,2 . . . .  ) 

von x, % % . . . ,  c~ im Falle [ s  I in dem durch die Ungleichungen 

o,_-< e 'o  i = < e ~ l z l ,  Ic, l<=c 

und im Falle I z I< I in dem dureh die Ungleiehungen 

i:=i l 

8 =  I~ 2,  . . .~ ~t) 

( 8 ~  I~ 2~ . . . ,  ~t) 

definierten Bereiche regular sind, so gilt dasselbe auch von den Differenzen 

I lk  (~) (X, Cl, e~,,. . ., e , , ) - - f  (~ (x ,  el ,  c~, . . ., C n ) ] - - [ f ~  ~'-1) (X, el,  e ,  . . . .  , C n ) - - f k  (~ (X, e, ,  C~, . . . ,  en)] 

( k = i ,  2, . . . ,  , ;  ~ = I ,  2, 3 , . . . ) ,  

d. h. yon den FunkCionen 

s  Cl, C], . . . ,  C n ) - - f k  ( * - l ) ( x ,  C1, C 2 . . . .  , en) (k = I ,  2 , . . . ,  n ;  V =  I ,  2,  3 , " "  ")" 

Wenn v eine bestimmte positive ganze Zahl ist ,  dann wollen wir den grSssten 

absoluten Wert, den die Funktionen 

fiir 

bzw. fiir 

f~'~) (X, C D (~2' " " "' On) __f(,--1)dk (X, Cl, C2, �9 � 9  Cn) 

e , - -<le  ~ --< e.~ Iz],  

o, lzl_< e ~ -  _<(,~, 

( k =  I ,  2, . . . ,  ~)  

[c,[<=C ( s = I ,  2, . . . ,  ~) 

[c~[_-<r ( s = I ,  2, . . . ,  , )  
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annehmen,  mit  N~ bezeichnen. Dann  folgt  aus der Ungleiehung (52) und aus 

den Gleichungen (61) und (64) mit  Hilfe yon Satz 5 fiir 

e l < l e  ~ =  =< 08 Ixl, I o.~1 < o =  (8~-i  , 2 , . .  . ,  ,I) 
bzw. fa r  

e, lzl=<-Ie ~ <e~ ,  I~.~1- -<C ( , ,=1,  2, ...,.,~) 

das Bestehen der Ungleichungen 

If}*~ (x, ~1, c,~,. . . ,  ~, ,)-L(,-I~ (x, ,1, c . , , . . . ,  ,,,)1--< ~ ,  ~ ; -1  (65) 

( k =  I ,  22, . . . ,  ~?; " V = 2 ,  3, " ' ") 

und daher aueh der Ungleiehungen 

N,. < z ~ N , - 1  (v = 2, 3, ...-). (66) 

Wir  wollen nun die positive reelle Zahl M ausser den bisherigen Bedingungen 

aueh noeh der Einsehri inkung unterwerfen,  dass fiir positives reetles v ~ M 

X l ~ r [ V +  U(v)]  < I 

ist. Das ist mSglich, well T ( o ) =  o ist. Es wird dann auch 

x ~  = z n  T I M +  U(M)] < 1. 

Versteht man hierauf wie bisher unter  C eine positive reelle Zahl yon der 

Beschaffenheit, aass fiir 01 =< e - ~  < e~, [ co ] ~ C ( s =  I,  2, . . . ,  ~Z) 

" )1 
" ~  Cs.f:~ (X __--~ -]]I ( I t :  I ,  2, . . . ,  n) 

ist, dann haben somit die Reihen 

f~0) (~, c,, ~ , . . . ,  ~,j + I f2)(~ ,  ~,  ~ . . . .  , ~ , j_ f~o) (~ ,  ~ ,  ~.~,..-, c,,)] + 

fiir 
+ i f ? / (~ ,  ~ ,  ~ ,  . .  ., ~,) _f~,/~ (x, ~,~, ~, . . . ,  ~,)] + . . .  

bzw. fiir 

( k =  I, 2, . . . ,  n) 

e , = < t ,  ~' --<e-~lzl, I , , I - -<e  ( . , - - 1 , ~ , . . . , ~ )  

o ~ l x l -  -< ~~  --<e.,, I ~ l = < C  ( 8 = i ,  2 , . . . ,~q)  
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yon den zweiten Gliedern angefangen die konvergente Majorante 

;v, + ~ 5 5  + (~ ,)-" iv1 + . . . .  
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Also sind diese Reihen in dem dureh die obigen Ungleiehungen definierten 

Bereiche ubsolut und  gleichm~issig konvergent.  Daraus folgt zuni~chst, dass fiir 

k = I, 2, . . . ,  n lim f~*) (x, % % . . . ,  ca) existiert, wenn die Ungleichungen 

bzw. 

q,=< e ~ _-<q~[Z[, 

e t l Z [  < e r I ~ e - 2  

[C.s[ ~ C ( 8 ~ -  I,  2,  . . . ,  ~)  

Ic~[ ~ C ( s = I ,  2 , . . . ,  ~,) 

erfiill~ sind und x nieht  ge t ,de  mit  einem Pole einer der Funkt ionen fk~(x) 

( k , s ~  I, 2, . . . ,  n) zusammenfgllt .  Setzt man daher 

li111 f } ~ ) ( X ,  e l ,  C 2 . . . .  , C n ) =  f/r (X, Cl, C.), . . . ,  (~.,7.) ( k =  I, 2, . . . ,  n), (67) 

dann k~nn man ~us dem Umst~nde, d~ss die Glieder der Reihen 

j ~  % c~, . ., . . . ,  c,d] + 

+ [fk (2i (x, c1, C2, . . . ,  C,Z)--fk {1) (X, C,, e.2,...,  cn)] + - "  

fiir 

bzw. ffir 

( k =  I, 2, . . . ,  n) 

o,=<le ~ <o , , I z l ,  I~ l_-<c  ( 8 : I ,  2 , . . . , n )  

e, lzl--<t~ ~ =<o.,, I ~ l < c  ( ~ = i , 2 , . . . , ~ )  

regulgr sind, schliessen, dass dasselbe auch von den Summen dieser Reihen, 

ngmlich yon den Funkt ionen 

A ;  ( X ,  e l ;  CJ2, . . . , C??) - - Z ~  O) ( X ,  C l ,  C 2 . . . .  , C , )  (k = I ,  2, . . . ,  n )  gilt. 

Geht  man mi t  den Gleichungen 

~n fk (') (x, % % . : . ,  c~) = ~ c~ fk,(x) + ~,  a(k'5, ~ "). .. ~,~ (x) cg, cg ' . . ,  c,~ 
s = l  al + a 2 +  �9 . �9 + a n : > 2  

( k = i ,  : ,  . . . ,  n; v = o ,  I, ~, . . . )  

(57) 
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zur Grenze ~ ~ - ~  fiber, dann  k an n  man wegen der gleichm~ssigen Konvergenz  

des auf  der l inken Seite vorgenommenen Grenzprozesses f a r  

e , = < l e  ~ I=<Q.,IZi, [e~i=<C ( s = I ,  2 , . . . , n )  

bzw. ffir 

el lZl=<l  e ~  <e~,  le, l<=C ( s = ~ , ~ , . . . , n )  

auf  der reehten  Sei~e die vorgenommene Summat ion  mit  diesem Grenzfibergnng 

vertausehen und es wird wegen (58) 

.. ~ . . .  an (68) fk(x ,  cl, c,, c n ) -  c,.fk,(x) + . ~  a (k} (x) ~,  c~ c,~ 
e = l  a x + a ~ +  - �9 �9 +an_-->9 

( ] r  I ,  2 ,  . . . ,  , ) ,  

W O  

a Ck) (x) = a (k, ~,+~+""" +~,~-')(x) (69) 
a t  ca,~ . . . a n a t  ~ . �9 �9 a n 

( k =  I,  z ,  . . ., n ;  a ~ + a ~ + - . - + a ~ = > 2 )  is~.  

Geh~ man nun aueh mi t  den Gleiehungen 

fk (') (x+  h, c,, c, . . . .  , c , ) = ~  q, dx)fl(")(x, e,, c , , . . . ,  Ca) + 
l = 1  

+ B~ [~, f ; ~ ) ( x ,  ~ . . . .  , c , ) , . . . ,  f(2"-')(x,  ~ , . . . ,  c~)] (~4) 

( k =  I, 2, . . . ,  n; ~ = I ,  2 , 3 , . . .  ) 

zur Grenze ~,=or fiber, dann erkennt  man, dass.die F u n k t i o n en fk  (x, el, c2 . . . .  , c~) 

(k = I, 2, . . . ,  n) in der Ta t  den drei in Sa~z I gestel l ten Anforderungen  geniigen, 

dnss n~mlieh im Falle I z I>  ~ in dem dutch  die Ungle iehungen 

e~=  < e ~  I_-<e.~lzl, I~ l_ -<c  ( ~ = ~ , 2 , . . . , ~ )  

und im Falle I~,1< I in dem dureh die Ungle iehungen 

e, l z l _ -  < ~ l _ - < e ~ ,  I~,l_-<c ( ~ = , , ~ , . . , n )  

definier~en Bereiehe in den Variabeln x, e~, c, . . . . .  en 
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I.) die Funkt ionen dieser Variabeln 
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f~ (~, c .  ~ , . . . ,  ~) - -  ~ e~ f~,(x) (k = ~, : , . . . ,  ,~) 

regular sind und 

2.) die Funkt ionen fk (x, cl, ce, . . . ,  c~) ( k =  I, 2, . . . ,  n) die Gleichungen 

f i  (x, o, o , . . . ,  o) : o und f i  (x + ~o, c~, c,,, . .  ,, c,~)-~fi (x, c~, c~, . . . ,  c,~) ( k =  I, 2 , . . . ,  -n) 

befriedigen und 

3.) dem Differenzengleichungensystem 

fi~ (x -~ h, c ,  c0, �9 �9 c~) = 

~- Qk [X, f l  (X; el, C2, . . . ,  Cn), f2 (X, Cl, C2, . . . , en), . . . ,  fn  (X, Cl, C2, . . . ,  Cn)] 

(k=  i, 2 , . . . ,  ,) 
geniigen. 

Aus den Gleiehungen (68) folgt  endlieh, dass die Funkt ionen 

(I2) 

( k =  ~, 2, . . . ,  . )  

in dem oben definierten Bereiche auch den Gleichungen 

{ olf~(~,  ~,  r  o~)]~ = f ~ ( x )  
0 Cs )el =0 

0 2 ~ 0  

C n ~ 0  

(It, s :  I, 2, . . . ,  n) 

geniigen, wie es Satz I verlangt. Nun verschwindet die Determinante  If~s (x) l 

nicht  identisch, well die Funkt ionen fks(x) (k, s =  I, 2 . . . .  , n) ein Fundamental-  

system yon L5sungssystemen des Systems homogener l inearer Differenzen- 

gleichungen 
n 

f k ( x + h ) = ~ _ ~ q k l ( X ) f i ( x )  ( k = I ,  2 , . . . ,  n) (9) 
/ = 1  

bilden. Also besteht zwischen den Funkt ionen f~ (x, el, e~, . . . ,  e~) ( k =  I, 2 , . . . ,  n) 

in diesem Bereiche keine Relation yon der Gestalt  

G [ x , A ( x , • I ,  e2 , . . . ,  en), f2 (x ,  cl, c2, . . . ,On) . . . .  , .fn(X, C l ,  0 2 . . . .  , • n ) ] = O  ( I 3 )  

identisch in x, cl, c 2 . . . .  , c~. 
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Is t  umgekehr t  ein System yon Funkt ionen  fk (x, cl, c~, . . . ,  cn) ( k = I ,  2, . . . ,  n) 

gegeben, welche so beschaffen sind, dass eine positive reelle Zahl C existiert ,  so 

dass in dem durch die Ungle ichungen 

e,__< ~ i__<e~lZl, I ~ l = < c  ( , =  , ,  2, . . ., , )  

bzw. in dem durch die Ungle ichungen 

e, lz l  =< ~ ~" --<e~, Ic~l =<C 0 = ~ , 2 , . . . ,  -)  

definierten Bereiehe in den Variabeln x, c ,  c~ , . . . ,  c,, die Funkt ionen  

f~(z, cl, c~,...,  c,) (k=1 ,  2 , . . . ,  ,) 

den un te r  I .), 2.) und 3.) ausgesprochenen Bedingungen geniigen, dann muss eine fiir 

e ~  e ~ < = e ~ . l z l ,  I ~ . ~ l ~ c  ( , = i , ~ , . . . , , )  
bzw. fiir 

Q, I z l  < e ~  <~, [~l<--e 0=',~,. . . ,"1 

konvergente  Entwieklung  yon der Gestal t  

f~ (~, ~,, ~, ~ , /=  ~ ~ f~., (~t + Y, -~~ (*/~;' ~:~.. �9 ~> (7o) 
8--1 al ,  C~2, . . . 0 : ~ 0  

al+c~a+ �9 . . + c t 7 ~ 1  

( ~ =  I ,  2 ,  . .  '7 I~) 

bestehen, wo die Funkt ionen  

a (k) (X)  ( / ~ = I  2 ,  iS" ~ 1 ,  ~ o ,  ~ , , = 0 ,  I ,  2 ,  " C r  q - g n ~  I ) 

yon x fiir q~ < e < o.~ I ).] bzw. fa r  ql ] ~] < e ~ I < q-2 regular  sind und 

die Per iode w besitzen. Nu n  kann es aber hSehstens e in  solehes S y s ~ m  yon 

Funkt ionen  

a (~') (x) (]~ = I ,  2 ,  . .  I~ ; (~1 + C*.~ + ' ' "  -{- g , :  > I )  (Q a 2 , . .  celt �9 ~ . 

yon der Beschaffenheit  geben, dass die auf den rechten Seiten der Gleichungen 

(70) s tehenden Potenzre ihen in c~, c~_,. . . ,  c,, fiir 
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O~=<l e '~ i__<e~lzl, I ~ l _ _ < e  ( ~ = ~ , z  . . . .  , . )  

o ~ l z l _ -  < ~ i__<o~, I ~ l = < c  ( ~ = ~ , ~ , . . . , ~ )  
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konvergieren und die sodunn durch diese Gleichungen definierten Funktionen 

f :  ( x ,  c l ,  c2, . . ., Ca) ( k  : I ,  ~ ,  . . ., n )  dem Differenzengleichungensystem (~ 2) geniigen. 

Ist  n~mlich ein solches System yon Funktionen -(~) (x) (k-----~, z, n; 

a l + a ~ , +  . . - + a , ~ I )  gegeben, welche den eben ausgesprochenen Bedingungen 

geniigen, dunn mfissen diese Funktionen, wie man mit Hiffe der Gleiehungen 

Bk (,% f , ,  L ,  - �9 ., f,~) - -  ~ e':(~),, , ,  .. . % (~) A ,~, A o, . . .  f : " .  
a t + a 2 +  �9 . . + a n > = 2  

und 

Ok (x, f~, L ,  �9 �9 f ,)  = ~, qkt (x) 2) + Bk (x, fa, fa, .- . ,  fn) 
l=1 

(]~ = I ,  2 ,  . . . ,  " )  (z7) 

( ] r  I ,  2 ,  . . . ,  ~ )  ( I I )  

erkennt, zun~chst den Gleichungen 

n ~t 

(') o (x), ,(k) (~ + h) = F~ q~,(x) ,(') ' ' ~,oo "(~) o (~ + h ) =  ~ q~,(~) " , o o  o~o.. o ,  o,o o ~ ) ,  �9 �9 �9 
1--1 l ~ l  

' n 

a (k) (x + h)~- ~ q~l (x) aooo. �9 ' " ~  0 0 0  . . . 0 1  " " " ~ .  

l=1 

(71) 

nich~ nur ffir 

geniigen. Aus dem Bestehen der Gleichungen (7 I) folgt ~ber, dnss die Funktionen 

~ ) o  o(X),  "(:~o o(~), ~(~) o,(~) ( k =  ~, ~, ~) . . . .  " " " ~  0 0 0 . . .  " " " 

bzw. ffir Q ~ l ~ l ~ l e  ~ ~e2 ,  

sondern sogar fiir 
2 ~ i ~ 1  2 z i x  

regular sind und die Periode co besitzen. Weil wir aber voraussetzen, d~ss die 

Degerminnn~e I q ~ o -  de~Z"l fiir keinen g~nzzahligen Werg yon a verschwindet, 

folg~ mi t  Hilfe yon Satz 3, dass die Funk~ionen 

1 0 0  . . . 0 x , ' ~  ~ 0 1 0  . . . 0 " " " ~  0 0 0  . . . 0 1  * " "~ 

iden~iseh versehwinden. 
49,--31104.  A e t a  m a t h e m a t i ~ a .  57. Impr im4  lo 25 juillet 1931. 
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W i r  k 5 n n e n  d a h e r  s t a r t  der  G l e i c h u n g e n  (7 o) auch  seh re iben :  

n 

fk(x,c,,c., ,  C, , )=~jc,  f~.,(X)+ ~ . ( k )  (X) C'~'CP. C~" (68) 
- " " * ~ t ~ ( ~  1 0 2 ,  2 . . . t Z l ~  " " * 

s = l  a l + a - z +  - �9 - + a n > 2  

( I t - -  I ,  2 ,  . . . ,  n ) .  

M a n  kunn  n u n  m i t  H i l f e  tier G l e i e h u n g e n  (27), ( I I )  u n d  (12) wel te r  schl iessen,  

dass die F u n k t i o n e n  von  x a~[).,...~,~(x) (k = I, 2, . . . ,  n; a~ + a.2 + "'" + an > 2) 

G l e i e h u n g e n  yon f o l g e n d e r  G e s t a l t  gen i igen  mi issen:  

n 

,(~) (.,, + h) = y ,  ~rk,(,,) a(') (x) + 
l = l  

+ HIk) G (n . , , (x) ,  J~., (x), .(') ~'. (x)] 

(k  = I ,  2 ,  . . . ,  n ; 61 + g2 + + 6n ~ 2). 

H i e r  b e d e u t e n  

(72) 

H(") o,, [al:l, . . . . .  ,.,, ( . ) ,  J ; . ( ~ ) ,  . ( ' )  (,.)1 a t  ~ . .  �9 7t 7"-' - . - ~'n 
( ~ ; - - -  I ,  2 , . . . ,  9~; 6 1 + 6 2 +  " ' "  +a, ,>= 2) 

ganze  r a t i o n a l e  F u n k t i o n e n  d e r j e n i g e n  K o e f f i z i e n t e n  G~)~ . . . .  ,%(x), de r en  un t e r e  

I n d i c e s  der  U n g l e i c h u n g  2 < fl~ + / ~ +  -.- + ft, < a~ + 6~ + -.. + a~ gen i igen ,  de r  

F u n k t i o n e n  f i~ (x )  (1, s =  I 2, n) u n d  d e r j e n i g e n  F u n k t i o n e n  a (0 (x), 
" " "~ " 7 , ; ' ~ . . . Y n  

deren  u n t e r e  I n d i e e s  der  U n g l e i e h u n g  2 < 7~ + )'2 + "'" + 7, < 61 + a~ + . . .  + a,, 

geni igen .  N a e h  d ieser  Def in i t ion  de r  Ausdr i i eke  

Ha'),,, ", �9 �9 - % [G(nF, ~- . . . .  .i3n(X),fs(X), ai11)7._, . ;, (,~2)] (~ I , 2, . . ., ,,; c~]+6,~+--kc~,~2). = 

f o l g t  abe r  v e r m S g e  Sa tz  4, dass  F u n k t i o n e n  

a (k/~,~,, . . . .  ~ .  (~) (k = 1, 2,  . .  ., . ;  6 ,  + 6 ,  + + 6 .  => 2),  

welehe  fiir 

e , <  e r <o_~]~L[ bzw. f i ir  o , l ~ . l _ _ <  e ~ <q. 

reguli~r sind und die Periode to besitzen, durch die Gleichungen (72) der l~eihe 

nach eindeutig bestimmt sind. 

Also kann es nicht zwei verschiedene Systeme von Funktionen 

f k ( x ,  Cl ,  e , ,  . . . ,  C,t) ( I t =  I ,  2 , . . . ,  7,)  
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geben, welehe den Bedingungen I.), 2.) und 3.) geniigen. I s t  daher  ein System 

yon Funkt ionen fk (x, % % . . . ,  cn) (/c-- I, 2 , . . . ,  n) gegeben, welche den Bedin- 

g u n g e n  I.), 2.) und 3.) genfigen, dann mtissen diese Funkt ionen  mit  denjenigen 

Funkt ionen fk (x, % c 2 . . . . .  c~) (1~= I, 2 , . . ,  n) zusammenfallen, welehe durch den 

dutch  die Gleichungen (I4) definierten Grenziibergang erkl~rt sind. 

w 5- Betrachtung des Falles, dass die Determinante Iqk~o--&~z;~[ fur 
ganzzahlige Werte von a verschwindet. U m  auch die Richt igkei t  derjenigen 

in Satz I ausgesprochenen Behauptungen  einzusehen, denen nieht die Voraus- 

setzung zu Grunde liegt, dass ffir ganzzahliges a Iqk~0- -d~ ,~ l  yon Null  ver- 

schieden sei, werden wir folgendermassen verfahren. Es sei e eine yon Null  

verschiedene Zahl yon der Beschaffenheit ,  dass ffir ganzzahliges a I q~ ,0 - -6k l e~ l  

yon Null  verschieden ist; eine solche Zahl e anzugeben, ist stets in mannigfach 

verschiedener Weise  mSglich. Hie rauf  sei ~0(x) eine nicht  identisch verschwindende, 

meromorphe Funktion,  welehe der Differenzengleichung 

q~ (x + h) = e 99(x) (73) 

geniigt und die Per iode oJ besitzt. Die Existenz einer solchen Funkt ion  ~ (x) 

folgt  aus Satz z. Nun  wollen wir durch die Transformation 

f (x) = 9D (x) Z (x) ( ~ =  I, 2 , . . . ,  ~) (74) 

an Stelle der unbekannten  Funkt ionen  fk(x) 

Funkt ionen  J~(x) ( k = I ,  2, . . . , n )  einfiihren. 

geht  das Differenzengleichungensystem 

( k =  I, 2, . .., n) neue unbekannte  

Durch die Transformat ion (74) 

fk  (X -~- h) = Qk IX, 71 (x), L (x )  . . . . .  , fn  (x)] ( k =  I, 2, . . . ,  ~t) (I) 

in das Differenzengleichungensystem 

,~?;(X'@ h) = Qk [x, ~(x) ,  A(X), . . . ,  A (x)] ( I t=  I, 2 . . . .  , n) (75) 

fiber. Dabei  ist 

Qk (x, 2q, f2, �9 �9 f~) = ~,  qk, (x) 2~ + Bk (x, f~, f2 . . . .  , f , )  (]~ = I, 2 , . . . ,  ~t), (76) 

s (*, f , ,  A ,  �9 fn) - Bk [., ( . ) Z ,  . . . . .  ( .)  f . ]  " '  ( k =  I, 2 , . . . , ~ ) .  (77) 
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N u n  m S g e n  wieder  die F u n k t i o n e r / f k s ( x )  (k,s-~I,  2 , . . . ,  ,~) im Fa l le  [ 2 ] >  I in 

der  du rch  die U n g l e i e h u n g  e ~ ~ R I 2 1  u n a  im  Fa l le  121 < I in a e r  du rch  

die U n g l e i e h u n g  e ~ I < r de f in ie r t en  I - Ia lbebene m e r o m o r p h  sein, die P e r i o d e  

~o bes i tzen  u n d  ein F u n d a m e n t a l s y s t e m  yon L S s u n g s s y s t e m e n  des S y s t e m s  homo-  

g e n e r  l i nea r e r  D i f f e r e n z e n g l e i e h u n g e n  

n 

f~ (x + h) = ~ q~,(x) A (x) (~ = i, ~ , . . . ,  . )  (9) 
I ~ 1  

bilden.  I n  dem dureh  die U n g l e i e h u n g  Q~ < e ~' J < Q2 def in ie r ten  S t r e i f en  

m S g e n  die F u n k t i o n e n  .[k ~ (x) (t:, s = I, 2 , . . . ,  ~) ke ine  Po le  besi tzen.  H i e r a u f  

se ien ~L u n d  ~ pos i t ive  reel le  Zah len ,  welehe  den  U n g i e i e h u n g e n  ~ _--< r, 

0~ < ~ < Q~ < 0~ gen i igen  u n d  so besehaf fen  s ind,  dass  die F u n k t i o n  ~v (x) in  dem 

d u r e h  die U n g l e i e h u n g  ~ < l e ~ J < ~ d e f i n i e ~ e n  S t r e i f en  wede r  Nu l l s t e l l en  

n o e h  Po le  bes i tz t .  1 D a n n  s te l len  die Ausdr i i eke  fk~(x) (lc, s =  I, 2 , . .  n) F u n k -  
(x) " 

t i onen  Yon x dar ,  we lche  im Fa l l e  121 > I in der  d u r c h  die U n g l e i c h u n g  

e ~ - -  ~ R I21 u n d  im Fa l l e  1 2 1 <  I in der  a u r e h  die U n g l e i e h u n g  l e o~ ~ r 

definierLen H a l b e b e n e  m e r o m o r p h  sind, die Pe r i ode  w bes i t zen  u n d  ein F u n d a -  

m e n t a l s y s t e m  yon  L 5 s u n g s s y s t e m e n  des S y s t e m s  h o m o g e n e r  l i nea re r  Di f fe renzen-  

g l e i c h u n g e n  
71 

8fk(x-~-]l)-- Eqkl(X)fft;(X) (]~= I, 2 , . . . ,  'n) (7 s) 
l ~ l  

; < ~.~ def in ie r ten  S t r e i f en  ins- b i lden  in dem d u r e h  die U n g l e i e h u n g  Q~ =< e J -  

besonde re  s ind d ie  F u n k t i o n e n  fk~ (x) (/c, s = ~ ~ , . .  n) r egu la r .  N u n  h a t  die 
f ( x )  ' "' 

der  M a t r i x  {q~to-- (i~t ~'~} in d e m  D i f f e r e n z e n g l e i e h u n g e n s y s t e m  (75) e n t s p r e e h e n d e  

M a t r i x  die F o r m  { q : t 2 - - d ~ 2 ~ } ;  die D e t e r m i n a n t e  d ieser  M a t r i x  

1 Wenn to~ = r  ist, was wir im Falle ]).] > I ja zulassen, dann folgt aus den Ungleichungen 
~)l ----< 0~ < ~2 ~ ~ ,  01 --< r die Gleichung ~l ~ r .  Man muss daher in diesem Falle an die Funktion 
T(x) noch die leicht zu erfiillenste Anforderung stellen, dass sie auf der dutch die Gleichung 

e ~ = r definierten Geraden weder Nullstellen noeh Pole besitzen soll. 
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Iqk~~ --  d,~t ~"1 I 

versehwindet aber fiir keinen ganzzahligen Wer t  yon a. Versteht  man anderseits 

unter  @ den grSssten absoluten Wert ,  den die Funkt ion q9 (x)fiir  ~l<le '~ < e~ 
annimmt,  dann sind, wie aus (77) folgt, die Funk t ionen  Bk (x,f~, J ~ , . . . , 2 ~ )  

( k =  I, 2 , . . . ,  n) in dem dureh die Ungleiehungen 

I ~'~1 F ( k = ~ ,  ~, , , , )  ~ , < l e  ~ - - < e , , l ~ l - - < ~  -- 

Bereiehe ihrer Argumente  regulgr und besitzen in Bezug auf  x die definierten 

Periode ~o. 

Daher  folgt aus denjenigen in Satz I ausgesprochenen Behauptungen,  

welche bereits in den w 3 und 4 bewiesen wurden, dass es genau ein System 

yon Funkt ionen 2~k (x, Cl, e2 . . . .  , c,) (k = i, 2, . . . ,  ~) der n + I u  

x, % % . . . ,  c~ gibt, welehe so beschaffen sind, dass eine positive reelle Zahl C 

so angenommen werden kann, dass im Falle I~1 > I  in dem dutch die Un- 

gleiehungen 

~ = <  e ~ i _ - < g l z l ,  I~, l_-<c ( , = ~ , 2  . . . .  ,,~) 

und im Falle I Z I <  I in dem dureh die Ungleiehungen 

I 2"" I 
~ , l x l - - < l ~  " --<e~, I ~ , l - - < c  ( , =  , ,  2, . . ., , )  

definierten Bereiehe in den u  x, % % . . . ,  e,~ 

I.) die Funkt ionen dieser Variabeln 

reguli/r sind und 

2.) die Funkt ionen 2~k (x, % % . . ,  c,~) (k = I, 2, . . . ,  n) die Gleiehungen 

(x; o, o . . . .  , o ) =  o (k = ~, ~ . . . .  , , )  ~ a . ~  (~ + ~,  ~,, c~, . . . ,  ~,,) = f k  ( , ,  c~, ~ , , . . . ,  ~,,) 

(k = I, 2, . . . ,  n) befriedigen und 

3.) dem Differenzengleiehungensystem 

g~ (x + h, c j, % . . . ,  c,) = 

= Qk [X~" Z (X, el, e] . . . .  , Cn), A (X, el, C2," ~ ", C , ) , . . . ,  A (X, el, C2, . . . ,  CIt)] (79) 

(/~ = i, 2, . . . ,  . )  
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geniigen; welter folgt, d u s s  d i e s e  F u h k t i o n e n  2~k (x, el, C2, . . . ,  On) (k = I ,  2, . . . ,  n) 

die Gleiehungen 

oe, ic,=o - ~ 0 )  (k, 8 =  i, 2 , . . . ,  ,~1 
C-:=0 

Cn--O 

befriedigen und dass daher zwischen diesen Funkt ionen keine Relation v o n d e r  

Gestalt  

[X ,~  (X, el,' C 2 . . . .  , Cn), ~2 (X, el, c 2 , . . . ,  c n ) , . . . ,  ~ ,  (x, Cl; c 2 , . . . ,  c,,,)] = o (80 )  

besteht. Setzt man nun 

~9(X)J~ (X, Cl, C2, . . . ,  Cn) : 3 r  Cl, C 2 . . . .  , On) (]~-~- I ,  2, . . . ,  ~ ) ,  (S I )  

dann sind im Falle [ X [ > I  i n  dem dutch die Ungleichungen 

2 ~ i x  I 

~,=:_ ~ T  _-<~lzl,  Ic~l<=c ( 8 ~  I, 2, . . ,  n) 

und im Falle [Z[ < I in dem durch die Ungleichungen 

~,lZl----<le ~ ----<e~, I~.,I----<C ( 8 ~  I~ 2, . .~ ~) 

definiel~en Bereiche in den n + I Variabeln x, c~, c~ , . . . ,  c,, 

I.) die Funkt ionen dieser Variabeln 

S : I  
( k = I ,  2, 

regul~ir; 

2.) befriedigen die Funkt ionen  fk (x, c~, c~, . . . ,  Cn) ( k =  I, z, . . . ,  n) 

Gleichungen fk(x, o, o , . . . ,  o ) =  o ( k -  I, z . . . . .  n), 

die 

(orq 
~9-7,~, = o =fk .~(x)  

"JZlc~ 0 

c n = 0 

(k, 8 ~  I ,  2, . . . ,  71) 

und f k ( x  + ~o, cl, c ~ , . . . ,  c ~ ) = f k ( x ,  cl, c~ , . . . ,  c,) ( k =  I, z , . . . ,  . )  und geniigen 
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3.) dem Differenzengleichungensystem 

f i  (x + h, e,, e2, . . . ,  On) = 

= Qk [~, A (*, ~ ,  c~ , . . . ,  c,O, f , ( x ,  e,, e. . . . .  , ~ , 0 , . . . ,  f , ( x ,  ~,, ~ , . . . ,  ~,)1 

(k = ~, 2, . . . ,  ~); 

4.) besteht  zwisehen 'diesen Funkt ionen  keine Relat ion yon der Gestal t  

G Ix, f l  (x, ca, c~ , . . . ,  c,), .f~ (x, cl, c~ , . . . ,  Cn),.. . ,  fn (X, r C 2 ' ' "  "' Cn)] ~ - O .  

Dass auch diese letztere 

beweisen. Das Bestehen einer 

Bestehen der Relat ion 
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( ~ )  

(I3) 

Behauptung  zutrifftl liisst sich leieht indirekt 

Relat ion yon der Form (I3) hi~tte ngmlich das 

(83) 

kann man darauf  zuriickffihren, dass man das System von Differenzengleichungen 

erster Ordnung in den n unbekannten  Funkt ionen  f~ (x), f~ (x), . . ., f,, (x) 

f~ (x + h) =f2(x) ,  f.~ (x + h) = f a  ( x ) , . . . ,  f,~ (x + h) = P Ix, f l  (x), A (x), . . . ,  fn (x)] (84) 

aultSst und dann f ~ ( x ) = f ( x )  setzt. Es kann daher aus jedem Satze fiber 

Differenzengleichungensysteme erster Ordnung yon der Form 

fk (x + h) = Qk [x, f l  (x), f~ (x) . . . .  , f~ (x)] (k - -  I, 2, . . . ,  n) (I) 

ein Satz fiber Differenzengleichungen mit einer unbekannten  Funkt ion  yon der 

Form (83) abgelei tet  werden. In  diesem Sinne wollen wir nachstehend unseren 

f ( x  + nh) = P{x ,  f(x) ,  f ( x  + h ) , . . . ,  f i x  + (n--  I) h]} 

w 6. Ubertragung der bisherigen Ergebnisse auf den Fall einer einzigen 
Differenzengleichung n-ter Ordnung mit einer unbekannten Funktion. Die 

AuflSsung einer Differenzengleiehung n-ter Ordnung mit einer unbekannten  

Funkt ion  von der Form 

IX, J~ (X, {31, C2, . . . , Cn), ~ (X, C1, C2, . . . , Cn) �9 � 9  .]g;z (X, Cl, C2, . . . , g~z)] = O (80)  

zur Folge, wo 

G-(x ,  f l ,  A . . . .  , ~z)  = G [x, 90 ( x ) ~ ,  ~ ( x ) J ; , . . . ,  ~o (x ) J ; , )  (82)  

ist. - -  t t i emi t  sind alle in Satz I aufgestel l ten Behauptungen  bewiesen. 
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Satz I in der Form eines Satzes iiber Differenzengleichungen n-ter Ordnung mit  

einer unbekannten Funkt ion  aussprechen. 

Satz 7. Es  sei R eine positive reelle Zahl und hierauf seien pl (x) ( l : o ,  I, 2 , . . . ,  

n - -  I) Fu,nktionen yon x, welehe in der dutch die Ungleiehung e ~ I < R definierten 

Halbebene regul&" sind und sieh daselbst dm'eh Reihenentwiekbtngen von der Form 

r 2 ~ i a x  

p, (x) = ~ p, ,  e o, ( l =  O,  I ,  2 ,  . . . ,  n - - I )  
a~0 

darstellen lassen: unter p , (x )  werde die Konstante Eins  verstanden; ferner sei 

p ,o = I, p,,~----o ( a = i ,  2, 3 . . . .  ), so dass man zusammenfassend schreiben kann 

~c 2 ,~ iax  

p l ( x )  = Z p l a  e ~" ( l = o ,  I, 2, . . . ,  , ) .  (85) 
~=0 

Hiebei sei die Konstante Poo von 55dl verschieden und es sei r eine der Ungleichung 

I 
r ~ R geniigende positive reelle Zahl yon der Besehaffenheit, dass fi'ir l e ~ ~ r 

po(x) von Null  verschieden ist. Hierauf  seien f~(x) ( s=  I, 2 , . . . ,  n)(ver~inderte 

Bedeutung des Index!) Funktionen yon x, welche im Falle I2l > I f i ir  

e ~ I < R I z l  '~ und im Falle I Z [ <  i f i iv  e ~ I < r  

meromorph ~ind, die Periode to besitzen und ein Fundamentalsystem yon LSsungen 

der homogenen linearen D~8"erenzengleichun9 

n 

~, p, (x) f ( x  + lh) = o (86) 
l=O 

bilden. Weiter seien e~ und e~ positive reelle Zahlen, welche im Falle ]~1 > ~ 

den Ungleichungen e~ < Q2 <= R, Qt <~ r und im Falle ] ~ ] < I der Ungleiehung 

e~ < qe <= r geniigen und so beschaffen sind, dass die Funktionen f ,  (x) (s-~ I, 2, . . . ,  n) 

f i ir  el <= [ e ~ -  ] <---- e2 }eine Pole besitzen, und F eine beliebige positive reelle Zahl. 

Endlich sei d { x , f ( x ) ,  f ( x + h ) ,  . . . ,  f i x  + ( n - -  I)h]} eine Funktion der n +  I Ver- 

dnderlichen x, f (x ) ,  f ( x  + h), . . . ,  f i x  + (n-- I) h], die in dem dutch die Ungleichungen 

q, < eW;-~ l < o ~ ,  I f ( x ) I < F ,  I f ( x + h ) l < F ,  . . . ,  ] f [x+(n- - I )h] l  < F 
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definierten Bereiche in diesen Variabeln reguldr ist und daselbst dutch eine Ent- 

wieklung yon der .Form 

A {x, f (x ) ,  f ( x +  h), . . . ,  f i x  + (n--  ~)hi} = 

+ ~  2 n i a ~  

= ~ ~, I'~,~ . . . .  , ~ [ f ( x ) ] ~ , I f ( x + h ) ] , . . . . . { f [ x + ( n _ x ) h ] } , , ~ e  (o 
(Z1, IX.d, . . .  j ~ ? g : O  i z : - -  

ax+ca~+ �9 . . + a n ~ 2  

(87) 

dargestellt werden kann, und es sei 

P { x , f ( x ) , f ( x  + h), . . . ,  f [ x +  (n- -  I)h]} = 

q2.--1 

- - y ,  p~ (x) f (x + l h) + A {~, f (x), f (~ + h ) , . ,  f [~ + ( .  - - ,  ) hl}. 
/=0 

(ss) 

Dann kann man stets in mannigfaeh verschiedener Weise eine Funktion 

f ( x ,  cl, c~ . . . .  , c~) der unabhdngigen VerSnderlichen x und von n Parametern 

c~, c~, . . . ,  c~ v o n d e r  Beschaffenheit angeben, dass ein Paar positiver reeller Zahlen 

~,  ~.~, welche den U~gleichu~gen Q~ ~ q~ < ~ ~ Q~, ~ ~ r geniigen, eine Funktion 

q~ (x) yon x allein, welche in der ganzen Ebene meromorph ist und in dem d'urch 

die Ungleiehun 9 ~t < le ~ < q2 definierlen Streifen weder Nullstellen ~oeh Pole 

besilzt, und eine positive reelle Zahl C existieren, so dass im f f  alle [ ~1 > ~ in dem 

dutch die b~gleiehungen 

und im Falle ]~ , ]<  I in dem dutch die Ungleiehungen 

I 2 ~ i x  I 

~ , l z l ' ~ _  -< e ~ -  =<,~, I ~ . ~ l ~ C  ( 8 ~ I ,  2 ,  . . .7 ~)  

definierten Bereiche in den n + I Variabeln x, el, c~ , . . . ,  cn 

I.) die Funktion dieser Variabeln 

43--31104.  

f ( x ,  el, c_~, . . . ,  c , ~ ) - - ~  ca . f , (x)  
s = l  

(x) 
Acta  mathematica.  57. Imprim6 le 19 aoftt 1931. 

reguldr ist ; 
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2.) 

Heinr ich  LSwig. 

die Funkt ion f (x, e t, e2, . . . ,  c,) die Gleiehungen f (x, o, o , . . . ,  o ) =  o, 

Cn~ 0 

8 =  I, 2, . . . ,  ~) 

und f ( x  + w, c1, e,, . . . ,  e,) = f ( x ,  c,, c~, . . . ,  c,) identisch befriedigt und 

3-) tier Differenzengleiehung 

J ( x + n h ,  cfi c~ . . . .  , e , ) = P { x , f ( x ,  el, c~, . .  ., c,), 

f ( x  ~- h, Cl, C2, . .  *, C,), . . . ,  f i x  -~ ( n -  I) h, Ca, c2, . . . ,  c,l]} (89) 

geniigt ; 

4.) keine Relation yon der Gestalt 

G <x, f ( x ,  el, c 2 , . . . ,  c,), f ( x  Jr h, Ca, e 2 , . . . ,  on) . . . .  , 

f [ X  -b (n - -  I)  h, el, e$, . . . ,  cn] } = o (90) 

identisch in x, c D e2, . . . ,  e, besteht. 

Wenn insbesondere der Ausdruck ~ pto 2~t f i ir  keinen ganzzahligen Wef t  yon 
I~O 

verschwindet, dann gibt es eine und nur e ine  Funktion f ( x ,  e~, c2 , . . . ,  cn) der 

n + I Verh'nderlichen x, c~, c~ , . . . ,  e,, yon der Beschaffenheit, dass eine positive reelle 

Zahl  C existiert, so dass im ~Walle 12l > x in dem dutch die Ungleiehungen 

2~ix  I 
,o, _< l e - ~ - I  < e.lzl", le, I < c ( 8 ~ I ,  2, . ..~ n)  

und im Falle [ ) ~ [ <  I in dem dureh die Ungleichungen 

e, lZ l"< Ic, I--<C (8 ~ -  I,  2, . . . ,  n)  

definierten Bereiehe in den Variabeln x, e,, c 2 , . . . ,  c,~ 

i.) die Funkt ion dieser Variabeln 

f ( x ,  el ,  c2, . . ., c , ) -  c f,(x) 

regulh'r ist und 

2.) die Funktion f ( x ,  e t, c2, . . . ,  en) die Gleichungen f (x, o, o, . . . ,  o) = o und 

f ( x  + to, el, e~ . . . .  , c,) = f ( x ,  cj, e2, . . . ,  cn) befriedigt und 
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3.) der Differenzengleichung (89) geniigt. 

Diese Funkt ion f ( x ,  el, c2 , . . . ,  en) befriedigt dann auch die Gleichungen 

Oes I t ,  = o 
c,z=O 

e ~  0 

( 8 - ~ -  I~ 2 ,  . . . :  n )  

und liefert daher keine Relation yon der Gestalt 

G{x ,  f ( x ,  % % . . . ,  c,~), . f ( x  + h, % % . . . ,  e,), . . ., 

f i x  + ( i , - - I )  h, % % . . . ,  en]) = o. (90) 

Setzt man niimlieh in diesem Falle ~ e, f s ( x ) = f ( ~  el, % . . . ,  e~) und ver- 
S=I 

steht unter C eine hinreichend kleine positive reelle Zahl, dann sind dureh die 

D~ff erenzengleichungen 

n 
~ p ,  (x) f l , ) ( x  + lh, % % . . . ,  e,) = A (x, f ( , -1)  (x, % % . . . ,  e,), 
l=O 

fO,--1) (X q- h, el, (~, . . . ,  e , ) ,  . . . ,  f ( ' - -~)Ix + ( n - - ~ ) h ,  % % . . . ,  en]} (91) 

(~,=, ,  2, 3 , . . . )  

und dutch die Forderung, dass die Differenzen 

f(') (*, ~1, e~, . . . ,  ~ ) -  f(~ e ,  e~, . . . ,  c,,) (~, = ~, 2, 3 , . - - )  

im Falle I z l >  I in dem dutch die Ungleiehungen 

2z~ix I 
o1__< e ~ -  __<e~lzl ~, le, l<=C (8-~- i ,  2, . . ., n) 

definierten Bereiehe in den Variabeln x, % e~ . . . . .  e,~ und im Falle I z l <  ~ in dem 

durch die Ungleiehungen 

e ~ l z l ~ -  -< e - ~ -  --<e~, I ~ l = < C  ( s ~ , 2 , . . . , n )  

definierten Bereiehe in denselben Variabeln regulSr sein und die Funktionen 

f(~) (x, % % . . . ,  Ca) (~ = I, 2, 3, ' �9 ") die Gleichungen 

f(~) (x  + o~, el, c~, . . . ,  e,~) = f ( ' )  (x ,  el, c~, . . . ,  e,~) (~ =- i ,  2, 3, . . . )  
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befriedigen sollen, die Funktionen f ( " ) (x ,  cj, c.~, . . . ,  c,) (v = I, 2, 3, ---)  eindeutig 

bestimmt und die so erhaltene Funktionenfolge f (') (x, c1, c . , , . . . ,  c,) ( v : o ,  I, 2, 3 , . . . )  

konvergiert f ,  Tr alle x, % % . . . ,  c,, welche den Ungleichungen 

o~_- < e ~' I=<e~[~.[ ", 

bzw. den Ungleichungen 

o,l~l'~=< e ;- --<o~, 

geniigen, gleichmdssig gegen eine 

dingungen 1.), 2.) uml 3.) e~fii'llt. 

[c~[_-< C, ( s =  I, 2 , . . . , , )  

[c~[ :< C ( ~ =  I, 2 , . . . , . )  

Grenzfunktion f (x, % % . . . ,  c,,), welche die Be- 


