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Die Untersuchung der yon zwei Vari~beln x,  a abhitngigen Funkt ion  

co 

/ / (1) ~9 (X, g ) = X ~ - - I  ex e ~ u ~ d u  = e - ' ~ t ( i + t ) - " d t ,  ~ (x) > o 

x 0 

fiihrt  beinahe u-nmittelbar, allerdings abgesehen yon der etwas nmstiindlich zu 

behandelnden Konvergenzfrage,  fiir 9~(x,a) zu einer Reihenentwieklung, bei 

weleher, im Gegensatze zu anderen 1 welt komplizierteren auf diesem Gebiete, 

jeder Term die Trennung der beiden Variabeln x,  a involviert, und welehe bei 

{R(x)>o ftir bile a unbedingt  konvergiert. Es ist dies eine nach Binomialkoef- 

fizienten yon (a--I)  fortsehreitende Reihe 

a~ 

worin die Funkt ionen ~0~ (x) l inear aus dem Integral logari thmus zu  berech,en s ind 

u. z. entweder sukzessive 

(3) 

(3 ~) 

(3 b) 

o0 (x)=~0 (x, ~)= --e ~ li (e -x) 

** ( x -  (x + ~) ~o (x)--, 

~+1  (*)=(~ + e ~ + ~) ~ (.)--~-" ~.-1 (x), v>=i 

oder auch independent ,  2 vgl. Formel (IO). 

1 Vgl. N. Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafnnktion,  Leipzig 19o6 , S. 213--2I  5. 
Andere explizite Entwieklungen in der Theorie der Gammafunkt ion  werden im &bsehni t t  V 

betraehtet .  
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Zugleich abet bedeutet die Entwicklm~g (2) eine solehe nach Kettenbruchresten 
yon q9 (x )=~  (x, I), denn ~us der bekannten ~ D~rstellung yon 99 (x)= lim Z, (x)/~, (x) 

als Grenzwert yon Briichen mit  der ffir Z~ihler und Nenner  gemeinsamen Rekursion 

(4) Z"+I(X)=(x'-~2'It-~-~I)Z"(x)--'P~Z"--I(X)] zO(x)=O' Zl  ( X ) =  I 

~ r  +1 (X)---(X + 2 ~' -{- I ) ~), (X) - -  Y'~ ~2,.--1 (3(') I ~/30 (X)=  I ,  ~)j (37) = X -~- I 

geht  hervor, dass ~,(x),'v! mit  dem Kettenbruchrest  yon ~0(x) 

(4 a) Z, (x) q) (X)--tp~ (x) 

zusammenf~illt. An Betrag wird dieser Rest schliesslich kleiner uls jede noch so 

hohe Potenz yon v-1. Zu dem nun folgenden, eleme~tar-reihentheoretischen Beweis 
des Satzes (2), sowie der Gilt igkeit  einer auf ~thnlichem Prinzip beruhenden 

Entwicklung yon F (x) wird lediglich die notwendige und him'eichende Konvergenz- 

bedingung ~ (x) > o gestellt. 

I. Ertei l t  man dem zweiten IntegrM in (I) die Form 

(5) J I +t I - - I + t ]  dr, t reell positiv 

o 

( und entwickelt  den Ausdruck I 1+ t] nach dem Binomialsatz, was freilich 

zu der vorlffufigen Annahme ~ (a)>  I zwingt, well nur  dann die BinomiMreihe 

gleichm~tssig ~ konvergiert,  so entsteht  aus (5) eine Reihe 

J I - ~ - t Z ( - - I ) ' ( ~ t ~ I ) ( I  5 )  ~ ( ~ ) ~ 0 , ( X )  

0 

1 Vgl. N. Nielsen, Theorie des Integrallogarithnius, Leipzig I9O6 , S. 45, die mit  v in Formel 
(3) bezeichnete Zahl Null gesetzt. 

Damit die Summe der (n+1)  ersten Terme von (I--#)  a-1 ffir # = I ,  nfimlich 

mit  wachsendem n beliebig klein wird, muss die obige Bedingung 9t (a) > I erffillt sein, well lim (n r) 
n ~  zo 

nur fiir ~ ( ~ ) > - - I  verschwindet, welch letzteren Satz man auch rein arithmetisch beweisen kann 
(vgl. Abschnitt IV). 

Bei allen hier auftretenden Potenzen ist die Basis positiv und deren Logarithmus reell zu 
verstehen. 
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und  zwischen ihren Koeffizienten 

ao 

f t ~ e -zt dt 
(6) q~, (X) :  (I -{-t) "+1 

0 

von denen die beiden ersten, ~o (x) und ~91 (X),  durch 

(7) ~o (x)=~ (x), ~, (x)=(x + ~) ~ (x)-- 

definiert sind, besteht die lineare Beziehung 

(7 a) (v+ I ) ~ , + l ( X ) = ( x +  2 v+  I) ~0, (x)--v ~9,-1 (x), v ~ I .  

Denn zungchst zeigt eine Umformung  yon q91 (x) 

ao oo 

m , ( x ) = f [  I -~ , .  ] a t = ~ o ( . ) + f + - ~ , d  I I + t (I + b %  e-'~' 
0 0 

und die Anwendung  der partiellen In tegra t ion  

~e -~0.=| [" e -~t dt 

0 

die Richtigkeit  der mweiten Gleichung (7)- Anderseits  ist das fiir v >_--o gebildete 

Integral  

ft've--Xtvd~t__f [ t 'v '~-~t'v+l I 
(8) J (i +t) ++ (I q- t) "+1. ,,,+,++J e-+tdt=qD,(z)-qD'+'(x) 

0 0 

wenn man wieder yon der partiellen In tegra t ion  Gebrauch macht  

oo oo 

f t ,  e--~t _ !  [ _t,e--~t It== f~t'-~-xt'~--~'at 
d: t)++l-- l(v + ~(~  7 T),+lj,=o + J Vq- I (I q- ~+ I (I q-t) "+1 

Q 0 

mit Riicksicht auf  die eben abgeleitete Gleichung (8), dort  v - - I  start  v geschrieben, 

] t,-t e-.~t dt 
(8 a) ( I  nt-t) v3-1 = ~ 9 " - - 1 ( x ) - - ~ 9 "  (X) '  ~ ~ - - I ,  

o 

fiir r_>--I auch l inear dutch  die Funkt ionen 9~,-1(x), qD,,(x) ausdriickbar: 
57--31104.  Acta mathematlca. 57. Imprim~ lo 4 septombre 1931. 
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(8 b) 
r+++--+++,, _+ [ ] x  

J ( ~  + t) '+~-,,+ ~ ~o,_,(x)-~,(x) - , T i  f ,(x) 
0 

und es besagt~ die Gleiehsetzung der reehten Seite von (8)mit  der yon (Sb) 

dasselbe wie die naehzuweisende Rekursion (7 a). Die Einfiihrung der Funk~ionen 

O, (x)= v! f ,  (x) in die letztere liefert aber die Rekursion (3 b), daher besitzen die 

O, (x) eine mit de~jenigen der ~unkt~onen ~p, (x) ~ (x)--Z, (x) ide~tisehe Rekursion, 

ausserdem fiir v = o  und I dieselben Anfangsterme, fallen also, wie behauptet, zusammen. 

Die Kettenbrueh-Reste ~,(x) besitzen die Eigensehaft, dass die Reihe 

I oder allgemeiner Y,~,(~) - ~  
0 

( 9 )  ~ ~0~, ( X ) =  X + +1 

konvergiert. Dies resultier~ zwar nicht direkt, aus der Definition (6), weil 

+()( ) �9 =~ x ~ - ~  ffir t--~ ~ divergiert, wohl aber dureh eine Grenzbetraehtung: Die 

endliehe Summe 

ao n_l(:) 
z +'+ (+>=j ++},+ t ":+ " 

0 

l~sst sieh einfa~her darstellen 

oo 

f [ (~)'~0(') ] e--xt U-- ~ - t  x--  ]~ t~ d t 

0 

und man braucht sonach nur das Versehwinden des Minuenden fiir n--* ~ na.ch- 

zuweisen, tIiezu zerlegt man unter Wahl  eines geeigneten Wertes T = ~  ~, bei 

positivem a, jedes der Integrale 

T o~ 

- ~ ~ ; ; ~  - + 

0 0 T 

mit der Bedingung fiir T 
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n ) T n+x I 
(9a) z--~, (I + T ) n  < ~  ' "~>o 

welehe bewirkt,  dass sowohl das erste als such  das zweite Teil integral  ffir wachs- 
ao 

ende n klein wird, ersteres mit n~fe -~' d t vergleichbar, letzt~eres mit 

0 

z - - ~  j x \ ~ - -  ~ " 
T 

Die Wah l  eines positiven a gemgss (9 a) 

(,~ "- ;0 "~~ <(' +"-~ 

ist jedenfalls  bei ~ <  I mSglich, z. B. wenn rechts schon der einzige Summand 

(x--~+ I) n-" ('-~+') 

der Binomialentwicklung die linke Seite fiir ein geniigend grosses n fibersteigt, 

was dem Exponenten  a die Bedingung 

nO(,~+,)+~ < n - - •  + 
X - - ~  -I- I 

] - - T  
- -  zutriff~. auferleg~ und bei a <  x +  I 

t~berdies konvergier t  die Reihe (9) absolut, weil sie f i ir  ein reell-positives 

x lauter positive Glieder aufweist  und fiir komplexe x die Ungle ichung gilt, 

vgl. (6) 

I~.(x)l <q,.(v), p=~(~)>o. 

Ferner  lgsst sieh auch eine independente Darstel lung der Ket tenbruchres te  ~, (x) 

mithilfe von (7 a) verifizieren, es ist 

(~o) O.(x) x~.  v ~ ~ , Iz+~q 
~ = 0  r--" ~ 0  " J .~O 



452 Alfred Tauber. 

(II) 

ermSglieht. 

II .  }Ton der vorldufige~, nur Beweiszwecken dienenden Beschrdnkung 

(a)> I befi'eit man sich nach~ri~glich dutch den Schluss yon a + x auf  a, welchen 

die Funk~ionalgleichung yon ~ (x, a) 

xq~(x,~)+,~9(x,,~+ , ) : ,  

Es konvergier t  niimlich die Reihe 

oo 

absolut  fiir jeden reellen oder komplexen W e f t  yon 7, nieh~ nur  fiir ~1t(7)>--I ,  

(:t = 

in welehem Falle dies wegen lira = o  und der Konvergenz v o n ~ ]  f ,(x) l evi- 

dent; ist, sondern aueh wenn 9t(7) zwisehen (--x) und ( - - x - - l )  liegL weil dann, 

wie aus der Identit~iit 

7 + x ~ o  

grosse v als obere Grenze den Betrag  

(), 2" hat, und ~. ~ , (x)  l sieh yon der konvergen~;en Reihe I~0~ (x)] nur um 

eine endliehe Zahl yon Termen unt~erseheidet. 

Deshalb daf t  man, die Giltigkeit der E~twicklung (2) fiTr (a+ I) statt a schon 

als bewiesen angenommen, 

die m i t ~  multiplizierte und durch Einfi ihrung der Binomialkoeffizienten yon 

(a--1) umgeformte  rechte Seite 
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�9 ~0 ~ 0  

nach den letzteren ordnen 

i fo (X)_~o l (x ) ]+~(_ l ) "  a - I  [ ~,~o~-t(x)+(z,+ l ) f , (x)--(~,+ I)~o,+1(x)]. 

Weil aber der Ausdruek in der eekigen Klammer naeh Formel (7 a) gleieh 

- -x~,(x)  ist;, resultie~ fiir das a-faehe der reehgen Seite yon (II a ) d e r  W e ~  

[ I _ _ X ~ % ( X ) ] _ _ X E ( _ _ I ) ~  , ~ I ~0~,(X)~_I _ . X E ( _ _  i)~, ~ I ~0~,(X), 

sodass wegen der Funktionalgleiehung (~I) die Entwicklung (2) fiir ~o (x,a) gilg. 

Allerdings komm~ eine halbwegs gute Konvergen~ der Reihe (~) bei reellen 

x, a bloss fiir ziemlich grosse x zustande, wobei a efwa zwisehen ~ und 2 gedach~ 

wird. Zur prakfischen Verwendung bliebe wohl noch eine geeignete Umformung 

der Reihe fii~ 9~ (x) -- 9o (x, a) 
r 1 6 2  

2 - - 5  ~1 (x) + - ~ -  ~ (~) ( 2 - ~ )  ( 3 - ~ )  ~,,~(x~ + 
2. 3 

I ~ a ~ 2  

deren Glieder s~tmtlich positiv sind, zu finden. 

III .  Als Verallgernefnerung des er5rterten Problems, einen Zusammenhang 

zwischen 9~(x,a) und 9o (x, I)--~(x) herzustellen, ist es aufzufassen, wenn die 

LSsung der Differentialgleichung I. Ordnung 

(i 2) L (x) d ~  _ [:~ (x) + ~ L' (x)] ~ = lV (x) 

auf den Fall fl=o zuriickgefiihrt werden soll, well ja q~ (x, a) resp. ~ (x) LSsungen yon 

OqD (x, ~)-[~ + (~-i)]  ~ (~, ~)+ , = o  ( I ~ )  X OX 

resp. xr  (x)--x~ (x) "~ I = 0  

sind. Entwickelt man sonach z formal, analog (2) in eine l~eihe nach Binomi- 

alkoeffizienten yon fl 
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(i4) , = ~ ( _ _  i)" O, (X) 

so geht die Differentialgleichung durch Substitution dieser Reihe, mit Riicksicht 

auf die I d e n t i t ~ t ~ f l l = ( v + ~ ) I  fl I + v I ~ l ,  fiber in 
- -  X-I'-.V X~'] A'~)' y I 

~ ( - - I ) "  (~) [L (x) O',(x)--M(x) (P, (x)]-- N(x)= ~ ~! 

- L '  ( x ) ~  ~ [(v+ ,)(v+fl I ) +  v(~fl)] Or(x) 
V ~ 0  

und der Vergleich des Faktors jedes einzelnen Binomialkoeffizienten (~ fl) ergibt 

fiir ~=o mid ~ ~ I 

(I5) lV(x)=L (x) $'o (~)--M(~) ~0 (x) 

(I6) o 2 t o = L (x) d~, (x)-- [ i  (x) + ~ L' (x)] + ~ L (x) O,-~ (x). 

Um nun die Funktionen (Pl (x), O~ (x),... linear durch �9 o (x) auszudriieken, 
werde in die letzte Gleichung 

(I7) q), (z )=A,  (x) (Do (x)--B~ (x), q),--1 (x)~-~-A,-1 (x) (1)o (x)--B,-1 (x) 

eingesetzt, 
quotient 

ebenso der unter Berficksichtigung yon (I5) berechnete Differential- 

M(~) ~o(~) + N(x) ~ A'~ (x) ~o (x)--B', (x), o', (x)= A, (x) L (x) 

dann entstehen durch Nullsetzung sowohl des Koeffizienten von ~0 o (x) als des yon 
q)o (x) freien Teiles zwei Differentialrekursionen 

(I8) 
o = L  (x) A'~ (x)--~ L' (x) A~ (x) + ~ L' (x) .A , . - - 1  (X) 

o = L  (x) B', (x)-- [M(x) + ~ L' (x)] B,  (x)--N(x) A, (x) + ~ L' (~) B,-1 (~), 

aus denen sich die gesuchfen Funkfionen A, (x), B~ (x), mit den Anfangstermen 
A o (x)= I, B o (x)=o sukzessive bestimmen. 

Jedenfalls miissen demnach die A,  (x) Polynome yon L (x) sein 
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(I9) A o ( X ) = I , A , ( x ) : I + c l L ( x ) , A 2 ( x ) - ~ 2 + 4 c l L ( x ) + c ~ L ( x ) ~ , . . . ,  

w~hrend eine explizite Gestalt der Funkt ionen  B~ (x) nur bei wenigen speziellen 

Annahmen fiir L, M, _N existiert. 

IV. Ein rein arithmetischer Beweis des oben angewandten Satzes, dass sich 

der n4e Binomialkoeffizient irgend einer GrSsse 9'~1~ ~b iq wenn n ins Unendliche 

w~chst, wie n-p-~ verh~lt (positiv-ganzzahlige 7 ausgenommen) ist ganz kurz zu 

2 p §  k (p§ I)~+q~-[ 

naeh Multiplikation mit (n+ i)~p+2 ebenfalls in die Produktform 

(~t+I)2P+ 2 ~-;[.i-~-I~ a.i--a-§ , a=2p-{-2, a'=(p-{-i)~-t-q ~ 

e~ 
dann hat das Produktelement den Wert  I + ~  

( oa) l(i +I)a § (i + I)~ 

sodass e, fiir a l l ev  ~ I zwischen zwei angebbaren endlichen Werten liegt, daher 

/ ~ ( e , )  ( 1  bleibt endlich yon Null konvergier~ das Produkt I + ~  und (n+ I) 2p+2 7 ~ 
\ n /  

verschieden. 

Jeder der beiden Summanden yon e~ ~ndert sich einsinnig mit ~ ~ I, denn 

ihre Differentialquot~ienten nach v haben, wie die dutch Differentiation aus (20 a) 

abzuleitende Gleichung 

I I \ l - - a  

+-~ ) de, - t dr__ [ ( iq_I)  1 a i _ ( i _ a ) I  ( I 2 a ) ~  ] +aa' 2~ 2y a 

I- ! 
zeigt, konstuntes Vorzeichen, der erste dasjenige von l - -  

yon (--a). Ferner ist 

lim e,=q ~ -  (p+ I)(p+2).  
~ o o  

3 ' 
der zweite das 
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V. Konvergente  Entwicklungen nach Binomialkoeffizienten existieren fiir 

manche der Funkt ionen  in der Theorie der Eulerschen Integrale ,  darunter  auch 

fiir die Gammafunkt ion  selbst, nur in dem Sinne dass die Reihenfolgen der Gr&sen 

( 2 I )  

Betrachte t  man  n~mlich das In tegra l  

ao 

f ( x )  = f u ~-~ e -~ g (u) du, u reell positiv, {R (x) > o 

0 

wo g (u) irgend eine stetige positive Funkt ion  mit  einem endlichen Maximum g 

vorstelle, so da f t  nach Zerlegung des Integrat ionsinterval les  in die zwei Te i le  o 

bis r und r bis 

f ( x ) = , -  {,--(i--,,)}~-'~-"g(r~)du + jl~--(,--~){ e-"g(,'~)du 
0 1 

fiir jedes x der rechten Halbebene die Binomialentwicklung nicht bloss im ersten 

Teilintegral, wie schon oft untersucht 2, sondern auch im zweiten stattfinden: 

(22) 

Beweis: Die 

ungen  

(23) 

- [( : )  (:)] X I I X , .-~/(x) = Y , ( - , ) o  a~ +~,, 
0 

1 

a~= f (i--u)"e-n'g(ru)du, bn= f (I--I)ne--rUg(ru)du. 
0 1 

hier auf t re tenden positiven In tegra le  an, bn geniigen den Ungleich- 

1 

an<g/(1--u)ndu__ g 
n +.I 

0 

t Zwar kSnnte man die beiden durch einander ausdriicken 

9% 

aber die Umordnung entweder nach der einen oder anderen wiirde zu divergenten Reihen fiihren. 
Vgl. N. Nielsen, Theorie der Gammafunktion S. 124 u. 143. 
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(2 3 a) 

oo ao 

b~ <,q I e-~'t d u - -  ge-~ ( I + t)" 
1 o 

aus deren ersfier zunitchst die Konvergenz der ersten Teilreihe 

folgt. Anderseits stehen die Konstanten 

(24) f t  ~__l " e - ~  d t e,~ = ~ I + t/  
0 

mit den friiher, vgl (6), behandelten Kettenbruchresten des (mit der ExponentiM- 

funktion mult ipl iz ier ten)Integral logari thmus ,in dire]ctem Zuzammenhange, indem 

sich c~ durch par~ielle Integrat ion 

f ft _i.t ' t - - I  '~ dt 
C n = V  e - ' t d ~ I + t !  = r  ( i+ t )  '~+a ' 

o o 

umformo~n und nach (8 a) darstellen li~sst 

(24 a) n [  )] 
r 

Hienach entsprechen den Eigenschaften (7), (9) und (Io) der Res~e ~ analoge Eigen- 

schaften der c~ 

( 2 5 )  Cnq-1 - -  ).~tt 1 

n- -1  
I ~,~a--1 

I I 

n - - l - - ~  n 

-f('" (#_~), 
~ 1  " 

positiven Gr5ssen c~ schliesslich mit  einer beliebig hohen Potenz yon n -1 ver- 

gleichbar werden und also 

5 8 - - 3 1 1 0 4 .  Acta mathematica. 57. I m p r l m ~  le 7 s e p t e m b r c  1931. 
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Z bnl (I7 ) I (' 7X) I 
fiir .~eden endliehen W e f t  yon x konvergiert.  

Im einfaehsten Falle, wenn sieh f(x) auf F (x), oder g (u) auf I reduziert, 

werden die Kdeffizienten a,,, b, der zweiseitigen Binomialentwieklung (22) zu 

explizit angebbaren linearen Funkt ionen yon e - f u n d  e-~9o (r). Dies geht  beziig- 

lich tier an aus der Elementarformel  

1 

an=f(l__U)ne-,-Udu ( - I ) n T ~  ! i ( --r) '~ 
. . . .  r,,.-+ ~ - (O,, - -  e - ' ) ,  On = Z 

0 ~ 
0 

hervor, beziiglieh der bn=e-rc,, aus der letzten Formel (25), und man erhiilt die 
fiTr alle x der rechten Halbebene giltige DarsteUung 

fiir # -~ 

n~l [ 72! , r.(X--I) ( 7 ) ]  (26) r - X F ( x ) =  I- -4- [ y - ~ i -  ({),, - -  ('-- ) -t- ( - - I ) n C , , e  - r  I X . 
r ~ " 7~ 

Ein anderes Beispiel einer Entwicklung naeh den Binomialkoeffizienten 

x - - I  und bietet der, mit  F(~:) multiplizierte, Grenzwert  von 

m 

1 

, weil letzterer in die Form 

(~8) , /  (, 
g ( x )  u"-~ e - "  du  

I - -  e - - u  

0 

I I 
gebracht werden kann. Auch hier konvergiert,  nachdem I - - e  -'~ u das Maximum 

g = I  aufweist, die zweiseitige Entwicklung des Integrals  in (28), wofern x in der 

rechten I talbebene liegt. 

Bei reellem x kSnnte man auch, ohne die Gilt igkeit  yon (22) fiir alle x > o 

zu zerst5ren, den willkiirlichen positiven Parameter  r nachtrggl ich durch irgend- 

eine positive Funkt ion  yon x ersetzen, nur  ginge dann eben der Charakter  der 

Binomialentwicklung verloren. 


