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Einleitung. 

Die RI~MANNsche Ze~afunkt ion ~(s) ist bekann t l i ch  eine in der  g~nzen Ebene  

der komplexen  u  s = a + i t  definierte e indeut ige  Funkt ion ,  die bis 

1 -  31356. Acta mathematica. 58. Impr im6  le 24 n o v e m b r e  193l. 
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auf  den einen Pol  s = i  erster  Ordnung  reguls  ist. In  der Hulbebene  a > I i s t  

die Funk t ion  durch die beiden gle ichwert igen Dars~ellungen 

av 

i i 
(I)  ~(8) : E ;~..~ = H I- -p~-S 

best imm L wo in  der zweiten (der EuLE~schen P roduk td~rs t e l lung)p~  die Folge 

der Pr imz~hlen 2, 3, 5 , . . .  durch[s  Von dieser zweiten Durste l lung uus 

haben wir in der ersten Mit te i lung I das Verha l ten  der Ze ta funk t ion  in der Halb- 

ebene a > I un tersucht ;  je tz t  sollen die entsprechenden Ergebnisse  f i i r .d ie  grSs- 

I 
sere H~lbebene a > hergelei~e~ werden. 

2 

Um die EULERsche P roduk tda r s t e l lung  bequemer  ausnii tzen zu kSnnen haben 

wir in der ersten Mit te i lung vorgezogen an Stelle der Funk t ion  ~(s) selbst die 

Fu nk t i on  log ~(s) zu bet rachten.  In  tier HMbebene a > I, wo ~(s) yon Null  vet- 

schieden ist, macht  dies keine Sehwierigkei~; durch 

(2) lOg ~(8) = - -  E l og  (I __.p-~S), 
n = l  

wo ~uf der rechten  Seite log u den H a u p t w e r t  des Logar i thmus  bezeichneL ist  

in dieser H~lbebene ein eindeutiger ,  reguliirer Zweig dieser Funk t ion  eindeut ig  

I 
bestimmr Soll aber  log ~(s) bis zur Geraden a = -  un te r sueh t  werden, so mils- 

2 

sen wir uns die Halbebene  a > ~ zuerst  aufgeschni t ten  denken, sowohl  liings 
2 

I 
einer  Linie, die den Pol  s = I  mit  der Begrenzungsgeraden ~ = -  verbindet ,  wie 

2 

I 
uuch - wenn es Nullstel len yon ~ ( s ) r eeh t s  yon a = ~  geben s o l l t e -  l i ings 

�9 I 
Linien,  welche yon diesen Nullstel len zur Ger~den ~ = -  hinfi ihren.  Unter  

2 

10g ~(s) in der Halbebene  a > I soll 'im folgenden diejenige Funk t ion  vers tanden  
2 

werden, die man aus (2) dureh an~lytisehe Por t se tzung  erhiilt, wenn man die 

r 1 H. BOHR und B. JESSEI~, Uber die ~ erteverteilung ~ler Riemannschen Zetafunktion. Erste 
Mitteilung] Das Verhalten der Funktion in der Halbebene ~ I. Acta math. Bd. 54 (I93O) �9 
S. 1--35. 
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Schn~tte immer  uls hor izonta le  S t r eeken  w~Lhlt. Das  aus der  Ha lbebene  a > I 
2 

durch  Aufschne idung  in dieser Weise  en ts tehende  offene Gebie t  bezeiehnen wir 

mi t  G. 

Mi~ dieser Defini t ion l~sst sieh das Ergebnis  tier Arbe i t  in zwei S~tzen 

uussprechen,  yon denen der  erste die Ver te i lung  der W e r t e  yon log ~ ( s ) a u f  einer 

vertikalen Geraden a~ao, der zweite die Ver te i lung  der W e r t e  yon log'S(s) in 

einem vertikalen Stre(fen a~ < a < a.2 beschreib~. W i r  geben yon diesen Siitzen 

eine etw~s genauere  Fo rmul i e rung  als in der ersten Mit tei lung.  

I 
Ers te r  Hauptsa tz .  Sei a o > -  : Dann gibt es in der komplexen z : u + i v -  

2 

Ebene eine reelle, beschrdnkte, stetige, im T'alle a o > i nirgends negative, im Falle 

ao ~ i sogar i ibera l l  p o s i t i v e  Funkt ion F(z) yon der folgenden Beschaffenheit: 

I s t  R(u l  < u < u,~, v~ < v < v2) ein beliebiges parallel zu den Koordinatenachsen 

orientiertes Rechteck, und bezeichnet man mit  L ( T )  die Gesamtldnge de~enigen 1'eil- 

intervalle von - -  T < t < T, in denen log ~(ao+it  ) definiert ist  und in I~ liegt, so 

L ( T )  
konvergiert mi t  unbegrenzt wachsendem T d e r  Quotient -2~T gegen das iiber R 

erstreckte Integral der Funkt ion F(z)." 

�9 f f  
L(T) 

. ~  -2 T - F(z) du  dv. 

Fiir  a o > i wurde dieser  Satz in der  ers ten M i t t e i l u n g  bewiesen;  wir  be- 

t r ach ten  deshalb im fo lgenden  nu r  d e n  F~lI a o _--< I. I n  diesem Full ist der Sutz 

eine Verschis eines f r i iheren  B o ~ s c h e n  Sutzes, wonach  die W e r t e  yon 

log ~(ao+it) in der komplexen  Ebene  iiberall  dicht  ver tei l t  sind. ~ 

I 
Zweiter  Hauptsa tz .  Sei -2 < a~ < a.~ und sei a i m  Falle a 1 > i ein Weft ,  

der von log ~(s) im Streifen a I < a < a~ angenommen wird, im Falle a 1 ~ I eine 

be l i eb ige  komplexe Zahl. Ferner bezeichne Na(T)  die Anzahl  dev (in ihrer Viel- 

faehkei t  gezdhlten) a-Punkte yon log ~(s) in demjenigen Tell des Gebietes G, der 

H. BoHI~, Zur Theorie der R(emannschen Zetafunktion im kritischen Streifen. 
Bd. 4 ~ (I915). S. 67--IOO, S. 73. 

Act~ m~th. 
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dem Rechteck a~ < a < o~_, - -  T < t < T a~geh6rt. Dann  ]convergiert f i i r  T---* 

der Quotient 5~(I_') 2 21' gcgcn eine endliche, positive ZaM.  

Fiir a~ > I wurde dieser Satz in der ersten Mitteilung bewiesen; wir be- 

traehten deshalb im folgenden nur den Fall ~ ~ I. In diesem Fall ist der Satz 

eine Versch~,~rfung eines friiheren BoHR--BonmLAsDAvsehen Satzes, wonach 

o < li,u iim 
~ : ~  2 T  ' r - - , ~  2 (1 '  

Solange die RIE~A~vNsche Vermutung fiber die Nullstelleu der zetafunktion 

unbewiesen ist, ist das Gebiet G, in dem wir die Funktion log ~(.~.) betrachten, 

nicht bekannt. Insofern liisst sich also sagen, dass tier b~halt der beiden Haupt- 

siitze yon der Richtigkeit oder Unrichtigkeit dieser Vermutung abhiingt. Um so 

wichtiger erscheint es deshalb, hervorzuheben, dass der Beweis der beiden Haupt- 

s~,itze ohne die l~eranziehung irgend ether Vermutung fiber die Nullstellen zu- 

standegebracht ist. Iti i t tea wir an Stelle der Funktion log ~(.~) die Funktion ~(s) 

I 
selbst in der Halbebene ~ > betrachtet, so wi/oren wir zu den folgenden zwei 

2 

endgiil~igen, aber tro~zdem weniger aussagenden Siitzen gekommen'~: 

I 
Analogo.n de.~ cr.~te~ Ilaul)tsatzes. Set ao > -" Dann gibt es in der kom- 

2 

plexen z = - u  + iv-Ebene eine reelle, beschriinkte, stetige, im Falle % > I 

nirgends negative, im Falle So-<-I fiberall, ausser im Punkte z=-o ,  posi- 

tive Funktion /_"*(z) yon. tier folgenden Beschaffenheit: Ist  B(u~ < u < u,,., 

v~< v <  v,.,) ein beliebiges parallel zu den Koordinatenaehsen'orientiertes Rechteck, 

und bezeichnet man mit L * ( T )  die Gesamtliinge derjenigen Teilintervalle yon 

- - T < t < T ,  in denen ~(ao+i t  ) in 1~ liegt, so .konvergiert mit unbegrenzt wach- 

sendem 7' der Quotient /~_*(T) 2 I '  gegen alas tiber B erstreckte Integral der Funk- 

tion F* (z): 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Vgl. H. Bo~rr foe. cir. (F us sno t e  S. 3) S. 72--73. Wir  geben  i ibr igens  im  fo lgenden  
e inen  z u m  Tei l  neuen  Beweis  dieses  Sat.zes. 

In dem FM1 der ers ten  M i t t e i l u n g  s ind  diese Sfitze u m n i t t e l b a r e  F o l g e r u n g e n  aus  den  

�9 be iden Haup t s i i t z en ;  in  dem hier  b e t r a e h t e t e n  Fal l  s ind  einige,  jedoeh rech t  n a h e l i e g e n d e  ~be r -  
l e g u n g e n  nS t ig  u m  die bet ref fenden Siitze :~bleiten zu k g n n e n :  In k e i n e m  tier be iden  F~ille l a s s en  

sich "tber aus  den S/itzen tiber ~:s~ se lbs t ,  die S~itze tiber log ~is) folgern.  
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lim -- F*(z) du dv. 
T ~ o o  2 

/r 

Analogon des zweiten Haul)tsatzes. Sei I < a~ < a~ und s~i a i m  Falle a~ > I 
2 

ein Wert, der yon ~(s) im Streifen a~< a <  a.~ angenommen wird, im FMIe a~ ~ I  

eine beliebige yon Null versehiedene komplexe Zahl. Ferner bezeiehne N*(T) 
die Anzahl der (in ihrer Vielfaehkeit gezi~hlten) a-Punkte yon ~(s) in dem Reeht- 

eek a~<a<a.,, - - T < t < T .  Dann konvergiert fiir T--+~ der Quotient NT~(T) 
- 2 T  

gegen eine endliehe, positive Zahl. 

Dieser letzte Satz wird natiirlieh dureh den BoK~-LA~nA~Jsehen Satz ergiinzt, 

wonaeh, wenn a = o  'ist, der Quotient 2g~(T) fiir T--*~ gegen Null konvergiert. 
e T  

Der Beweis der beiden Hauptsiitze wird im wesentlichen dureh den Beweis- 

gang der ersten Mitteilung erbracht; doeh erford.ert in dem jetzt vorliegenden 

Fall die Durehfiihrung der Betraehtungen die Heranziehung etwas sehwierigerer 

ttilfsmittel. Im Prinzip beruht der Beweis auf einem Vergleich der Zetafunk- 

tion mit dem Absehnitt des EuLERsehen Produktes; in der Halbebene 0 " ~ I  ist 

dieser Vergleieh, wegen der gleiehmiissigen Konvergemz der Reihe (z) in jeder 

I 
Halbebene a > I + e ,  ohne weiteres mSglich; in der HMbebene a > - b e r u h t  er 

2 

darauf, dass auch in jeder Halbebene a > _I + ~ die Reihe (2) in einem gewissen, 
2 

nur sehr abgesehwi~chten Sinn gleiehmgssig gegen log ~(s) konvergiert. Bezeich- 

hen wit fiir irgend ein N mit /~'~v(s) die, sogar in der Halbebene a >o ,  reguli~re 

Funktion 
N 

= - E log 

mit B~v(s) die clureh die Relation 

2V 

log' ~(s) = -- ~, log (I --p~*)+ B~,(s)=F~v(s) + R~(s) 
' / t~l  

definierte, i m  Gebiete G regulgre Funktion, so gilt der folgende Satz, der eine 
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in a gleichm~issige K o n v e r g e n z  im Mit te l  von  F~v(,s') g e g e n  log ~(s) in j ede r  Ha lb-  

I 
ebene  a > .- + e ausdrf ickt .  2 

Satz A. Fs  sei I < % < I u n d  d uml ~ positive Zahlen; ferner sei jiTr jeden 
2 

Weft  yon to, - -oo  < to<  + ~ ,  mit H ( d, to) der HaIbstrei fen a > ao, to - d_ < t < to + d 
2 2 

bezeiehnet. Wird dann f i ir  jedcn Wef t  yon N mit  99=~-(to) diejenige in - ~ < to< + 

stiiekweise konstante Funktion bezeiehnet, die gleieh o ist, sobald t i (d ,  to) in  G 

gelegen ist  und in H(d,  to) die Unfleiehung 

I I < 

stattfindet, u~d die sonst gleich x ist, so strebt f i ir  N--*o~ dib Gr6sse 

"1" 

@; ..... lim I J" ,~_ ~ -~ i~' ~ "  (t~ d t o 

- - T  

gegen Null. 

A l l g e m e i n  g e s p r o c h e n :  Fiir  h i n r e i c h e n d  grosse  W e r t e  von  N bes teh t  die 

U n g l e i c h u n g  ]Rx(s) [  < 6 in a l len H a l b s t r e i f e n  H ( d ,  t o ) a u s s e r  in e iner  Menge ,  

de ren  re la t ives  Mass d)~v'beliebig klein ist. 

I n  e iner  unwe se n t l i c h  speziel leren F o r m  ist dieser  Satz  von BorlR bewiesen 

worden~;  eine e in fache  F o l g e r u n g  davon  geniigt5 u m  den  Beweis  des e r s ten  t tn.upt-  

satzes zu f i ihren;  fiir den Beweis  des zwei ten  H a u p t s a t z e s  we rden  a u s s e r d e m  die 

f o l g e n d e n  S/i.tze nStig.  

I 
Satz B. _Es sei < a o < I m~d d ei~e positive Zahl. Wird dann Ji'ir irgend 

2 

eine positive Zahl K mit  ~pA,(to) di~jenige in --or < t o <  + ~ stiiekwei.~'e ko~stante 

Funktion bezeieh~wt, die gleieh o ist, sobahl der Halbstre~fen H(d ,  to) in G gelegen 

"ist und in H(d, to) die Ungleiehung 

Ilog. 0) l < K 

i H. BO~R, loe. cir. (Fussnote S. 3) S. 82. Dcr Satz ist. hier nut fiir den speziellen F,~ll 
d= x bewiesen und mit Besehr/inkung auf die Halbebene t>o.  Wit wiederholen den Beweis unter 
den allgemeineren Annahmen sehon deshalb nieht, weil aus dem angegebenen 8pezialfall der allge- 
meinere Satz unmit~lbar folgt. 
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stattfindet, und die sonst gleieh I ist, so strebt fiir K- - -~  die GrSsse 

T 

~ lira ~P~(to) dto 
T--* oo 

- -T 

gegen Null, u~d zwar jedenfalls so stark wie e -K, d. h. es bleibt f~Tr K - - ~  die 

Gr&'se e~"q~K beschrdnkt. 

Allgemein gesprochen:  Es besteh~ fiir grosse Wer te  yon K die Ungleiehung 

]log~(s)l < K in allen HMbstreifen H(d, to) ausser in einer Menge, deren relati- 

ves Mass WK hSchstens yon der Gr5ssenordnung e - K  ist. 

I 
Satz (L Es s d  - < a  o <  I und d uud ~ positive Zahlen; ferner sei a eine 

2 

N gegebene komplexe Zahl, undes  sei fiir jeden Weft yon to mit n a (d, to) die Anzahl 

der (in ihrer Vielfachkeit gezdhltenJ a-Punkte yon F~.(s) in dem Halbstreifen H(d, to) 

bezeichnet, mit ha(d, to) ~ die Anzahl der (ebenfalls in ihrer Vielfachkeit gezhTdtenJ 

a-Punkte yon log ~(s) in demjenigen Teil yon H(d, to), der dem eebiete G angehSrt. 

Dann gibt es hierzu eine positive Zahl 0~0(ao, d, ~, a) so, dass folgendes stattfindet: 

Bedeutet Z(to) i rgend  eine in - - ~  < t o <  + ~ stiickweise konstante Funktion, die 

nut die Werte o und I annimmt und fiir die 

T 

. . . .  ~ Z lim I 2 T (to) dto 
- - T ,  

< 0  

ist, so gelten .flit T--) ~ die folgenden Ungleichungen: 

I) Es ist fiir jeden Weft  yon N 

2 )  Es ist 

T 

l i r a  I J '  N T--| na (d't~176176 

T 

if l i m  ~ta (d, to) z (to) d t o 

- -T 

Allgemein gesproehen: In jeder Menge yon Halbstre i fen H(d, to), deren 

relatives Mass nur  hinreichend klein ist, ist die Wahrscheinl ichkei t ,  mi t  der i rgend 
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eine der Funktionen _~(s)  bzw. log~(s) den Wer~ a ~nnimmt, belieNg klein, 

und zwar gleichmiissig in N. 

Mit Hilfe der Siitze A - - C  lassen sieh die Beweise der beiden Haupt.sfitze 

in reeht genauer Anlehnung un die Entwicklungen der ersten Mitteilung durch- 

fiihren. Die Untersuchung zerf~llt in zwei Teile; in dem ersten wird der erste, 

in dem zweiten tier zweite H~upts~tz bewiesen. Schliesslieh wird in einem An- 

hang, durch Weiterfiihrung des Beweises des S~tzes A, tier Beweis der S~Ltze B 

�9 und C nuchgeholt. 

In  der gegebenen Formulierung erscheinen die beiden Hauptsittze als Exi- 

stenzs~tze. Der erste behauptet, dass die Funktion log ~(s) auf einer vertikalen 

Geraden mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit in der Ndhe eines jeden Punktes 

kommt; der zweite behauptet, dass in einem vertikalen Streifen dieselbe Funk- 

tion jeden Wer t  mit einer bestimmten Wuhrscheinlichkeit annimmt. Von der 

Berechnung dieser  W~hrscheinlichkeiten ist aber dabei keine Rede. Fiir den F~ll 

des ersten Iiauptsatzes ist nun zu bemerken, duss der Beweis dieses S~tzes, wie 

er u n t e n  geffihrt wird, zugleich eine Berechnung der erwithnten Wahrscheinlich- 

kei~ gestattet.  Fiir den Fall  des zweiten H~uptsatzes ist dies ~ber nicht der 

Fall; der Beweis dieses S~tzes ergibt nur die Existenz tier Wahrseheinliehkei~. 

Es w~re ~ber sehr wohl m5glich gewesen, auch den Beweis des zweiten H~upt- 

satzes so zu fiihren, dass er eine Berechnung der W~hrscheinlichkeit gestattet. 

H~erauf soll in einer Schlussbemerkung , die sich auch auf die erste Mitteilung 

bezieht, kurz eingegangen werden. Das Ergebnis der Arbeit liisst sich danach 

so ~ussprechen: Die Untersuchung gib~ zwar keinen neuen Beitrag zur Ent- 

seheidung tier R i E ~ i ~ s c h e n  Vermutung, d. h. zu dem Problem der Verteilung 

der Nullstellen der Zetafunktion; sie zeigt uber, dass es mSglich ist lmabhiingig 

y o n  dieser Vermutung die iibrige Werteverteilung der Funktion endgtiitig zn 

beschreiben. 

E r s t e r  Teil .  Das Verha l ten  der Z e t a f u n k t i o n  a u f  einer  vert ikalen 

Geraden o ~  o0(~ < o0 < i ) .  

w i. Arithmetisch-geometrische Hilfsmittel. 

Wie schon gesagt, beruht die folgende Untersuchung der Zetafunktion auf 

den3 durch die S/s A C der Einleitung erm6glich~en Vergleich der Funktio~ 

log ~(s) mit dem Abschnitt 
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N 

F, ,  (.,) . . . .  ~ ,  lo~ (~ - v T ' )  
~1"- 1 

tier Reihe (2). W i r  be t r aeh ten  eine in diesem ers ten Tei l  fes t  gegebene vert i-  

kale Ger~de a : - ;  go, I <  ~, )~ I; auf  dieser Geraden  wird F;v(s) als Funkt ion  
2 

yon t dureh die S u m m e  

1;h-(%+it) ~ ,  tog (I--1,,7 ','o+"~) 

dargestel l t .  I ndem wir 

setzen, kSnnen wir  sehreiben 

t~ - I. 

- -  t l o g p ,  , 2 7~u,,(t) 

(3) l .~- (Oo + it) . . . .  ~ lo,.. ( t - - . - " o  d'-~~,',, ( % .  ,, 
H - . 1  

Auf  diese Smnme  wenden wir die, ar i thmet . iseh-geometr isehe Methode der  

ersten Mi t te i lung  an, indem wir gleichzeit ig mi t  (3) die Funkt ion  

N 

(4) ,~'., (01, 0. 2 . . . . .  05"1: - -  Z lo~( I  ~)n e n) 
I1" 1 

der N Ver:,tnderlichen 0j, 0,, . . . . .  Ox bet raehten ,  die aus (3) ents teht ,  wenn man  

die yon der einen Veri inderl ichen t abh:,ingizen Gr5ssen .!z~(t), !.t,,(t),...,/t~x(t) 

(lurch unabh~ngige  (reelle) Var i abe ln  ersetzt.  Es geniio't offenbar,  wenn  wir  

S.v(O 1, 08 . . . .  , O;v) in dem N-dimensionalen  Einhel tswiirfel  Q.x : o <  01 < i. o <  0,, < I, 

�9 ..,  o _-< 0.v < I bet rachten.  

De r  arithmetische "_l'eil d e r  Methode  besteht  darin,  dass man  durch  Heran-  

z i e h u n g  des fo lgenden KRO~-ECK~J~-W~:~-Lscllen Satzes im Stande  wird, dem zu- 

niichst n u t  rein fo rma len  Z u s a m m e n l m n g  zwischen den Funk t ionen  F,x(ao+i t )  

und S.v( 1, 0.2, . 0x) einen reMen Sinn zu geben, der  uns ermSo'licht die Unter-  

sue lmng der Wer t eve r t e i l ung  von l"v (% + it) durch die der F u n k t i o n  Sx(01, 0.,, ..., 0x) 

zu ersetzen. 

2 - -31356 .  Acta mathematlca. 5g. I m p r l m 6  le 24 n o v e m b r o  1931. 
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KRONECKER-V~EYLscher Satz: Es seien ~ ,  k~, . . . ,  ~v reelle, von einander 

linear unabhh'ngige Zahlen, d. h. es bestehe keine Relation c ~  + ce~ + ... + e~vkv=o 

mit rationalen, nicht sh'mtlieh versehwindenden e~, undes  sei t ein reeller Para- 

meter. Ferner bezeichne A die Teilmenge des N-dimensionalen ~Einheitswiirfels 

Q ~ : o ~ x ~ <  I , O ~ x e <  ~ , . . . , o ~ x N <  I, die aus der Geraden 

x l -~t~ ,  x2=tL2, . .., x~-- t s  --oe < t <  +or 

entsteht, wenn man die Koordinaten ihrer Punkte rood. I reduziert. Dann liegt diese 

Menge A i~, dem folgenden Sinn in'Q~v iiberall glelch dicht." JEs bedeute Y2 eine 

beliebige im JORDa~schen Sinne messbare Teilmenge von QN mit dem (N-dimen- 

sionalen) Mass mr?," ferner bedeute G(T) fiTr jeden Weft  yon T die Menge der- 

je~igen Werte v o n t  im Intervalle - - T <  t< T, fliir welche der entsprechende Punkt 

von A der Menge t? angehSrt, und es bezeiehne miG(T) bzw. mvG(T) das inhere 

bzw. h'ussere JoRDA~sche Mass dieser (linearen) Punktmenge G(T). Dann bestehen 

J~ir ;I'-~ ~ die Gieichunge~ 

lim miG(T) _ lim m~./G(T) _ m~.  

Die Anwendung dieses Satzes in dem vorliegenden Fa!l beruht darauf, dass 

fiir jeden Wer~ yon N die Zahlen -- log p~____, log p~_, . .., log p~-, wegen der 
2 ~  2 ~  2 ~  

eindeutigen Zerlegbarkeit einer ganzen Zuhl in Primfaktoren, linear unabhi~ngig 

sind. Ubrigens wird der Satz nur uuf solehe Mengen s verwende~, fiir welehe 

bei jedem T die entspreehende Teilmenge G(T) im aogDANsehen Sinne messbar 

ist, ja sogar aus endlieh vielen Intervallen besteht. 

Der geometrisehe Tell der Methode besteht in einer Untersuehung der Werte- 

verteilung der Funktion Sx(0~, 0e, . . . ,  0~v), wenn die Yariabeln 01, 02, . . . ,  0~- un- 

abhgngig yon einander die Intervalle o ~ 0,~ < ~ durchluufen, tIierbei durch- 

laufen die GrSssen z~-~---log (I:-pn ~0ei-~s%) geschlossene, konvexe Knrven, j ede 

iibrigens mit zwei auf einander senkrechten Symmetrieachsen; den Parameter- 

darstellungen entsprechen bestimmte Wahrscheinlichkeitsverteilung'en auf diese 

Kurven. Die Aufgabe der Untersuehung der Werteverteilung der Funktion 

S~.(O1, 0~, . . . ,  0~v) ist hiermit in eine rein geometrische iiberfiihrt, die wir in einer 

gemeinsamen A rbeit 1 als Addition yon konvexen Kurven mit vorgegebenen Wahr- 

i H. BOHR og B. JESSEN, Om Sandsynl ighedsfordel inger  ved Addit ion af konvekse Kurvm'. 

D. K. D. Vidensk. Selsk. Skrifter. 8. Rmkke XI I ,  3 ([929), S. 1--82. 
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scheinlichkeiten bezeichnet h~ben. Aus dieser Arbeit  zitieren wir den folgenden 

Sutz, yon dem iibrigens nur  der Bunk~ 2 im folgenden verwendet wird. �9 

Satz I .  I) Es bildet in der komplexen z~-u+iv-Ebene fiir jeden Weft  yon 

N der Wertevorrat der .Funktion S~-(O i, 0~, . . . ,  0~) ein abgeschlossenes Gebiet, das 

fiir N~- I  in eine einzige konvexe Kurve ausartet, wdhrend es fiir N > I entweder 

yon einer einzelnen geschlossenen konvexen Kurve Y~y begrenzt wird, oder abet yon 

zwei gesch!ossenen konvexen Kurven Y x  und Lv, yon denen Izv ganz im [nneren 

von Yzr verlduft. YN verlduft ganz im Tnneren yon YN+I, IN+I (falls sie existiert) 

ganz im [nneren von l~v; in allen Fdllen enthh'lt Yzr den Nullpunkt im Inneren. 
N 

Das Gebiet besitzt die beiden Symmetrieachsen v = o  und u : --  ~ log ~I----29n2 ~176 

2) Bedeutet R irgend ein parallel zu den Koordinatenachsen orientiertes Recht- 

eck, d. h. eine Punktmenge, die dutch Ungleichungen der Form u~ <u<u,~, v~ <v<v2  

definiert ist, und bezeichnen wit  mit t2x die Punktmenge im N-dimensionalen zEin- 

heitswii~fel QN(o _--< O~ < i, n = I ,  2,..., N) in der der Punkt "SN(O~, 0,,, . . . ,  0~-) 

dem Rechtecke R angehSrt; dann gilt 

~) Die Punktmenge t~:~ ist im Joz~oANschen Sinne messbar; wi t  nennen ihr 

(N-dimensionales) Mass W~v(B) die Wahrseheinlichkeit dafiir, dass Sx (Oa, 0_~,.. :, O~v) 

dem Bechtecke R angehSrt. 

b) Fiir hinreichend grosse N ldsst sich W~y (R) als Integral einer beschrSnkten, 

stetigen Punktfunktion l~v (z) darstellen : 

f f  = u d v .  

t t  

In  Verbindung mit  dem K ~ o ~ c x ~ - W ~ Y L s c h e n  Satz geniigt dieser Satz mn 

fiir .]eden W e r t  yon N die Wertever~eilung der Funk t ion  FlV(ao+it) zu beschrei- 

ben. Fiirl die Anwendung  auf  die Funkt ion  log~(a0+i t )  wird aber ein weiterer 

Satz n5tig, der das Verhal ten der Wertever te i lung yon Szr 0~, . . . ,  O~v) bei un- 

begrenzt wachsendem _N beschreibt. 

Satz I I .  I) Fiir hinreichend grosse Werte von N tritt in Satz I, I stets die 

erste der beiden erwdhnten 3~6gliehkeiten ein, die wonaeh der Wertevorrat yon 

Sx(Oi, O~ . . . .  , ON) yon einer einzelnen gesehlossenen konvexen Kurve Y~v begrenzt .ist. 

Bezeiehnen wir mit 7~" den kleinsten Abstand zwischen dem Nulll)unkt und einem 

Punkt  yon Y~v, so gilt lim 7N-~ ~ .  
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2) a) Fiir jedcs Rechteck R (u~ < u < m, v z < v < v,_,) ],'o~zvcrgiert fib" N--~ ~ die 

Wahrseh'einlieh~:eit W,x ( R) gege~ einen endliehe~, positiven Grenz~vert W ( R). 

b) Die I,~t~ktio~ W(R) liisst sieh als Integral ei~mr beschrh~nkten, stetigen 

Pm~ktfunktion l"(z) darstellen: 

(f w ( z , ' )  : :  a. , ,  a , . , .  
L 

1"(~') Jut iiberall positiv, uHd ihr iiber die ga~ze Ebe~e crsb'cckte Intt;gral ist gleich 

I; sic ist die Grcnzfi~ktio~ fiir N- - -~  der gleichmh'ssig konvergente~ l"olge yon 

l'u,ktfi~&tio~wn l" x (z). 

Im folgenden wird yon diesem Satz nur  der P u n k t  2 benutzt .  

Es sei bernerkt, d~ss w~ihrend Satz I unabh:,tngig v o n d e r  Voraussctzung 

I 
-- < a o ~ z besteh t, indem er al lgemein ffir jeden W e r t  von % > o r icht ig  ist, so 
2 

ist fiir Satz I I  diese Vor~ussetzung sehr wesentlich. Bei dem Beweis dieses 

Satzes, wie er in der zitier~en Arbei t  gefi ihrt  wurde, wurde niimlich yon den 

fo lgenden beiden T~tsachen wesent l ich Gebr~uch gezn~cht: es musste fiir den 

beh 'achte ten  Wer t  von a 0 von den beiden Reihcn ~ pT~ ~ und ~ pj""~, die erw 
n - 1  t t--  1 

divergent,  die zweite aber konvergent  s e i n .  

w 2. Erster Hauptsatz. Wahrscheinl ichkeitsvertei lungen 

auf vertikalen Geraden. 

])as Ziel des vorl iegenden Parao ' raphen ist der Beweis des fo lgenden Satzcs: 

Satz I I I .  _E.~ sei l~(ul<u<u~, v~<v<v,.,) tin Bechteclc i~ der z---u+iv-Ebene, 

und es bezeich~e L(T) (lie GesamtlSnge de~jenige~ Teilintervalle ,con - - I ' <  t <  T, 

iJ~ denen log r~(ao+it) defniert ist und in R liegt; dam~ gilt." 
L(T)  

I) Es konvergiert mit unbegrenzt wachse~dem 7' der Quotie~t-z T- gegeu 

eine~ bestimmtcn Grenzwert; wit ~en~zen ih~ die Wahrschei,nlichkeit daft'it, dass 

log ~(ao+ it) dem Reehtecke awehb'rt. 

2) E; ist dieser Grenzu~ert gleieh der obcn erklh'rten Zahl IV(R) und somit 

als Integral der besehrSukten, stetigen, ffberall positiven Funktion _~'(z) darstellbar. 
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Wit ncJ~nen l"(z) die W a h r s c h e i n l i c h k e i t ,  mi t  dcr log~(%+it) i~ dcr Ndhc  
des P unktes  z kommt. 

Dieser Satz besagt etwas mehr als der erste Hauptsa tz  der Einleitung, 

L ( T )  
indem er den Grenzwert~ yon 2 I '  mit der Wertever te i lung der Funkt ionen 

Sx(0,, 0._,, . . . ,  0x) in Zusammenhang stellt. Dass das fiber die ganze Ebene er- 

streckte In tegra l  yon l"'(z) gleich I i s t ,  ist in dem ersten t ]auptsatz ,  wie er in 

der Einlei tung formuliert  wurde, nicht  unmit te lbar  enthMten. 

Beweis.  Wir  beweisen zuerst den entspreehenden Satz fiber die Funkt ionen  

s,',,= (~o + ,:t) . . . .  Z lo,.. (~ -p,7~o ~,-,,,,,~,~,!), 
n - -  1 

dass, wenn L:v(T) die L~inge derjenigen Teilintervalle yon -- T < t < T bezeich- 

net,  in denen 1,'x(oo+ it) dem Rechteck R angehSrt,  die Limesgleichung 

(5) lint L-~- ! 7') 
r--| 2 T  :- W.v(H) 

besteht. 

in der 

Es bedeute wie oben $2y die Teihnenge yon (d~v(o<-O,< I, .,~--i, 2, . . . ,  N), 

i .  
�9 . �9 . . ~ ~ 9  - O ~  

2 H 0 ~s',-/0,, 0o, 0~)  ~ - F ,  l o g  ( ~ -  n ~ ' ") 
?/:=1 

in R liegt; nach Satz I, 2 a  ist s im JORDANschen Sinne messbar, und ihr 

R Mass ist I! x( ); dass ffir i rgend einen Wert  yon t der Punk t  l~.(ao+it  ) dem 

Rechteck angehSren soll, ist nun damit  gleichbedeutend, dass der aug dem Punk t  

/ 
2 ~  ' 2 7 ~  ' ' " " 2 ~  ] 

dureh Reduktion der Koordina ten  mod. I entstehende Punk t  von Q~v in .C2,v 

liegen soll. Da die Z ahlen --  log p~, _!olg_p~, . . . ,  __l~ p,v l inear unabh:,tngig 

sind, wird- somit (5) eine direkte F01ge des KRO.~ECKEmWEYLsehen Satzes. 

Der Beweis des Satzes I l I  gesehieht nun dureh den Grenzfibergang N-~oo. 

Wir  bedienen uns hierbei einer einfaehen Folgerung des Satzes A der Einlei tung,  

die wir der Bequemliehkeit  hMber als besonderen Satz formulieren. 
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Satz k*.  ~ s  se iene  und ~ beliebige positive Zahlen. Dann gibt es hierzu 
eine Zahl N* mit folgender Eigensehaft: Bezeichnen wir fiir irgend ein N ~ N* 
raft lzc(T) die Gesamtldnge de~enigen Teilintervalle y o n -  T <  t <  T, in denen 

log ~(a 0 + it) existiert und die Ungleichung 

Ilog ~(ao +it)--.F~(ao +it) l ~ 

stattfindet, so gilt fiir T--)~ 

(6) lim l~v(T) 

Beweis .  W i r  w~hlen ~ ~ u o ~ ~o und d be l iebig ;  dunn geniigt es N* so 
2 

gross zu w~hlen, d~ss fiir N ~ N* im Sinne yon S~tz A die Ungleichung O ~ <  

besteht. 

Mit Hiife dieses Sutzes l~uft  jetzt  der Beweis des Satzes I l i  folgendermas- 

sen zu Ende: Es sei s ~ o beliebig gegeben. Wir  bet rachten zwei achsenp~rul- 

lele Rechtecke Ri und By, die mit  R den Mittelpunk~ gemeinsam huben, und 

yon denen /t~: innerh~lb R liegt, w~hrend / t  in /~y gelegen ist; nach Satz II ,  2 b 

k5nnen wir /t~ und  /ty so nuhe un R w~hlen, duss 

W ( R ) - -  e < W(R~) < W(R) < W(Ry) < W(R) + ~. 

Wir  bezeichnen mit  (~ den kleinsten Abs~und zwischen einem R~ndpunk t  yon R 

und einem l~andpunkt yon Bi oder Ry, bestimmen dan~ch zu den Z~hlen e und 

n~ch dem Sutze A* eine entsprechende Zahl N* und wi~hlen schliesslich (S~tz II ,  

2 a) ein N ~ N* so gross, duss gleichzeitig 

werden. 

(7) 

Dann  ist erstens 

W(~)  --  2 ~ < W~(R~.); 

I w ( n y )  - w~,  (ny) l < 

w~(Ry) < w ( n )  + 2 ~ 

Und Zweitens ist es, fiir jeden W e r t - y o n  t fiir den log ~(ao+it) existiert und 

I log ~(~o + it) - F ~  (Oo + it) I < 

ist, d~mit log~(ao+it ) in R liege, notwendig duss F~v(ao§ ) in By liege, und  

hinreichend d~ss F~(ao§ ) in R~ liegt. Bezeichnen wir also mit  LN, i(T) und 

L~voy (T) die L~nge derjenigen Teilintervalle von - - T  < t < T in denen F~v(a o + it) 
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dem Rechteck Be bzw. dem Rechteck  R v angehSrL so gilt  mi t  der Bezeichnung 

des Satzes A* fiir jeden W e r t  yon T 

n~v,~(T)--llv(T) <= L(T)< LN, v(T)+ lz.(T). 

Durch  Division mit  2 T und Ausf i ihrung des Grenzi iberganges T--~ ~ ergibt  sich 

hieraus nach (5) und (6) 

W~. (R~.) - -  ~ < lim L (T) < lira L (T) 

und  somi~ nach (7) 

W ( B ) _  3 e < lira L(T)< 1-i~mL(T) < W ( R ) + 3 e .  
T ~  2 / T  = 1 , - - . ~  2 T 

Da aber e beliebig war, folgt  hieraus 

lira L(T) ~ L(T) W(It), 
~ / ' ~  2 ~ - -  T--~11111 --m2T - -  

womit  der Satz bewiesen ist. 

Z w e i t e r  T e i l .  D a s  V e r h a l t e n  der  Z e t a f u n k t i o n  in e i n e m  v e r t i k a l e n  

S t r e i f e n  ~ < ~ < ~.~ < ~ < i ,  a~ < ~ . 

w 3. A n a l y t i s e h e  V o r b e r e i t u n g e n .  

Fiir  den Beweis des zwei~en I-I~uptsatzes benStigen wit  ausser den Siitzen 

A - - C  der Ein le i tung einige allgenleine Hilfssis iiber ~nalytisehe Funk~ionen. 

I n  der ersten Mit te i lung wurden diese Si/tze mi t  I-Iilfe des MONTELsehen Aus- 

w~hlsatzes und des R o u c ~ s e h e n  S~tzes bewiesen; es wurde ~ber bemerkL dass 

man  die Beweise ~ueh mi~ Hi l fe  bekannte r  Ungle iehungen  wie der yon JE~sE~ 

sehr leieh~ fi ihren kSnnte,  und dass diese Beweismethode den Vortei l  hgt te  Ab- 

sehi~tzungen fiir die in den I-iilfssiitzen auf t re tenden  Gr5ssen N 0 und m o zu liefern. 

Fiir  das folgende benStigen wit  diese Absehis miissen deshalb die t l i l fs-  

sis yon Neuem beweisen. Die Beweise werden du tch  Heranz iehung  der fe lgenden  

klassisetlen Siitze ge f i ih r~ :  

JE~vszmche Formel. Es sei f(z) eine in einem Kreise  I z l < R  regul~ire 

Funk t ion  der komplexen VerKnderlichen z, die fiir z = o  nicht  verschwindet .  
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Wird da,nn fiir irgend ein r, o <  r < R ,  mit  Zl, z . , , . . . ,  z~ die im Kreise [z[_-- < r 

gelegenen Nullstellen yon f ( z )  bezeichnet, so gilt  

'),Tg 

I f(o) l~" i f log Iz,~o..;z,,I- 2~ log If(re'~ 
0 

(hierbei ist jede Nullstelle so oft mitzuz~hlen, wie ihre -Vielf~chkeit angibt). 

CARATH~ODO~Ysehe Ungleiehung. Es sei f ( z )  eine in einem Kreise [z[ < ~o~ 

regul~re Funkt ion,  deren reeller Tell ~ f ( z )  in [ z [ ( q ~  nach oben beschr~nkt ist, 

etw~ mit  tier oberen Grenze 2//. Dann  gil t  in jedem kleineren Kreis [z[ ~ Q < Q1 

die Ungleichung 

Ql -- o Q1 - -  Q 

Wir  fungen mit  dem folgenden Hilfss~tz an. 

Hilfssatz 1. Es  sei z - -  u + iv  eine komplexe VerSnderliche, o < Q < i und 

k eine positive Zahl. Dann gibt es hierzu zwei reelle Zahlen b = b (~, k) > o und 

c = e ((~, k), so dass folgendes stattfi~det: Bedeutet f ( z )  irgeud ei~Te in I zl < i regu- 

liire 1,'unktion, f i i r  die If(o) l ~  k ist, so be.r f i i r  die Anzahl  N der (in ihrer 

Vielfachkeit gezShlten) N~dlstellen yon f ( z )  in I z [ ~  ,o die Absehfftzung 

(s) 
I~1<1 

Bsweis .  Aus der JE~csE~schen Formel  folgt,  d~ss fiir q < r <  I die Un- 

gleichung besteht 
2 z  

/ N log r ~ ~ _  log [ f ( rd~  dO--  log k. 
Q 27r 

0 

Hieraus folgt  durch Multiplik~tion mit  r u n d  In tegra t ion  yon 0 bis I, wenn mit  

B > o  und C reelle GrSssen bezeichnet werden, die nur  yon ~ und k abh~ingen, 

eine Ungleichung 

N =~ log' If(z) ldu dv + C, 
q<lzl<l 
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d. h. aber, wegen der bekannten  Ungle ichung 1 

( I - - 0 2 ) .  l o g  I f ( z )  [ 

p < l z [ < l  

eine Ungle ichung 

i ( f  d u d v  < log y~(I__Q2),  I f ( z ) l d . d v ,  

q < l z [ < l  

:Y<=blog f f ]f(z)]dudv+e 
e<lzl<l  

mit  nur  von Q und k abh~ngigem b > o  und e. Umsomehr  gilt dann  fiir diese 

Wer te  b > o u n d c  die Ungle ichung (8). 

Corollar. Ist die Funktion f (z)  in I z l < i  numeriseh <= K, so gilt f i ir  N 
die Absehdtzung 

N<=blog. z K + e .  

Nunmehr  kSnnen wir den fo lgenden I-Iilfssatz beweisen. 

Hilfssatz 2. I~" haben ~ und k dieselbe Bedeutung wie oben; ferner sei r 

eine feste positive Zahl. Dann gibt es hierzu zwei positive Konstanten p = p  (0, k, r) 

und q = q  (,o, k, r) mit folgender Eigensehaft." Ist K eine beliebige positive Zahl, so 

gilt fiir jede in, [z[ " ~ I  reguldre Funktion f(z), f i ir  die I f (o)[  ~ k ist, und die in 

I~ I < i  . .~)~erisoh ~ ]s ist ,  i,~. jedefl~ 1)u.]ct  ,~ v o .  I~-I <= e, welcher ,;on allen Null- 

stelien yon f(z)  in I zl<  eine Entfernung > r besitzt, die U~.qleichung 

If(z) [ > -q-' = KI' 

Beweis .  Es bezeichne Qi die feste Z~hl Q~-- ~ + i zwischen Q und I ; f e rner  
2 

seien mi t  zl,  z2, . . . ,  z ~  die in I 1< o~ gelegenen Nullstel len yon f (z )  bezeiehnet,  

jede in ihrer  Vielfaehkei t  gezi~hlt; naeh dem Corollar zu Hilfssatz  I i8t5 

(9) _/Y~ ~ b~ log z K  + ca, 

wo bl u n d c  i die Zahlen b(el, k) und e(Qi, k ) bedeuten.  Die Funk t ion  

1 Siehe ffir einen einfachen Beweis z. B. F. RIESZ, Sur les valeurs moyennes des fonctions. 
Journ. London Math. Soc. Vol, 5 (I93O). S. I2O--I2I  oder G. HOHEISEL, Nulls tel lenanzahl  und 
Mittelwerte der Zetafunktion.  Sitzungsberichte der preussischen Akademie der Wissenschaften, 
Phys.-math. Klasse, I9jo,  S .  72--82, S. 78. (Vgl. B. JEssEN, Vber  die Yeral lgemeinerungen des 
ar i thmet ischen Mittels. A c t a  lift. ac scient. Szeged. Bd. 5 (I93I). S. IO8--II6).  

3--31356. Acta mathematica. "58. Imprim6 le 10 d4cembre 1931. 
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f ( z )  
f ~ (z) ~ (z--z~) (z--z2) . .. (z--&v,) 

k 
ist in ].z I <  0~ yon Null  verschieden. Ferner  ist I ]~ (~  ~ und es gilt naeh 

einer fiblichen Schlussweise in I z I < I (also umsomehr  in Is I < (h) die Ungle ichung 

K 
IA(z) l _-< ( , _ ~ , ) ~ .  H i e r a u s  ergibt  sich, durch Anwendung  der CA~ATttl~ODOI~u 

schen Cngle lchung auf  einer in I z I < q t  reguliiren Zweig der  Funkt ion  log f~ (z), 

fiir I z I ~ q die Ungleichung 

oder 

k 2Q 
log IA(z) l >---- e~+e  log e~ ~ 

K 
log (i __ (h)N, 

IX (~)I ~ b ~ , l  ((-" 

Je tz t  ist uber fiir jeden P u n k t  von I z[ ~ e, der yon alien Nullstel len yon 

f ( z )  in I z l < I  eine En t fe rnung  ~ r besitzt 

If(z) I -->- IA (*)1, "~q. 

Die beiden 

der Form 

letzten Ungle ichungen ergeben zusammen fiir f ( z )  eine Absch~tzung 

mit nur von Q, k und r abhSngigen positiven GrSssen P, Q und r 1. I s t  hierin 

r 1 ~ I, so benutze man fiir N1 die AbschStzung N 1 ~ o'; dann ergibt  sich 

ist aber rl < ~ so benutze man fiir N1 die Absch~tzung (9); dann ergibt  sich 

,.~ > ,.b, ,og ~ K  < ,  = ( ~ K ) b , , o g  r, - 1 .  

in beiden F~illen ergibt  sich fiir If(~)l eine Absch~itzung der gewiinschten Form, 

mit  nur  yon q, k und r ~bh~ngigen positiven Gr5ssen 2 und  q. 

Bisher war in diesem P~ragr~phen yon Funkt ionen  f ( z )  die l~ede, die im 

Kreise I z l <  I regul~ir sind; durch eine Transformat ion gewinnen wir hieraus die 

folgenden un. seren Anwendungen angepassten S~tze. 
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Hilfssatz 3. Es sei R e i n  offenes Rechteck in der komplexen s-L'bene, A eine 

abgesehlossene Teilmenge yon R und s o ein Punkt yon R;  ferner sei k eine gegebene 

positive Zahl. Dann gibt es hierzu zwei reelle Zahlen bo= bo (R, A, So, k)> o und 

Co=Co(B, A, So, k), so class jblgendes stattfindet: Bedeutet f(s) irgend eine in tt  re- 

guldre trunktion, f#r  die If(So) l ~ k ist, so besteht f i ir  die Anzahl 2V tier (in ihrer 

Vielfachkeit gezdhlten) Nullstellen von.f(s) in A die Abschdtzung 

R 

Beweis.  Es bezeichne z - -z (s )  diejenige, bis auf einem Fuktor vom Betruge 

I eindeutig bestimmte Funktion, fiir die z (so)=o ist, und die R eineindeutig und 

konform auf den Kreis [ z [ <  I ~bbildet; s s(z) sei die inverse Funktion. Nach 

bek~nnten Siitzen ist~ [z' ( s ) [=  ~ in B besehrgnkt; L bezeiehne ihre obere Grenze. 

D~nn gil~ 

;7 fJ [f(s(z))ldu dv <= L 'z [ f(s) ldodt .  

Izl<* I~ 

Bezeiehnen wir also mit Q < I die obere Grenze von z(s) in A, so folg~ dureh 

Anwendung des Hilfssutzes I uuf die Funktion f(s(z)) die Richtigkeit yon (IO) 

f ~  bo = b (~, k), Co= ~ (~, k) log L ~ + e (~, k). 

Corollar. Ist d~e _Vanktion f(s) in R numerisch <= K, so gilt fiir N die 

Abschdtzung 

Y ~  No=No(R,  A, So, k, K ) = b  o log mt~, �9 K +  co, 

wobei m R  den Inhalt yon it  bezeichnet. 

Hilfssatz 4. Es haben R, A, so und k dieselbe Bedeutung wie im Hi~ssatz 3 ; 

ferner sei r eine feste positive Zahl. Dann 9ibt es hierzu zwei positive Konstanten 

Po=Po (B, A, so, k,. r) und qo = qo (R, A, So, k, r) mit folgender YEigensehaft: Ist K 
eine beliebige positive Zahl, so gilt f i ir jede in R reguldre Funktion f(s), 3~i;ir die 

If(so) [ > k ist, und die in R numeriseh <= K ist, in jedem Punkt s von A, tier yon 

allen Nullstellen yon f(s) in R eine Entfernung > r besitzt, d ie  Ungleichung 

I f  Is) I > .~o = n~o (~,  A,  *o, k: +;, ,-) - -  % = K~)o 



20 Ha rald Bohr und BSrge Jessen. 

Beweis .  Mit  den oben benutz ten  Bezeiehnungen gibt  es zur gegebenen 

Za.hl r eine positive Zuhl to, " so duss wenn s 1 ein beliebiger P u n k t  yon R ist 

und s2 ein P u n k t  yon A, fiir den I s~ - - s l l~  r i s t ,  der entsprechende Abs t~nd  

I z(s~)--z(s l ) l  ~ r o ist. Geben wir  Q dieselbe Bedeu tung  wie oben, l~sst sich hier- 

nnch im Sinne yon Hilfssutz z Po=P(Q, k, to), qo=q(Q,  k, to) withlen. 

Zu den t t i lfssi i tzen 3 und  4, welche die ~llgemeine Grundluge ffir die 

fo lgenden Entwiek lungen  bilden, fiigen wir noch den t t i l fssutz  I tier ersten 

Mittei lung,  in einer unwesent l ich  verschSrften Form, uls 

t i i lfssatz 5. Sei a eine beliebige komplexe Zahl. Dann gibt es hievzu eine 

Zahl flo :> I so gro~s, dass auf  der Geraden a-~flo sowohl die Funktion llog ~(s ) -a[  

wie auch jede der Funktionen I F~(s)--al  eine positive untere erenze besitzt. 

B e w e i s .  Is t  a yon Null  versehieden,  so wi/hle m~n flo so gross, duss 

Z I log (I--p~-~-[:~~ I "~ l a I 

ist; ist dagegen  a gleich Null, so w~hle man flo so gross, dass 

r 

log. ( ~ .  ~-~o)_ E i log (~_p:~,o)l > o 
7~---2 

ist. 

w 4. Erste Anwendung der Hilfss~itze auf die Zetafunktion. 

Als eine erste Anwendung  unserer  Hilfss~tze beweisen wir den folgenden 

Satz IV. Es sei i_ < al ~ I, al < a., und a eine beliebige komplexe Zahl ; f erner 
2 

bezeichne Na(T) die A~zahl der (in ihrer Vielfachkeit gezffhlten) a-Punkte yon 

log ~(s) in demjenigen Tell des Gebietes G, der dem Rechteck a~<a<a.2, - - T < t <  T 

angehS~:t. Dann gilt 

o < lira ~La (T) l~m No (T)) < ~ 

T ~  2 T T---.~ 2 T 

Beweis .  Es s e i f i i r  jeden W e r t  yon to mit  7~a(to) die Anzahl  der a-Stellen 

yon log ~(s) in demjenigen Tell von G bezeichnet,  der  dem Rechteek  
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angehSr t ;  dann ist n, (to) eine im In te rva l l e  - -  ~ < t o < + ~ stiickweise kons tan te  

Funkt ion ,  fiir die (ffir  T > : )  

d. h. 

7" 

(_~) j ( :)  N,, T - - i  =< n.(to) dto g i \ 5 ,  1 ' +  i , 

- - 7 '  

,_, (~ )  ~ ,  ( , )  .~7 2 ' - -  + - N T +  

"I i" 2 < (to) dto < 2 

gilt. Aus diesen Ungle ichungen  folgt,  dass fiir 1 ' -+  or die beiden GrSssen 

T 

f ~ a ( T )  I ~2a ( t o ) d t  o 

- -T 

dieselben oberen und un te ren  Limi tes  haben  miissen. Es geni igt  somit  um den 

S~tz I V  zu beweisen die Rich t igke i t  der  beiden Ungle ichungen  

7' 7'  

o~,,,n , / ~ f  T-L+ r 2 ~  ~c~ (t 0) tl to '  T---.:elilll I ?~a (to) d t o < 
_,/, __[/, 

nachzuweisen.  

Die zweite dieser Ungle ichungen ist eine unmi t te lbare  Polgerung des Satzes 

I 
C, 2 der Ei~lei tung.  Es sei < a 0 <  a~, d >  i und  ~ > o beliebig gewi~hlt. D a n n  

2 

ist fiir jeden W e r t  von t o im Sinne dieses Satzes ,n~(to)~ n~(d, to); es g ib t  also 

eine Zahl  0:==0 (%, d, ~, a), so duss fiir jede in - -  oo < t o < + oc sti ickweise kon- 

st~nte Funk t ion  Z (to), die nur  die W e r t e  o und I ann immt ,  und  fiir die 

T 

I , f  t lira Z (,,) d t o 
T.--. ~ 2 T  

- - 7 '  

< 0  

ist, die Ung le ichuug  
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T �9 

I lira (to) z (to) d to < 
- -T  

I 
besteh~. I s t  P eine ganze Zahl grSsser als ~ folgt  hieraus 

I' 

lim 21' ] ~,,(to) dto< P~; 
"1'----* ~ 

- - T  

es kSnnen n~mlieh P Funkt ionen  7~ (to) der betraehteten Art  so angegeben werden, 

dass in jedem Punk~ t o wenigstens eine dieser Funkt ionen gleieh i i s t .  ~ 

Um die erste Ungleichung zu beweisen, bet raehten wir zuniiehst den Fall  

al K I. In  diesem Fall  ergib~ sich die Ungleiehung als eine Folgerung des Sa~zes 

I 
B der Einlei tung und des t t i lfssatzes 4. Es sei wieder < a o < a  ~ und d >  

2 

beliebig gewiihlt (siehe Fig. ~); ferner sei nt~eh dem Hilfssatz 5 ein flo > I so gross 

gew~hlt, dass auf  der Geraden a-~Yo die Funkf ion  I log ~(s)--a I eine positive 

unfere Grenze k besitzt, und es sei eine Zahl ao G ~ im In t e rwl l e  a~a~a.,  fest  

gewKhl~; ferner bedeute r eine positive Zahl kleiner a.ls die beiden Ditterenzen 

I I ao~a~ und a,--ao; es ist a o - - a ~ -  und demnaeh aueh r ~  . Naeh diesen Fest- 
2 2 

se~zungen bezeiehne fiir jeden Wer t  yon t o, --  ~ < to < + ~ ,  t~ (d, to) das offene 

Rechteck 

R(d,Q): ( a o < a < f l o  

A(to) die abgeschlossene Teilmenge 

R (d, to). 
Fiir jede 

+ x  t o - - d < t < t o  +d)  

A (to): (a=ao,  to-- 2-I + r < t < t~ + = -2 --r) 

~P 0 / beliebige a-Stelle , ~ +it' yon log~(s) im Streifen a~<a<o~ 
betrachten wir jetzt  das entsprechende Interval l  

I: (a=a0, t ' - -r<t<t '+r) ;  

I Es  sei bemerk t ,  dass  wi r  die obige  B e w e i s a n o r d n u n g  fiir den I~OI~R-I,ANDAUschcn Satz  n u r  

desha lb  gewi th l t  haben,  wei l  uns  der  Satz  C gcradc  zn Yer f f igung  s t a n d ;  in  der Ta t  i s t  aber  diesel '  

l e t z t e  Satz  a ls  e ine  Ve r t i c fung  des e r s t g e n a n n t e n  zu be t r ach ten ,  
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es bedeute I(to) diejenige Teilmenge yon A(to), die den Interval len I angehSrt  ~, 

d~nn gilt offenbur, wenn mit~ l(to) da, s (lineare) Mass yon I(to) bezeichnet  wird, 

ffir jeden Wer t  yon t o 

 (to) 

kt.~ ~c4) I '  I: 

I 
! 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
! 
I 

Fig. L 

es geniigt  somit die Richt igkei t  der Ungleiehu,~g 

f/ ,  

~ ~T f 
- -  T 

zu beweisen. 

Sei .~etzt K >  o beliebig gegeben u n d e s  sei mit  ~0K(to) die in Satz B ein- 

gefiihrte Funkt ion  bezeichnet. D~nn geht~rt flit jeden W e f t  yon to, ffir den 

~pK(to)=O ist, naeh der Definition von ~pK(to) d~s I~echteek /~(d, to) dem Gebiete  

G u n ,  und es gilt in R (d, to) die Ungleiehlmg 
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]log ~ (s) l < K;  

ferner  besitz~ fiir einen solchen W e r t  yon t o jeder  P u n k t  s yon A (to) , d e r  nicht  

in I(to) gelegen ist, yon allen a-Stellen von log ~(s) in R(d ,  to) eine En t fe rnung  

r. Durch  Anwendung  des Hilfssatzes 4 auf  die Funkt ionen log ~(s +ito)--a 
in dem festen Rechteck  R (d, o) ergibt  sich somit die Existenz zweier, yon K und 

to unabh~ngigen,  posit iven Kons tan ten  P o u n d  %, n~tmlich im Sinne dieses Hilfs- 

satzes 19o =Po (R (d, o), A (o), rio, k, r) und qo = qo (R (d, o), A (o), rio, k, r), so dass i n  

jedem solchen P u n k t  s 

qo 
1 l og  ~ (~) - ~ I > .~o - ( K  + I~ l) 'o 

isL Nunmehr  bezeichnen wir mit  R das im Kreise [z--a[< m o eingeschriebene 

achsenparallele Quadra t  mit dem Inhal t  

( i  I) m R  = 2 m~ = 2 Co 
(k+  i~1)~o' 

und fiir .~eden W e f t  yon to mit  I* (to) aie.~nige Tei lmenge yon A (to), worin log ~(s) 

definiert ist und in /~ liegt. Nach dem obigen ist dann, sobald ~pK(to)=O ist, 

die Menge I*  (to) in I(to) enthalten.  I t ie rnach gilt, wenn mit  l* (to)das Mass yon 

I* (to) bezeichnet wird, f i i r  jeden Wer t  yon to die Ungle ichung 

v~: (to) - ( ,  - 2 r) ~p~ (to) _-< ~ (to); 

denn sobald tpK(to)= I ist, ist ja  diese Ungle ichung trivial, weft dann die linke 

Seite < o ist. Hieraus  folgt  durch In tegra t ion  

T 2' T 

f j f z* (to) dto - - ( i  - -  2 ,-) ~ (to) alto _--< Z (to) d to, 

--I' - - T  - - T  

und, durch Division mit~ 2 T und Ausf i ihrung des Grenziiberganges T - - - ~ ,  die 

Ungleichung 

T 2' T 

f / f I I 1 (to) d t  0 . (I2) lim 2 IT l*(t~176 ~ ~pK(t~ dr~ = < lim 2 T 
T--oe T - - ~  

--T ~ T  --T 

J-e tz~ is~ a b e t  ln i~ d e r  B e z e i c h n u n ~  O~ d e s  S a ~ z e s  ~ I I  / f i ] r  T ~  ~�84 - - r ~  
! 
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7' 

f l* ( to) d to 
- - T  

also, fiir 7'-~:r 

- -  + + ,) 
:(;S§ ) ~" ( I - - 2  r )  . . . .  T . . . . . .  1' 

T 

j '  ~' (to)~tto > (, - 2  r) w(n )  ' ~!m 7~t ;  = �9 
T ~ a r  

- - T  

Es ergibt sich 

die Ungleicllung 

(13) 

Nunmehr  schii.tzen wir 

Satz II,  2 b) 

somit aus (I2) (lurch Einfiihrung der Bezeichnung des Satzes B 

T 

�9 I [ ' l( to)dto" ( i - -2  , ' ) ( IV(R)--~1c)  < T--lira* ~ - T  
- - r  

IV(R) ab, und zwar mit  Hilfe der Darstellung (vgl. 

W(R)~ f f F(.~)d,,,V,,. 
1: 

qo 
Indem wir ,,,it m die positive untere Grenze yon F ( e ) i m  Kreise Iz - -a  [ <  (I-~ Id)"~ 

bezeiehnen, ergibt sieh ans (I1) sobald K >  * 

2r 
w(l~)  >= , ,  . (ic 4-i,iy,.,,. ' . 

Aus (I3) folgt somit die Ungleichung 

I - - 2 r [  [ K 1 '-'p', 
.K,2v,, ~m. 2 q~, \ K +  I a ]] 

T 

---T 

Nun strebt aber nach dem Satze B fiir K-- -~  die GrSsse K ''p" WE gegen :Null; 

[ ) b r i g e n s  is t ,  wie  u n m i t t e l b a r  zu  b e w e i s e n  

T 

-,.I f r~ l i ra  l* (to) alto = (I -- 2 IV(R ' :  m 

2 : / '  " " 7 '~oc , ]  
- - 7 '  

4- -31356 .  Acta mathematfca. 58. Imprim~f le 10 d4cembro 1931. 



26 Harald Bohr nnd BSrge .aessen. 

die linke Seite unserer  Ungle ichung ist somit fiir einen h inre ichend grossen W e r t  

yon K positiv, und der S~tz ist bewiesen. 

Es fehl~ noch die erste Ungle ichung in dem Fall  al = I zu beweisen. In  

diesem Fall  ergibt  sie s ich  ~ls unmit te lb~re  Polgerung der Sgtze II ,  I und  4, 

I I I  nnd  V I I  der ers ten Mit te i lnng.  

w 5.  Zweiter Hauptsatz. Wahrscheinlichkeitsverteilungen in vertikalen 
Streifen. 

In  den folgenden P~ragraphen  soil nun die folgende sehr wesentl iche Ver- 

s ch i r fnng  des S~tzes YV bewiesen werden. 

I 
Satz V. Es sei - < aa ~ I, a~ < a.~ und a eine beliebige komplexe Zahl; ferner 

2 

bezeichne Na(T)  die Anza~l der (in ihrer Vielfachkeit geziihlten) a.Punkte yon 

log" ~ (s) in demjenigen Tell des Gebietes G, der dem ~echteck a~ < a < a~, ~ T <  t < T 

angehb'rt: den Quotienten N~(T)  bezeichnen wir als die ~Vahrscheinlichkeit, mit  der 
2 T  

log ~(s) im betrachteten Rechteck den Wef t  a annimmt; dann gilt." 

I) ]~J8 konvergiert fi~r T ~  der Quotie~t ...... -~;-  geqe~ einen bestin~n~ten 
' ' 2 ' " 

Grenzu,,ert 

(14) (; (a)--- lira N(, (T). 

wi t  ne,nnen diesen Gre~zwert die W a h r s e h e i n l i e h k c i t ,  

S t r e i f e n  a i < a < a . ~  den W e f t  a a n n i m m t .  

2) G (a) ist positiv f i ir  jeden tVert yon a. 

3) G (a) variiert stetig mi t  al und a.,_. 

m i t  der log ~(s) im 

Bis unf deft le tz ten P u n k t  s t immt dieser Satz mi t  dem zweiten Haup t sa t z  

der Einle i tung iiberein. Es geniigt  P u n k t  I zu beweisen; dann folgt  P u n k t  2 

aus dem Satze IV und P u n k t  3 im Falle a.2 ~ I aus dem zungchst  zu beweisenden 

Hilfssatz  6, im Falle a.2 > I aus dem Hilfssatz  6 und aus dem (entsprechenden) 

t t i l fssatz  6 der ersten Mi~teilung. Der  Beweis des Satzes  wird mi t  Hilfe  des 

~]:I~ONECKER-WEYLschen Satzes und des ersten Hauptsa tzes  (Satz I I I )  erbracht .  
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w 6. Anwendung des ersten Hauptsatzes zum Beweis  eines Hilfssatzes. 

Hilfssatz 6. ~ s  sei I < ao ~ I u,~l a eine beliebige komplexe Zahl;  fern.er 2 
I die Anzah l  der a-Stellen yon log ~ (s) bezeichne N a (T) f i i r  jeden W e f t  yon ~ < a o - -  2 

in demjenigen 1'eil des Gebietes G, der dem Rechteck a o - - e < a < a o + , ,  - - T < t < T  

angehSrt, und es sei 

l(~) .... lira ---N'~ (T) 
T---| 2 ~/' 

gesetzt. Dann  koJwergiert f l i t  a ~ o  die GrSsse l(e) gege,n Null .  

I 
Beweis .  Es sei ein positives eo<ao  ----  fest  gews es 'geniig~ otfenbar,  

2 

wenn wir l(*) fiir e <  eo untersuchen.  Der  Beweis gesch ieh t  durch eine direkte 

Absehi~tzung, die jedoeh erst  durch die Heranziehuno'  des Hauptsa tzes  ,'ms dem 

ersten Teil ermSglicht  wird. 

Es bezeichne n~ (to) ftir e < ~o die Anzahl  der a-Stellen yon log ~'(s) in dem- 

jenigen Teil  des Gebietes G, der dem Rechteek a o - - , < a < ~ o + ,  t o -  I < t < t o +  x . ' ~ 2 
angehSrt .  Nach  einer f r i iheren Llberlegung ist 

(xs) 

T 
- I ; e l (e) = lira n a , ~ _ ~  2-~ ~ (to) alto. 

- -  T 

Sei je tz t  I <C~o<ao--eo ,  d > I  + 2 e  o und ~ > o  beliebig gews D a n n  ist fiir 
2 

.~eden W e r t  yon t o im Sinne yon Satz C, 2 n~(to) ~ na(d, to); es gibt  demnach 

eine Zahl 0=0(ao, d,v,a) so, dass fiir jede in - : ~ < t o <  + ~ stiiekweise kon- 

s tante Funktioll. g (to), die nur  die Wer t e  o und I annimmt,  und fiir die 

ist, die Ungle iehung 

T 

lira I (Z(to) dto< 0 
-- T 

T 

lira ~ f ,~ (to) z (to) d to < 
T~o 21 

--T 
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bestebt. Zu den Zahlen %, d und 0 bestimmen wir retch dem Satze B ein festes 

K > o  so gross, dass mit  der Bezeichnuug dieses Satzes 

T 

lim I f ~-~  2 ~  ~ -  (to) dto 
- - T  

ist; damt gilt  t~lso fiir jeden Wer t  von ~<~o 

(16) 

< 0  

T 

_ ._ f 
lira I n~,(to)i~,c(to)dto<ri. 

~,_.~ 7 T  
- - T  

Es sei jetzt  (siehe Fig. 2) nach dem Hilfssatz 5 ein ro > I so gross gewghlt,  

dass auf  der Geraden a--r i  o die Funkt ion  I log ~(.~)--a I eine positive untere Grenze 

1r besitzt; wir bezeiehnen mit  R(d ,  to) fiir jeden Wer t  yon to, -- ~ < to<  + oo, 

das offene Rechteek 

R (d, to): ( c ~ o < a < f l o + I  to--  d < t < to + ~) 
�9 ~ 2 

mit A (t o) das in R (d, to) enthal tene abgeschlossene Rechteck 

( ' , ) - .  = e o ~ t ~ = t o §  o �9 A(to): %--eo < a < a o + e o ,  to z 

Ftir jeden 

~px(to) 4~s 
gleichung 

Wert  von to, fiir dell ~ K ( t o ) ~ O  ist, gehSrt  nach der Definition von 

Rechteck R(d,  to) dem Gebiete G an, und es gilt  in R(d, to) die Un- 

(~7) I lor  ~:(*) I < K; 

(lurch Anwendung des Corollars zu t t i l fssatz  3 auf  die Funkt ionen  l o g ~ ( s + i t o ) - - a  

in dem festen Rechteck R (d, o) ergibt sich somit die Existenz einer yon e unab- 

h:,ingige!l Zahl _No, n~mlich im Sinne dieses Corollars 

~o .... No (R (d, o), A (o), rio, ~, K + I ~ I), 

die fiir jeden solehen Wef t  yon t o und fiir jeden W e r t  von ~ < e o die Zahl ,n~(to) 
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iibertrifft. Ferner  folgt  aus (t7) die Existenz einer yon t o unabh~i.ngigen Z~hl K 1 

so, d~ss sobald ~px(to)==o ist, in .4 (to) die Ungleichung 

([8) Id l~ ~(s)] < 

stattfindet.  

_g 

i 

r 
II 
I i  II 
,I 
i I 
I 

I 
t 

i 
$ 

go4) ,2r 

Fig .  2. 

Es sei jetzt  ~pK(to)--o und ~<eo. Ffir jede beliebige im Rechteck o0- -e<  

a < % + ~, to'-- ~ < t< to+  I gelegene a-Stelle s:--a'+;' t '  yon log ~(s) gilt  nach 
2 2 

(I8) in dem entsprechenden Interva.ll 

1: (a -- o o , t' t' - - ~ < t <  +~) 
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die Ungleichung 

(19) I tog ; ( .~)- .  I < K I  8 V i .  

Bezeichnen vCir mi t  /r das dem Kreise [ z - - a  I <  K 1 e ~ 2  umgeschriebene achsen- 

parallele Quadrat  mit  der Seitenl~nge 2 K181/2 , und mit  l*(to) fiir jeden Wer t  

I 
yon t o die Li~nge derjenigen Teilintervalle des Intervalles a~-ao, t o 2 % < t <  

I 
t ~  + % i n  denen log'S(s) 

~p~ (to) = o ist 

definiert ist und in /~ liegt, so gilt  also sobald 

,~,i (to) _-< No. ~, (to); 
2 8  

denn im Falle n~ (to) = o ist dies klar, und sonst ist l* (to) ~ 2 8 und die Ungleichung 

folgt  daraus, duss n~ (to)=< No ist. Hiernach gilt  ffir jeden Wer t  yon t o 

denn sobald ~pK(to)= I 

ergibt sich 
T 

-~ (to) = ~ (to) ~ (to) + No z, (to), 
2 8  

ist, ist ja  diese Ungleiehung trivial. 

T T 

Durch  In tegra t ion  

f /'~,:,(to) N~ n~ (t~ dt~ <= ~pK(t~176 + 2-s 
- - ' 1 "  - -  T - - T  

und hieraus, durch Division mit  2 T und Ausf i ihrung des Grenziiberganges T--+~ 

mit  Beriicksiehtigung yon (15) und (I6) 

(20) 
T 

--T 

ffetzt ist aber mit  der Bezeichnung des Satzes I I I  

T T+I+% L(T+I  +%) 
~fl*(to)dto<(I+2,o)-- 2 _ .  2 

--T 2 T + -  +~o 
2 

also fiir T- - -~  
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T 
. . . .  I ; ,,. 

lira l" :~_~ -~-T ~ (to) d to 
- - T  

Aus (20) und (2t) ergibt sich 

Nunmehr  schiitzen 

S~tz II ,  2 b) 

(I  + 2 $'0) } V ( l ~ )  "1 

wir 

N ~  ( i  + 2 ~o) ] 'V ( .~ ) .  
/(~.)<v + 2~ 

W(/~) ab, und zwar mig I t i l fe  

W(I~)=: f f l,'(z)dud,:. 
I" 

31 

der Darstel lung (vgl. 

I ndem wit  mit  3 I  die obere Grenze von l"(z) bezeichnen, erhal ten wir 

W(R) =< M(2 K, ,  V2)~= S MK~ ~ 

(wo alas entscheidende ist, dass e~ und nieht  ~ auftri t t)  Mso 

No(~ +2~o). s~I~K~ ~-"= l ( e ) < V +  2~ " v+4N~176 

diese Ungleichung, in we lche r  der Faktor  4 No (I -~- 2 ~()) M K'~ nicht  von e abhitngt, 

zeigt, da,ss fiir e--~o 

lira 1 (~) < V 

ist; d,~ aber ~ beliebig gew~hlt war, folgt hieraus, dass fiir ~--*o die GrSsse l(e) 

gegen Null konvergiert.  

,~ 7. Beweis  tles zweiten Hauptsatzes. 

Nachdcm der Hilfssatz 6 bewiesen ist, genii,/t es mn den Beweis des Satzes 

V zu fiihren die Existenz des Grenzwertes (I4) zu beweisen; indem wir mit  ha(to) 

l [ ;b r igens  ist ,  wie  n n n l i t t e l b a r  zu  bewei sen  

7' 

I f  l i ra .T �9 " I ~ R .  r--*~- 2 l* .it,))dto = ' )  + - eo) 1 " ) 

- - T  
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f i i r  jeden Wert  y o n  t o die Anzahl der a-Stellen yon log ~(s) in demjenigen Teil 

des Rechtecks 

( 
bezeichnen, der dem Gebiete G angehSrt, i s t  nach einer friiheren tTberlegung 

diese Aufgabe damit ~quivalent zu zeigen, dass fiir /'--+ ~ der Grenzwer t  

T 

l im na (to) d to 
T ~  ~z 

- - T  

existiert. 

Wir w~hlen eine fiir das folgende feste positive Zahl eo kleiner als die 

I ~ I  I 
beiden Zahlen a~'--ai und I .  da a j - -  - ist, ist ~o<2; dann betrachten wir 

2 0"1 2 '  2 - -  2 

fiir jedes positives ~<e o und fiir jeden Wer t  von t o die beiden Reehteeke 

und 

R~(t~ a~ +s<=a~a~-*; t ~  2--*) 

( ) R~(to): ~ - ~ < . < ~ + ~ ;  t o - [ - ~ < t < t o + I - +  ~ �9 
2 2 

Nach der Wahl  von e geh5ren diese Reehtecke der Halbebene ( r>aL--eo(> I )  

an; die Differenz R v (t o)-R~(to) ist ein Gebiet, das den Rand des Reehteckes R (to) 

enthiilt. Bezeichneu wir mit n~a (to) bzw. ~ (to) die Anzahl der a-Stellen yon log ~ (s) 

in demjenigen Tell yon R~(to) bzw. R:~(to), der dem Gebiete G angehSrt, so ist 

~'a (to) ----< no (to) ----< "~ (tO), 

und es ist nay (to)-- % (to) gleich der Anzahl der a-Stellen yon log ~(s)in demjenigen 

Teil yon Ry(to)--R~(to), der dem Gebiete G angehSrt. Wi t  beweisen zuerst zwei 

Hilfssittze: 

Hilfssatz 7. 

gegen Null. 

Es konvergiert fi'ir e--+o die GrSsse 
T 

lim I f 2,--~ ~ (n~ (to)-n~ (to)) ~to 
- - T  
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Beweis. Wir  teilen fiir jeden Wert  yon t O die 1Kenge Ry(to)--R~(to) in 

drei kleinere Mengen, n~imlich in die Rechtecke 

R~(to):(a~--~<a<a~+s; t~176 2 +s )  

und 

R~(to)'(a~'8<a<a~+8; to--: .8<t<to +~2 +8) 

und in die yon den beiden Rechtecken 

und 

a~-~.8<=a<--a~--e; to--I---8<t<to--I-+8 
2 2 

I I al+8<~a<=a.~--r to+---t<t<to+-+8 
2 2 

gebildete Menge S(to). Wir bezeichnen mit n~(to) , n~(to) und n' a(to) die Anzuhl 

der a-Stellen yon log ~(s) in denjenigen Teilen dieser Mengen, die dem Gebiete 

G ~ngehSren. Es ist 

~ (to)- ~, (to) = . ~  (to) + .~  (to) +.',, (to). 

Ferner bezeichnen wir mit _N~(T), N~(I') und N'a(T ) die Anzahl der a-Stelien 

yon log~(s) in denjenigen Teilen der Rechtecke ( a ~ - - e < a < a ~ + e , - - T < t < T ) ,  

(a~--8<a<a~+8,  --T<t<T) und (a~§ --T<t<T),  die dem Gebiete 

G angehSren. Dunn gilt 

T 

1 " h a  l l T '  

- - T  

< , , ( + i )  _N 1 I '  

T 

/ 1 na~(to) dto~ 2 T+ +8 
i+2s 

--T 

-<_ N~(T+ i) 

5- -31356 .  

T , (  ~ ~a(to)dto=N'~ T+ +8 _--<N~(r+d 
- - T  

Acta mathematica. 58. I m p r i m 6  le 10 d~cembre 1931. 
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Aus diesen Ungle ichungen folgt  

I (JgY(to)--o,i(to))~l, to < (I + 2 8 ) [  2 T - + -'}-48 . . . . . . . .  
2 I '  = 2 T  2 T  

- -  T 

und  fiir T-+  or 

T 
lim ~ ' 5 r~ N~(T) I N~(T)  T - .  ~ (n~:'(t~176176 - +limm 2 T  j + 4 ~ l i m  T . ~ T ~ : r  T - - - * ~  2 .~. 

- - - T  

Hie rmi t  ist uber der Hilfssatz  bewiesen; denn ffir e ~ o  konverg ier t  die GrSsse 

rechts  gegen Null  (Im Fulle a~g I '  Hilfssutz  6; im Falle a2> I: Hilfss~tz 6 und  

Hilfssatz  6 der ersten Mitteilung). 

W i r  gehen nunmehr  zu dem zweiten der e rw~hnten  Hilfss~tze fiber, der den 

e igent l ichen Kern  des Beweises des zweiten Huuptsa tzes  ausmueht.  

Rilfssatz 8. l:iir jeden festen Wef t  von ~ < ~o und f i ir  .]eden Wef t  yon ~ > o 

ist es mb'glieh eine stiiekweise konstante Funkt ion n~(to) anzugeben, .fiTr die der 

Grenzwert 
7' 

G*(a)--  lim I j "  . T-- .  2 ~' "~" (to) d t~ 
- - T  

existiert, und fi'ir die ausserdem die folgende Bedingung erfiillt ist." Bezeichnet man 

mit  z(to) diejenige in - - o O < t o <  + or stiickweise konstante l:unktion, die gleich o 

ist sobald 

.'~ (to) <- ~,~ (to) < ,o" i ,  

ist, und sonst gleich I ist, so gel~n f l i t  T -~  or die Ungleichungen 

u, nd 

(~3) 

T �84 

]ira I f . t = , - - . 2 T  n a ( ~ 1 7 6 1 7 6  

--T 

T 

lira I f : : _ .  i - ~  ,~ (to) z (to) d to < v . 

- -  T 
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Beweis .  Es sei I <~o<ai--So und d>I  + 2 ~  o fest  gewiihlt (siehe Fig. 3); 
2 

ferner  se i  nuch dem Hilfssutz S ein flo> i so gross gew~hlt, dass auf  der Geraden 

a =  ~o sowohl die Funkt ion  [log ~ (s)--a [wie  uuch jede der Funk~ionen [/~'N(s)--a [ 

J~t4J 

I 

Fig. 3. 

eine positive untere Grenze besitzt, und es sei l>o so gross gewghlt,  dass 

~o+l>a~+~o wird; endlieh sei fiir j eden  W e r t  yon to mit  R(d, to) d~s l~eehteek 

mit A (to) die abgesehlossene T e i l m e n g e  
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A(t~ (~l-*~ --*o =<t=<to +I2 +*o ) 

yon R (d, to) bezeichnet. Fiir jeden Wer t  yon to enthiflt A (to) das Rechteck Rv(to). 

Nach dem Satze C der Einleitung gibt es nun zu den Zahlen ao, d, ~ und a eine 

positive Zahl 0=0(Uo, d, 7, a), so dass mit der Bezeichnung dieses Satzes, fiir 

jede in - - ~ < t o <  + r162 stiickweise konstante Funktion Z(to) , die nur die Werte  

o und I unnimmt, und fiir die 

T 

(24) lim I f T--~-ZT z(t~ dt~ 
d 

- -T  

erstens fiir jeden Wer t  yon N die Ungleiehung 

T 

. . . . . .  I l "  N (25) lira . ]  n a (d, to)Z(to)dto<v 
T ~  

- - T  

und zweitens die Ungleichung 
T 

�9 I 

(26) hm ~ f na(d, to) Z(to)dto< ~ 
T ~ c ~ 2  ~ ' J  

- - T  

stattfindet. H i e r n a c h  wird fiir die zu definierende Funktion n~(to)die beideu 

Ungleichunge n (22) und (23) gewiss erfiillt sein, wenn wir nur d~fiir Sorge tragen 

n*(to) so zu definieren, dass erstens fiir irgend einen festen Wer t  von 2V fiir jeden 

Wef t  yon t o die Ungleichung na(to)<= nNa(d, to)stattfindet, und zweitens fiir die (ira 

Sinne des zu beweisenden Hilfss~tzes)zugeh5rige Funktion Z(4)die Ungleichung (24) 

erfiillt ist; denn nuch der Wahl  yon a o und d besteht fiir jeden Wer t  yon t o die Un- 

gleichung na (to) <--__ na (d , to) ; die Ungleichungen (22) und (23) werden somit in dem 

ungegebenen Fall unmittelbare Folgerungen der Ungleichungen (25) und (26). 

Nunmehr k5nnen wir an die Definition der Funktion n* (to) herangehen; fiir 

jeden Wer t  yon t o soil eine geeignete Funktion fio*(s)bestimmt werden; n~(to)soll 
dunn die Anzahl der a-Stellen yon J~*(s) in dem Rechteck //(to) sein. 

Wir  bestimmen zuni~chst n~ch dem Satze ]3 der Einleitung eine positive 

Z~hl //7 so gross, dass mit der Bezeichnung dieses Satzes 

T 

(27) lira I f I VJ,-(to) dto< _0 
2 

- - T  



{Tber die Werteverteilung tier Riemannschen Zetafunktion. 37 

ist. Fi i r  jeden W e f t  yon t o fiir den gag(to)=-O ist, geh5rt  nach der Definition 

yon gag(to) das Rechteck R(d, to) dem Gebiete G an, und es gilt  in R(d, to) die 

Ungleichung 

I log. ~(,)1 < K; 

es bezeichne ]c die positive untere Grenze von I log ~ ( s ) - - a l  auf der Ger~den 

a : f l o ;  dann ergibt sich durch Anwendung des Corollars zu t t i l fssatz  3 auf die 

Funkt ionen log ~(s+ito)--a in dem festen Rechteck R(d, o) die Existenz e iner  

Zahl No, ngmlich im Sinne dieses Corollars 

~Vo=~Vo (R(d , o ) , d  (o), ~o, k, K +  la l ) ,  

welehe ffir ~eden W e f t  yon t o fiir den gaK(to)~O ist, die Anzahl  der a-Stellen 

yon log ~(s) in d(to), umsomehr  also die Zahl n~(to)--n~a(to), iibertrifft. W i r  

w~hlen eine positive Zahl r < e und bezeichnen mi t  M(to) s jeden W e r t  
22Vo+ I 

von t o diejenige Teilmenge von A(to), die aus allen Punk ten  besteht, deren Ab- 

s tand yon jeder beliebigen a-Stelle yon log ~ (s) in R (d, to) grSsser als oder gleich 

r i s t ;  dann ist es offenbar fiir jeden Wer t  yon to, fiir den gag(to)=O ist, mSglich 

eine Zahl ~ -  ~(to) im Interval le  o < , < e  so zu bestimmen, dass die Ri~naer der 

beiden Rechtecke 

( ) I~;(to).:. ~ + ~ < o < ~ , - ~ ;  t o - ~  §  ~ - ~  

und 

der" Menge M(to) angehSren; n u n  ergibt sieh dureh Anwendung  des Hilfssa{zes 4 

auf" die Funk{ionen log ~(s+ito)--a in dem lgeehteek R(d, o) die Existenz einer 

Zahl rno, ngmlieh im Sinne dieses I-lilfssa{zes 

,,*o=.~o(R (d, o), A(o), rio, k, K+lal, ,'), 

so dass fiir jeden solehen W e r t  yon t o in der Me nge M( t o ) d i e  Ungleiehung . 

(~8) I log ~(,) - ~1 > ,no 

sta~findet .  Insbesonaere gil~ also diese Ungleiehung (28) fiir .~eden W e r t  von t o 

fiir den ~bz(to)=O ist, auf  den Ri~ndern der beiden ReeKteeke R~(to) und R'y(to). 
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Wi r  wi~hlen jetzt  eine positive Zahl d < m o  und best immen nach dem Satze 

A der Einlei tung eine Zahl _N so  gross, dass mit  der Bezeichung dieses  Satzes 

T 
~ 

I v ~  2 

- - T  

ist; dieses N soll spi~terhin, bei der Best immung yon n*(to) das ~r sein, fiir das 

ftir jeden Wer t  yon t o die Ungle ichung n~(to)<~V(d to) sta~tfindet. Fiir jeden 

Wef t  yon to, fiir den ~o~(to)=o ist, geh5rt  naeh der Definition yon ~f~v(to) das 

Rechteck R (d, to) dem Gebiete G an und es gilt in R (d, to) die Ungle ichung 

(30) 11r < d. 

Nunmehr  bezeiehnen wir mit  Z*(to) diejenige in - - ~ < t o <  + ~ stiickweise 

konstante  Funktion,  die gleieh o ist sobald d ie  Funkt ionen  ~K(to) und q~N(to) 

beide gleieh o sind, und  sonst gleieh I i s g ;  es isg offenbar Z* (to}<=~K(to}+q)s(to) 
und s o m i t  n a e h  (27) und (29) fiir 7.* (to) die Ungle ichung 

2' 

(3~) lira- ~ l Z *  ~'--~ ~ ,  (to) dto<O 
- - T  

erfiillt. Perner  gelgen fiir jeden W e r t  von to, ftir den z* ( to )=o  ist, .auf den 

aanaern de~ Reehteeke R'~(t0) nnd B~; (to) die beiden Ungleiehungen (28)und (3o). 
Wi~hlen wir also die Funkt ionen  9~*(s), dureh die die Punkt ion  ~( to)  definier~ 

werden soll, so dass fiir jeden solchen W e r t  yon t o ausserdem auf  den l~i~ndern 

der Rechteeke R' (to) und  B,' ':/(to) die Ungle ichung 

(32) I:~: (~) - F ~  (8) 1 < "~o-- 

stattfindet,  so ergib~ sieh naeh dem Ro~Jc~sehen  Satz, dass fiir jeden Wer t  yon 

to, fiir den Z* ( to)=o ist, die beiden Funkt ionen  log ~(x) und 

r (s) ---- log ~ (s) - -  Rs, (s) + (J;o* (s) - -  1@ (s)) 

in den Rechtecken R'i(to ) und ~ (to) dieselbe Anzahl  yon a-Stellen haben miissen. 

Da' n* (to) die A'nzahl der a-Stellen yon jJ* (s) in dem Rechteck R (to)bezeichnen 

soll, gilt also ffir jeden W e r t  yon t o, fiir den z* ( to ) - -o  ist, vorausgesetzt  nur  

dass die Bedingung (3 z) erfiill~ ist, die Ungle ichung 

~(to)  _-< .~  (to) _-< ~a ~ (to). 
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Dies bedeutet  aber niehts anderes, als dass ffir die zu n* (to)(im Sinne des Hilfs- 

satzes) gehSrige Funkt ion  Z (to) die Vngleichung Z (to) < Z* (to) erfiillt ist, und dass 

demnaeh wegen (3 I) fiir die Funk t ion  z(tg) die Ungle iehnng (24) erftillt ist. 

Dies war die zweite der beiden Bedingungen,  die wir oben als hinreichend 

fiir das Bestehen der Ungleiehungen (22) und (23) erk*mnt haben;  um auch die 

erste Bedingung zu befriedigen, die .wonach fiir jedert Wer t  y o n  t o die Unglei- 

chung n*(to)<=~'(d , to) stat t f inden sollte, miissen wir die Funkt ionen  rio* (s) ausser 

(32) noch eine weitere Bedingung aufer legen. .  Hierzu betrachten wir die Funkt ion  

, N  

F~-(,~') = --  ~ log (i - -pj")  

und wenden a u f  sie dieselbe Betrachtung an, die wir oben auf  log ~(s )angewandt  

haben. Wegen der Besehriinktheit  yon 1,'.~-(s) in der Ha  lbebene a >  a o gestal tet  

sich .4edoeh hier die Untersnchung etwas einfacher. 

Wi r  bezeiehnen mit  K '  die obere Grenze yon l,'~,~(s) in der Halbene a > a o ;  

ferner bezeichnen wir mi t  k' die positive untere Grenze yon ]F~v(s)--al auf der 

Geraden ~ =  flo. Dann ergib5 sich, dureh Anwendung  des Corollars zu Hilfs- 

satz 3 auf die Funkt ionen 1~ ,(s + i t0)-- a in dem festen Reehteck R (d, o) die 

Existenz einer Zahl NI,, n~imlieh im Sinne dieses Corollars 

N:,= No(It(d, 0), A (o), ~o, k', K ' + l a l ) ,  

welche ftir jeden Wert  yon to die Anz~hl der a-Stellen von l"~v(.s) in A (to), um- 

somehr also die Anzahl der a Stellen yon F,~-(s) in tts~ (to)--Ri(to) iibertrifft. Wi r  

wghlen eine positive Zahl r ' <  s _  ......... und bezeichnen mit  M'(to)fiir .~eden Wer t  
2N'o+ ~ 

yon t o diejenige Teihnenge yon A(t0), die aus allen Punk ten  besteht, deren Ab- 

s tand yon jeder beliebigen a-Stelle yon F~v(s) in R(d,  to) grSsser als oder gleieh 

r '  ist; dann ist es offenbar mSglich fiir jeden Wer t  von t o eine Zahl . ' : . ' ( to)  
im Intervalle 0 < . ' < .  so zu bestimmen, d~ss der R a n d  des Reehtecks 

R'~J (t~ : ( t~ 2I --*' < t< t~ -I-2 + z') 

der Menge M'(to)angehSrt. N u n  ergibt sieh dureh Anwendung des Hilfssatzes 4 

auf die Funkt ionen F~v(s+ito)--a in dem Rechteck R (d, o) die Existenz. einer 

Zahl re'o, n~mlich im Sinne dieses Hilfssatzes 
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m'o = m o  (/~ (d, o), A (o), rio, ~', K ' + I  a l, ~"), 

so duss fiir jeden W e r t  yon t o in der Menge M'  (to) die Ungle iehung 

(33) [~:~ ( 4 -  a I >---- m: 

stuttfinde~; insbesondere gilt Mso diese Ungle ichung (33) fiir jeden %~ert yon t o 

ufff dem R~nde des Rechtecks  Ri;(to ). Hieruus .folgt, duss wenn nur die Funk-  

t ionen fi~ (s) so gew~hlt  werden, d ass fiir jeden W e r t  yon t o uuf dem Rand  des 

Rechtecks  R~.(to) die Ungle ichung 

(34) " IJ;: (8) -_v~,.(41< ~, 

N stagtfindet, so besteht  gewiss fiir jeden W e r t  yon t o die Ungle ichung n~(to) < n a (d, to). 

In  diesem Fal l  hubert n~mlibh nach dem RoucH~schen Sutz die beiden Funkt ionen  

Fly (s) und 

A: (8) = F~-(8) + (fi: (8) - ~'~ (~)) 

in dem Rechteck  R~ (to) dieselbe Anzahl von a-Stellen. 

Es bezeichne je tz t  m eine positive Zuhl kleiner uls d ie  beiden Zuhlen mo--~ 

und re'o; dann sind die beiden Bedingungen (32) und (34) fiir die Funk t ionen  

]~*o (s) gewiss erfiillt, wenn fiir .ieden W e r t  von t o die Funkt ion  fi* (.?) so gew~thlt 

wird, duss in der ganzen Hulbene  a > a  o die Ungle ichung 

(35) 

besteht.  

Dass 

If;* (8 ) -  ~ ,  (41 < m 

wit  die Funkt ionen  f~*o (s) so wiihlen kSnnen, dass diese Ungle ichung 

erfiillt wird, und gleichzeitig die zugeh5rige Funkt ion  n* (to) stiickweise kons tant  

ist und der Grenzwert  G*(a) existiert, ergibt  sich dureh die folgenden t~ber- 

legungen, die den entsprechenden Uber legungen in der ersten Mit te i lung g~nz 

p~rMlel verluufen. 

Es sei die nutiirliehe Zuhl P so gross gewis d~ss fiir beliebige reelle 

I 
Zahlen 9ox, 9%, �9 �9  ~2v, die nur  nm weniger uls 2~ yon gunzen Zuhlen ubweichen, 

die Funkt ion  

N 
(3 6 ) f *  (8)---~ --  Z log ( I - -e i"  2ZePnpnS ) 

~ , ~ 1  
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in der Halbebene a > a  o der Ungleiehung 

I f *  ( * ) -  s+:,,(,)l < , , , -  

geniigt. Dann  betraehten wir diejenige Zerlegung des Einheitswiirfels Qx(oN0,, < I )  

I 
im t iaum der Koordina ten  01, 02, . . . ,  0x in /)'Y Wiirfel  mit  der Kantenlgnge  )p, 

die man erhiilt, wenn jedes der Interval le  O N O , ,  < 1  in P gleichgrosse Teile 

qz~ + I 
q;~--<0,, < ~ T - -  (qn :::O, I . 1'--1) geteil t  wird. Indem wir die p x  Kombina- 

t ionen (ql, q._, , . . . ,  qx) in irgend einer Weise in eine einfache Folge geordnet  

denken, kSnnen wir diese Wiirfel  mit  Q:~. bezeichnen, wo dunn der Index q die 

fels bezeiehnen wir kurz mit  (0'{, 0g, . . . ,  0X.). Fa r  jeden Wert~ yon t o betraehten wir 

je tzt  den P u n k t  yon Qx, weleher aus dem P u n k t u o  2 ~  ' t~ 2 ~  ' 

dureh Redukt ion der Koordinaten  rood. I entsteht.  GehSrt dieser P u n k t  dem Wiir- 

19g-P' -- (ff to log p., --0'., .. to log p~,- _ 0 T fel Qq. an, sind dann die Differenzen t o 2 ~  ' 2 ~r~ " '  "' 2 

ILlle mod. I kleiner tds ij ) und kSnnen somit als Zahlen 9ol, ~ f~ , . . . ,  q;.v in (3 6 ) 

benutzt  werden. Die Funkt ion  

N 
'* _ , .-r tT~) j ) ~ l  s )  .1,., (.,.) . - -  <' 

N 
q 

= : -  log 
#i -i 

geniigt also in der HMbebene a > a  o der. Ungleichung (35). Mit  der getroffenen 

Wahl  der Funkt ionen ft*o(.~) ist ulso eine Funkt ion  ~* (to) definiert, die den Be- 

d ingungen des Hilfssatzes geniig% sofern wir yon ~*(to)zeigen kSnnen, (lass sie 

stiickweise kons tant  ist, und duss der Grenzwert  

existiert. 
6- -31356 .  Ac ta  mathemat ica .  

T 

I , 
( ; *  (a) -- lira - -  f n, (to) d to 

T--~ 2 T J  
- - T  

58. I m p r l m 6  1o 10 ddeembro 1931. 
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Fiir jeden Wert  yon t o ist~ die Anzahl n* (to) der a-Stellen yon f~  (s) im Recht- 

eck R (to) gleich der Anzahl der a-Stellen der Funktion 

N 

o q --s  ~ f q  f~o (~ + i t o ) = -  E log (, - e-"~" ~o,, ) (~) 
n ~ l  

im Rech~eck R (o). Von solehen Funktlonen f f  (s) gibt es nur eine endliche An- 

zahl, ns PN; die Anzahl n$ (to) ist also s~iickweise konstant und nimmt in  

log p_~ log p ~ ,  
alien Teilintervallen yon --ar < t o <  + ~ ,  in denen der Punkt  to z ~v t~ 2 ~v 

�9 �9 ", to l ~  - ~ - !  rood. I in Q~ liegt, einen nur yon q abh~ingigen Werfi 'naq an. Be- 

zeichnen wir also mit; lq(T) die L~nge derjenigen dieser Inflervalle, die dem 

Intervall - - T < t < T  angehSren, so wird 

(37) 
T t ,  N 

: f z~ (T) 2-I' n* (t~ d t~ ~' nq" 2I '  
t q ~ l  

- - T  

Nun konvergier~ aber fiir 1 ' - ~  nach dem KRONECKEI~-WEYLschen Satze jede 

der Gr5ssen 

z~ (T) 
2 T 

I 
gegen das Mass fi~/ des entsprechenden Wfirfels Q~.. 

Gr5sse (37) gegen den Mittelwert 

p N  

q = l  

Es konvergiert somit die 

hiermi~ ist der Hilfssatz 8 bewiesen. 

Mit Hilfe der Hiifss~tze 7 und 8 ist nun der Beweis des Satzes V in wenigen 

Worten vollendet. Es sei ~ > o  beliebig gegeben; wir w~hlen nach dem Hilfs- 

satz 7 ein ~ e  (V)<ao, so dass ffir diesen Wert  von 

(38) 

T 

iim : f ~ _ ~  (,,~(tol-,~,(tol) dto<~.  
- - T  
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Zu den somit festgelegten Zahlen e und V w~hlen wir dann nach dem I-Iilfssatz 8 

* t  eine Funktion n~ (o) fiir die erstens der Grenzwert 

�9 T 
�9 I , 

(39) " G*(.)---~i__.m~-2 f ~a (to) ato 
- - T  

existiert, und zweitens die beiden Ungleichungen (22) und (23) erfiillt sind. Fiir 

jeden Weft  yon to besteht die Ungleichung 

+~ (to) _--< ,,o (to)_--< n~ (to); 

fiir jeden Wert  yon to, fiir den Z(to)=O ist, besteht ausserdem die Ungleichung 

"a (to) =<':  (to)=<'~ (to). 

Hieraus folgt, dass fiir jeden Wert  yon t o die folgenden Ungleichungen bestehen 

miissen 

* i (to)) 7/* (to) Z (to) < " a  (t0); ,~ ( t o ) -  (.~ ( t o ) -  .o  - = 
~o (to) _-< .~ (to) + (.~ (to) - ,~'~ (to)) + ,~a (to~ z (to), 

denn sobMd Z (to)= I ist, sind ja diese Ungleichungen trivial. Dureh Integration 

ergibt sich 

T T T. T 

f n* (to) alto-- f (.~ (to)--'a (to))dto -- ~f n* (to) Z(to)dto<= f 9,~ (to) dto; 
- - T  - - T  - - T  - - T  

"1' T T T 

f ..o (,o> ~,o =< f + <,o) ~,o + f (.~ (,o)-.,. <,o)) ~,o + f ..o <,o)~ < ,o, ~,o 
--T --T --T --T 

und hieraus, durch Division mit 2 T und Ausfiihrung des Grenziiberganges T---+ ~z, 

durch Heranziehung Yon (22), (23), (38) und (39) 

T T 

I - - - -  I G *  < l i m  7 ~  (na(to) dto; lim - -=  (ha 7" G*(a)--2V T~21 j T--~21'J (to) dto< (a)+2 
- - T  - - T  

Es ist also 
2' T 

lim - -~  ( d t o --- lira f n,a (to) d t o ~o ( t o ) - - -  I I 
~__= 21j ~__= ~ - '  

--T --T 

< 4 ~ .  
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Diese Ungleichung,  in welcher  ~ beliebig ist, zeigt uber die Exis tenz des Grenz- 

wertes  
T 

lim ,f :t T - - ~  na o) d to, 

- - T  

und hiermi t  ist der  Satz V bewiesen. 

A n h ~ n g .  Die  B e z i e h u n g  der  Z e t a f u n k t i o n  zum E u l e r s c h e n  Produkt .  

Die enge Beziehung de:- Ze ta funkt ion  zum EvLE~schen P r o d u k t  is~ in der 

vorl iegenden Arbei t  durch die Heranz iehung  der Siitze A-=C de : -Ein le i tung  ~us- 

genu~zt worden. Bisher huben wir die Si~tze B und C ohne Beweis ungenommen;  

n u n m e h r  soll diese Lficke uusgefiill~ werden. W i r  kntipfen dabei an den Beweis 

des S~tzes A an, v~ie er in der oben zit ierten ]3omcschen Arbei t  gefi ihr t  wurde;  

dieser Arbei~ en tnehmen  wir die fo lgenden  drei Hilfssi~tze, yon denen der erste 

im wesentl ichen der klassische SCH~EEsche Mit telwerts~tz ist~: 

a,, fiir a> o konvergent, l t i l fssatz 9. Es sei die Dirichletsche Reihe f(s) == ~ n~ 

i 
- < a i < I  und q ~  i. 
2 

D a n n  i s t  gleiehrndssig fiir (~1 ~ (~ ~ a2 

T 

lira I i f (a+i t ) l ,  d t = . - . l a , ,  I 
Ct--'l 

--T 

Aus diesem Sutz folgt  sofort  dus 

Corollar. L's ist 

lira I ~ , a ~ ,  d a <  [a ,  T---.~2-T Lf(s)12dadt= n ~ -  = (a,~-- a:) ~ n2~, 

-- T<=t<= T 

Durch  Anwendung  der le tz ten Ungle ichung auf die Ze ta funk t ion  ergibt  

sich der  

: Vgl. H. BOER, loc. cir. (Fussnote S. 3) S. 75--76, S. 81. Die Hilfssiitze sind dorg in einer 
zum Tell allgemeineren, zmn Teil unwesentlich spezielleren Form bewiesen. 
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Hilfssatz 10. 
I 

2 
Dann gilt fiir T-~ 

- - T ~ _ t ~ - - l ,  l ~ t ~  ' / '  

d a d t <  r162 

Ausser diesen Hilfss~tzen benStigen wir noch den allgemeinen 

tIilfssatz l l .  Es sei R ein offenes Rechteck in der komplexen s-Ebene und 

A eine abgeschlossene Teilmenge von R. Dann gibt es hierzu eine Zahl d o :  do(R, A), 

so dass fiir jede in R reguldre Funktion f(s) in A die Ungleichdng 

If(s)l'  <= do f f ;f(s)l dadt  

stattfindet. 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir nunmehr zum Beweis des Satzes B 

I 
fiber. Allgemein gesprochen handelt es sich darum, wenn - < ao < I i s t ,  in der 

2 

ttalbebene a > a  0 eine bestimmte Absch~tzung der Funktion ]log ~(S)l zu gewin- 

nen. Wir  erreichen dies, indem wir zun~chst fiir die Funktionen [~=y(s)[ eine 

derartige Absch~tzung herleiten; aus dieser ergibt sich dann durch Iteranziehung 

des Satzes A die gewiinschte Absch~tzung yon I10g ~(s) I. 

Ffir irgend einen Wert von N gilt in der Halbebene a > o fiir die Funk- 

tion 2~v(s) die Darstellung 
N N 

_ - - / s  = - E log E E P,, ; 
n = l  n=l ~ I  

mn yon dieser Darstellung aus zu einer Absch~tzung von ]~ ( s ) l  zu ;'elangen, 

betrachten wir die vier Funktionen 

(4o) eV~T(,~), ei 2"5 T(s), e-~L~ (~) und e - i  l''5"(s). 

Jede dieser Funk~ionen wird in der Halbebene a > o  durch eine gewisse 

DI•ICHLETSChe Reihe dargestellt, die man erh~lL wenn man die :DIRICHLETsche 

Reihe des Exponenten formal in die Exponentialreihe einsetzt. Dadurch muss 

sich fiir die erste der angegebenen Funktionen die Reihe 
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N oo 

w . - . 1 1  - ~ n  ")l's ? t ~ l  

ergeben, wobei a,~==o oder I i st, je naehdem n als P r im fak to r  eine der Zahlen 

P.~'+t, P~v+2,"" enthitl t  oder nicht.  Fiir  die i ibrigen Punk t ionen  ergeben sich 

Reihen 

E'": ";:' 
= = t l l l d  0 - i I ' '5"  {'~) - - - E  ir  ~ 

lZ s .tZ ,'r 

wobei fiir jedell  Wef t  yon v 

I~;,I--< .,,, I~;21--<- .,. u~d 1.71--< .,,; 

dies ergibt  sich sofort,  wenn man bemerkt ,  dass sowohl in der DIRICltLETSeh(~It 

Reihe fiir ~\~-(s) wie auch in der Exponent ia l re ihe  alle Koeff izienten nichtnega-  

tiv sind. 

I I 
Es sei j e t z t -  < a  o <  I und d eine positive Zahl. W i r  wiihlen < a  t < a  o 

2 2 

und a., > rio, wobei flo i rgend eine fes~e Zahl > z bedeute~. Dann.  ergibt  sich, 

durch Anwendung  des Corollm's zu Hilfssatz  9, wenn mi t  f(s) i rgend eine der 

Funk t ionen  (4o) bezeichnet  wird, fiir I'-~or die Ungleichunff 

ffl I ~'dadt (~ al)/N~J ~',2;,," (4I) lira -i; fl(s) l < _ _  I 

T---,  ~ 2 
o-i ~ o 2.:: o- ~ n = l  

W i r  bezeiehnen nun fiir jeden W e f t  von to, - -  ~r < to < + zc  mit; R(d, to)  das 

Rechteck 

R (d, to) : (a~ < a < a.~, to--  d < t < to + d), 

mit  A(d, to) die ~bgeschlossene Tei lmenge 

A(d't~ a~176 t~ to + ~) 

yon R(d, to). Dann  gil t  nach (4I) die Ungle ichung  

T 

T--ar 2 1  
- - T  l~(d,to) 

c ~  

I 
-<- 2 d ( a . -  ~1) y .  ,-~," 
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Es bezeichne je~zt L(to) fiir jeden Wert  yon to die obere Grenze yon If(~)l  ~ in 

der Menge A(d, to); durch Anwendung  des Hilfssatzes I I auf  die Funkt ionen  

f(s+ito) in dem festen Rechteck R (d, o) ergibt sich fiir jeden W e r t  yon t o die 

Ungleichuno" 

L(to) <= do f f [f(s)l'~ dadt, 
R (d, to) 

wobei do=do(R (d, o), A (d, o)) ist. Es gilt  also ffir T---> w die Ungle ichung 

T 

f r--~2-Tlim I L(~o) dr0 =< ~'0' 2 d(6~--61) ~ ; ~  = 1 ) ,  
.... T ~ l  

wo D yon N unubh~ngig ist. N u n  gilt  aber ffir jede komplexe Zahl z, wegen 

b,+iv] <-_ ~ax {+ 2~,, • 2,,), die Ungleichung 

~i~l ~ l~zl ~ + i#i~+ I~-i~ + i~-,,i ~. 

W e nde n  wir diese auf z=I/~(s) an, und bezeichnen wir mit  KN(to)fiir jeden 

W e r t  von t o die obere Grenze von IF:~-(s)l in tier ~/Ienge A(d, to), so ergibt sich 

also ffir T--+ ~ die Ungleichung 

T 

(42) lira I ;dc,x(t~ )dr o~41). 
T.----.~ 2 I j 

- -  T 

Es sei je tzt  eine positive Kons tan te  K 0 so gross gew~thlt, dass fiir jeden 

Wer t  yon N in tier Halbebene a>flo die Ungleichung IF~v(s)l<Ko stattfindet.  

Ferner  sei ffir jeden positiven W e r t  yon K mit  ~;(to) diejenige fiir - -  ~ < t o < + 

definierte, stiickweise konstante  Funkt ion  bezeichnet, die gleich o ist, sobuld in 

dem I talbstreifen H(d, to):(a>C:o, to--d-<t<to+d-I die Ungleichung 
\ 2 J  2 

I F~T(s)l < K 

stattfindet,  und sonst g l e i c h  I . ist .  Dann ist offenbar, sobald K >  K 0 ist, fiir 

jeden Wer t  yon to, fiir den ~p~(to)---I ist, notwendig 

K~-(to) -->_ K; 
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es gilt somit fiir K > K  o und fiir ]eden W e r t  von t o die Ungleichung eK~v (to) 

eIqp~(to), und wir erh~lten ~us (42) 

T 

I f N < 4D 
~'--.~lim ~ J ~pg(to)dto= eK 

- - T "  

Nunmehr bezeiehne ~ irgend eine positive Zahl; d~nn gilt fiir K > d  fiir 

jeden w e r t  von N mit den Bezeiehnungen der Siitze A und B die Ung!eichnng 

_-< + 

denn es ist nur dann die rechte Seite dieser Ungieiehung gleieh o, wenn erstens 

der Halbstreifen H(d, to) dem Gebiete G ~mgehSrt, und zweitens in diesem tIa.lb- 

streifen die beiden Ungleiehungen 

stattfinden; d~nn ist ~ber aueh die linke Seite der Ungleiehung gleieh O. So- 

bald K > K o - t - ~  ist, ergibt sieh demnaeh fiir ]eden Wert  yon N die Ungleiehung 

T 

f. (43) WK ~ li-m I 4/)  

- - T  

Nun strebt ~ber fiir N-~ ~r n~ch dem Satze A die OrSsse @~v gegen Null; es 

ergibt sieh somit aus (43) fiir ]eden Wert  yon K >  A o + ~ die Ungleichung 

e~CTK ~ 4De'~; 

hierin ist die reehte Seite von K unabh~ngig; der Satz B ist somit bewiesen. 

Dem Beweis des S~tzes C sehieken wir die folgenden drei Hilfssi~tze vor- 

aus, die iibrigens in den vorhergehenden sehon znm Tell enthulten sind. 

Hilfssatz 1'2. Es sei -i < (71~ I U~d a.2> I ," dann gibt es hierzu ei~e Kon- 
2 

stante K : K ( a l ,  a~), so dass f,~r 1'--) r162 die folgenden Ungleichungen gelte~." . 

I) E s  ist f i i r  ]eden We f t  yon N 

2Jr, lim I eF~'(s)12 d(T d t < K.  
T ~  

- - T < t 6  T 
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Es  ist 

ff lira I Ig(s)l    dt < J(" 
L 

al.--< cr_~ a~ 

Beweis. Die erste der angegebenen Ungleichungen ist nach der Un- 

gleichung (41), worin f (s)  eine beliebige der Funktionen (4o) also insbesondere 

die Funktion e i'~v(*) bezeichnen konnte, gewiss erfiillt, sobald 

ov 

gewiihlt wird. Die MSglichkeit K so zu w:,iMen, dass auch die zweite Un- 

gIeichung erfiillt ist, folgt dann unmittelbar aus dem Hilfssatz IO. 

Ausser diesem Hilfssatz benStigen wir den allgemeinen 

Rilfssatz 18. E s  sei P, ein offe~,ws Rechteck in dei" komplexe,,~ s-Ebene, A 

eine abyeschlossene Teilme~ge yon It  m~d s o ein Pu~kt  vo,~ R ;  fer~er sei z eine 

gegebe~,e komplexe und ]c eine gegebene positive Za]d. Dann  gibt es hierzu zwei 

reelle Zahle,~, b = b (B, A ,  So, z,  k) > o und c - - e  (B, A ,  s o, z,  k), so dass Jblgendes 

stattfindet." Bedeutet f ( s )  irgeml ei,w in R regul&'e .t unktwn,  fi'ir ,lie If(so)-zl  > lc 

ist, so besteht f&" die A~,zahl 5 r der (~'Jt ihrer l~%lfaehkeit gezdhlteiO z-Stelle~ yon 

f(s) in A die Absehiitzung 

5"<_t, f flf(s)ldadt+c. 

Beweis. Wi t  wenden den HilfssaLz 3 auf die Funktion f ( s ) - - z  ~n, naeh- 

dem wir ihn zuerst durch Weglassung des Logarithmuszeichens in der Un- 

gleichung (IO)vergr5bert  huben. Dunn ergibt sich sofort die gesuchte Un- 

gleichung, etwa mit b- -  bo(R, A, So, k) u n d c  = bo(R, A, So, k)]z' I m R  + Co(R, A, So, k), 

wobei m R  den Inhalt  yon R bedeutet  

Der dritte der erws Hilfss~tze ist eine Versch~irfung des I-Iilfssatzes 5. 

Rilfssatz 14. Sei a eine beliebige komplexe Zahl  und z = e  a. Dann  gibt es 

eine positive Zahl  k und eine Zahl  flo > i so gross, dass erstens a u f  der Geraden 

a=,b' o sowohl die Funk t io ,  wie auch jede de," Funletionen f,,.asse,. 
7- -a l . ' l s f l .  Acta mathematica.  58. l m p r l m 6  le 10 d d c e m b r e  1931. 
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als oder gleich k ist, und zweitens in der Halbebene a>flo weder die Funkt ion 

log ~(s) noch keine der Funktionen t'\,j(s) den We f t  a annimmt. 

Beweis .  Is t  z : e  ~ yon Eins verschieden, so w~hle man  flo so gross, dass 

c~ 

I log (I-p:~o) l < I log ~l, 
n =  1 

wo l o g s  den H a u p t w e r t  des Logar i thmus  bedeute t ;  ist dagegen z = e  ~ gleieh 

Eins,  so w~hle man flo so gross, dass erstens 

or 

Ilog (, -pT,~o)l < 2 . ,  

und zweitens fiir a~f lo  die Ungleichuno. 

or 

log (T + 2 - ~ ) -  y,  llog (~-p~7~)l > o 

stattf indet.  In  beiden Fiillen l~sst sich zu dem gew~hlten flo ein entsprechendes  

k leicht  angeben. 

Nach  diesen Vorbere i tungen gehen wir n u n m eh r  zu dem Beweis des 

Satzes C fiber. 

Es sei -! < a o <  I und d und V positive Zahlen" fe rner  sei a eine gegebene 
2 ' ' 

komplexe Zahl, und es sei z = e  a gesetzt. W i r  w~hlen i - < ( ~ < a  o und a~>rio, 
2 

wobei flo > I die in dem Hilfssatz  I4 auf t re tende  Gr5sse bedeutet .  D a n n  ist 

offenbar, wenn mi t  R(d, to) und A(d,  to) dieselben Mengen bezeichnet  werden wie 

in dem obigen Beweis des Satzes B, fiir jeden  W e r t  yon to und ffir jeden  W e r t  

yon N die Anzahl  nYa(d, to) der (in ihrer  Vielfachkei t  gezi~hlten) a-Stellen yon F.v(s) 

in dem Halbs t re i fen  H(d,  to) hSchstens gleich der Anz~hl der a-Stellen yon F~u 

in der Menge A(d, to) , umsomehr  also hSchstens gleich der Anzahl  der z-Stellen 

yon e F~'(~) in der Menge A(d ,  to). Dutch  Auwendung  des Hilfssatzes 13 auf  die 

Funk t ionen  eft'(8+ito) in dem festen Rechteck  R(d ,  o) ergibt  sich demnach ffir jeden 

W e r t  yon t o und fiir j eden  W e r t  yon N die Ungle ichung  

I~ ) (d, to) 



{Jber die Werteverteilung der Riemannschen Zetafunktion. 51 

wobei b = b ( R ( d , o ) ,  A(d,o) ,  ~o, z ,k)  und c = - c ( / t ( d , o ) , A ( d , o ) , ~ o , Z , k )  ist; 

hier bedeutet k die in dem Itilfssatz 14 auftretende Gr5sse. In derselben Weise 

ist fiir jeden Wert  yon t o die Anzahl ha(d, to) der (ebenfalls in ihrer Vielfach- 

keit gezghlten) a-Stellen yon log ~(S) in demjenigen Tell yon H(d, to) , der dem 

Gebiete G angeh5rt, hSchstens gleich der Anzahl der z-Stellen yon ~(s) in der 

Menge A(d, to). Es gilt also fiir jeden Wer~ yon to, ausserhalb des Intervalles 

-- d < t o < d, die Ungleichung 

f f, ,~a(d, to)~b C(,)l~ladt+c. 
R (d, to) 

Nunmehr bedeute Z(to) irgend eine in - - ~ < t o <  + ~ stiickweise konstante 

Funktion, die nur die Werte o und I annimmt, und es sei 

T 

X =- lim _~, fiX(to)alto 
T ~ 2 A J  

-- T 

gesetzt. Dunn ergibt sich fiir jeclen Wef t  yon N fiir die GrSsse 

T 

I I N " nx-~l im ~-~ j% (d, to) Z(to) dt o 
T----* ar 

- - T  

die folgende Abschs 

T 

Blv < b lim - ~  ~ "leb'~-(.)l 
T--*~ 2 J_J 

- - T  R ( d ,  to) 

da dt}z(to) dto + c X 

~lso nach der ScHw.~l~zschen Ungleichung die Abschgtzung 

T 

--T ~(d, to) 

1 

X ; + c X  

und durch nochmulige Anwendung dieser Ungleichung 
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l' 

.B.'~ b [2 d(a'--al)T--.| liln I2-'; f [f f ,''('),' "" "'I d,o [ 
--2 '  :~(d, to) 

�9 X { + c X  

= b ' 2 d  

- - T ~ _ t ~  '1' 

und schliesslich, durch Anwendung  des Hi l f s~zes  I2, i, die Absch:,ttzung 

T 

hm" ---~ .i, ;nx'a (d, to)Z(to)dt o 
- -  "F 

In genau derselben Weise  ergibt  sich fiir die GrSsse 

E ~j" 
B .... lira n~,(d, to) 

T ~ r  2 T  
- -  T 

z (to) dto 

die Absch~tzung 
1-- (/ T 

f f{ff 'l B ~ b l i m  ,)~ q- [~'(s)ldad Z(to)dto+ 
- -T l + d  R(d ,  to) 

c X  

~ b  

1 - - d  "/' 

I "X"+ 
- - T  l + d  R((1, to) 

c X 

- - 1 - - ( /  T 

f f{ff' } ]' I ~X~ d(a2--a~) iim 2 T + ~(.s')[ ~ d a d t  dto 
- - ' / "  l + d  g ( d ,  to) 

~-b . 2 d  
a1~a~o'.., 

+ c X  

-+- c X  

und durch Anwendung  des Hilfssutzes 12, 2 die Absch~ttzung 

T 

T---. oo -2 
- - T  

, to)z(to)dto<=b. 2d  [(,.~-,,)K]; X~+ ~X. 
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Hiermi~ ist aber der Satz C bewiesen; denn es ist offenbar mSglieh eine positive 

Zahl 0 so zu wiihlen, dass ffir X<O die Ungleichung 

l 

b. 2 d I (~--  ~)  K] ~ X-' + c X < V 

stattfindet. 

Schlussbemerkung. 

Vergleicht man die Darstellung im ersten und im zweiten Teil, so zeigt 

sich zwischen den Beweise~ der beiden Haupts~tze ein wesentlicher Unterschied. 

Beide beruhen ~uf dem Vergleich yon log ~(s) mit dem Abschnitt  l"~v(s) der aus 

dem EvLElcschen Produkt durch Logurithmieren entstehenden unendlichen l~eihe. 

In  dem ersten Tell ist aber dieser Vergleich so welt gefiihrt worden, dass zu- 

n~ichst ein dem ers{en Hauptsatz en~sprechender Satz fiber die Funktionen T:~(s) 

bewiesen worden ist; ~us diesem Satz ergab sich dann der erste Hauptsatz durch 

Ausfiihrung des Grenzfiberganges N-~  ~ .  In Gegensatz hierzu sind wir in dem 

zweiten Tell direkt auf die Funktion log ~(.~') losgegangen, and nur der uufmerk- 

same Leser wird im Beweis des zweiten Huuptsatzes zwischen den Zeilen den 

Beweis des entsprechenden Satzes fiber die Funktionen l'\v(s)gelesen haben. Wie 

in der Einleitung beriihrt, w~Lre es aber sehr wohl mSglich gewesen, und dies grit 

~uch ffir die erste lViitteilung', der ganzen Behandiung der Wer~everteilung yon 

log ~(s) eine Behandhlng der 

zulegen; die fibersichtlichere 

den weiteren Vorteil gehabt, 

tenden Wahrscheinliehkeiten 

Werteverteilung der Funktionen Fx(s) zugrunde- 

Darstellung, die man dadureh erh~lt, ldttte auch 

eine Berechnung der in den H~upts~tzen auftre- 

zu gestatten. Wenn, die vorliegende kfirzere Dar- 

stellung gewiihlt wurde, so geschah es darum, well uns schliesslich die Existenz 

der betreffenden Wahrscheinlichkeiten dus wichtigste schien. Zum Schluss sol- 

len nur noch die erw~ihnten S~tze fiber die .Funktionen T\v(s) zusammengestellt 

und ihre Bedeutung f(ir die Werteverteilung yon log ~(s) klargelegt werden. 

]Jrster Hauptsatz fiir die Fm~ktionen t,',~(s). Sei ao~ o und N eine gegebene 

Zahl. Ffir jedes parallel zu den Is orientiertes Rechteck 

R(ul<u<u,,, vl~v<v~) in der z~u+iv-Ebene existiert dann in dem durch den 

ersten IIaupfsatz (Satz I[I)  festgelegten Sinn eine bestimmte Wahrscheinlichkeit 

~V~(R) dufiir, dass F,~(ao+it ) dem Rechtecke angehSrt. 

Diese W~hrscheinlichkeit WN(R) ist gleich deln Mass derjenigen (ira JO~- 

oaNschen Sinne messbaren) Teilmenge ~ v  des N-dimensionalen Einheitswiirfels 

Q~.(o~O~<~, n .... i, 2 , . . . ,  ~TV), in der die Funktion 
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N 

dem Rechtecke /~ angehSrt. 

Ffir hinreichend grosse Werte yon N l~sst sich W~.(R) als Integral einer 

beschr~nkten, stetigen Punktfunktion F.~-(z) darstellen; diese stellt also die Wahr- 

scheinlichkeit dar, mit der F,~(ao+it ) in der N~the des Punktes z kommt. 

Die Bedeutung dieses Satzes fiir die Werteverteilung yon log ~(s) liegt nun 

in dem folgendeIl 

I 
Zusatz zum ersten Hauptsatz. Fiir % ~ -  ist die in dem ersten Hauptsatz 

2 

auftretende Wahrscheinlichkeit F(z), mit der log ~(ao+ it) in der N~he des Punk- 

tes z kommt, die Grenzfunktion fiir N ~  ~ der gleichm~ssig konvergenten Folge 

yon Wahrscheinlichkeiten l"~,(z). 
Insbesondere ist also fiir jedes Rechteck R die Wahrscheinlichkei~ bV(R) 

d~ffir, dass log ~(ao+ it) diesem Rechteck angehSrt, der Grenzwert ffir N - - ~  

der konvergenten Folge von Wahrseheinlichkeiten W~-(R). 

Zweiter Hauptsatz fiir die Funktionen 1,'~-(~'). Sei o < al < as and 2/ eine 

hinreiehend grosse Zahl. Ist  dann a ein Wert, der yon F.~,(s) iln Streifen 

al<a<a ~ angenommen wird, so g'ibt es in dem dureh den zweiten I-Iauptsatz 

(Satz V) festgelegten Sinn eine bestinnnte Wahrseheinliehkeit G~(a) mit der 

F..~,(s) im Streifen at<a<a 2 den Wert  a annimmt. 

Diese Wahrseheinliehkeit G~,(a) ist gleieh dem Integral fiber den N-di- 

mensionalen Einheitswiirfel Q..x,(o_-<0.~<I, n -  I, 2 , . . . ,  N) derjenigen (im RIE- 

i 0~), welehe die Anz~hl ~AI~xsehen Sinne integrierbaren) Funktion n,, (01, 0.2, . . . ,  

I I 
d e r d e m  Reehteck ax<a<as, - - -  < t < -  angehSrigen a-Punkte der Funktion 

2 2 

N 

0,, log 

darstellt. 

Die Bedeutung dieses 8atzes fiir die Werteverteilung yon log ~(s) liegt in 

dem folgenden 

i 
Zusatz zum zweiten Hauptsatz. Ffir a~ > -  ist die in dem zweiten Haupt- 

2 

satz auftretende Wahrscheinlichkeit G(a), mit der log ~(s)im Streifen a ~ a < a ,  
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den Wert  a ~nnimmt, der Grenzwert fiir N---~ ~ der konvergenten Folge yon 

Wahrscheinlichkeiten G:r 
Durch die angegebenen S~tze ist die Berechnung der W~hrscheinlichkeiten 

fiir log' ~(s) zuerst uuf die Berechnung der entsprechenden Wa.hrscheinlichkeiten 

fiir die Abschnitte F~-(s) zuriickgeffihr~ worden. D~ sich diese durch die Unter- 

suchung der von den freien V~ri~beln ~1, ~ , . . . ,  ~*~ ~bh~ngigen Funktionen 

S~v(0~, ~ ,  . . . ,  0N) bzw. f~v(s; 0~, 0.2, . . . ,  0j,) bestimmen l~ssen, ist somit d ie  Be- 

rechnung der W~hrscheinlichkeiten fiir log ~(s)yon jedem Zus~mmenhun~o' mit 

der I~;EMANNschen vermutung losgelSst worden. 


