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Einleitung.

Die Riemannsche Zetafunktion {(s) ist bekanntlich eine in der ganzen Ebene

der komplexen Veriinderlichen s=o¢+:¢ definierte eindeutige Funktion, die bis
1—31356. Acta mathematica. 58. Imprimé le 24 novembre 1931.
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auf den einen Pol s=1 erster Ordnung reguliir ist. TIn der Halbebene o > 1 ist
die Funktion durch die beiden gleichwertigen Darstellungen
LA

( R | P

n=1

bestimmt, wo in der zweiten (der Eurerschen Produktdarstellung) p. die Folge
der Primzahlen 2, 3, 5,... durchliuft. Von dieser zweiten Darstellung aus
haben wir in der ersten Mitteilung! das Verhalten der Zetafunktion in der Halb-

ebene ¢ > 1 untersucht; jetzt sollen die entsprechendén Ergebnisse fiir die gros-
sere Halbebene 0>§ hergeleitet werden.

Um die Evrersche Produktdarstellung bequemer ausniitzen zu kénnen haben
wir in der ersten Mitteilung vorgezogen an Stelle der Funktion {(s) selbst die
Funktion log {(s) zu betrachten. In der Halbebene ¢ > 1, wo {(s) von Null ver-
schieden ist, macht dies keine Schwierigkeit; durch '

(2) | log Z{s) = — 3 log (1),

wo auf der rechten Seite log« den Hauptwert des Logarithmus bezeichnet, ist

in dieser Halbebene ein eindeutiger, regulirer Zweig dieser Funktion eindeutig

bestimmd. Soll aber log {(s) bis zur Geraden ozé untersucht werden, so miis-
sen wir uns die Halbebene a>é zuerst aufgeschnitteﬁ denken, sowohl lings
einer Linie, die den Pol s=1 mit der Begrenzungsgeraden ()':; verbindet, wie
auch — wenn es Nullstellen von {(s) rechts von o:»; geben sollte — lidngs
Linien,v welche von diesen Nul}stellen 21.11" \Geraden O‘:é hinfithren. Unter

log Z(s) in der Halbebene ¢ > ; soll im folgenden diejenige Funktion verstanden

werden, die man aus (2) durch analytische Fortsetzung erhiilt, wenn man die

! H. Bour und B. JESSEN, Uber die Werteverteilung der Riemannschen Zetafunktion. Erste
Mitteilung. Das Verhalten der Funktion in der Halbebene o> 1. Acta math. Bd. 54 (1930).
S. 1—35.
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Schnitte immer als horizontale Strecken wihlt. Das aus der Halbebene o >é

durch Aufschneidung in dieser Weise entstehende offene Gebiet bezeichnen wir
mit G.

' Mit dieser Definition ldsst sich das Ergebnis der Arbeit in zwei Siitzen
aussprechen, von denen der erste die Verteilung der Werte von log (s) auf einer
vertikalen Geraden o=q,, der zweite die Verteilung der Werte von log {(s) in
emnem vertikalen Streyfen o, << 0 < g, beschreibt. Wir geben von diesen Siitzen

eine etwas genauere Formulierung als in der ersten Mitteilung.

Erster Hauptsatz. Se: o, > é ¢ Dann gibt es wn der komplexen z=u+7v-

Ilbene eine reelle, beschrdnkte, stetige, tm Falle o, > 1 nirgends negative, tm Falle
0 =1 sogar tberall positive Funktion F(z) von der folgenden Beschaffenheit:
Ist Rluy <u<uy, v, <v<uvy) en beliecbiges parallel zu den Koordinatenachsen
orientiertes Rechteck, und bezeichnet man mit L(T) die Gesamtlinge derjenigen Teil-
intervalle von — T <t < T, in denen log {(oy+7t) definiert ist und in R liegt, so

konvergiert mit unbegrenzt wachsendem 1T der Quotient %% gegen das iber B

‘erstreckte Integral der Funktion I(z):

. L(T) . .
111_{1; S ffl (2)dudwv.
R

Fir o, > 1 wurde dieser Satz in der ersten Mitteilung bewiesen; wir be-
trachten deshalb im folgenden nur den Fall 6, =< 1. In diesem Fall ist der Satz
eine Verschiarfung eines fritheren Bomrschen Satzes, wonach die Werte von
log (o, +7%) in der komplexen Ebene iiberall dicht verteilt sind.!

- oI ' . - )
Zweiter Hauptsatz. Ser > <0, <0, und sez a wm Ialle 6, > 1 ein Wert,

der von log {(s) #m Streifen o, < o < oy angenommen wird, im Falle o, = 1 eine
beliebige komplexe Zahl. Ferner bezeichne No(T) die Anzahl der (in ihrer Viel-
Sachkeit gezihlten) a-Punkte von log{(s) #n demjenigen Teil des Gebietes G, der

! H. BouRr, Zur Theorie der Riemannschen Zetafunktion im kritischen Streifen. Acta math.
Bd. 40-(1913). 8. 67—100, 8. 73.
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dem Rechteck oy <o <<gy, —T <t<T angehort. Dann konvergiert fiir T — «

No(T)

der Quotient 4—2" 7 gegen eine endliche, positive Zahl.

Fir ¢, > 1 wurde dieser Satz in der ersten Mitteilung bewiesen; wir be-
trachten deshalb im folgenden nur den Fall 6, = 1. In diesem Fall ist der Satz

eine Verschiirfung eines fritheren Bour—Bour-Lanpvavschen Satzes, wonach

o < lim MelZ) g No(T) _
=% 2T’ 7 27T :

Solange die Riemawnnsche Vermutung iiber die Nullstellen der Zetafunktion
unbewiesen ist, ist das Gebiet (7, in dem wir die Funktion log {(s) betrachten,
nicht bekannt. Insofern lisst sich also sagen, dass der lihalt der beiden Haupt-
siitze von der Richtigkeit oder Umnrichtigkeit dieser Vermutung abhingt. Um so
wichtiger erscheint es deshalb, hervorzuheben, dass der Beweis der beiden Haupt-
sitze ohne die Heranziehung irgend einer Vermutung iiber die Nullstellen zu-

standegebracht ist. Hiitten wir an Stelle der Funktion log {(s) die Funktion {(s)
selbst in der Halbebene ¢ > ; betrachtet, so wiren wir zu den folgenden zwei
endgiiltigen, aber trotzdem weniger aussagenden Siitzen gekommen®:

Analogon des crsten Hauptsatzes. Sei ¢, > é Dann gibt es in der kom-

plexen 2= u + ¢v-Ebene eine reeclle, beschriinkte, stetige, im Falle ¢, > 1
nirgends negative, im Falle o, =1 iberall, ausser im Punkte z=-0, posi-
tive TFunktion F*(z) von. der folgenden Beschaffenheit: Ist E(u, < u << u,,
v,<v<<v,) ein beliebiges parallel zu den Koordinatenachsen orientiertes Rechteck,
und bezeichnet man mit L*(7) die Gesamtlinge derjenigen Teilintervalle von
—T'<t<T, in denen ((o,+7t) in R liegt, so konvergiert mit unbegrenzt wach-

. LNT ) '
sendem 7T der Quotient 12“("1’) gegen das iUber R erstreckte Integral der Funk-
tion I'*(z2):

! Vgl. H. BomR, loc. cit. (Fussnote 8. 3} S. 72—73. Wir geben iibrigens im folgenden
einen zum Teil neuen Beweis dieses Satzes. .

2 In dem Fall der ersten Mitteilung sind dicse Siitze unmittelbare Folgerungen aus den
- beiden Hauptsiitzen; in dem hier betrachteten Fall sind einige, jedoch recht naheliegende Uber-
legungen nétig um die betreffenden Siitze ableiten zu konnen: In keinem der heiden Fille lassen
sich aber aus den Siitzen iiber (.5, selbst, dic Sitze iiber log §'8) folgern.
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L*(T)
lim = F*(z)dudv.
Tl_.oo 2 1’ . ( ) v
R

Analogon des zweiten Hauptsatzes. Sei S <0 <0 und sei ¢ im Falle g, >1

ein Wert, der von {(s) im Streifen ¢, <0< o0, angenommen wird, im Falle ¢, =1
eine beliebige von Null verschiedene komplexe Zahl. Ferner bezeichne N%(7')
die Anzahl der (in ihrer Vielfachkeit gezidhlten) a-Punkte von {(s) in dem Recht-

Na(T)

eck 0,<o<0g, —T<t<T. Dann konvergiert fiir 7—co der Quotient —ZE—T—

gegen eine endliche, positive Zahl.
Dieser letzte Satz wird natiirlich durch den Bour-Laxpavschen Satz ergénzt,

N (T)

wonach, wenn a=o0 'ist, der Quotient —

2T

fiir T« gegen Null konvergiert.

Der Beweis der beiden Hauptsiitze wird im wesentlichen durch den Bewais-
gang der ersten Mitteilung erbracht; doch erfordert in dem jetzt vorliegenden
Fall die Durchfihrung der Betrachtungen die Heranziehung etwas schwierigerer
Hilfsmittel. Im Prinzip beruht der Beweis auf einem Vergleich der Zetafunk-
tion mit dem Abschnitt des BurLerschen Produktes; in der Halbebene o>1 ist
dieser Vergleich, wegen der gleichmissigen Konvergenz der Reihe (2) in jeder

Halbebene ¢>1-¢, ohne weiteres moglich; in der Halbebene ¢ >é beruht er

darauf, dass auch in jeder Halbebene o > te die Reihe (2) in einem gewissen,

nur sehr abgeschwiichten Sinn gleichmiissig gegen log {(s) konvergiert. Bezeich-
nen wir fiir irgend ein N mit Fix(s) die, sogar in der Halbebene ¢>0, regulire
Fuanktion

. N
Ixls)= — X log (1—p;),

n=1

mit Ry(s) die durch die Relation

log (s) = — Z log (1 —p) + Rx(s)=Fx{s) + Ruyl(s)

n=1

definierte, im Gebiete & regulire Funktion, so gilt der folgende Satz, der eine
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in ¢ gleichmiissige Konvergenz im Mittel von I'x(s) gegen log {(s) in jeder Halb-

1 .
ebene ¢ > 5 + ¢ ausdrickt.

P e, e
Satz A. Fs sel 5 <ap <1 und d und 0 positive Zahlen; ferner sei fiir jeden

Wert von t, —o <t,<<+o, mit H(d,t) der Halbstreifen 6>ay, t, — f <t<1‘0+f
bezeichnet. Wird dann fiir jeden Wert von N mit @x (t,) diejenige tn — o <t,<+ »
stiickweise konstante Funktion bezeichnet, die gleich o 1ist, sobald H(d, t,}) in G

gelegen ist und in H(d, t,) die Ungleichung
Ilﬁ\'(s)l <4

stattfindet, und die sonst gleich 1 ist, so strebt fiir N—>owo die Grosse

T

. I

T

gegen. Null.

Allgemein gesprochen: Fiir hinreichend grosse Werte von N besteht die
Ungleichung | Ry(s)] < d in allen Halbstreifen H(d,t,) ausser in einer Menge,
deren relatives Mass @y beliebig klein ist.

In einer unwesentlich spezielleren Form ist dieser Satz von Boxr bewiesen
worden'; eine einfache Folgerung davon geniigt um den Beweis des ersten Haupt-
satzes zu fithren; fiir den Beweis des zweiten Hauptsatzes werden ausserdem die

folgenden Siitze notig.

Satz B. Es se , S %<1 und d eine positive Zahl. Ward dann fiir irgend

etne positive Zahl K mit Wxlt,) diejenige in — o <ty< + o stiickweise konstante
Funktion bezeichuet, die gleich o ist, sobald der Halbstreifen H(d, t,) in G gelegen
“ist und in H(d, t,) die Ungleichung

|log £(s)] < K

! H. BoHR, loc. cit. {(Fussnote S. 3} 8. 82. Der Satz ist hier nur fiir den speziellen Fall
d=1 bewiesen und mit Beschrinkung auf die Halbebene {>0. Wir wiederholen den Beweis unter
den allgemeineren Annahmen schon deshalb nicht, weil aus dem angegebenen Spezialfall der allge-
meinere Satz unmittelbar folgt. )
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stattfindet, und die sonst glesch 1 ist, so strebt fiir K— die Grosse

zFK~—].1111 —f’l,UK to dto

T—s

gegen Null, und zwar jedenfalls so stark wie ¢ % d. h. es bleibt Jiir K—o die
Grisse e Py beschrdinkt.

Allgemein gesprochen: Es besteht fiir grosse Werte von K die Ungleichung
flog (s)] < K in allen Halbstreifen H (d,t,) ausser in einer Menge, deren relati-
ves Mass i hichstens von der Grossenordnung e X ist.

.1 ' e, . .
Satz C. Is ser 5< oy < 1 und d und 1 positive Zahlen; ferner sei a eine

gegebene komplexe Zahl, und es sel fiir jeden Wert von t, met n¥(d, t,) die Anzahl
der (in ihrer Vielfachkeit gezihilten) a-Punkte von Fx(s) in dem Halbstreifen H(d, t,)
bezeichnet, mit. nq(d, t,) die Anzahl der (ebenfalls in ihrer Vielfachkeit gezihlten)
a-Punkte von log {(s) in demjenigen Teil von H(d, ), der dem Gebicte G angehort.
Dann gibt es hierzu. eine positive Zahl 0=0(cy, d,n, a) so, dass folgendes stattfindet:
. Bedeutet y(t)) irgend eime in — 0 <fy<<+ oo stickweise konstante Funktion, die
nur die Werte o und 1 anwimmt und fiir dee
1
e
Jim g [ 0t <o
T
wst, so gelten fiir T — oo die folgenden Ungleichungen.:
1) Es ist fiir Jjeden Wert von N

T
- I . y
- Jlim Z—Tj n (d, to) 1 (ty) Aty <.
—_
2) Es st
T .
lim — ,f%a(d, to) 2 (to) Aty < 1.
T 2 1

—T

Allgemein gesprochen: In jeder Menge von Halbstreifen H(d,1,), deren
relatives Mass nur hinreichend klein ist, ist die Wahrscheinlichkeit, mit der irgend
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eine der Funktionen Fy(s) bzw. log((s) den Wert a anniinmt, beliebig klein,
und zwar gleichmissig in N. ' .

Mit Hilfe der Sitze A—C lassen sich die Beweise der beiden Hauptsitze
in recht genauer Anlehnung an die Entwicklungen der ersten Mitteilung durch-
fithren. Die Untersuchung zerfiillt in zwei Teile; in dem ersten wird der erste,
in dem zweiten der zweite Hauptsatz bewiesen. Schliesslich wird in einem An-
hang, durch Weiterfithrung des Beweises des Satzes A, der Beweis der Sitze B
.und C nachgeholt.

In der gegebenen Formulierung erscheinen die beiden Hauptsitze als FExe-
stenesitze. Der erste behauptet, dass die Funktion log {(s) auf einer vertikalen
Geraden mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit ¢» der Néihe eines jeden Punktes
kommt; der zweite behauptet, dass in einem vertikalen Streifen dieselbe Funk-
tion jeden Wert mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit annimmt. Von der
Berechnung dieser Wahrscheinlichkeiten ist aber dabei keine Rede. Fiir den Fall
des ersten Hauptsatzes ist nun zu bemerken, dass der Beweis dieses Satzes, wie
er unten gefithrt wird, zugleich eine Berechnung der erwihnten Wahrscheinlich-
keit gestattet. Fir den Fall des zweiten Hauptsatzes ist dies aber nicht der
Fall; der Beweis dieses Satzes ergibt nur die Existenz der Wahrscheinlichkeit.
Es wire aber sehr wohl moglich gewesen, auch den Beweis des zweiten Haupt-
satzes so zu fiihren, dass er eine Berechnung der Wahrscheinlichkeit gestattet.
Hierauf soll in einer Schlussbemerkung, die sich auch auf die erste Mitteilung
bezieht, kurz eingegangen werden. Das Ergebnis der Arbeit lisst sich danach
80 aussprechen: Die Untersuchung gibt zwar keinen neuen Beitrag zur Ent-
scheidung der Riemaxxschen Vermutung, d. h. zu dem Problem der Verteilung
der Nullstellen der Zetafunktion; sie zeigt aber, dass es moglich ist wnabhiingig
von dieser Vermutung die iibrige Werteverteilung der Funktion endgiiltig zu
beschreiben.

Brster Teil. Das Verhalten der Zetafunktion auf einer vertikalen

I
Geraden ¢ = g, (5 <0, = 1) :

§ 1. Arithmetisch-geometrische Hilfsmittel.

Wie schon gesagt, beruht die folgende Untersuchung der Zetafunktion auf
dem durch die Sdtze A—C der Einleitung erméglichten Vergleich der Funktion
log {(s) mit dem Abschnitt
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~

Fyls) = — DY log (1—p;)

n -1

der Reihe (2). Wir betrachten eine in diesem ersten Teil fest gegebene verti-

) 1 . . : .
kale Gerade o:- g, , <0 =< 1; auf dieser Geraden wird Fx(s) als Funktion

von t durch die Summe

N
I;VA\' (0'0 + If) Z’ 10g (l _}’:(rln-é-ir‘l)

n--1

IS

. Z J.Og (I '_']7:”" (/)-~-‘1'I log 1)")

n -1

dargestellt. Indem wir

— tlog pun - 27wua(t)

setzen, konnen wir schreiben

N
(3) Ey{op+it) = — D log (1—poet 2,
ne—1

Auf diese Summe wenden wir die arithmetisch-geometrische Methode der

ersten Mitteilung an, indem wir gleichzeitig mit (3) die Funktion

AY
(4) Sx(6y, 0,, ...,0x): — Z log (1 —p % ei 27 %)
’ n--1
der N Veriinderlichen 6,,8,, ..., 6y betrachten, die aus (3) entsteht, wenn man

die von der einen Veriinderlichen ¢ abhiingigen Grossen .u,(2), w,(f), . . .. rx(f)
durch unabhiingige (reelle) Variabeln ersetzt. Bs geniigt offenbar, wenn wir
Sx(6y, 65, ..., 05) in dem N-dimensionalen Rinheitswiirfel Qy:0=<6, <1.0=6,< 1,
..., 0=0yx<1 betrachten.

Der writhmetische Teill .der Methode besteht darin, dass man durch Heran-
ziehung des folgenden KrovkckEr-Weyrschen Satzes im Stande wird, dem zu-
nichst nur rein formalen Zusammenhang zwischen den Funktionen Fx(g,+7t)
und Sx(6;, 6, ..., 0x) einen realen Sinn zu geben, der uns erméglicht die Unter-
suchung der Werteverteilung von Iy (g, + /) durch die der Funktion Sx(#;,6,,...,6x)
zZu ersetzen. '

2—31856. Acta mathematica. 58. TImprimé le 24 novembre 1931.
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Krontcker-WEevrscher Satz: FEs seien A, A,, ..., Ay reelle, von einander
linear unabhéingige Zahlen, d. h. es bestehe keine Relation ¢ A+ csdy+ -+ +oxAy=0
met rationalen, nicht simtlich verschwindenden cn, und es set t ein reeller Para-
meter. Ferner bezeichne A die Teilmenge des N-dimensionalen Einhevtswiirfels
Ry 0=, <1L,0=w,<1,...,0=axnx<1, die aus der Geraden .

xy=thy, Ly=thy, ... ., xx=tAy, ' — oo <t< 4+ 0

entsteht, wenn man die Koordinaten threr Punkte mod. 1 reduziert. Dann liegt diese
Menge A in dem folgenden Sinn wn°Qy iiberall gleich dicht: Es bedeute £ eine
belichige im Jorpanschen Sinne wmessbare Teilmenge von Qn mil dem (N-dimen-
sionalen) Mass mQ; ferner bedeute G (T) fiir jeden Wert von T die Menge der-
Jenigen Werte von t em Intervalle —T<<t<<T, fiir welche der entsprechende Punkt
von A der Menge Q angehort, und es bezeichne m;G(T) bzw. myG(T) das innere
bew. dussere Jorpansche Mass dieser (linearen) Punktmenge G(T). Dann bestehen
fiir T—o die Gleichungen

lim m G(T) _ lim my G (T)

= m L.
T— > 2 T T— 0 2 T

Die Anwendung dieses Satzes in dem vorliegenden Fall beruht daréuf, dass

. 1 v
fiir jeden Wert von N die Zahlen ——lofgﬂl, -lﬂ—g, ey _wa wegen der
27 27 27

eindeutigen Zerlegbarkeit einer ganzen Zahl in Primfaktoren, linear unabhingig
sind. Ubrigens wird der Satz nur auf solche Mengen Q verwendet, fiir welche
bei jedem 7 die entsprechende Teilmenge G(7') im Jorpawschen Sinne messbar
ist, ja sogar aus endlich vielen Intervallen besteht.

Der geometrische Teil der Methode besteht in einer Untersuchung der Werte-
verteilung der Funktion Sx(6,, 0,, ..., 0y), wenn die Variabeln 6,,6,, ..., 6y un-
abhiingig von einander die Intervalle o =6, < 1 durchlaufen. Hierbei durch-

laufen die Grossen z,=—log (1—p, ¢ '27%) geschlossene, konvexe Kurven, jede

dibrigens mit zwei auf einander senkrechten Symmetrieachsen; den Parameter-
darstellungen entsprechen bestimmte Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf diese
Kurven. Die Aufgabe der Untersuchung der Werteverteilung der Funktion
Sx(6,, 6, . . ., Ox) ist hiermit in eine rein geometrische iiberfithrt, die wir in einer

gemeinsamen Arbeit! als Addition von konvexen Kurven mit vorgegebenen Wahr-

! H. BoHR og B. JESSEN, Om Sandsynlighedsfordelinger ved Addition af konvekse Kurver.
D. K. D. Vidensk. Selsk. Skrifter. 8. Rakke XII, 3 (1929), S. 1—82.
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scheinlichkeiten bezeichnet haben. Aus dieser Arbeit zitieren wir den folgenden

Satz, von dem fibrigens nur der Punkt 2 im folgenden verwendet wird.

Satz I. 1) Es bildet in der komplexen z=wu+7<v-Ebene fiir jeden Wert von
N der Wertevorrat der Funktion Sx(0,, 0, ..., 0x) ein abgeschlossenes Gebiet, das
fiir N=1 4n eine einzige konvexe Kurve ausartet, wihrend es fiir N > 1 entweder
von einer einzelnen geschlossenen konvexen Kurve Y begrenzt wird, oder aber von
zwel  geschlossenen konvexen Kurven Yy und Iy, von denen Iy ganz im Inmeren
von Y verliuft. Y verliuft ganz im Inneren von Yyi1, Iny: (falls sie existiert)

ganz im Inneren von Iy; in allen Fillen enthilt Yy den Nullpunkt im Inneren.
N :
Das Gebiet bestizt die beiden Symmetrieachsen v=0 und u = — Z log 'I/I—pf %,

. n=1

2) Bedeutet B irgend ein parallel zu den Koordinatenachsen orientiertes Recht-
eck, d. h. eine Punktmenge, die dwrch Ungleichungen der Form u;<u<<thy, v,<<v0<7,
definiert ist, und bezeichnen wir mit Qy die Punktmenge im N-dimensionalen Ein-
heitswiirfel Qx(o =6, <1, n=1,2,..., N) in der der Punkt Sy(0,, 0, ..., Ox)
dem Rechtecke R angehort; dann gilt

a) Die Punktmenge Qy st im Jorpawschen Sinne messbar; wir nennen ihr
(N-dimensionales) Mass Wy (R) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Sx (0, 0s, . . ., On)
dem Rechtecke B angehort. _

b) Fiir hinreichend grosse N ldsst sich Wx(R) als Integral einer beschrdnkten,
stetigen Punktfunktion Fy(2) darstellen:

Wi (R) = f f F() duds.

In Verbindung mit dem Kroxmcxer-WEeyLschen Satz geniigt dieser Satz um
fiir jeden Wert von N die Werteverteilung der Funktion Fy(o,+7¢) zu beschrei-
ben. Fiir die Anwendung auf die Funktion log {(g,+7#) wird aber ein weiterer
Satz notig, der das Verhalten der Werteverteilung von Sy (6, 0,, .. ., Ox) bei un-
begrenzt wachsendem N beschreibt.

Satz II. 1) Fiir hinreichend grosse Werte von N tritt in Sate 1, 1 stels die
erste der beiden erwdhnten Miglichkesten ein, die wonach der Wertevorrat von
Sx(0y, 0,, . . ., On) von einer einzelnen geschlossenen konveren Kurve Yy begrenzt 4st.
Bezeichnen wir mit yy den Eleinsten Abstand zwischen dem Nullpunkt und einem

Punkt von Yy, so gilt limyy = 0.
Ne—o
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2) a) Fiir jedes Rechteck R (u,<<u<<u, v,<v<w,) konvergiert fiir N—w die
Wahrscheinlichkeit Wy (R) geyen einen endlichen, positiven Gremziert W (R).

b) Die Funktion W (R) lisst sich als Integral einer beschrénkten, stetigen
Punktfunktion I'(2) darstellen:

W(R)=- / ] (2 dudr.

R

I'(2) ist iiberall positiv, wnd thr iiber die gunze Ithenc crstreckte Integral ist gleich
1; sie st die Grenzfunktion fiir N—wo der gleichmdssig konvergenten Folge von
Punktfunktionen Fy(2).

Im folgenden wird von diesem Satz nur der Punkt 2 benutzt.
Es sei bemerkt, dass wiithrend Satz 1 unabhiingig von der Voraussetzung

5 <0 = 1 besteht, indem er allgemein fiir jeden Wert von o, > o richtig ist, so

ist fiir Satz II diese Voraussetzung sehr wesentlich. Bei dem Beweis dieses
Satzes, wie er in der zitierten Arbeit gefithrt wurde, wurde niimlich von den
folgenden beiden Tatsachen wesentlich Gebrauch gemacht: es musste fiir den

» x
betrachteten Wert von g, von den beiden Reihen D\ pi und D) p,** die erste

-1 n--1

divergent, die zweite aber konvergent sein.

§ 2. Erster Hauptsatz. Wahrscheinlichkeitsverteilungen

auf vertikalen Geraden.
Das Ziel des vorliegenden Paragraphen ist der Beweis des folgenden Satzes:

Satz L.  Es st R(u,<u<u,, v,<v<<w,) ein Rechteck in der z==u+iv-Ibene,
und es bezeichne L(T) die Gesamilinge derjenigen Teilintervalle von —T<t<T,

in dencn log 5oy +7t) definiert ist und in R liegt; dann gilt:
' L(T)

Al
. . . . 4
1) Es konvergiert mit unbegrenzt wachsendem T der Quotient —, gegen

einen  bestimmiten Grenzwert; wir nennen ithn die Wahrschesnlichkeit dafiir, dass
log {(o,+¢t) dem Rechtecke angehirt.
2) Es ust dieser Grenzwert gleich der oben erklirten Zahl W (R) und somit

als Integral der beschrinkten, stetigen, iiberall positiven Funktion F(2) darstellbar.
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Wer nennen I'(2) die Wahrscheinlichkeit, mit der log {{oy+<t) in der Ndhe
des Punktes z kommt.

Dieser Satz besagt etwas mehr als der erste Hauptsatz der Einleitung,
L(T)
2T

Sy(@,,0,, ..., 60y in Zusammenhang stellt. Dass das iiber die ganze Ebene er-

indem er den Grenzwert von mit der Werteverteilung der Funktionen

streckte Integral von ['(z) gleich 1 ist, ist in dem ersten Hauptsatz, wie er in

der Einleitung formuliert wurde, nicht unmittelbar enthalten.

Beweis. Wir beweisen zuerst den entsprechenden Satz iiber die Funktionen

~ :
Fy(o,+7t)= — Z log (1—p; % ¢—itlog b)),

n--1

dass, wenn L x(7) die Linge derjenigen Teilintervalle von — 7 << { < I’ bezeich-

net, in denen I['y(o,+7¢) dem Rechteck R angehort, die Limesgleichung

-, Lx(T
besteht. Es bedeute wie oben 2y die Teilmenge von @y(0=<6,<1, n--1, 2, ..., N),

in der
.
' b’.’V (011 027 ey H‘\.) = 2 log (I _p;o“ el'~2ﬂf?v",)

n=1

in I' liegt; nach Satz I, 2a ist 2y im Jorpanschen Sinne messbar, und ihr
Mass ist Wy (R); dass fiir irgend einen Wert von ¢ der Punkt Fly(0,+¢¢) dem

Rechteck angehoren soll, ist nun damit gléichbedeutend, dass der aus dem Punkt

(_ tlof P logpy __tlogpx)

7T Y 2

durch Reduktion der Koordinaten mod. 1 entstehende Punkt von @y in Qx
liegen soll. Da die Zahlen — log&’ ~-1(~)-g~!)2, Cen _logpy linear unabhiingig
2w 27 27
sind, wird somit (5) eine direkte Folge des Kronmckkr-Weyrschen Satzes.
Der Beweis des Satzes I1I geschieht nun durch den Grenziibergang N— o .
Wir bedienen uns hierbei einer einfachen Folgerung des Satzes A der Einleitung,

die wir der Bequemlichkeit halber als besonderen Satz formulieren.
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Satz A*. FEs seien ¢ und 0 beliebige positive Zahlen. Dann gebt es hierzu
eine Zahl N* mit folgender Eigenschaft: Bezeichnen wir fiir irgend ein N.= N*
mit Iy(T) die Gesamtlinge derjenigen Teilintervalle von — T <t <T, in denen
log §(o,+7t) existiert und die Ungleichung

|log Llog+28)—Fx(o,+2t)| = 6

stattfindet, so gilt fir T— o

@ i S <

Beweis. Wir wiihlen —;— < @ay<0, und d beliebig . dann geniigt es N* so

gross zu wihlen, dass fir N = N* im Sinne von Satz A die Ungleichung @y <<e
besteht.

Mit Hilfe dieses Satzes liuft jetzt der Beweis des Satzes I1I folgendermas-
sen zu Ende: Bs sei ¢ > o beliebig gegeben. Wir betrachten zwei achsenparal-
lele Rechtecke R; und R,, die mit B den Mittelpunkt gemeinsam haben, und
von denen R; innerhalb R liegt, wihrend B in Rg; gelegen ist; nach Satz I, 2b
konnen wir R; und R, so nahe an B wihlen, dass

W(R)— e < W(R)< W(R)< W(R,) < W(R) + e.

Wir bezeichnen mit ¢ den kleinsten Abstand zwischen einem Randpunkt von R

und einem Randpunkt von R; oder Ry, bestimmen danach zu den Zahlen ¢ und

0 nach dem Satze A* eine entsprechende Zahl N* und wiihlen schliesslich (Satz II,
2 a) ein N = N* so gross, dass gleichzeitig '

| W(R)— Wx(R)| <& | W(R)— Wx(R)|<e
werden. Dann ist erstens

(7) W(R) — 26 < Wx(R); Wy(R) < W(R)+ 2.

Und zweitens ist es, fiir jeden Wert von ¢ fiir den log {(o,+7¢) existiert und
llog {0y +it) — Fix(oy+3i8)| < 6

ist, damit log {(g,+¢#) in R liegt, notwendig dass Fn(d,+¢t) in R, liegt, und
hinreichend dass Fy(o,+%¢) in R; liegt. Bezeichnen wir also mit Ly,:(7) und
Ly,,(T) die Linge derjenigen Teilintervalle von — 7' < ¢ < T in denen Fix(o,+17?)
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dem Rechteck R; bzw. dem Rechteck R, angehért, s0 gilt mit der Bezeichnung
des Satzes A* fiir jeden Wert von T

Ly, (T)—1Ix(T) = L(T) = Ly,y(T) + Ix(T).

Durch Division mit 2 7" und Ausfithrung des Grenziiberganges 7'— o ergibt sich
hieraus nach (5) und (6) :

L(1) L(1)

(RN — lim < lim ! -
W (R)) s 0 =[1Lni T < Wx(Ry) +e¢
und somit nach (7)
W(B)— 36 < lim LI - G DT) iy o
e 2 r—w 2T
Da aber & beliebig war, folgt hieraus
tim 2T 3 2D gy )

e 21T 1w 2T

womit der Satz bewiesen ist.

Zweiter Teil. Das Verhalten der Zetafunktion in einem vertikalen

. : I
Streifen ¢, <o <ag, (— <o =1, 0‘1<0‘2).
2

§ 3. Analytische Vorbereitungen.

Fiir den Beweis des zweiten Hauptsatzes benotigen wir ausser den Sitzen
A—C der Einleitung einige allgemeine Hilfsséitze tiber analytische Funktionen.
In der ersten Mitteilung wurden diese Siitze mit Hilfe des MoxTrLschen Aus-
wahlsatzes und des Rouvcmgschen Satzes bewiesen; es wurde aber bemerkt, dass
man die Beweise auch mit Hilfe bekannter Ungleichungen wie der von JENSEN
sehr leicht fiihren konnte, und dass diese Beweismethode den Vorteil hitte Ab-
schiitzungen fiir die in den Hilfssidtzen auftretenden Griéssen Ny und m, zu liefern.
Tiir das folgende bendtigen wir diese Abschitzungen, miissen deshalb die Hilfs-
siitze von Neuem beweisen. Die Beweise werden durch Heranziehung der folgenden
klassischen Sitze gefiihrt: -

Jensexsche Iormel. Es sei f{z) eine in einem XKreise |z|<R regulire

Funktion der komplexen Verdnderlichen #, die fiir #=o0 nicht verschwindet.
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Wird dann fiir irgend ein 7, o<r <R, mit 2y, 2s, ..., 2n die im Kreise |z] = »

gelegenen Nullstellen von f(z) bezeichnet, so gilt

27

log I""(O)ilz 1 f log |./(r¢i9)| d6;

0

(hierbei ist jede Nullstelle so oft mitzuzihlen, wie ihre Vielfachkeit angibt).

Cararrioporysche Ungleichung. Bs sei f(z) eine in einem Kreise 2| <o,
regulire Funktion, deren reeller Teil R f(z) in |2#| < ¢, nach oben beschrinkt ist,
etwa mit der oberen Grenze M. Dann gilt in jedem kleineren Kreis |e|§g<_g1
die Ungleichung

Wir fangen mit dem folgenden Hilfssatz an.

Hilfssatz 1. Fs sei z=u-+ v eme komplexe Verdnderliche, 0 <o <1 und
k ewne positive Zahl. Dann gibt es hiereu zwei reelle Zahlen b="5 (g, k) >0 und
c=clo,k), so dass folgendes stattfindet: Bedeutet f(z) irgend eine in |z|<1 regu-
lire Dunktion, fiir die |f(o)| =k ist, so besteht fiir die Anzahl N der (in ihrer
Vielfachkeit geziihiten) Nullstellen von f(z) in |z| = o die Abschitzung

(8) Néblogffv(z)ldudw-i—c.

|zl <1

Beweis. Aus der JExsEnschen Formel folgt, dass fir o<r<1 die Un-
gleichung besteht

27
1

nflog | f(ret®)}d6 —log k.

0

Hieraus folgt durch Multiplikation mit » und Integration von ¢ bis 1, wenn mit
B>0 und C reelle Grossen bezeichnet werden, die nur von ¢ und % abhiingen,
eine Ungleichung

»

N= B[j log | Fle)|dudv+ C,

g<‘|z|<1
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d. h. aber, wegen der bekannten Ungleichung!

iy | [ e lr@auar = tog iy | [ lr@taua

()<t|z|<1 o<zl <1
eine Ungleichung

N= blogff|f(z)|dudw+c '

p<fzl<1

mit nur von ¢ und % abhingigem b>o0 und ¢. Umsomehr gilt dann fiir diese
Werte b>0 und ¢ die Ungleichung (8). ’

Corollar. Ist die Funktion f(z) in |z|<1 numerisch = K, so gilt fiir N
die Abschdtzung ‘
N=blogwK+e.

Nunmehr konnen wir den folgenden Hilfssatz beweisen.

Hilfssatz 2. [Fs haben ¢ wund k dieselbe Bedeutung wie oben, ferner sei r
emne feste positive Zahl. Dann gibt es hierzu zwei positive Konstanten p=p (o, k, 1)
und q=qlo, k,») mit folgender Eigenschaft: Ist K eine beliebige positive Zahl, so
gilt fiir jede in |z| <1 regulire Funktion f(2), fiir die |f(0)| =k ist, und die in
|zl <1 numerisch = K ist, in jedem Punkt z von |z|= o, welcher von allen Null-
stellen von f(2) in |2| <1 eine Entfernung = r besitzt, die Ungleichung

. . + .
Beweis. Es bezeichne g; die feste Zahl g, :%j— zwischen ¢ und 1; ferner
seien mit 2, #,, ..., 2y, die in |2| <9, gelegenen Nullstellen von f(z) bezeichnet,

jede in ihrer Vielfachkeit geziihlt; nach dem Corollar zu Hilfssatz 1 ist
(9) ' N, = b log nK + ¢,

wo b, und ¢, die Zahlen b(g,, k) und c(o,;, k) bedeuten. Die Funktion

! Siehe fiir einen einfachen Beweis z. B. F. RIgsz, Sur les valeurs moyennes des fonctions.
Journ. London Math. Soc. Vol: 5 (1930). 8. 120—121 oder G. HoHEISEL, Nullstellenanzahl und
Mittelwerte der Zetafunktion. Sitzungsberichte der preussischen Akademie der Wissenschaften,
Phys.-math. Klasse, 1930, ‘8. 72—82, 8. 78. (VgL B. JussEX, Uber die Verallgemeinerungen des
arithmetischen Mittels. -Acta litt. ac scient. Szeged. Bd. 5 (1931). 8. 108-—116).

3—31356. Acta mathematica. ‘58, Imprimé le 10 décembre 1931.
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A==t

s—) - (e—x)

ist in |z] <o, von Null verschieden. Ferner ist |f;(0)| = g]N und es gilt nach

einer iiblichen Schlussweise in |z|< 1 (also umsomehr in |z| < ¢,) die Ungleichung

|f1 (e )|——(;1;zjyﬁ

schen Ungleichung auf einer in |z|< g, reguldren Zwelg der Funktion log f, (¢},

Hieraus ergibt sich, durch Anwendung der CARATHEODORY-
fiir |z| =< ¢ die Ungleichung

o1 to k 20 K
log — ;
o—0¢ oVt g —o (1—g,)™

Jetzt ist aber fiir jeden Punkt von |z]=g¢, der von allen Nullstellen von

log | £,(s)] =

o

oder

" f(2) in |z|] <1 eine Entfernung = » besitat

IR VACIERS

Die beiden letzten Ungleichungen ergeben zusammen fiir f(2) eine Abschiitzung

der Form

7)1 = 7

mit nur von ¢, & und » abhiingigen positiven Grossen P, @ und »,. Ist hierin

7, = 1, so benutze man fir N, die Abschitzune N; = o7 dann ergibt sich
1 ’ 1 S 1 ’ =]

i

v

1
ist aber #, <1 so benutze man fiir N, die Abschitzung (9); dann ergibt sich

7.11\7, = 7”11‘ log n K rcl, — (717 K)bl log 74 7,c11; ’

in beiden Fillen ergibt sich fiir |f(z)| eine Abschiitzung der gewiinschten Form,
mit nur von ¢, £ und » abhingigen positiven Grdssen p und gq.

Bisher war in diesem Paragraphen von Funktionen f(z) die Rede, die im
Kreise |z| <1 regulir sind; durch eine Transformation gewinnen wir hieraus die

folgenden unseren Anwendungen angepassten Sitze.
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Hilfssatz 3. FEs se: B ewn offenes Rechteck vn der komplexen s-Ebene, A eine.
abgeschlossene Teilmenge von R und sy, etn Punkt von R ferner sei k eine gegebene
positive Zahl. Dann ¢ibt es hierzu zwei reelle Zahlen by==by(R, A, sy, k) >0 und
co==¢o(R, 4, sy, k), so duass folgendes stattfindet; Bedeutet f{s) irgend eine in R re-
gulire Funktion, fiir die |f(s,)| =k st, so besteht fiir die Anzahl N der (in ihrer
Vielfachkert gezdihlten) Nullstellen von- f(s) in A die Abschitzung '

(10) N=1, logff|f(s)|dadt+co.

pid

Beweis. Hs bezeichne z=2z(s) diejenige, bis auf einem Faktor vom Betrage
1 eindeutig bestimmte Funktion, fiir die 2(s,)==o0 ist, und die R eineindeutig und
konform auf den Kreis |#]<1 abbildet; s=s(z) sei die inverse Funktion. Nach

bekannten Sitzen ist |2 (s)] =

f f £ () | du do = I* f f L£s)l do at.

fzl <1 R

g—z! in R beschrinkt; I bezeichne ihre obere Grenze.

Dann gilt

Bezeichnen wir also mit ¢ <1 die obere Grenze von z(s) in A4, so folgt durch
Anwendung des Hilfssatzes 1 auf die Funktion f(s(z)) die Richtigkeit von (10)
fiir by="5(e, k), co="0(e, &) log L* + clo, k). '

Corollar. Ist die Funktion f(s) in B numerisch = K, so gilt fiir N die
Abschdatzung
N = Ny=N,(R, 4, sy, k, K)=05,log mR - K+ ¢,

wobetr m R den Inhalt von R bezeichnet.

Hilfssatz 4. Es haben R, A, s, und k dieselbe Bedeutung wie tm Hilfssatz 3;
Serner sei 1 eine feste positive Zahl. Dann gibt es hierzu zwei positive Konstanten
Po=p, (R, 4, 85, k, v) und q,=q,(R, 4, s,, k, r) mit jfolgender Eigenschaft: Ist K
eine beliebige positive Zahl, so gilt fiir jede in R reguldre Funktion f(s), fiir die
| f(so)| = % dst, und die in R numerisch =< K ist, in jedem Punkt s von A, der von
allen Nullstellen von f(s) in R eine Entfernung = r besttzt, die Ungleichung

AT - N 7o ooy 4
|£(s) | = me=m, (R, 4, 50, k, K, 1) = K(I)io'
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Beweis. Mit den oben benutzten Bezeichnungen gibt es zur gegebenen
Zahl + eine positive Zahl r,, so dass wenn s, ein beliebiger Punkt von R ist
und s, ein Punkt von A4, fiir den |s,—s;| = r ist, der entsprechende Abstand
| 2(sy) —2(s)| = r, ist. Geben wir ¢ dieselbe Bedeutung wie oben, lisst sich hier-
nach im Sinne von Hilfssatz 2 p,=ple, k, 1), ¢o=10(0, %, r,) wiihlen.

" Zu den Hilfssitzen 3 und 4, welche die allgemeine Grundlage fir die
folgenden Entwicklungen bilden, fiigen wir noch den Hilfssatz 1 der ersten

Mitteilung, in einer unwesentlich verschirften Form, als

Hilfssatz 5. Ser « eine belvebige komplexe Zahl. Dann gibt ¢s hievzu eine
Zahl 8,1 so gross, dass auf der Geraden o==8, sowohl die Funktion |log {(s)—al
wie auch jede der Funktionen | Fy(s)—a| eine positive untere Grenze besitzt.

Beweis.  Ist @ von Null verschieden, so wihle man f, so gross, dass

o0

Z'log (I—p;ﬁ°)|<|a|

n=1

ist; ist dagegen « gleich Null, so wihle man 3, so gross, dass

log (1 +27f) — ¥ | log (1—p; )| >0

n—=2

ist.

& 4. Erste Anwendung der Hilfssiitze auf die Zetafunktion.

Als eine erste Anwendung unserer Hilfssiitze beweisen wir den folgenden

Satz IV. FEs se: ; <o =1,0,< 02' und a erne beliebige komplexe Zahl; ferner

bezeichne No(T') die Amzahl der (in ihrer Vielfachkeit gezéihlten) a-Punkte von
log £(s) in demjenigen Teil des Gebietes G, der dem Rechteck 0,<0<o,, —T<t<T
angehort. Dann gilt
o<lim MalT) o NalD)
T—w 2 Loy 2 T
Beweis. Hs sei fiir jeden Wert von #, mit n4(f,) die Anzahl der a-Stellen
von log {(s) in demjenigen Teil von G bezeichnet, der dem Rechteck
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R{t): (o‘l<a<a._), to—;<l<t0+ ;)

angehort; dann ist % (%) eine im Intervalle — oo < #,<< + % stiickweise konstante
Funktion, fiir die (fiir T> ;)

T

;\'a(T— ‘) :<_j nalty) diy = N, (T+ i)

7" A"a("—--) S T+ N (J*)

1
2 1
T (,, 1) = 21‘[”““")(”0: T (, I)
2\ 14— - 2| T+ -

L]

d. h.

—

V]

2

gilt. Aus diesen Ungleichungen folgt, dass fiir 7'— oo die beiden Grossen

T
Na(T) 1
5T und 27[,] na (ty) dt,

-T

dieselben oberen und unteren Limites haben miissen. Es geniigt somit um den

Satz IV zu beweisen die Richtigkeit der beiden Ungleichungen

7 T

. 1 ) . 1 ) )
O <T}2:lw 2*?1, .[ Ty (to) d tO! 11-_1_1,1019 7[ N (tO) d t() < ¢
A

nachzuweisen.
Die zweite dieser Ungleichungen ist eine unmittelbare Folgerung des Satzes

C, 2 der Einleitung. Es sei ; <eay< 0y, d>1 und 7> o0 beliebig gewiihlt. Dann

ist fiir jeden Wert von ¢, im Sinne dieses Satzes nq(fy) = n.(d, t,); es gibt also
eine Zahl 6=-0(x,,d, 1, a), so dass fiir jede in — oo < #, < + = stiickweise kon-
stante Funktion y(¢,), die nur die Werte o und 1 annimmt, und fiir die

7

. 1.
lim 27’[““ dt,< 8

ist, die Ungleichung
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r -

o1 _

lim » T / nalty) 7 (t) d by <

f—a

~T
besteht. Ist P eine ganze Zahl grisser als é folgt hieraus

r
lim - | n.{t)dt,< Pn;
T 2 1 .
-
es konnen ninlich P Funktionen y(¢,) der betrachteten Art so angegeben werden,
dass in jedem Punkt ¢, wenigstens eine dieser Funktionen gleich 1 ist.'
Um die erste Ungleichung zu beweisen, betrachten wir zunichst den Fall

0, <1. In diesem Fall ergibt sich die Ungleichung als eine Folgerung des Satzes
B der Einleitung und des Hilfssatzes 4. ks sei wieder ;<o:0<0'1 und d>1

beliebig gewiihlt (sieche Fig. 1); ferner sei nach dem Hilfssatz 5 ein 8, > 1 so gross
gewihlt, dass auf der Geraden o=g, die Funktion |log {(s)—«| eine positive
untere Grenze £ besitzt, und es sei eine Zahl ¢, = 1 im Intervalle ¢,<o<<¢, fest

gewidhlt; ferner bedeute » eine positive Zahl kleiner als die beiden Differenzen
. I I .
g6,—o0; und g,—o0,; es ist 6,— o, < . und demnach auch r < o Nach diesen Fest-

setzungen bezeichne fiir jeden Wert von ¢, — o <t,< + «, R(d, t) das offene
Rechteck

R(d, ¢t,): ('«z0<a<ﬂo+ 1, to—;l <t<t,+ ;l)
A(t,) die abgeschlossene Teilmenge

A{ty): (Gzao, t,— ;_ +rSES b+ TI, __,).)

von R(d,¢t).
Fiir jede beliebige «-Stelle s'=0d +2¢ von log{(s) im Streifen ¢, <o <o,

betrachten wir jetzt das entsprechende Intervall

I (6=g0,,  —r<t<t +7),

! Es sei bemerkt, dass wir die obige Beweisanordnung fir den BOHR-LANDAUschen Satz nur
deshalb gewiihlt haben, weil uns der Satz C gerade zn Verfiigung stand; in der Tat ist aber dieser
letzte Satz als eine Vertiefung des erstgenannten zu hetrachten.
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es bedeute I(f,) diejenige Teilmenge von A (f), die den Intervallen I angehort;
dann gilt offenbar, wenn mit 7(t,) das (lineare) Mass von I(t) bezeichnet wird,
fiir jeden Wert von f, '

Lte) = 2 rma (f);

Rl z)
rl@) R
%1 7
A AM{L“%\; ‘
| !
o i
?%”?; § 1 G A At
9

Fig. 1.
es gentigt somit die Richtigkeit der Ungleichung

r
o<zlv_i_n»_i—1—1—,fl(to)dto
_ -7 :
zu beweisen.
Sei jetzt K > o beliebig gegeben und es sei mit Yx(t) die in Satz B ein-
gefithrte Funktion bhezeichnet. Dann gehort fiir jeden Wert von {,, fiir den
Wk (t)=0 ist, nach der Definition von Wglf,) das Rechteck R(d, t;) dem Gebiete

G an, und es gilt in R{d, t,) die Ungleichung
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|log £(s)| < K;

ferner besitzt fiir einen solchen Wert von #, jeder Punkt s von A (f,), der nicht
in I(f) gelegen ist, von allen «-Stellen von log {(s) in R(d, ¢, eine Entfernung
=r. Durch Anwendung des Hilfssatzes 4 auf die Funktionen log {(s+7t)—a
in dem festen Rechteck R (d, 0) ergibt sich somit die Existenz zweier, von K und
t, unabhiingigen, positiven Konstanten p, und ¢,, nimlich im Sinne dieses Hilfs-
satzes p,=p, (R (d,0), 4(0), By, k,7) und g¢,=q,(R(d, 0), 4(0), 8y, k,7), so dass in
jedem solchen Punkt s

ist. Nunmehr bezeichnen wir mit R das im Kreise |z—a|<m, eingeschriebene
achsenparallele Quadrat mit dem Inhalt
2 : 293

(11) 111R=2m(,=(K+|a|)m,

und fiir jeden Wert von t, mit I* ({,) diejenige Teilmenge von A ({,), worin log £ (s)
definiert ist und in R liegt. Nach dem obigen ist dann, sobald yx(f)—o ist,
die Menge I*(t,) in I(f,) enthalten. Hiernach gilt, wenn mit {* (¢,) das Mass von

I*(t,) bezeichnet wird, fiir jeden Wert von f, die Ungleichung
P (t) — (1 —2 7)Y (t) = 1(fy);

denn sobald Wi (f)=1 ist, ist ja diese Ungleichung trivial, weil dann die linke
Seite = o ist. Hieraus folgt durch Integration

7 T

fz* (to)dto—<1—2r)fwx(to)dtoéf“to)d'fo’

7 -7

und, durch Division mit 2 7" und Ausfithrung des Grenziiberganges T— 2, die

Ungleichung

T

T
. 1 . e | . I
(12) lim ﬁ [* (tO) dtO — (I -—2 7”)]:!.LI’I; 2—1‘; 'l/)]( (tO) dto éy]‘._]ill 7 Z(to) dto
—T —T —T

P

Jetzt ist aber mit der Bezeichnung des Satzes TII (fﬁr T> ; —7")
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no
poid

. 1*——;+1-_L('1'—;+7-)
N rat,z1—2r) — e
217 T 1
o 2\ T—- +r

2
also, fir T—w

v

lim TI‘TJ 1 (t) dty = (1—2 1) W(R).}

T

—-T

Es ergibt sich somit aus (12) durch Einfithrung der Bezeichnung des Satzes B
die Ungleichung
. r
(13) (12 1) (W () ~#) < lim . / L) dt,.
: o

Nunmehr schitzen wir W(R) ab, und zwar mit Hilfe der Darstellung (vgl.
Satz II, 2 b)
U'(R):ff]"(f)(lu(l'z:.
”

Indem wir mit m die positive untere Grenze von F(z) im Kreise | s —a|< ( 2o

1+ ]a]p
bezeichnen, ergibt sich aus (r1) sobald A > 1

24,
V{IY=wm- - = " -
II (]{) = i (](+ I{{ I)'llh\

Aus (13) folgt somit die Ungleichung

1—27r . K 2P . . I d
K (’" 1245 ( K+ I) — K ~1°‘P1\-) = lim o, ] 1(to) dt,.

Nun strebt aber nach dem Satze B fiilr K—« die Grosse K?P ¥y gegen Null;

! [*brigens ist, wie unmittelbar zu beweisen
r
. I s
lim  —  f FE)dt, =0 —2r W{R.
oo 2 Vi
. o

4—31356. Acta mathematica. 58. Imprimé le 10 décembre 1931.
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die linke Seite unserer Ungleichung ist somit fiir einen hinreichend grossen Wert
von K positiv, und der Satz ist bewiesen. ‘
‘ Es fehlt noch die erste Ungleichung in dem Fall ¢,=1 zu beweisen. In
diesem Fall ergibt sie sich. als unmittelbare Folgerung der Siitze II, 1 und g4,
11T wnd VII der ersten Mitteilung. '

§ 5. Zweiter Hauptsatz. Wahrscheinlichkeitsverteilungen in vertikalen
Streifen.

In den folgenden Paragraphen soll nun die folgende sehr wesentliche Ver-

schiirfung des Satzes IV bewiesen werden.

T . g
Satz V. [Fis ser 5 <0, =1, 0,<0, und a ewne beliebige komplere Zahl; ferner

bezeichne No(T) die Anzall der (in ithrer Vielfachkeit gezdhlten) a Punkte von
1og'§(s) i demjenigen Teil des Gebietes G, der dem Rechteck 0,<<o<0,, —T<t<T
Na()

2T
log £(s) ém betrachteten Rechteck den Wert a annimmt; dann gilt:

N (T)

1) Es konvergiert fiir T— o der Quotient Sy gegen einen bestimmien

angehirt; den Quotienten bezeichnen wir als die Wahrscheinlichkedt, mit der

Grenziwert

(14) ‘ G (@)= lim —=%

wir mnennen diesen Grenzwert die Wahrscheinlichkeit, mit der log {(s) 7m
Streifen o,<<o<o0, den Wert a annimmi.

2) G{a) ist positiv fiir jeden Wert von a.

3) Gla) variiert stetig mit o, und o,.

Bis auf den letzten Punkt stimmt dieser Satz mit dem zweiten Hauptsatz
der Kinleitung iiberein. Hs geniigt Punkt 1 zu beweisen; dann folgt Punkt 2
aus dem Satze IV und Punkt 3 im Falle g, = 1 aus dem zuniichst zu beweisenden
Hilfssatz 6, im Falle 6,>1 aus dem Hilfssatz 6 und aus dem (entsprechenden)
Hilfssatz 6 der ersten Mitteilung. Der Beweis des Satzes wird mit Hilfe des
KroneokErR-WEYLschen Satzes und des ersten Hauptsatzes (Satz III) erbracht.
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§ 6. Anwendung des ersten Hauptsatzes zum Beweis eines Hilfssatzes.

Hilfssatz 6. s se: ;Iz <6y =1 und a eine beliebige komplexe Zahl; ferner
bezeichne N¢(T) fiir jeden Wert von &< 00——; die Anzahl der a-Stellen von log §(s)

in demjenigen Teil des Gebietes G, der dem Rechteck o,—e<<o<o,+e, —T<t<T
angehint, und es ser ’
| _Ny()

el =g

gesetzt.  Dann koﬁvcrgiert fiir e—o0 die Grisse 1(e) gegen Null.

Beweis. IHs sel ein positives g, < o,— - fest gewiihlt; es geniigt offenbar,
2

wenn wir [(e) fitr ¢ <<e, untersuchen. Der Beweis geschieht durch eine direkte
Abschiitzang, die jedoch erst durch die Heranziehung des Hauptsatzes aus dem
ersten Teil ermoglicht wird. '

Bs bezeichne 7 (f,) fiir ¢ <e, die Anzahl der a-Stellen von log {(s) in dem-

jenigen Teil des Gebietes G, der dem Rechteck g,—&<<o<<g,-+e, t,— f; <t<t,+ ;—

angehort. Nach einer fritheren Uberlegung ist

T—x

(15) He)= lim f ne () dt,.

Sei jetzt 5 <y <Gy,—&, A>1+2¢ und 5>o0 beliebig gewihlt Dann ist fiir

jeden Wert von ¢, im Sinne von Satz C,2 % () = na(d, %,); es gibt demnach
eine Zahl 60=0(x,,d, 5, a) so, dass fiir jede in — oo <{,< + % stiickweise kon-

stante Funktion y(¢), die nur die Werte o und 1 annimmt, und fir die

oo

T
= 1
lim ST [x(to)dto<0
——"1'
ist, die Ungleichung
T

— I
lim Z—Tfng (&) x(t) dty <

T—s»

-
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besteht. Zu den Zahlen ¢,, d und € bestimmen wir nach dem Satze B ein festes
K >0 so gross, dass mit der Bezeichnung dieses Satzes

T—

T
o1
lim 5—,[, ‘[ Yk (to) dto <6
=T

ist; dann gilt also fir jeden Wert von ¢ <<eg,

.
(16) lim —ITfnf( (to) Wi (L) d ity <.
P—ec

—T

Bs sei jetst (siehe Fig. 2) nach dem Hilfssatz 5 ein §,> 1 so gross gewiihlt,
dass auf der Geraden o==3, die Funktion | log (s) — a| eine positive untere Grenze
k besitzt; wir bezeichnen mit R(d, t,) fiir jeden Wert von ¢, — % <f,< +
das offene Rechteck

1

H_(d, to): (c(0<a<p’0+ I, ty— ;l <t<ty+ g),

mit A (¢,) das in R(d, t,) enthaltene abgeschlossene Rechteck

I
A(ty): (60—£0§0§00+60, b~ —e&St=t+ ; +e0).

“~

Fiir jeden Wert vou f,, fir den yg(f,)=—o0 ist, gehort nach der Definition von
W (t,) das Rechteck R(d,t,) dem Gebiete (+ an, und es gilt in R (d,t,) die Un-

gleichung

(17) |log £(s)| < K

durch Anwendung des Corollars zu Hilfssatz 3 auf die Funktionen log { (s +it))—a
in dem festen Rechteck E(d, o) ergibt sich somit die Existenz einer von ¢ unab-

hiingigen Zahl N;, nimlich im Sinne dieses Corollars
lvO:: NO(]') ((la 0)7 A (0)7 {6’07 k: K+ IZZ- |),

die fiir jeden solchen Wert von #, und fir jeden Wert von ¢ <e¢, die Zahl % (%)
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itbertrifft. Ferner folgt aus (17) die Existenz einer von #, unabhingigen Zahl K,
so, dass sobald W (t)=0 ist, in 4 (f) die Ungleichung

d log Sfs)
ds

(18)
stattfindet.

< K,

2\

—— e mm e — e ]

" 4

1
|
1
4
.
!
1
1
1
1
i
1
|
i
|
]
1
]
1
i
: .
-

Bril,
L &
ol
dot) R, 1)
I« & ¢ A Y
Fig. 2.

Bs sei jetzt Yx(f)—0 und ¢<e,. Fiir jede beliebige im Rechteck o,—e<
6<0,+¢, t -—-; <t<t,+ ,I) gelegene a-Stelle s’'=0¢' + 7t von log {(s) gilt nach

(18) in dem entsprechenden Intervall

I: (o==0y,t —e<t<t +¢)
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die Ungleichung |

(19) |log L(s)—a|< K, - eV2.

Bezeichnen wir mit R das dem Kreise |z—a|< K, eV 2 umgeschriebéne achsen-
parallele Quadrat mit der Seitenlinge 2 K, &V 2, und mit I*(t,) fiir jeden Wert

von #, die Liinge derjenigen Teilintervalle des Intervalles o=, ¢,— ;— —gy<<t<
ty + ; +¢ in  denen 10g.§(s) definiert ist und in R liegt, so gilt also sobald

Yr (to) =0 ist

denn im Falle #% (f,)=o0 ist dies klar, und sonst ist {* (f,) = 2 ¢ und die Ungleichung

folgt daraus, dass 7 (f) = N, ist. Hiernach gilt fiir jeden Wert von £,

e (1) = (1) )+ 2005 (1),

denn sobald Wg(f)=1 ist, ist ja diese Ungleichung trivial. Durch Integration
ergibt sich
7 7

fn;(to)dtogj i (1) Wity dt0+——fl* £Vt

und hieraus, durch Division mit z T und Ausfithrung des Grenziiberganges 7— o

mit Beriicksichtigung von (15) und (16)
-

(20) Z()<n+l—v—hm2Tfl*()dto.

P
-7

Jetzt ist aber mit der Bezeichnung des Satzes I1I

ro T+%+so L(T—i——;—i-eo)
P (ty) dty = (1+2 &) T . )
2(T+5 +80)

I
2T
—_T

also fir T— o
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,
(21) lim -—‘;frﬁ (t) dt, = (1 + 2.8 W(R).!
T—n 2 1 .

—r
Aus (20) und (21) ergibt sich

ua<n+§2u+2%nvmy

Nunmehr schiitzen wir W(R) ab, und zwar mit Hilfe der Darstellung (vgl
Satz IT, 2 b)
IWM?]/F@&M&
o

Indem wir mit M die obere Grenze von ['(z) bezeichnen, erhalten wir
W(RISM2K, eV2P=3 MK &

(wo das entscheidende ist, dass ¢* und nicht &' aunftritt) also

ley<n+ iv (1+2¢6) 8MK:;-e*=n+4Ny(1+2¢) MK; - ¢;

0

&
diese Ungleichung, in welcher der Faktor 4 N (1 + 2 &) M K} nicht von & abhiingt,
zeigt, dass fiir e—o

lim I(e) <<y

1 =0

ist; da aber 7 beliebig wewiihlt war, folgt hieraus, dass fiir e—o0 die Grosse l(¢)

gegen Null konvergiert.

§ 7. Beweis des zweiten Hauptsatzes.

Nachdem der Hilfssatz 6 bewiesen ist, geniigt es um den Beweis des Satzes
V zu fiihren die Existenz des Grenzwertes (14) zu beweisen; indem wir mit », (£,)

! l"'hrigens ist, wie unmittelbar zu bheweisen
T
1 . , s
lim 3 [ Ity dty—=14+2¢,) W{R..

P—ex 2

—T
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fiir jeden Wert von ¢, die Anzahl der a-Stellen von log {(s) in demjenigen Teil
des Rechtecks '

R(t,): (ol<a<02, t;,—-;<t<to+é)

bezeichnen, der dem. Gebiete G angehort, ist nach einer fritheren Uberlegung
diese Aufgabe damit dquivalent zu zeigen, dass fiir 7'— > der Grenzwert

existiert.
Wir wihlen eine fiir das folgende feste positive Zahl &, kleiner als die
beiden Zahlen 63;2—& und Gl—i; da Gl—é éé ist, ist ao<;; dann betrachten wir

fiir jedes positives ¢<<¢, und fiir jeden Wert von ¢, die beiden Rechtecke

Ri(to):(ol+£§0§62——a; to—;—f-sététo-f—;—a)
und ‘

) I
R?/(to):(ol—8<o'< 0yt &, to—g——e<t<t0+é+ e)_

Nach der Wahl von ¢ gehoren diese Rechtecke der Halbebene a>al——eo(> é)

an; die Differenz Ry (f,) — R:(f,) ist ein Gebiet, das den Rand des Rechteckes R (%)
enthiilt. Bezeichnen wir mit 7 (f,) bzw. 1 ({,) die Anzahl der a-Stellen von log £ (s)

in demjenigen Teil von R;(f) bzw. R,(t,), der dem Gebiete ( angehort, so ist
n, (to) = ma (t) = nY (o),

und es ist %Y (f,)—7! ({;) gleich der Anzahl der a-Stellen von log {(s) in demjenigen

Teil von R, (t,)— R:(t,), der dem Gebiete G angehort. Wir beweisen zuerst zwei
Hilfsstitze:

Hilfssatz 7. s konvergiert fiir e—o die Grosse

gegen Null.
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Beweis. Wir teilen fiir jeden Wert von ¢, die Menge Ry (t)—R:(t,) in
drei kleinere Mengen, nidmlich in die Rechtecke

Rl(t0)3(01—8<0'< 01+8; to"_;'_‘8<t<t0+§ +8)
und

R, (t,): (0‘2-—-6‘ <0< 0,+¢; to__,,ZI, f—e<t<to+; +e)
und in die von den beiden Rechtecken

I 1
6t e=0=0,—¢; to—-g——e<t<t0——5+e
und

. 1 I
o6,tes=0=0,—¢; f,+ 5*-e<t<t0+5+e

gebildete Menge S(f,). Wir bezeichnen mit nq(ty), nd(t,) und n (¢,) die Anzahl
der a-Stellen von log (s) in denjenigen Teilen dieser Mengen, die dem Gebiete
(G angehoren. Hs ist

2 (to) — 1, (fo) = ma (o) + ma (t,) + ”:l (fo)-

Ferner bezeichnen wir mit No(T), Ni(ZI) und N, (7) die Anzahl der a-Stellen
von log{(s) in denjenigen Teilen der Rechtecke (6,—e<<o<<o,+s, —T<t<T),
(0e—e<o<oy+e, —T<t<T) und (0, +e<=0=<0,—e, —T<t<T), die dem Gebiete
G angehéren. Dann gilt

T
I ) 1 1 L1 1{m
I_'_-wz—ej'na(to)dtoéNa(TT’2'+8)_§_Na(]+I)

—T

7

P ng(ty) dty, = NZ‘;(T+ éﬂ) S Na(T+1)
—T

T ,
ZI; [ n,(t)dty =N, (T+§+a) = N (T+1).

—T
5—31366. Acta mathematica. 58. Tmprimé le 10 décembre 1931.
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Aus diesen Ungleichungen folgt

T

(5 - [(Ne(T+1)  Na(T+1)l  NalTH1)
sz(n"(tO) "’a(to))dt0=(l+25)l S T .~ ’+48 ST
—
und fir 77— oo
‘ N ) @
/’L " Y "< {'.—_aT .—NaT *.““NQT.
lim (n¥ (%) nq(to))dt(,:(l-kze) }inm T +;1_r.n® T | +467lilﬁg > T

PTemw 2 T
-1

Hiermit ist aber der Hilfssatz bewiesen; denn fiir e—o0 konvergiert die Grosse
rechts gegen Null (Im Falle ¢,=1: Hilfssatz 6; im Falle ¢,>1: Hilfssatz 6 und
Hilfssatz 6 der ersten Mitteilung).

Wir gehen nunmehr zu dem zweiten der erwihnten Hilfssiitze iiber, der den

eigentlichen Kern des Beweises des zweiten Hauptsatzes ausmacht.

. Hilfssatz 8, Fiir jeden festen Wert von e<<e, und fir jeden Wert von p>0
ist es miglich eine stiickweise konstante Iunktion ng (t,) anzugeben, fiir die der
Frengwert
L
G*(a)=1lim ,,,L‘ ] g (&) dit,
Tre 2 1
%
existiert, und fiir die ausserdem die folgende Bedingung erfillt ist: DBezeichnet man
mit y(t,) digjenige in — oo <t,< + oo stiickweise konstante Funktion, die gleich o
st sobald

1 (fo) = g (t) = n (£)

ist, und sonst gleich 1 ist, so gelten fiir T— o die Ungleichungen

T i
(22 fim i [ 06200 dty<
e
und
(23) lim f na (t) 7 (1) dty <.
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Beweis. Hs sei ; <a,<o,—& und d>1+2¢, fest gewiiblt (siehe Fig. 3);

ferner sei nach dem Hilfssatz 5 ein 8,>1 so gross gewihlt, dass auf der Geraden
o=8, sowohl die Funktion |log {(s)—a| wie auch jede der Funktionen | Iy (s)—«|

oy
>+
% .
&

Fig. 3.
eine positive untere Grenze besitzt, und es sei />0 so gross gewihlt, dass
B,+1>0y+¢, wird; endlich sei fiir jeden Wert von ¢, mit R(d, t,) das Rechteck

R (d7 to) : (0!0<(7<‘30+Z, to—g <t< t0+ g);

mit A4 (f,) die abgeschlossene Teilmenge
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I I
Alty) : (01—60§0§02+60, to— ) —g=t=t,+ p +so)

von R(d,t,) bezeichnet. Fiir jeden Wert von {, enthiilt 4 (¢,) das Rechteck R, (f,).
Nach dem Satze C der Einleitung gibt es nun zu den Zahlen «,, d, » und « eine
positive Zahl 0=0(c,, d, 5, @), so dass mit der Bezeichnung dieses Satzes, fiir
jede in — oo <<, <<+ oo stiickweise konstante Funktion y(¢,), die nur die Werte
o und 1 annimmt, und fiir die '

. . — I ’
(24) fim L f 1) dty<6,

erstens fiir jeden Wert von N die Ungleichung
T

s 1
(25) lim ”’év(d; to) 1 (to) dt, <7,

T—r 2 1’

"
und zweitens die Ungleichung

T

1 ;
(26) }vflm ﬁ Na (d» to) X (to) dt0< n

—T

_ stattfindet. Hiernach . wird fiir die zu definierende Funktion #(¢,)) die beiden
Ungleichungel_l (22) und (23) gewiss erfiillt sein, wenn wir nur dafiir Sorge tragen
na(ty) so zu definieren, dass erstens fiir irgend einen festen Wert von IV fiir jeden
Wert von ¢, die Ungleichung »;(t,) =#Y (d, t;) stattfindet, und zweitens fiir die (im
Sinne des zu beweisenden Hilfssatzes) zngehorige Funktion x(f,) die Ungleichung (24)
erfiillt ist; denn nach der Wahl von ¢, und d besteht fiir jeden Wert von ¢, die Un-
gleichung 7 (t,) < na(d, #;); die Ungleichungen (22) und (23) werden somit in dem
angegebenen Fall unmittelbare Folgerungen der Ungleichungen (23) und (26).

Nunmehr konnen wir an die Definition der Funktion #;(¢,) herangehen; fiir
jeden Wert von ¢, soll eine geeignete Funktion fi(s) bestimmt werden; n (£,) soll
dann die Anzahl der a-Stellen von fi(s) in dem Rechteck R (t,) sein.

Wir bestimmen zuniichst nach dem Satze B der Einleitung eine positive
Zahl K so gross, dass mit der Bezeichﬁung dieses Satzes

. .
e 1 0

(27) lim — | wr(t) dt,< o

s 0 2 T
—
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ist. Fir jeden Wert von {, fiilr den Wx(f)=o0 ist, gehdrt nach der Definition
von Yk(t,) das Rechteck R(d,?,) dem Gebiete G an, und es gilt in R(d, t,) die

Ungleichung
[log {(s)] < K;

es bezeichne k die positive untere Grenze von |log §(s)—a| auf der Geraden
0=0,; dann ergibt sich durch Anwendung des Corollars zu Hilfssatz 3 auf die
Funktionen log {(s+7t)—a in dem festen Rechteck R{(d, o) die Existenz einer

Zahl N,, nimlich im Sinne dieses Corollars
No= N, (R(d, 0), 4(0), By, &, K+ |al),

welche fiir jeden Wert von ¢, fiir den Yg(f,)=o0 ist, die Anzahl der g-Stellen
von log {(s) in A(f,), umsomehr also die Zahl nY(t))—n: (), tbertrifft. Wir

& . . .
S und bezeichnen mit M(t,) fiir jeden Wert

von t, diejenige Teilmenge von A (¢,), die aus allen Punkten besteht, deren Ab-

wihlen eine positive Zahl » <

stand von jeder beliebigen a-Stelle von log {(s) in R (d, ¢, grosser als oder gleich
r ist; dann ist es offenbar fiir jeden Wert von ¢,, fiir den Yk (f,) = o0 ist, moglich
eine Zahl z=17(f,) im Intervalle 0<z<{¢ so zu bestimmen, dass die Rinder der
beiden Rechtecke '

R (ty)- (61—|—1< 0 0y—1T; ty— ; + 1<t<t0+—; —r)

und

R, (t): (al—z<a<a2+z;' ty— ; —¢<t<t0+é +¢)

der- Menge M (t,) angehoren; nun ergibt sich durch Anwendung des Hilfssatzes 4
auf ~die Funktionen log {(s+4¢¢,)—a in dem Rechteck R (d,o) die Existenz einer

Zahl m,, nimlich im Sinne dieses Hilfssatzes

| my=my, (R (d,0), A(0), B,, k, K+]al|. 1),
so dass fiir jeden solchen Wert von f#, in der Menge M (¢,) die Ungleichung _
(28) : [log §(s) — a| = my

stattfindet. Insbesondere gilt also diese Ungleichung (28) fiir jeden Wert von ¢,
fiir den Yk (fy)=o0 ist, auf den Réndern der beiden Rechitecke R(f)) und R (f,).
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Wir wiihlen jetzt eine positive Zahl 0 <m, und bestimmen nach dem Satze
A der Einleitung eine Zahl N so gross, dass mit der Bezeichung dieses Satzes

T

; I 0
(29) lim =5 | () dfo<

=T
ist; dieses N soll spiterhin, bei der Bestimmung von #j (f,) das N sein, fiir das
fir jeden Wert von ¢, die Ungleichung i (¢,) =n’ (d, t,) stattfindet. Fiir jeden
Wert von ¢,, fir den ¢x(f)=o0 ist, gehért nach der Definition von ¢xy(f,) das
Rechteck R(d,t,) dem Gebiete G an und es gilt in R(d, ;) die Ungleichung

(30) | Bx(s)] < 0.

Nunmehr bezeichnen wir mit x*(f,) diejenige in — oo <f,<< + % stiickweise
konstante Funktion, die gleich o ist sobald die Funktionen vx(f,) und @x(t)
beide gleich o sind, und sonst gleich 1 ist; es ist offenbar y* () < Wi (f,) + g ()
und somit nach (27) und (29) fiir z*(¢,) die Ungleichung

,

(31) lim E-If,fx*(to)dto<0 '

—

erfiilll. Ferner gelten fiir jeden Wert von f,, fiir den z*(f;)=o ist, auf den
Rindern der Rechtecke E;(f,) und R (f) die beiden Ungleichungen (28) und (30).
Wihlen wir also die Funktionen f(s), durch die die Funktion #j(f,) definiert
werden soll, so dass fir jeden solchen Wert von ¢, ausserdem auf den Riindern
der Rechtecke R;(f,) und R (t,) die Ungleichung

(32) | fE(s) —Fn(s) | <meg—9

stattfindet, so ergibt sich nach dem Roucutischen Satz, dass fiir jeden Wert von
ty, fiir den y*(f,)=o ist, die beiden Funktionen log {(s) und

fis (8)==log {(s)— Ry (s)+ (f (s)— F'w(s))

in den Rechtecken R;(f,) und Ry (t,) dieselbe Anzahl von ¢-Stellen haben miissen.
Da n;(t,) die Anzahl der a-Stellen von f# (s) in dem Rechteck R (#,) bezeichnen
soll, gilt also fiir jeden Wert von ¢,, fiir den x*(f,) = o ist, vorausgesetzt nur
dass die Bedingung'(;;z) erfilllt ist, die Ungleichung

ni(t) = it (8) =< ¥ (t).
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Dies bedeutet aber nichts anderes, als dass fiir die zu #; (¢,) (im Sinne des Hilfs-
satzes) gehorige Funktion y(¢,) die Ungleichung % () = x*(¢,) erfiillt ist, und dass
demnach wegen (31) fiir die Funktion y(¢,) die Ungleichung (24) erfiillt ist.
Dies war die zweite der beiden Bedingungen, die wir oben als hinreichend
fiir das Bestehen der Ungleichungen (22) und (23) erkannt haben; um auch die
erste Bedingung zu befriedigen, die .wonach fiir jeden Wert von. i‘o die Unglei-

chung n§ (t,)=nY (d, t,) stattfinden sollte, miissen wir die Funktionen f; (s) ausser

(32) noch eine weitere Bedingung auferlegen. . Hierzu betrachten wir die Funktion

CN
Fyls) = — Z log (1—p;)

n—=1

und wenden auf sie dieselbe Betrachtung an, die wir oben auf log {(s) angewandt
haben. Wegen der Beschrinktheit von Fly(s) in der Halbebene 0> a, gestaltet
sich jedoch hier die Untersuchung etwas einfacher. ’

Wir bezeichnen mit K’ die obere Grenze von I'y(s) in der Halbene ¢>e,;
ferner bezeichnen wir mit 4" die positive untere Grenze von | Fy(s)—a| auf der
Geraden 0= §,. Dann ergibt sich, durch Anwendung des Corollars zu Hilfs.
satz 3 auf die Funktionen Fy(s+it)—a in dem festen Rechteck R(d, o) die
Existenz einer Zahl N, nimlich im Sinne dieses Corollars

AT;:N()(I') (dv O)a A (0)7 {80a k,’ ]("f‘ldl),
welche fiir jeden Wert von ¢, die Anzahl der a-Stellen von I'y(s) in A4 (f,), um-
somehr also die Anzahl der « Stellen von Fy(s) in R, (¢,)— R:(¢,) iibertrifft. Wir
wilhlen eine positive Zahl 7' < 778 '''''''' ; und bezeichnen mit M’ (t,) tiir jeden Wert

von t, diejenige Teilmenge von A (f,), die aus allen Punkten besteht, deren Ab-
stand von jeder beliebigen a-Stelle von Fy(s) in R (d, t,) grosser als oder gleich
" ist; dann ist es offenbar méglich fiir jeden Wert von ¢, eine Zahl «' =1 (t,)
im Intervalle o<<#’<<¢ so zu bestimmen, dass der Rand des Rechtecks

T @) (G‘—'T'<“<"2+T'; o 7 < t< ot L+ r')
der Menge M’ (f,) angehort. Nun ergibt sich durch Anwendung des Hilfssatzes 4

auf die Funktionen Fy(s+7¢)—a in dem Rechteck R (d, o) die Existenz, einer
Zahl m,, nimlich im Sinne dieses Hilfssatzes
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m,=my(R(d,0), 4(0), By, ¥, K'+]al, ),

so dass fiir jeden Wert von ?, in der Menge M’ (f,) die Ungleichung

(33) |Ey(s)—al = m,

stattfindet; insbesondere gilt also diese Ungleichung (33) fiir jeden Wert von ¢,
auf dem Rande des Rechtecks R;/'(to). Hieraus folgt, dass wenn nur die Funk-

tionen fi (s) so gewihlt werden, dass fiir jeden Wert von #, auf dem Rand des
Rechtecks R, (t,) die Ungleichung

(34) - - |.fis () — F'x () | < m

stattfindet, so besteht gewiss fiir jeden Wert von ¢, die Ungleichung n§ (¢,) < #X(d, £,).

In diesem Fall haben nimlich nach dem Rouvcugschen Satz die beiden Funktionen
Fy(s) und

S ()= Fx(s) + (f (s) — F (s))

in dem Rechteck R (f,) dieselbe Anzahl von a-Stellen.

Es bezeichne jetzt m eine positive Zahl kleiner als ‘die beiden Zahlen m,—0¢
und m,; dann sind die beiden Bedingungen (32) und (34) fiir die Funktionen
fis (s) gewiss erfiillt, wenn fiir jeden Wert von £, die Funktion f; (s) so gewihlt
wird, dass in der ganzen Halbene o>¢, die Ungleichung

(35) NfE ) —Fx(s))<m

besteht. ‘

Dass wir die Funktionen f7, (s) so withlen kénnen, dass diese Ungleichung
erfiillt wird, und gleichzeitig die zugehorige Funktion #} (f,) stiickweise konstant
ist und der Grenzwert G*(a) existiert, ergibt sich durch die folgenden Uber-
legungen, die den entsprechenden Uberlegungen in der ersten Mitteilung ganz
parallel verlaufen.

Es sei die natiirliche Zahl P so gross gewihlt, dass fiir beliebige reelle

. . I .
Zahlen @, @,, . . ., gy, die nur um weniger als -; von ganzen Zahlen abweichen,

P
die Funktion

N

(36) S (s)=— 2 log (1—e' " 279n p-)

n=1
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in der Halbebene ¢>¢, der Ungleichung
LF* (&)= Lx(s) [ < m

geniigt. Dann betrachten wir diejenige Zerlegung des Einheitswiirfels ¢y (0=<6,<1)

im Raum der Koordinaten 6,, 8,, ..., Oy in P Wiirfel mit der Kantenlinge 1,

r
die man erhiilt, wenn jedes der Tntervalle o=#6, <1 in P gleichgrosse Teile
g—;gﬁ,,< ql—l;—}-— (qn-+0, 1, ..., PP—1) geteilt wird. Indem wir die PV Kombina-
tionen (g, ¢, ..., ¢~} in irgend einer Weise in eine einfache Folge geordnet

denken, kionnen wir diese Wiirfel mit (% bezeichnen, wo dann der Index 4 die

Zahlen 1, 2, ..., ¥ durchliuft; den Anfangspunkt (3;, (ﬁ, ces (%) des gt Wiir-

fels bezeichnen wir kurz mit (67, 64, .. ., 6%). Fiir jeden Wert von f, betrachten wir

jetzt den Punkt von @, welcher aus dem Punkt( o
: 27 27

plogp, logp 19g_z>_w)
2
durch Reduktion der Koordinaten mod. 1 entsteht. Gehort dieser Punkt dem Wiir-

1 1 ’ log p~
tel % an, sind dann die Differenzen f, 95—5' — 01, t, 08P g tO--gg'p’\ — 69

27 : 27 ~
. I .. . .
alle mod. 1 kleiner als P und kinnen somit als Zahlen ¢, ¢,, ..., gy in (30)
benutzt werden. Die Funktion
AY ;
. o q
' Z(‘) e 2 10;_’,‘ (I — ¢l log py—2 1 6)) j);s)
n 1
~ .
FEE - e 2T By a—E4 T,
= log (1 — =27 gy=stity)
n-1

geniigt also in der Halbebene o>¢, der. Ungleichung (35). Mit der getroffenen
Wahl der Funktionen f7(s) ist also eine Funktion »j(f,) definiert, die den Be-
dingungen des Hilfssatzes geniigt, sofern wir von 7;(¢,) zeigen koénnen, dass sie
stiickweise konstant ist, und dass der Grenzwert

r
(* (a) = lim é%,fn?{(to) dt,
f—x .
=7

existiert. )
6—31366. Acta mathematica. 58. Imprimé le 10 décembre 1931.
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Fiir jeden Wert von f, ist die Anzahl %j ({,) der a-Stellen von f7 (s) im Recht-
eck R (t) gleich der Anzahl der a-Stellen der Funktion '

fils+it)= Zloo (1—ei270 p 5 = f7(s)
n=1
im Rechteck R(0). Von solchen Funktionen f9(s) gibt es nur eine endliche An-
zahl, niamlich PY¥; die Anzahl #j(¢,) ist also stiickweise konstant und nimmt in

100'}71 tlogpz
2w ° 2w

b

allen Teilintervallen von — o <<{,<< + o, in denen der Punkt (

mod. I in Q% liegt, einen nur von ¢ abhingigen Wert #2an. Be-

ey

‘ log px
27

zeichnen wir also mit 19(7) die Linge derjenigen dieser Intervalle, die dem
Intervall —7'<¢{<<T angehoren, so wird

(37) ‘ — [na ty) d ty= l ( ,>.

Nun konvergiert aber fiir 7'— c nach dem KroneEcker-WEvLschen Satze jede

der Grossen

19(T)
2T
gegen das Mass ﬁN des entsprechenden Wiirfels Q4. Ks konvergiert somit die
Grosse (37) gegen den Mittelwert
I)N

Z o

hiermit ist der Hilfssatz 8 bewiesen.

Mit Hilfe der Hilfssitze 7 und 8 ist nun der Beweis des Satzes V in wenigen
Worten vollendet.  Es sei >0 beliebig gegeben; wir wihlen nach dem Hilfs-
satz 7 ein e=ze(n)<ey, so dass fir diesen Wert von ¢

T

w1 R
(38) }gnm ST (nY (to)—nl, (8,)) d ty<m.

—T
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Zu den somit festgelégten Zahlen ¢ und 7 wihlen wir dann nach dem Hilfssatz 8
eine Funktion = (¢, fiir die erstens der Grenzwert

. T
(59) - &=t 7 [ ni6) s

T—®
-7

existiert, und zweitens die beiden Ungleichungen (22) und (23) erfiillt sind. Fiir

jeden Wert von {, besteht die Ungleichung
, (o) =m0 (to)§%Z (to);

fiir jeden Wert von ¢, fiir den y{f)=o0 ist, besteht ausserdem die Ungleichung
7 (to) = ma (to) =¥ (%) -

Hieraus folgt, dass fiir jeden Wert von ¢, die folgenden Ungleichungen bestehen

miissen

i (to) — (1 (to) — 0 (ho)) — & (to) 2 (to) = 7 ();
na (fo) = & (fo) + (nf (fo) — 72}, (t)) + ma(fo} 2 (to),

denn sobald y(f)=1 ist, sind ja diese Ungleichungen trivial. Durch Integrétion
ergibt sich

T

f’na tO dto‘_'f to —’ﬂ to df ‘—fna tO dto__f’”a(to)dto;
T
f v () Aty = f i (1) d o+ f (2 (to)— 0 (1)) L o+ f o (t) 7 (1) 4
T T

7

und hieraus, durch Division mit 2 7' und Ausfithrung des Grenziiberganges 7— o,
durch Heranziehung von (22), {23), (38) und (39)

T
G*(a) —2n<lim Tfna(to)dto; lim L_T na(ty) dt, < G*(a)+217.
T—-oa T—»
=7

Es ist also
T T

1 L1
}'E.nmﬁfna(t()) dt, ""}LH_]: Z—waa (to) dity < 41.

T

-7 —T
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Diese Ungleichung, in welcher % beliebig ist, zeigt aber die Existenz des Grenz-

wertes
T

. I
ql‘fflw ﬁf”a (to) d o,
-

und hiermit ist der Satz V bewiesen.

Anhang. Die Beziehung der Zetafunktion zum Eulerschen Produkt.

Die enge Beziehung der Zetafunktion zum Evrrrschen Produkt ist in der
vorliegenden Arbeit durch die Heranziehung der Sitze A—C der Binleitung aus-
genutzt worden. Bisher haben wir die Sitze B und C ohne Beweis angenommen;
nunmehr soll diese Liicke ausgefiillt werden. Wir kniipfen dabei an den Beweis
des Satzes A an, wie er in der oben zitierten Bourschen Arbeit gefiihrt wurde;
dieser Arbeit entnehmen wir die folgenden drei Hilfssitze, von denen der erste
im wesentlichen der klassische Scunrrsche Mittelwertsatz ist':

Hilfssatz 9. FKs ser die Dirichletsche Reihe f(s) = Z > fiir 6> 0 konvergent,

n=1,

£<01<1 und 6,>1. Dann ist gleichmdssig fiir 0,=0= o,

P—a
® n=1

-

im - g sl

lim 2Tflf(a+zt)| dt= > Y
=7

Aus diesem Satz folgt sofort das

Corollar. FEs st

|an| <lanl?
zlvfflf Izd(fdl‘# fz d0'< 0'2——0'1)2_7—&5;:'

n=1
0y =0=0s
—T=st=T

Durch Anwendung der letzten Ungleichung auf die Zetafunktion ergibt
sich der

! Vgl. H. BoHR, loe. cit. (Fussnote 8. 3) 8. 75—76 8. 81. Die Hilfssitze sind dort in einer
zum Teil allgemeineren, zum Teil unwesentlich spezielleren Form bewiesen. :
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Hilfssatz 10. LEs ser §<al<1, 0,>1. Dann gt fir T— o

T L 2
lim szfmsn dodt< o

T
—T£ts—1, 1stsT

Ausser diesen Hilfssiitzen benétigen wir noch den allgemeinen

Hilfssatz 11. Es sei R ein offenes Rechteck in der komplexen s-Ebene und
A eine abgeschlossene Teilmenge von B. Dann gibt es hierzu eine Zahl dy= d,(R, A)
so dass fiir jede in R regulire Funktion f(s) in A die Unglewh@mg

SO = dy f f 1f@) dodt

stattfindet.

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir nunmehr zum Beweis des Satzes B
iiber. Allgemein gesprochen handelt es sich darum, wenn > < @y<1 ist, in der

Halbebene o> a, eine bestimmte Abschiitzung der Funktion |log £(s)| zu gewin-
nen. Wir erreichen dies, indem wir zunichst fir die Funktionen | Fx(s)| eine
derartige Abschiitzung herleiten; aus dieser ergibt sich dann durch Heranziehung
des Satzes A die gewiinschte Abschitzung von |log {(s)].

Fiir irgend einen Wert von N gilt in der Halbebene o> o fiir die Funk-
tion Fy(s) die Darstellung

’ N
Fx(s) = — D\ log (1—p;*)= ZZ p;“‘,
n=1 n=11=1

um von dieser Darstellung aus zu einer Abschatzund von |Fx(s)| zu gelangen,

betrachten wir die vier Funktionen
(40) : eFN) g FNE) —FN®  ynd  emiFNG),

Jede dieser Funktionen wird in der Halbebene o0>o0 durch eine gewisse
Diricurersche Reihe dargestellt, die man erbidlt, wenn man die DiricuLETsche
Reihe des Exponenten formal in die Exponentialreihe einsetzt. Dadurch muss

sich fiir die erste der angegebenen Funktionen die Reihe
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o) ln
| PR -L.

71 n=1

ergeben, wobei @,==0 oder 1 ist, je nachdem #» als Primfaktor eine der Zahlen
Py Pygg - - enthilt oder nicht. Fiir die iibrigen Funktionen ergeben sich

Reihen

» ' o ! :,

a .
i B e “n —F N} n d 1y {8 e
N = PRI L . und ¢
il 7t w

n=1 n=—1 n- -1
wobei fiir jeden Wert von #
]| =a,, |e]=an uwnd |a|=an
dies ergibt sich sofort, wenn man bemerkt, dass sowohl in der Diricnrerschen

Reihe fiir F'x(s) wic auch in der Exponentialreihe alle Koeffizienten nichtnega-

tiv sind.
o I
s sei ]LtLt < ey, <1 und d eine positive Zahl. Wir wihlen , < 0, < ¢

und o0, > 3,, wobei g, irgend eine feste Zahl > 1 bedeutet. Dann-ergibt sich,
durch Anwendung des Corollars zu Hilfssatz 9, wenn mit f(s) irgend eine der

Funktionen (40) bezeichnet wird, fiir 7'— o die Ungleichung

a1
(41) hm ff|f ()P dodt = (0, — a,) D, 5
g= 00y n=1

—Trstsl

Wir bezeichnen nun fiir jeden Wert von f,, —o <t < + «, mit R(d,{,) das
Rechteck
R(d, ty) : (0,<0<0,, t,—d<t<t,+d),

mit A(d,f,) die abgeschlossene Teilmenge

d

A (d, t): (ao<0'-—.30 to——2<t<t0+(2.[)

von R(d,t). Dann gilt nach (41) die Ungleichung
|

lim f - f f £l dodtat, = 2 d(es—a) 2 L

P21
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Es bezeichne jetzt L(f,) fiir jeden Wert von #, die obere Grenze von |/f(s)|* in
der Menge A(d,t,); durch Anwendung des Hilfssatzes 11 auf die Funktionen
Sf(s+7it,) in dem festen Rechteck R {d, o) ergibt sich fiir jeden Wert von ¢, die
Ungleichung

Lit) = d, f f [/ doat,

R(d, o)
wobei dy=d,(R(d,0), 4(d,0)) ist. Es gilt also fiir 7—c die Ungleichung

T

1 o 1
Tli’n; ;TfL(tO)dto = CZO ' zd(az—al) Zl ;?Tm:D’
et ne=

wo D von N unabhiingig ist. Nun gilt aber fir jede komplexe Zahl 2z, wegen
Ju+7v| =< Max {+ 24, + 20}, die Ungleichung

ezl = IezIZ + Iei5|2+le—z|2+ Ie——iZIQ.

Wenden wir diese auf z=1I'y(s) an, und bezeichnen wir mit Ky(¢) fiir jeden
Wert von {, die obere Grenze von |Fy(s)| in der Menge A(d,t,), so ergibt sich
also fiir 77— oo die Ungleichung '

T

42) B lim = [ekst gt <4D.
T 03

T 2
—7

KEs sei jetzt eine positive Konstante K so gross gewiihlt, dass fiir jeden
Wert von N in der Halbebene o> g8, die Ungleichung |Fx(s)| < K, stattfindet.
Ferner sei fiir jeden positiven Wert von K mit ¢/¥(¢,) diejenige fiir — oo <t,< + oo
definierte, stiickweise konstante Funktion bezeichnet, die gleich o ist, sobald in
dem Halbstreifen H(d, t,): (0> g, t —'g <t<t+ g ) die Ungleichung

|Exl <K

stattfindet, und sonst gleich 1 .ist. Dann ist offenbar, sobald K> K, ist, fiir
jeden Wert von #,, fiir den () = 1 ist, notwendig

Kx(t)=K;
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es gilt somit fiir K> K, und fiir jeden Wert von ¢, die Ungleichung X~ =
Kyl (t,), und wir erhalten aus (42)

T—®

7

1 4D

hm ﬁfw%(to)dtoé ?"
—_—T

Nunmehr bezeichne J irgend eine positive Zahl; dann gilt fiir KX >9 fiir
jeden Wert von N mit den Bezeichnungen der Sttze A und B die Ungleichung

Yrlty) = W4t + @ to);

denn es ist nur dann die rechte Seite dieser Ungleichung gleich o, wenn erstens
der Halbstreifen H(d, {,) dem Gebiete G' angehort, und zweitens in diesem Halb-
streifen die beiden Ungleichungen

|F'1\7(§‘)| < K—d¢ und |RN(S)| <
stattfinden; dann ist aber auch die linke Seite der Ungleichung. gleich 0. So-
bald K > K,+d ist, ergibt sich demnach fiir jeden Wert von N die Ungleichung

_ T

e <tim 5 | () dtg+ ox= 22 4 0

(43) F=Ilm 2_“; ’U]‘:_()\(to) t0+ N = 67_-_(—) + Dy.

r—w 21
-1

Nun strebt aber fiir N—> o nach dem Satze A die Grosse @y gegen Null; es

ergibt sich somit aus (43) fiir jeden Wert von K> K, + J die Ungleichung
X Pr<4De’;
hierin ist die rechte Seite von K unabhingig; der Satz B ist somit bewiesen.

Dem ‘Beweis des Satzes C schicken wir die folgenden drei Hilfssiitze vor-
aus, die itbrigens in den vorhergehenden schon zum Teil enthalten sind.

Hilfssatz 12. FEs sei ;—<01<1 und 0,>1; dann gibt es hierzu eine Kon-
stante K=K (0,, 6,), so dass fiir T— o die folgenden Ungleichungen gelten: .
1) FEs ist fiir jeden Wert von N
lim —I—,fﬁeFN(s)P dodt<K.
T 2 1 . )

0y =050,
—T=t=T
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lun ~f[|§ ($)|Pdodt < K.

2} FEs ist

u’1<oSo'2
£ts—1, 1= 1

Beweis. Die erste der angegebenen Ungleichungen ist nach der Un-
gleichung (41), worin f{s) eine beliebige der Funktionen (40) also insbesondere
die Funktion ¢"¥ bezeichnen konnte, gewiss erfiillt, sobald

@®

K>(0~0) > ..

n2ot
n=1
gewihlt wird. Die Moglichkeit K so zu wihlen, dass auch die zweite Un-
gleichung erfiillt ist, folgt dann unmittelbar aus dem Hilfssatz 10.
Ausser diesem Hilfssatz bendtigen wir den allgemeinen

Hilfssatz 18. Fs sei R ein offenes Rechteck in der komplexen s-Fbene, A
eine abgeschlossene Teilmenge von R und s, eon Punkt von R ferner sei z eine
gegebene komplexe wund k ecine gegebene positive Zahl. Dann gibt es hierzu zwei
reelle Zahlen b=0b(R, 4, s,, 2, k)>0 und c=c(R, 4, sy, 2, k), so dass folgendes
stattfindet: Bedeutet f(s) irgend einve in R vegulirve Funktion, fiir die|f(s))—2|>%
ist, so besteht fiir dic Anzahl N der (in threr Vielfachkeit gezdihlten) z-Stellen von

J(s) in A die Abschitzung
Nébfflf(s)|dadt+a.
Fid

Beweis. Wir wenden den Hilfssatz 3 auf die Funktion f(s)—z an, nach-
dem wir ihn zuerst durch Weglassung des Logarithmuszeichens in der Un-
gleichung (10) vergrobert haben. Dann ergibt sich sofort die gesuchte Un-
gleichung, etwa mit b= 0by(R, 4, s,, k) und c¢="b,(R, 4, s,, k) |e] mB+¢,(R, 4, sy, k),
wobei m R den Inhalt von R bedeutet.

Der dritte der erwihnten Hilfssitze ist eine Verschiirfung des Hilfssatzes g

Hilfssatz 14. Sel a eine beliebige komplexe Zahl und z2=¢". Dann gibt es
eine positive Zahl k und eine Zahl 8,> 1 so gross, dass erstens auf der Geraden
o=8, sowohl die Funktion |{(s)—z| wie auch jede der Funktionen "~ —z| grisser

7—31356. Acta mathematica. 58. Tmprimé le 10 décembre 1931.
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als oder gleich k ist, und zweitens <n der Halbebene 6> 8, weder die Funktion
log §(s) noch keine der Funktionen Fx(s) den Wert a annimmt.

Beweis. Ist z=¢* von Eins verschieden, so wihle man 3, so gross, dass

D og (1—p; )| < |log #l,

n=1
wo log z den Hauptwert des Logarithmus bedeutet; ist dagegen z=¢° gleich

Eins, so wihle man £, so gross, dass erstens

2 log (r—pr#)| <2,

n=1

und zweitens fiir 0=, die Ungleichung

log (1 +27%)— 2|log 1—p,; %) >

n=12

stattfindet. In beiden Fiillen ldsst sich zu dem gewihlten 8, ein entsprechendes
k leicht angeben.

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir nunmehr zu dem Beweis des
Satzes C iiber.

! aps . .
Bs sei PR und d und 7 positive Zahlen; ferner sei @ eine gegebene

. . .. I
komplexe Zahl, und es sei z==¢" gesetzt. Wir wihlen - < ¢, <¢, und g, > 3,
p g > 1 0 9 0

wobei f,>1 die in dem Hilfssatz 14 auftretende Grosse bedeutet. Dann ist
offenbar, wenn mit R(d, {,) und A(d, ¢,) dieselben Mengen bezeichnet werden wie
in dem obigen Beweis des Satzes B, fiir jeden Wert von {, und fiir jeden Wert
von N die Anzahl #Y¥(d, t,) der (in ihrer Vielfachkeit gezithlten) a-Stellen von Fiy(s)

in dem Halbstreifen H(d, {,) hochstens gleich der Anzahl der a-Stellen von Fiy(s)
in der Menge A(d, {)), umsomehr also hochstens gleich der Anzahl der z-Stellen

von ¢ ¥ in der Menge A(d, t). Durch Anwendung des Hilfssatzes 13 auf die

Funktionen N6+ ip gem festen Rechteck R(d, o) ergibt sich demnach fiir jeden

- Wert von #, und fiir jeden Wert von N die Ungleichung

1 (d, t) =< ] " dodt+e,

B(d, t)
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wobei b=0(R(d, o), A(d, o), 8y, #, %) und c=rc(R(d, o), A(d,0), 8, z, k) ist;
hier bedeutet £ die in dem Hilfssatz 14 auftretende Grosse. In derselben Weise
ist fiir jeden Wert von ¢, die Anzahl n.(d, #,) der (ebenfalls in ihrer Vielfach-
keit gezihlten) o-Stellen von log {(s) in demjenigen Teil von H(d, ¢,), der dem
Gebiete G angehort, hochstens gleich der Anzahl der z-Stellen von {(s) in der
Menge A(d, t,). Es gilt also fiir jeden Wert von #,, ausserhalb des Intervalles
—d<t,<d, die Ungleichung

nal(d, t0)§b/‘f|§(s)|dadt+c.

R(d,t)

Nunmehr bedeute x(t,) irgend eine in — o <f,<< + = stiickweise konstante
Funktion, die nur die Werte o und 1 annimmt, und es sei

T

X = lim ,fx(to)dto
T 2 1

2

gesetzt. Dann ergibt sich fiir jeden Wert von N fiir die Grosse
T

"(llv(d7 to) %(to) dt,

ﬁﬁ.__v I
By=lim —;
P o 2 T

—T

die folgende Abschitzung

BN<bhm— [ eFN(g)Idadt 2t dty+e X
r) |

Tesco 2
B(d, )
also nach der Scawarzschen Ungleichung die Abschitzung

T
BNgb[h&f;— Uﬁe“f\’ Idadt} dto] SXtteX
T

-1 Rld, 1)

und durch nochmalige Anwendung dieser Ungleichung
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BNéb[Zd(O‘z ) lim — [flffle A Izdaclt}dtoj CXiteX
1—-063
=7 Ra%
—b-2d [(02 )llm iffkﬂ"(s)l? dodt]zXﬂ-cX
012 0= 0,
—Tst=1

und schliesslich, durch Anwendung des Hilfsatzes 12, 1, die Abschiitzung ‘
7

lim —51[ 0¥ (d, to) 7 (t) dty < b - 2 d[(0y— o) K]} X2+ X

[—o:ﬁ

-

Tn genau derselben Weise ergibt sich fiir die Grosse

T
B=Ilim — ] nald, t5) z (&) dt,
]'—-447:: _l
S
die Abschitzung
—1—d T

T
-7 1+d R{d, f)

B<1)11m211,f—i- f{ffl'g(s)ldmll‘}x(to)dt0+c;\’

—1—d T
‘ L . -
=b| lim ETer /{ffﬂ(s)ldmlt} dtO‘I-X‘-’—i- cX
L —T  14+d Rld, &) .
- —1—d 1 a1
<b|2d(6,—0,) lim - ];f f{ff IZ(s)]? (ladt} dtolzXé +e¢X
: T 2 .

—1  1+d R{d, 1)

=b 'zd[(az——ol) linri »I—Tfflf(s)Pdadt]?Xi’+cX
i

G EOE 0y
—T=s t’—-l 1=t=T

und durch Anwendung des Hilfssatzes 12,2 die Abschitzung
r

lim ”’ITfn“(d’ t)y(to) dt,<b - 2d [(0,—0,) K}""Xé—!—cX.
I— > .

—T
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Hiermit ist aber der Satz C bewiesen; denn es ist offenbar moglich eine positive
Zahl 6 so zu wihlen, dass fir X< 6 die Ungleichung

b 2dl{o,—0) KI' X* +e¢X <y
stattfindet.

Schiussbemerkung.

Vergleicht man die Darstellung im ersten und im zweiten Teil, so zeigt
sich zwischen den Beweisen der beiden Hauptsitze ein wesentlicher Unterschied.
Beide beruhen auf dem Vergleich von log {(s) mit dem Abschnitt Fix(s) der aus
dem Evierschen Produkt durch Logarithmieren entstehenden unendlichen Reihe.
In dem ersten Teil ist aber dieser Vergleich so weit gefithrt worden, dass zu-
nichst ein dem ersten Hauptsatz entsprechender Satz iiber die Funktionen I'x(s)
bewiesen worden ist; aus diesem Satz ergab sich dann der erste Hauptsatz durch
Ausfithrung des Grenziiberganges N-— . In Gegensatz hierzu sind wir in dem
zweiten Teil direkt auf die Funktion log {(s) losgegangen, und nur der aufmerk-
same Leser wird im Beweis des zweiten Hauptsatzes zwischen den Zeilen den
Beweis des entsprechenden Satzes iiber die Funktionen I'v(s) gelesen haben. Wie
in der Hinleitung beriihrt, wire es aber sehr wohl moglich gewesen, und dies gilt
auch fiir die erste Mitteilung, der ganzen Behandlung der Werteverteilung von
log {(s) eine Behandlung der Werteverteilung der Funktionen I'x(s) zugrunde-
zulegen; die iibersichtlichere Darstellung, die man dadurch erhilt, hitte auch
den weiteren Vorteil gehabt, eine Berechnung der in den Hauptsitzen auftre-
tenden Wahrscheinlichkeiten zu gestatten. Wenn. die vorliegende kiirzere Dar-
stellang gewihlt wurde, so geschah es darum, weil uns schliesslich die Existenz
der betreffenden Wahrscheinlichkeiten das wichtigste schien. Zum Schluss sol-
len nur noch die erwihnten Siitze iitber die Funktionen Fy(s) zusammengestellt
und ihre Bedeutung fiir die Werteverteilung von log {(s) klargelegt werden.

Erster Hauptsatz fir die Funktionen Fx(s). Sei g,>> 0 und N eine gegebene
Zahl. Fir jedes parallel zu den Koordinatenachsen orientiertes Rechteck
Ru,<u<wu,y, v,<v<<v,) in der z=u-+7v-Bbene existiert dann in dem durch den
ersten Hauptsatz (Satz ILI) festgelegten Sinn eine bestimmte Wahrscheinlichkeit
Wx(R) dafiir, dass Fylo,+:f) dem Rechtecke angehdrt.

Diese Wahrscheinlichkeit Wx(R) ist gleich dem Mass derjenigen (im Jor-
paxschen Sinne messbaren) Teilmenge 2y des N-dimensionalen Einheitswiirfels

Prl0=0,<1,n=1,2,..., N), in der die Funktion
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N

S'N(01> 0«), e, HN) —_— Z log- (I_Ign—o'o ez‘.‘ma,,,)

n=1

dem Rechtecke R angehort. ,

Tiir hinreichend grosse Werte von N lisst sich Wx(R) als Integral einer
beschriinkten, stetigen Punktfunktion Fx(z) darstellen; diese stellt also die Wahr-
scheinlichkeit dar, mit der Fy(o,+7¢) in der Nihe des Punktes # kommt.

Die Bedeutung dieses Satzes fiir die Werteverteilung von log {(s) liegt nun

in dem folgenden
.. I . ..
Zusatz zum ersten Hauptsalz. Fur 00>5 ist die in dem ersten Hauptsatz

auftretende Wahrscheinlichkeit F'(z), mit der log {(o,+¢¢) in der Nihe des Punk-
tes z kommt, die Grenzfunktion fiir N— o der gleichmiissig konvergenten Folge
von Wahrscheinlichkeiten 17x(z).

Insbesondere ist also fiir jedes Rechteck R die Wahrscheinlichkeit W(R)
dafiir, dass log {(o, +#t) diesem Rechteck angehort, der Grenzwert fiir N— oo
der konvergenten Folge von Wahrscheinlichkeiten Wy(R).

Zweiter Hauptsatz fiir die Funktionen Fy(s). Sei 0<<o,<<o0, und N eine
hinreichend grosse Zahl. Ist dann a ein Wert, der von Fy(s) im Streifen
0,<<0<<0, angenommen wird, so gibt es in dem durch den zweiten Hauptsatz
(Satz V) festgelegten Sinn eine bestimmte Wahrscheinlichkeit Gy(a) mit der
Fx(s) im Streifen 0,<0<o0, den Wert ¢ annimmt.

Diese Wahrscheinlichkeit Gy(a) ist gleich dem Integral iiber den N-di-
mensionalen Einheitswiirfel @y(0=<6,<1, n=1, 2, ..., N) derjenigen (im Rig-
manvschen Sinne integrierbaren) Funktion #Y(6,, 6,, ..., 65), welche die Anzahl

der dem Rechteck o, <o<g,, — ; <t< ; angehorigen a-Punkte der Funktion

N

IWN(S; 017 097 MRS GN): - Z log (I_p;z_sei ’ 2119”)

n=1

darstellt.
Die Bedeutung dieses Satzes fiir die Werteverteilung von log {(s) liegt in

dem folgenden
Zusate zum zweiten Hauptsatz. Fur ol>-£ ist die in dem zweiten Haupt-

satz auftretende Wahrscheinlichkeit G(a), mit der log {(s) im Streifen ¢, <o <o,
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den Wert ¢ annimmt, der Grenzwert fiir N— oo der konvergenten Folge von
Wahrscheinlichkeiten Gy(a).

Durch die angegebenen Sitze ist die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten
fiir log {(s) zuerst auf die Berechnung der entsprechenden Wahrscheinlichkeiten
fiir die Abschnitte Fy(s) zuriickgefiihrt worden. Da sich diese durch die Unter-
suchung der von den freien Variabeln 6,,0,, ..., 5 abhingigen Funktionen
(0, 0,, . .., Ox) bzw. Fn(s; 0,,0,, ..., 0x) bestimmen lassen, ist somit die Be-
rechnung der Wahrscheinlichkeiten fiir log {(s) von jedem Zusammenhang mit
der Rirmawxschen Vefmutung losgelost worden.




