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Einleitung. 

Ist  die reelle Funktion f (x ,  y) in dem Rechteck 

stetig, 

Punkt  

so ~'ibt es nuch dem klussischen Existenzs~tz von Peuno durch jeden 

P des Rechtecks miudestens ei~e Integralkurve der Differentiulgleichung 

(A) y' = f(x, ~1), 

und Beispieie einfachster Art zeigen, dass durch einen Punkt  sog~r unendlich 

viele verschiedene Integrulkurven gehen kSnnen. Ohne ttinzun~hme weiterer 

Vomussetzungen fiber die Funktion .f(x, y) l~sst sich fiber die Integralkurven 

noch folgendes uussagen: 

I. Dutch jeden Punkt  P gibt es eine muxim~le wie such eine minimule 

IntegrMkurve, d.h. eine Integmlkurve, unterhalb bzw. oberh~lb der ulle durch P 

gehenden Integralkurven liegen; durch jeden zwischen muximaler und minimuler 

Kurve gelegenen Punkt  geht mindestens eine Integralkurve, die in P einmfindet. 1 

II.  Ist  K o die durch den Punkt  PozPo(~o,  V0) gehende muximale Integral- 

kurve und liegen die Punkte P oberhalb K0, so streben die dutch P gehenden 

1 p. Montel [Annales scientifiques de l']~cole 1Normale Sup6rieure (J) 24 (I9O7) 27I]. F f i r  
den Fall  eines beliebigen Gebiets vgl. aueh E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funkt ionen,  
Leipzig I93O , S. 78. 

8--31356. Acta mathemallca. 58. Imprim6 le 11 d6cembre 1931. 
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m u x i m a l e n  I n t e g r a l k u r v e n  g e g e n  Ko, wenn  P g e g e n  Po s t reb t ;  eine e n t s p r e c h e n d e  

Tu t suche  bes t eh t  fiir die min imu len  I n t e g r ~ ! k u r v e n .  ~ 

I I I .  G e h t  d u r c h  Po nut- eine I n t e g r a l k u r v e  Ko, so s t reben  die s~Lmtlichen 

du rch  P g e h e n d e n  I n t e g r a l k u r v e n  g e g e n  Ko, w e n n  1 '  g e g e n  Po s trebt .  ,2 

IV .  W e n n  die F u n k t i o n e n  f~(x, y),f,2(x, y) . . . .  ebenfa l ls  in dem R e c h t e c k  r 

ste~ig s ind u n d  g le ichm~ss ig  g e g e n  f(x,  y) k o n v e r g i e r e n  u n d  w e n n  y--q~(x) eine 

d u r c h  Po g e h e n d e  I n t e g r a l k u r v e  der  D i f f e r en t i a lg l e i chung  

y' v) 

ist, so k o n v e r g i e r t  eine Tei l fo lge  dieser  I n t e g r M k u r v e n  y ~ g k ( x )  g e g e n  eine 

I n t e g r ~ l k u r v e  der  G l e i c h u n g  (A). :~ 

V. Es seien f ( x , y )  und  g(x,y) in  r s te t ig  und  y - - 9 ( x ) ,  y = ~ p ( x )  zwei  

d u r c h  den g le ichen  P u n k t  P --- Q Po(~o, Vo) gehende  I n t e g r u l k u r v e n  der  Gle iehuno '  

(A) bzw. der  G l e i c h u n g  

? /=  y). 

Is~ ~usserdem in r 

(c) f ( x ,  y) < 71), 

so g i l t  

> ~(x) fiir x < ~0. 

I s t  in  (C) die Gle iehhe i t  zugela.ssen, so ist  ~ueh in (D) die Gle iehhe i t  zuzulassen ,  

u n d e s  ha~ ~p(x) ffir x ~ ~o die m~ximale  u n d  fiir x < ~0 die min im~le  I n t e g r a l -  

ku rve  yon  (B) zu bedeuten .  ~ 

I n  dieser  Arbe i t  wol len  wir  uns  mi t  der  Frao.e beseh~f~igen,  wiewe i t  sieh 

diese S~tze ~uf Sys t e m e  yon  D i f f e r en t i~ lg l e i ehungen  

1 p. Montel [Bulletin des Sciences Math6matiques (2) 5 ~ (I926) 2o71. 
2 Der Satz ist eine unmittclbare Folge des Satzes II. Vgl. l'. Montel an dem zuletzt an- 

gefiihrten Ort S. 2o 9. Fiir allgemeinere Gebiete und ffir den Fall, dass die Funktion f noch yon 
einem Parameter abhi~ngt, vgl. auch E. Kamke IActa mathematica 52 (I929) 334 if.l; (tie vorher 
zitierte Arbeit yon Herrn Montel ist mir leider erst nach Erscheinen meiner Arbeit bekannt ge- 
worden. 

P. Montel an dem in der vorigen Fussnote angeftihrten Oft. 
4 p. Montel ~m zuletzt angefiihrten Ort; S. 2II ft. Ffir allgemeinere Gebietc vgl. aueh 

E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen, Leipzig I93O, S. 82 und ~. 9 t. 
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/y',, y,, . . . ,  y,,) 

II. 59 

iibertragen lassen; dabei mSgen die reehten Seiten etwa in einem (n + I)-dimen- 

sionMen Quader 

stetig sein. 

I. , -fol _-<., I.+h--vlOl b, . . . ,  =< b 

Fiir Satz IV macht diese Ubertragung keine Schwierigkeiten und wird in 

w 1 sogar fiir ein beliebiges Gebiet und fiir Systeme (S) erfolgen, deren rechte 

Seiten noch yon einem Parameter abhiingen. 

Fiir Sa.tz I I I  ist die Ubertragung schon friiher durch reich 1 erfolgt. In  

w 2 wird noch ein allgemeinerer Satz bewiesen werden, bei dem auf die ein- 

deutige Bestimmtheit der Integralkurve K0 verzichtet ist. Die friiher yon mir 

angegebene Ubertragung des Satzes I I [  auf Systeme (S) wird sich aus diesem 

allgemeinen Satz nochmals als unmittelbare Folge ergeben. 

Das dem Satz I bei Systemen entsprechende Problem kSnnte man folgender- 

massen formulieren: 

(E) Gibt es durch den Punkt  Po--Po(_~'o, ~ho, . . . ,  ~,~o)eine IntegrMkurve 

YL : ~  O t ( x ) , . . . ,  y.,~ = @ , , ( x )  des Systems (S), so dass fiir jede durch den Punkt  

Integr~lkurve y~-:  c ~ ( x ) , . . . ,  y,~=-= ~,~(x) des Systems (S) die Un- Po gehende 

gleichungen 

bestehen? 

Eine maximale In~egralkurve y~ = @ j ( x ) ,  . . . ,  y ~ - -  q),~(x) in diesem Sinne 

g'ibt es jedoch bei Systemen yon Differentiulgleichungen im Mlgemeinen nicht. 

Das zeigt das Beispiel 

r 2ff j -~- 2Z 
y = ~ - -  - - z ,  s . . . .  +Y,  

wobei die rechts s~ehenden Briiche an tier Stelle y - - z = o  den Wert  o bedeuten 

sollen. Die Gesamtheit der durch den Punkt  x = y = Z - - o  gehenden Integral- 

kurven ist fiir x > o durch 

1 Journa l  fiir die J'eine und angewandte  Mathemat ik  I6I  (I929) I98. 
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/ o ,  ffir o~=x~a,  

I (x-- a) '~ sin (x -- ~) ffir x :> 

gegeben, wobei c~ und ~ beliebige Zahlen mit der Einschr~nkung ~ ~ o sein dfir- 

fen. G~be es hier eine maximale Integralkurve, so mfisste sic y=~e[axy(x)~-x ~, 
z -~ / Iax z ( x )=x  ~ sein, und diese Kurve ist keine Integralkurve des gegebenen 

Systems. Die Gesamtheit der durch x = y = z = o gehenden Integralkurven er- 

ffillt hier fibrigens gerade den Trichter yS+ z ' ~ x  ~ (x~o) .  

Dagegen war fiber die yon Po ausgehenden Inteo'ralkurven schon lange be- 

kannt, dass fiir jede Ebene x~-~, die diese Integralkurven s~mtlich schneider, 

die Menge der Schnittpunkte der Kurven mit dieser Ebene abgeschlossen ist 1, 

und Herr H. Kneser hat dariiber hinaus gezeigt, dass die Menge der Schnitt- 

punkte ein Kon~inuum ist. ~ 

Vor kurzem hat nun Herr Fukuhara eine weitere Eigenschaft tier durch 

Po gehenden Integralkurven entdeckt, die man insofern als die ~bertragung des 

Satzes I auf Sys~eme ansehen kann, als der Satz I sich fiir n ~  I als unmittel- 

bare Folge dieser allgemeinen Eigenschaft ergibt. Bezeichnet man als den durch 

P0 bestimmten Integraltrichter ~ (Po) die lVIenge aller Punkte, die auf den durch 

Po gehenden Integralkurven des Systems (S) liegen, so gibt es nach Herrn Fuku- 

hara 3 durch jeden Randpunkt P yon ~ (Po) eine zu ~ gehSrige, d. h. durch lJ0 

gehende Integralkurve, die zwischen P und Po ganz dem Rande yon ~ angeh5rt. 

Herr Fukuhara benutzt bei seinem Beweis 4 ebenso wie Herr Nagumo 5 einen 

allgemeinen Fixpunktsatz fiber stetige Abbildungen. Ich werde demgegenfiber 

den Satz im w ] (Satz 5) mit wesentlich einfacheren Hflfsmitteln beweisen, und 

1 Satz 2 des w 2. 
Si tzungsberichtc der Preussischen Akademie der Wissensehaften, Phys.-math.  Klasse, Ic)23, 

S. I 7 I - - I 7 4 .  Andcre Beweise h~ben gegeben M. Mfillcr [Mathem. Zeitschrift  28 (I928) 349--3551 
und Fukuh~ra  [Japanese Journa l  of Mathematics  5 (I929) 345--35ol �9 

8 Proceedings of the Imperial  Academy of Japan  4 (I928) 448 f. 
4 Japanese Journal  of. Mathematics  6 (I93o) 259--280. Da Herr Fukuhara  a. a. O. berei ts  

einc (noch n icht  publizierte) Vereinfachung seines Beweises durch Herrn Nagumo ~nkiindigt,  habc 
ich fibrigens den Beweis n icht  in allen Einzelhei ten gelesen. 

5 Vgl. Fukuhara ,  a, a. O., S. 28o, Fussnote. Der Bcweis selber is t  bisher  noch nicht  ver- 
5ffentlicht. 

Zusatz bei der Korrektur:  W~hrend des Drucks dieser Arbei t  sind yon den genannten  Autoren 
zwei Beweise erschienen: NagUmo und Fnkuh~ra  [Proceedings of the Physico-Mathematical  Society 
of J apan  (3) 12 (I93O) 233--235]; Fukuhara  [Proceedings of the Imperia l  Academy of Japan  6 (I93O) 
35o--352 ]. Der letzte  dieser Beweise ha t  grosse ,'~hnHchkeit mi t  dem, der in der vorliegenden 
Arbei t  gegeben ist. 
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zw~r gleich fiir ein beliebiges Gebiet ;  H e r r n  Fukuharas  Beweis gilt  dagegen nur  

fiir eine h inre ichend kleine Umgebung  yon P0, und es ist n icht  ersichtlich, wie 

aus der Giilt igkeit  des Satzes >>im kleinen)) auf seine Giiltigkei~ ~im grossem) 

geschlossen werden kunn. 

Als 0 b e r t r a g u n g  des Satzes I I  auf Systeme yon Different ia lg le ichungen 

kann nur  eine tr iviale Fo lgerung  aus dem Satz 3 des w 2 angegeben werden. 

Immerh in  ist diese Fo lgerung  so beschaffen, dass aus ihr  fiir n =  I der Satz I I  

sofort  folgt. 

Eine irgendwie sinngem~tsse 0 b e r t r a g u n g  des Satzes V auf Systeme scheint  

dagegen ohne H i n z u n a h m e  weiterer  Voruussetzungen n icht  mSglich zu sein. 

Da aber  gerade Absch~itzungss~tze yon der Ar t  des Satzes u in vielen 

F~llen (z. B. auch fiir den Beweis yon Eindeut igkei tss~i tzen)recht  angenehm sind, 

k~nn man fragen,  unter  welchen einschr~nkenden Bedingungen  fiir Systeme (S) 

Absch~ttzungss~tze yon der Ar t  des Satzes V gel ten und  ein lVIaximalintegrul im 

Sinne der Frages te l lung (E) existiert .  Damit  besch~ft igt  sich der zweite Teil  

dieser Arbeit.  Mit  der ersten dieser beiden Frages te l lungen besch~ft igt  sich auch 

H e r r  Fukuhura .  ~ Seine Ergebuisse lassen sich bei Anwendung  einer anderen  

Methode aber al lgemeiner  formul ieren  und man  gelangt  dabei auch zum Nach- 

weis der Existenz eines eigent l ichen Maximalintegrals ,  das H e r r  F u k u h a ra  zwar 

gelegentl ich "~ einfiihrt ,  ohne dass jedoch seine Exis tenz meines Wissens bisher 

bewiesen war. 

I. 

S a t z  1 :  Die ~unktionen 

B e l i e b i g e  S y s t e m e  m i t  s t e t i g e n  r e c h t e n  S e i t e n .  

E in  Konve rgenzsa t z .  

f (x, y j ,  . . . ,  i ,  . .  . ,  

und 

seien in dem Gebiet 8 (~ = (~ (x, Y l , . . . ,  Y~) stetig, und in jeder beschrh'nl~ten abge- 

schlossenen Teilme~ge yon GJ sei gleichmSssig 

An dem auf S. 6o Fussnote 4 a. 0., S. 280--288. 
2 A. ~. O. S. 280, Zeile II--I2. Auch sonst ist die Lektiire tier Arbeit durch mancherlei 

Unkorrektheiten erschwert. 
(~ (x, Yl, �9 �9 yn) bezeichnet ein Gebiet des x, Yl, �9 -., yn-Raumes. 
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(,) 

f i ir  k ~ z~ uud v =  I, . . ., n. 

Nach dem 1,2xiste~zsate' vo~ Pea~w gibt e8 dam~ dutch eiJ~en beNebigen P u n k t  

P k - - - P k ( ~ k , ~ l k , . .  ~, ~,,~,,) yon (~ mindeste~v~' cine Integralkurve des D~fferential- 

gleichungssystems 

(2) f i t , _  ~;.k(3rj ' ]]1 . . . .  , fin) (~ .... I ,  . . . ,  ?/); 

eine +.olche lntegralkurvc wird i~yend,wie ausgewYhlt, ~ach beiden Seiten his zum 

Rand  yon (~ fortgesetzt 1 und mit  

bezeichnet. 

Endl ich mYges die Punkte Pz, fib" k - 4  ~ gege.~ ei~en Punk t  P ~ P(~, W, �9 . . ,  V,,) 

yon (~ konvoyieren und die sdmtlichen dutch P gehenden Integralkurven des DiJ: 

ferentialgleichu~gssystems 

(s) ~', = f~ (~, ~ , . . . ,  y,~) ( ~ -  ~, . . . ,  ~) 

in dem Intervall  a <= x <= b existiere~. ~ 

Dann gibt es eine Teilfolge der Kk derart, class jede Kurve dieser Teiljblge 

f i ir  a <=x <= b existiert und die Kurven in diesem Iutervall gleichmdssig gegen eine 

dutch P gehende [ntegralkurve des Systen~s (S) konvergiere.m 

Anmerkung: Fiir n---I ist hierin der Satz IV der Einleitun,~' als ein sehr 

spezieller Fall enthalten. 

Beweis: A) Es sei der abgeschlossene Wiirfel 

in | g.elegen, 

(3) 

und  

F/ i r  die  M g g l i c h k e i t  d i e se r  F o r t s e t z u n g  vgl.  E.  K a m k e  [ Journa l  fiis d ie  r e ine  u n d  ange-  

w a n d t e  M a t h e m a t i k  I6I  (I929) I94 ff.~. 
"~ Da die  K u r v e n  s ihn t l i ch  d u r c h  P gehcn ,  k a n n  h i e rbe i  u n b e s c h a d e t  de r  A l l g e m e i n h e i t -  

- ct < ~ < b a n g e n o m m c l l  wcrden .  
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i 
(4) a =  Min 0, ~- " 

3 

Dann ist der Satz richtig fiir solche Zahlen a, b, welehe die Ungleichungen 

(5) ~ - - a < a < b < ~  + a  

erffillen. 

Denn es gibt naeh den Voraussetzungen ein ]c0, so class fiir k > k 0 in ~3 

und 

(6) 

gilt. Auf  

ist dann 

(7) 

solche k > k  o beschriinken wir uns in diesem Abschnit t .  

und der Wfirfel  

lieg~ fit 

zung (7). 

6 3 

Wegen (3) 

~3. Fiir die Punkte  dieses Wiirfels gilt  somit erst recht  die Abschis 

Daher  existiert jede durch Pk o'ehende Integra lkurve  Kk fiir 

also weg'en (6) m~d (5) erst reehg ffir a < x <  b. 

Da jedes K~ ein In tegra l  des Systems (2) ist, folgt  dm'eh In tegra t ion  wegen 

(7) fiir a ~ x ~ b  

[q)~k(m) --~,.~'1 < 2 M ( b - - a ) ,  also I~,.~.(x)] ~ }~2,.1 + a + 2 M ( b - - a )  

und fiir a _--<_ X 1 < 2:'2 ~ b 

I r - ~.,.,,(x~) I -_< 2:rI(:~:.~-:~i), 

d .h .  die ~ sind beschr~tnkt und gleiehgradig s~etig'. Daher  gibt es eine Teil- 

folge ga, g~, . . .  tier nattirl iehen Zahlen, so dass fiir jedes v =  I , . . . ,  n die Folge 

der 9~,..o~(x) im IntervM1 a N x ~  b a'leichm:,issig gegen eine s~etige Funkt ion  9o,,(x) 

konver~'iert. Da '  ausserdem 
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q 

ist, folgt hier~us nuch bel~unnten Schliissen, dass die Funktionen 

fiir a ~ x ~ b eine durch P gehende Integr~lkurve des Systems (S)daxstellen, lind 

dumit ist der eingangs formulierte Sonderfall des Sutzes I bewiesen. 

B) Nun sei t ~ ein beliebiger, ~ber weiterhin fest bleibender Punkt  yon (_8, 

fiir den die Allgemeingfiltigkeit des Satzes bewiesen werden soll. Es sei <a. fl} 

dus grSsste Teilinterwll  yon <a, b} der Art, dass ffir jedes im Innern von <a, f l}  

liegende und den Wert  ~ im Innern enthaltende In te rwl l  <~, fl} die Beh~uptuno. 

richtig ist. 

D~ a < ~ < f l  ist, gibt es eine ngtiirliche Zah[ g, so d~ss 

I I 

g + i  g + i  

I - -~--- i}  im Innern yon <a, fl} liegt, gibt es ist. Du das In te rwl l  (~ + g-~-}, fl g + 

nach der obigen Definition yon <re, fi} in der Folge tier Kurven I(7~ eine Teil- 

folge yon Kurven KI~ ), die fiir 

I I 
a + - -  < = x ~ f l  . . . . . . . .  

g +  I g - F I  

sgmtlich existieren und gleichm~tssig gegen eine Integralkurve L1 yon (S)konver- 

gieren. Nach demselben Sehlusse gibt es in der Folge der K(~ 1) eine Teilfol~'e 

yon Kurven K~ e), die s~imtlieh fiir 

I I 
~ +  .. . . . . . .  <=x<=fl 

g + 2  g + 2  

existieren und gleichm~ssig gegen eine Integrulkurve L.2 des Systems (S) konver- 

gieren; u. s .f .  Jede Kurve Ll~ ist ein Stiick der Kurve Lt~+l und existiert im 

Intervull 

I I 

g - t - #  g H-lt 
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Die Gesamtheit der Lt~ bestimm~; daher eine durch P gehende and fiir a < x < fi 

existierende Integralkurve 1 des Systems (S). 

Da naeh der Vor~ussetzung die Gesamtheit der durch P gehenden Integr~l- 

kurven yon (S) im Intervall a < x <  b existiert, ist auch l ein Stack einer fiir 

a ~ x <  b existierenden Integralkurve yon (S).  Das dutch a < x < f l  bestimmte 

Stiick einer solchen Integralkurve heisse L.  Die Endpunk~e yon L mit den 

Abszissen ce, fl mSgen A, B heissen. D~ die Punkte .4, B als Punkte einer In- 

tegralkurve in | liegen, gibt es fiir sie als Mittelpunkte achsenparalleie, abge- 

schlossene and ganz in | gelegene Wiirfel ~ ,  ~.~ mit der gleichen Kanten- 

litnge, die mit 4Q bezeichnet wird. Da die f~ s~etig sind, gibt es welter eine 

Konstante M > o ,  so dass far die Punkte beider Wiirfel 

(s )  . . . .  , y )l --< M 

gilt. 

Nun werde endlich t~ so gross gewiihlt, dass die Endpunkte At,  B~ yon L/~, 

welche die Abszissen 

I I 

g + ~  g + ~  

haben, in die i a-Umgebung yon A bzw. B fallen; dabei soll a wieder durch (4) 
2 

bestimmt sein. Dieses # bleibt nunmehr fest. Zu dem tt gibt es, wie vorher 

gezeigt, in der Folge der Kk eine Teilfolge yon Kurven K(~ ~/, die far c~ =< z =< fl~ 

gleichm~ssig gegen eine durch P gehende Integralkurve Lt~ yon (S) konvergiert. 

Da tier aehsenpar~llele Wiirfel mit dem Mittelpunkt Ar und der Kantenliinge 

2r dem Wiirfel ![91 angehiirt and daher in ihm die Abschi~tzung (8) gilt, gibt es 

nach dem Teil A) des Beweises (angewendet auf den Punkt  A t start P) in tier 

Folge der K(k ~) eine Teilfolge yon Kurven K~, die auch noch far c~u--o < x < a t 

exlstieren and gleichmi~sslg gegen eine Integralkurve yon (S)konvergieren. Nach 

demselben Sehluss gibt es in der Folge der K~.' eine Teilfolge yon Kurven K** k 

die fiir fl,~ < x <fl~ + a existieren und gegen eine In~egralkurve K yon (S)konver- 

gieren. Diese Folge der K~* konvergiert als Teilfolge der vorhergehenden Pol- 

gen aueh im In te rwl l  ( c ~ -  o, fl~ + a}, also, da nach der Bes~immung yon # 

I I 

2 

9 - -31356 .  Acta mathematica. 58. I m p r i m 6  1o 11 d6cembro 1931. 
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I Io. ist, erst recht im Interval l  a . . . . .  ~ x  ~ f l  § gleichm~ssig gegen die dureh /) 
2 2 

gehende Integralkurve K yon (S). 

Das Interval l  <a, fl> ist somit ein Interval l  <~, ~> yon der am Anfung yon 

B) beschriebenen Art. Endlich f~llt d~s Interval l  <a, 5} mit  dem Teilintervall  

<a, f/} zusammen; denn, wenn a oder fl im Inne rn  yon <a, b} l~ige, kSnnte das 

Interval l  <a, fl) naeh dem eben Bewiesenen entgegen seiner Definition noeh ver- 

grSssert werden. Dami t  ist der Satz vollst~ndig bewiesen. 

w 2. Folgerungen fiir die Integraltriehter. 

Von dem durch P best immten Integr~l t r iehter  %(P) des Systems (S) wollen 

wir s~gen, d~ss er fiir a < x < b  bzw. a ~ x ~ b  existiere, wenn jede durch P 

gehende Integr~lkurve yon (S) fiir d~s Interv~ll  existiert. Unter  dem durch 

das Interval l  <a, b} best immten Abschnitt des Triehters ~(P) soll die Menge der 

Punkte  x, Yl . . . .  , y~ von ~(P)  verst~nden werden, fiir deren Abszissen a ~ x  ~ b 

gilt. E b e n s 0  wird, wenn der Ra,~d ~(P)  die Menge der zu (~ gehSrigen Rand- 

punkte yon %(P) bedeutet,  unter  dem durch <a, b} best immten Absehnitt des 

Randes ~(P) die Menge der Punkte  yon ~(P)  mit  a ~ x  < b verstanden. 

S&tz 2: Sind die reehten Seiten des Systems (S) in dem Gebiet ~ stetig und 

existiert der dutch einen Pu~kt P yon if5 gehende Integraltriehter ~(P)  f / / r  a ~ x ~ b, 

so ist de," dutch <a, b} bestimmte Abschnitt des Triehters ~(P) wie auch seines Randes 

(P) eine beschrh'nkte abgeschlossene Menge, insbesondere geh6rt also der Randabschnitt 

zum Trichte.rabschnitt. 1 

Beweis: W~re der durch <a, b} best immte Abschni t t  von ~(P)  nicht  be- 

schr~nkt, so g~be es durch P eine Folge yon Integralkurven K~, K,2 . . . .  derart,  

dass fiir jede dieser Kurven 

an mindestens einer Stelle xk des Intervalls  <a, b} 

w~re. ~qach Satz i konvergiert  eine Teilfolge der Kk gegen eine In tegra lkurve  

1 D e r  Sa tz  i s t  m e i n e s  W i s s e n s  b i s h e r  n u r  fi ir  e ine  h i n r e i c h e n d  k l e ine  U m g e b u n g  v o n  _P 

bewiesen .  
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y~ = ~ ( x ) , . . . ,  y,~ = ~, (~)  

yon (S), und an dem zu @, b} gehSrigen tI~ufungspuukt der xk hi~tte dann 

I~ , (x ) l  + + I ~ ( x ) l  

keinen endlichen Wert,  d. h. diese Kurve wiirde nicht im ganzen Intervall @, b} 

existieren. 

Nun sei Q~, @ . , . . .  eine gegen den Punkt  Q konvergierende Folge ver- 

schiedener Punkte auf dem durch @, b} bestimmten Abschnitt  yon 3;(/)). Durch 

jedes Qk gibt es eine zu ~; gehSrige Integralkurve K~ yon (S). Nach Satz I 

koavergiert eine Teilfolge dieser Kk gegen eine Integralkurve K yon (S), die 

natiirlich durch P und Q geht; also gehSrt Q zu dem durch @, b} bestimmten 

Abschni~t yon ~ . .  Der durch @, b} bestimmte Abschnitt  des Randes gehSrt 

somit zu dem durch das gleiche IntervM1 bestimmten Abschnitt yon ~;, und 

daher ist mit der Beschr~nktheit des Abschnit~s yon % zugleich die Beschri~nkt- 

h e i r  des Abschnitts yon ~(P)  bewiesen. Liegen die Punkte Qk insbesondere auf 

dem Abschnitt des Randes, so lieg~ Q also jedenfalls auf dem Abschnitt yon %, 

und da beliebig nahe ~n jedem Qk Punkte liegen, die nicht zu ~; gehSren, gilt 

das gleiche ffir Q, d .h .  Q ist e in  Randpunkt. 

Satz 3: Die Funktione~ 

,/; (x, y ~ , . .  :, y,~, ~) ( ~  I~ . . .~ /'~,) 

seien f i ir  jedes tt des Intervalls i~o < tt < tq in dem Gebiet | = | (x, Yl . . . .  , Y,) 

stetig, und f i ir  jede beschrdnkte abgeschlossene Teilmenge ton | sei gleichmdssig 

l i m  f ,  (x, y ~ , . . . ,  y~, re)----=f, (x, Y l , . . . ,  yn, #o)" 

Der dureh einen beliebigen Punk t  P = P(~, W, . . . ,  W) yon (~ bestimmte Integra !- 

h'ichter des. Gleiehungssystems 

(~) u'~ = f ~  (x, v , , . . . ,  y,~, ~,) (~-- ~ , . . . ,  ,)  

werde mit  7~ (P) bezeich~et. Der durch Po = Po (Go, 71o . . . .  , ~o)  f i ir  # = i~o ge- 

hende Triehter ~o des Systems (I) existiere f i i r  a <= x <= b. Dann  existieren f i i r  

alle hinreichend nahe an t0, ~ho, �9 �9 ~?~o, lXo gelegenen Wertesysteme ~, ~h, �9 �9 '7,~, t ~ 

die sdmtlichen ~ ( P )  in dem fntervall  @, b), und ihre dutch <a, b} bestimmten 

Abschnitte konvergieren f i ir  ~, 71, �9 �9 ~ ,  ~ "-* Go, ~ho, �9 �9 ~,~o, #o gegen den durch 
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(a, b} bestimmten Absehnitt  yon 7~ o in dem Sinne, dass es zu jedem ~ > o ein 6 > o 

gibt, so dass die sSmtlichen dutch (a, b} bestimmten Abschnitte yon ~ ( P )  f i i r  

der ~-Umgebung des Abschnitts yon E0 angehSren. 

Anmerkung: Itierin ist fiir n = ~  der Sutz I I I  der Einleitung sowie dessen 

friiher durch mich erfolgte Ubertr~gung uuf Systeme uls Sonderfull enth~lten. 

Beweis: Angenommen, die Behauptung sei fulsch. D~nn g~ibe es ein e ~ o 

und eine gegen ~o, ~ho, . . . ,  V~0, tto konvergierende Folge von Wertesystemen 

~k, ~ik, . . . ,  ~,~k, ttk und fiir jedes ]c mindestens eine yon ~,  ~lk, . . . ,  U~1r aus- 

gehende Integrulkurve Kk des Systems ( x ) m i t  # ~ t t k ,  die entweder nicht fiir 

dus g~nze Intervgll  a ~ = x ~  b existiert oder nicht der s-Umgebung yon ~o un- 

gehSrt. D~s widerspr~tche uber .dem Satz ~, nuch dem eine Teilfolge der K~ 

ffir a ~ x  ~ b gleichm~ssig gegen eine zu ~o gehSrige Integrulkurve konvergiert, 

insbesondere ~lso fiir ulle hinreichend grossen ]c ganz in der s-Umgebung yon 

~o liege. 

Aus dem Sutz ~ folgt unmittelbar der 

Zus&tz: Liegt jeder der Punkte P ausserhalb % und ist O2t~(P)fiir den 

dutch (a, b} bestimmten Abschnitt  yon ~ , ( P )  eine Teilmenge, die keinen inneren 

Punk t  yon 7~ o enthSlt, so konvergieren die 02~ (P) ge.qen den dutch (a, b} bestimm- 

ten Abschnitt  des Randes von ~o. 

Anmerkung: So trivial diese Folgerung aus dem Satz 3 auch ist, ergibt 

sich aus ihr doch der Satz I I  der Einleitung, wenigstens in dem yon Herrn  

~/[ontel a. ~. 0. bewiesenen Umfange. ~ Denn existieren fiir die Different ial  

gleichung 
y' y) 

die yon Po uusgehenden Integralkurven s~mtlich fiir a ~ x ~ b 2 und ist P ein 

Punkt  oberhalb der durch Po gehenden maximalen Integralkurve Ko, so gelungt 

die durch P gehende muxiinale Integralkurve K nicht in das Innere yon ~o, 

du K sonst mit K o einen Punkt  gemeinsam h~tte und d~ man in einem solchen 

Dazu  m u s s  u l le rd ings  ~ueh noch  die E x i s t e n z  des  M a x i m a l i n t e g r a ] s  b e k a n n t  sein,  die s ich  

bei  u n s e r e r  B e w e i s a n o r d n u n g  ers t  als  Folge  des a ] l g e m e i n e n  Satzes  5 yon  w 3 ergibt .  
Diese  V o r a u s s e t z u n g  i s t  in  dem von H e r r n  Mon te l  b e t r a c h t e t e n  Gebie t  erffill t .  
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Punkt  yon K auf ein hSher gelegenes Stiick yon K 0 iibersteigen kSnnte, also K 

nich~ maximale Integralkurve w~re. Die nmximalen In~egralkurven K bilden 

also eine Menge ~ ( P )  yon der im Zusatz beschriebenen Art, konvergieren also 

gegen den Rand des Trichters ~o, kSnnen ulso, da .iedes K oberhalb Ko liegt, 

nur gegen den oberen Rand K 0 streben. 

w 3. Die Sittze yon I1. I~neser und Fukuhara.  

Die gemeinsame Voraussetzung der S~tze dieses Paragr~fen ist die folgende: 

(Vi) Die Funl~tionen 

. . . .  , = . . . .  , . )  

seien in | 1 7 4  y z , . . . ,  y~) stetig; Po--Po(~o, ~l~o,..., V,~o) sei ein Punkt  yon | 

und der [ntegraltriehter %o~%o(Po) des Systems (S) existiere in dem den Punkt to 

enthaltenden Intervall a o ~ x < b o. 

Zun~chst beweisen wir die folgende Erg~nzung zu dem Satz yon Herrn 

H. Kneser: 

Satz 4: Unter den Voraussetzungen (V,) ist f i ir jedes a o < c <  bo die Menge 

(~(c) der Schnittpunkte des Trichters ~o mit der Ebene x~ -c  ein Kontinuum oder 

enth(ilt nut einen Punkt. 

Anmerkung:  Die bisher vorliegenden Beweise ~ des Kneserschen Satzes er- 

geben die Richtigkeit nur fiir den Fall, dass (~ ein Quader 

ist u n d c  die Ungleichung 

erfiillt, wobei 

(~) 

und M eine obere Schranke fiir die Ifi l  in dem Quader ~ ist. Von der Richtig- 

keit des Satzes in diesem Sonderfall machen wir im folgenden Gebrauch. 

Vgl. Fussnote  2 ~uf S. 6o. 
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Beweis: Aus Satz 2 folgt, dass jedes ~(c) eine beschriinkte abgeschlossene 

Menge ist. Es ist also nur noch zu zeigen, dass kein @(c) sich als Summe yon 

zwei nicht-leeren Mengen darstellen liisst, die einen positiven Abstand voneinander 

huben. Fiir diesen Nachweis beschriinken wir uns zuniichst ~uf die c des Inter- 

valls ~0 < c < bo. 

Nach der Anmerkung ist die Behauptung jedenfMls fiir ein gewisses b > ~0 

und Mle c des IntervMls ~ o < c < b  richtig. Wir  zeigen zun~chst, duss immer 

dann, wenn b < b o ist, die Beh~uptung such noch fiir c = b zutrifft. Denn andern- 

falls liesse sich ~(b) Ms Summe von zwei nicht-leeren Mengen (~i, (~ darstellen, 

die einen Abstand J >  o voneinander haben. Da der durch ~o, b> bestimmte 

Abschnitt yon ~o beschr~nkt und abgeschlossen ist, g~be es ein d >o,  so dass 

Mle ~(c) mit 

Max (~o, b--~) < c < b 

der I J -Umgebung  yon @(b) = ~ + ~ angehbren. Da (~,, (~ beide nicht-leer sind, 
3 

und da beliebig nahe an jedem Punkt  yon @(b) Punkte yon @(c)mit c <  b liegen, 

g~ibe es hiernach entgegen unserer Voraussetzung ein c des IntervMls ~0 < c <  b, 

so dass ~(c) in zwei nicht-leere Mengen zerlegt werden kbnnte, deren Abstand 

voneinander mindestens I /  w~re. 
3 

Weiter zeigen wir (immer unter der Annahme b < b0), class die Behauptung 

auch noch fiir Mle c eines gewissen Intervalls ~0 < c <  b 4 7  (7 > o) richtig ist. 

Da @(b) eine beschr{~nkte abgeschlossene Teihnenge yon C~ ist, gibt es n~mlich 

Zahlen ~, fl, so dass jeder Quader 

Ix--bl< , 

(lessen Mittelpunkt b, ~ , . . . ,  ~,~ zu ~(b) gehbrt, in (D liegt und auch noch die 

Summe Mler dieser Quader ~ einer beschr~nkten abgeschlossenen Teilmenge 

yon | angehbrt. Als ste~ige Funktionen h~ben die [f~[ in ~ eine obere Schranke 

M > 0 ,  und jeder yon einem Punkt  P yon ~(b) ausgehende Trichter 2~(P) exi- 

stiert fiir b ~ x  < b + 7, wobei 7 durch (I) bestimmt ist. Ist  ~p(c) der Schnitt 

eines solchen Trichters ~(P) mit der Ebene x = c, so ist fiir b < c < b + 7 offenbar 

pEa(b) 
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Angenommen, fiir ein c des Intervalls b < e <  b-~ 7 zerfiele ~(c) in nicht- 

leere Mengen Gi, ~-2, die einen positiven Abstand voneinander haben. GehSrt 

ein Punkt  yon ~p(e) zu (~1, so gehSren, da der spezielle Knesersche Satz der 

Anmerkung hier anwendbar ist, alle Punkte yon ~2(c) zu (~; das gleiche gilt 

fiir ~ .  Wir  teilen nun die Punkte P yon ~(b) in zwei Klassen I, I I  ein, je 

nachdem die Menge ~p(c) zu (~ oder (~.z geh5rt. Da G(b) ein Kontinuum i s t ,  

haben beide Klassen einen gemeinsamen l~andpunkt R;  wir wollen etwa an- 

nehmen, dass er zur Klasse I gehSrt. Beliebig nahe an R liegen dann Punkte 

S der Klasse I[. Da nach Satz 3 die durch <b, e> bestimmten Abschnitte der 

Trichter ~(S) gegen ~(R) konvergieren, wenn S gegen R strebt, l~gen also ins- 

besondere beliebig nahe an den zu ~l gehSrigen Punkten von (~(e) Punkte der 

zu (~ gehSrigen Mengen ~s(e), womit der gewfinschte Widerspruch erreicht ist. 

Aus diesen Tatsachen folgt nun die Richtigtceit des Satzes fiir alle e des 

Intervalls ~o<c<bo .  Denn w~tre der Satz nicht fiir jedes dieser e riehtig, so 

g~be es eine untere Grenze b der c>_--~o fiir die (~(e) kein Kontinuum ist. W i e  

sehon bemerkt, ist b >  ~o. Nach dem Vorhergehenden k5nnte b aber entgegen 

seiner Definition noch vergrSssert werden. 

F(ir die c des Intervalls ao< c < ~o ergibt sich die Richtigkeit offenbar in 

entsprechender Weise. 

Wir gehen nun zum Satz yon Fukuhara fiber: 

Satz 5: Unter den Voraussetzungen (Vl) gibt es dutch jeden Punkt 

P=P(~ ,  W . . . .  , W), der auf  dem Rand des Integraltrichters r163 liegt und eine Abszisse 

ao < ~ < bo hat, mindestens eine [ntegralkurve des Systems (S), die aueh dutch Po 

geht und zwisehen Po und P ganz dem Rand yon ~o angehSrt. 

Dem Beweis wird vorausgeschickt der 

Hilfssatz 1: Unter den Voraussetzungen des Satzes sei P ein Punkt auf  dem 

Rand von ~o und ~o < ~ < bo. Der Integraltrichter ~(  P) existiere fiir ein ~o ~ ~1 .< 
im Intervall ~ <= x ~ ~. Dann gibt es eine dutch 1)o und P gehende Integralkurve 

yon (S), die einen Punkt mit der Abszisse x ~ ~1 auf  dem Rand yon ~o hat. 

Beweis des Hilfssatzes: Die Ebene x = ~ l  schneider nach Satz 4 sowohl 

aus ~o wie aus ~(P) ein Kontinuum ~o bzw. ~ aus. i Da P ein Randpunkt 

von ~o ist, gibt es eine Folge yon Punkten /)1, Pe . . . . .  die nicht zu ~o gehSren 

i Satz 4 is t  anwendbar,  d~, wie leicht  einzusehen ist, das abgeschlossene Exis tenzinterval l  
(~1, ~) eines Trichters  ~(_P) stets noch nach beiden Seiten vergrSssert werden kann.  
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und gegen P streben; ihre Abszissen seien ~1, ~2 , . . . .  Ftir glle hinreichend 

grossen k existieren nach Satz 3 alle Integraltrichter ~(/~.) yon (S)fiir ~ <=x<~ 

nnd ist ~ < ~ k < b  o. Wir beschr~Lnken uns nun auf diese k. Dann hat kein 

Trichter ~(Pk) fiir ~ ~ x_--< ~ einen Punkt  mit %o gemeinsam. Denn sonst kSnnte 

man zu dem gemeinsamen Punkt  yon Po aus auf einer von Po uusgehenden 

Integralkurve gelangen und diese dann bis P~ durch eine zu ~(P~)gehSrige 

Integralkurve fortsetzen; diese Integralkurve enthielte also Po und P~, und P~ 

miisste daher entgegen unserer Pestsetzung zu %o gehSren. 

Zu jedem Punkt  P~ w~Lhlen wir eine durch ihn gehende Integralkurve K~ 

yon (S).  57ach Satz I konvergiert eine Teilfolge der I(~ fiir ~ x _ _ < ~  gegen 

eine durch P gehende Integrulkurve K von (S). Diese fCurve K liefert nach 

ihrer Konstruktion fiir x ~  keinen inneren Punkt  yon ~o. 

hat daher mindestens einen Punkt,  der i~usserer Punkt  oder Randpunkt  

yon ~o ist. Ausserdem haben ~ und ~o einen Punkt  gemeinsam, d a e s  eine Po 

und P enthaltende Integmlkurve gibt. Da (~o und ~ Kontinuu sind, folgt hier- 

aus, dass ~ einen Randpunkt  Q yon (~o enth~lt. Man erhiilt nun eine Integral- 

kurve der gewiinschten Art, wenn man eine yon Po n~ch Q fiihrende Integr~l- 

kurve des Trichters ~o durch eine yon Q nach P fiihrende Integralkurve des 

Trichters ~(P)  fortsetzt. 

Zusatz: Der Hilfssatz gilt auch, wenn man die Intervalle 

~ o < ~ b o ,  ~ o ~ , < ~ ,  ~ , < x ~  durch a o < ~ < ~ o  , ~ < ~ 1 ~ o ,  ~ X < ~ I  

ersetzt. 

Beweis des Satzes 5: Es sei P mit a c < ~ < b  o fest gegeben. E s d a r f ~ = ~ o  

angenommen werden. Da der Beweis fiir ~ <  ~o ganz entsprechend verl~uft, be- 

schr~nken wir uns auf den Fall ~ > ~o. 

Da nach Satz 2 der durch (~o, ~} bestimmte Abschnitt des Trichters ~o 

eine beschrSmkte abgeschlossene Teilmenge yon | ist, gibt es Zahlen c~, fl, so 

dass alle Quader 

deren Mittelpunkte P ~  P(~, V l , . . . ,  ~,~) zu dem Absehnitt gehSren, einer be- 

schriinkten abgeschlossenen Teihnenge ~ yon | angehSren. Daher existiert der 

Trichter ~(P~ fiir I x -  i l  ~ 7, wenn 
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und M eine obere Sehranke der [f~[ in ~ i s t .  

Naeh dem ttilfssatz gibt es dann eine yon Po naeh P ffihrende Integral- 

kurve, die einen Punkt  P~ mit der Abszisse 

mit dem Rand von ~o gemein hat. Nun kann der Itilfssatz auf P~ statt  P an- 

gewendet werden und liefert dann die Existenz einer von Po fiber P~ naeh P 

ffihrenden In~egralkurve, die einen Punkt  P_o mit der Abszisse 

= 

mit dem Rand von ~o gemein hat. Die Fortsetzung des Verfahrens sichert die 

Existenz einer yon Po nach P fiihrenden Integralkurve, die so viele Punkte mit 

dem Rand yon ~0 gemein hat, dass die Abszissendifferenz zweier aufeinander- 

folgender Punkte hSchstens 7 ist. 

7 Fiihrt man dieses Verfahren mit ~ start 7 ffir k = I, 2, . . .  durch, so er- 

h~lt man eine Folge yon Integralkurven Kk, die von Po nach P fiihren und bei 

der jedes Kk so viele Punkte mit dem Rand von ~o gemeinsam hat, dass die 

Y Abszissendifferenz zweier aufeinander folgender Punkte hSchstens it- ist. 

Nach Satz I konvergiert eine Teilfolge der Kk fiir Go ~ x ~ 6- gegen eine 

Integralkurve yon (S). Diese  fiihrt dann durch Po und P und hat  aus Stetigkeits- 

griinden ffir jede Abszisse x in den Grenzen ~ ~ x ~  ~ einen auf dem Rand yon 

~o liegenden Punkt, d. h. sie liegt fiir ~ x ~  ganz auf dem Rand yon ~o. 

Zusatz bei der Korrektur: Die Frage, ob es unter den V0raussetzmlgen des 

Satzes 5 stets eine durch P und Po gehende Integralkurve gibt, die sogar ffir 

das ganze Intervall a o < x < bo dem Rand des Trichters angehSrt, ist zu verneinen. 

Vgl. Nagumo und Fukuhara [Proceedings of the Physico-Mathematical Society 

(3) 12 (193o) 235--238 ]. 

10--31356. Acta mathematlca. 58. Imprim6 le 11 d~cembre 1931. 
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I I .  

Satz 6: 
Punkte 

Systeme mit stet igen monotonen  rechten Seiten. 

w 4. Ein Absch~tzungssatz. 

i n  den Punkten einer Menge ~ = ~)~(x, Yl, . . . ,  Y~*), der die beiden 

P = P ( ~ ,  v ,  . . . .  , v,~) u ~ d  i" = i ' (~ ,  ;7,, . . . ,  G )  

w - - < G  ( , =  :, . . ., n) 

mit  

( , )  

angeh&en, seien die Funktionen 

f ~ ( x ,  y~ ,  . . ., y~O, 

definiert. Fiir jedes v und x > ~ sei 

(2) f ~ ( x ,  y~, . . . ,  y~) < g~(~,  y , ,  . . ., y j  

g, (x, Yl . . . .  , yn) ( ' P =  I~ . . . ,  ~ )  

und ausserdem f g r  jede der Zahlen v ~ I,  . . . ,  n eine der Funktionen f~, g~ monoton 

waehsend inbezug a u f  jede der Variabeln y,  mi t  u =~ r. 1 Endl ich seien 

Y 1 = ~ , ( x ) , . . . , Y ~ = 9 % @ )  und y ~ : ~ l ( x ) ,  . . . ,  y~=~,~(x)  

zwei dutch P bzw. P gehende und f i ir  ~ ~ x < ~ + a existierende Integralkurven 

des Systems (S) bzw. des Systems 

p 

Y~ 

Dann gilt  fib" ~ < x < ~ + a 

= g~(x, Yl, . . . ,  yn) (V~ I~ . 

~,(x) < G (x )  (~ = i ,  

Beweis: B e d e u t e t  E f i i r  e i n  a ~ o d i e  E i g e n s c h a f L  d a s s  

~(~)  =< G(~) (~=  i , .  

u n d ,  f a l l s  a > o is~, a u c h  n o c h  

�9 , ~).  

�9 ~ ~ ) ,  

., n) 

t Fiir n = I legt diese Bedingung den Funktionen f ,  g keine Einschr~.nkung auf. - -  Die 
Monotonie darf eine uneigentliche sein. 
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gilt, so trifft die Eigenschaft /~ wegen (I) jedenfalls fiir ein o ~ a  < a zu, n~m- 

lich fiir a -~o .  Es sei nun fl die obere Grenze der a < a ,  fiir d i eEzu t r i f f t .  Es 

is~ zu zeigen, dass f l ~ a  isK 

W~re dieses nicht der Fall, so w~re ~ <  a und wegen der St.etigkeit der 

~ ,  q~ ffir mindestens ein v----,u 

(3) ~,(3) = G(~) und sons~ ~(~) ~ G(~). 

Wegen der Voraussetzung fiber die Monotonie der Funktion f~ bzw. g, w~ire dann 

f a ( f l ,  qh( f l ) ,  . . . ,  q~,~(fl)) ~ f , ( ~ ,  q~( f l ) ,  ., ~n(~))  

b z w .  

a,(~, ~ (~) ,  . . . ,  ~n(~)) _-< g~(~, ~ (~) ,  ., G(~)),  

also wegen (2) in jedem Falle 

/ , (~ ,  ~(~) ,  , ~d3)) < g , (~  G(~), , G(?)) ,  

und daher bei Beriicksichtigung der Differentialgleichungen, 

tionen q~, ~ geniigen: 
t ! 

also wegen des ersten Teils yon (3) 

denen die Funk- 

~ ,  ( ~ -  h) > r (~ --  h) 

fiir alle hinreichend kleinen positiven h. Das widerspr~che aber der Defini- 

tion yon ft. 

Zusatz: Der Satz-bleibt  richtig, wenn man die lntervalle ~, ~+ a durch 

- -a ,  ~ ersetzt und zugleich start (2) die Ungleichungen 

(2 a) f , (x ,  yl, � 9  yn) > g,(x, v~, � 9  vn) 

fiir jedes v und x ~ ~ und start der monotonen Zunahme die monotone Ab- 

nahme fordert. 1 

1 In  dem Sutz I n e b s t  Zusa t z  i s t  fi ir  n =  I der  e rs te  Te i l  des S~tzes V der E i n l e i t u n g  

en tha l t en .  
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w 5. D i e  E x i s t e n z  y o n  M a x i m a l -  u n d  M i n i m a l i n t e g r a l .  

E ine  durch einen Punkt  P - - P ( ~ ,  ~1,  " ' ' ,  ']']n) gehende Integralkurve 

y~ - ~ , ( ~ ) , ,  y,,~ = ~,~(~) 

eines Systems (S) soll eine maximale oder minimale lntegralkurve durch P heissen, 

wenn fiir jede durch P gehende Integralkurve 

y~ - -  ~ ( ~ ) ,  . . . ,  y~ - -  ~ ( ~ )  

yon (S) die n Ungleichungen 

~,(z) _-< ~,(x) b~w. ~,(x) >_- ~ ( ~ )  (~= ~ , . . , ,  ,)  

gelten, soweit beide Integralkurven existieren. 

Weiter wollen wir s~gen, ein Funktionensystem f~, . . . , f i~ erffille die Vor- 

~ussetzung (V:), wenn folgende Bedingungen erffillt sind: 

(V~) C~ -- @ (x, yj, . . . ,  y~) ist ein Gebiet, P = P (~, W . . . .  , W,) ~;n Punkt  yon 

(~t. Jedes fi, ist in | stetig und eine monoton wachsende Funktion jeder Variabeln 

y~ mit  z :~ v in dem durch x :> ~ bestimmten Teilbereich yon 63, dagegen eine monoton 

abnehmende Funktion in dem dutch x <= ~ bestimmten Teilbereieh. 

Hi l f s sa t z  2: Unter der Voraussetzung (V~) mb:qe es cin ~o > o, ein ~ ent- 

haltendes Intervall (a, fl} und eine beschrdnkte abgeschlossene Teilmenge ~J yon (~ 

geben, so dass f i ir  jedes o < e < e o eine durch P gehende Integralkurve 

g~:  y~ = ~ ( ~ ,  ~), . . . ,  y,~ = ~ ( x ,  ~) 

des Systems 

(i) y'~ = f ~ ( x ,  y ~ , . . . ,  y~) + ~ ( ~ =  ~0 . . . ,  , )  

f i ir  ~ ~= ~ "< fl existiert und die dutch dieses Intervall bestimmten St~cke der K~ 

sdmtlich in ~ liegen. Dann existieren die Grenzwerte 

(2) '(p~(x) = l im ~ ( x ,  e) (v = I, . . . ,  n) 
e ~ 0  

gleichmdssig f i ir  a <= x <= fl, und 
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(3) y~ - -  ~ ( x ) ,  . . . ,  y,~ = ~ ( x )  

ist eine dutch P gehende [~tegralkurve des Systems (S), und zwar eine maximale 

di~;ir x > ~, eine minimale fiir x < ~. 

Beweis: Die Funkt ionen  [f~l besitzen in gJ eine obere Schranke M.  Da  

die 9%(x, e) dem System (I) geniigen, ist 

x 

(4) ~,(~, ~) = ~ + ~ f , ( x ,  ~(~, ~), . . . ,  ~(~, ~))a~ + ~ ( x -  ~), 
1 2  

also fiir c~<=x<fl 

I ~(x, ~)1 ~ I~1 + ( ~ - ~ ) ( / +  ~o) 

und fiir a ~ x 1 < x~ ~ fl 

I ~(z~, ~ ) -  ~(xl ,  ~)l =< (x~--xl)(M+ ~o), 

d . h .  die Ks siad fiir a ~ x < fl beschrKnkt und gleichffradig stetig. Daher  exi- 

stieren fiir eine gegen Null  s t rebende Folge yon Zahlen ~ die Grenzwerte  (2) 

gleichmiissig in (a, fl}. Da  nach Satz 6 fiir o < el < % < eo 

el~l</  9~(x, e2) fiir x > ~, 

I > ~ ( z ,  ~) f~r x < 

ist, gilt  (2) auch gleichm~ssig in @, ~}, wenn e kontinuier l ich gegen Null  strebt.  

Aus (4) folgt  welter  fiir e -~  o: 

9J 

~(~) = w + ] f ~ ( x ,  ~(~), , ~,~(~))d~, 
. ]  

d. h. die Funkt ionen  (3) stellen in der Tat  eine fiir a < x < fl exist ierende und 

durch P gehende In tegra lkurve  yon (S) dar. Da  nach Satz 6 fiir jede durch P 

gehende IntegrMkurve 

y , -  ~ , ( x ) , . . . ,  y,, = ~(~) 

yon (S), sowei~ diese in @, ~} existiert, die Ungleichungen 

9~(x) { < ~ ( x '  ~) ffir x > ~, 

> 9 ~ ( x , e )  fiir x <  
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gelten, folgt aus (2) 

und damit ist auch der Rest des Satzes bewiesen 

Zusatz: Der Hil fssatz  bleibt richtig, wenn man ~ in. (I) dutch --~ ersetzt 

und zugleich die Worte >)maximal>> u,~d ,>minimal>> vertauscht. 

Satz 7: Unter der Voraussetzung (V2) gibt es dutch P genau eine maximale 

und genau eine minimale Integralkurve yon (S). Beide Kurveu kommen nach beiden 

Seiten dem Ra~d  vou ff~ beliebig nahe. 

Beweis: Dass es hSchstens je eine dieser Kurven geben kann, ist klar. 

Piir den Existenzbeweis wird um P ein in | gelegener Quader 

abgegrenzt. In diesem haben die [f~] eine obere Schranke M. Wird e o ~ M  

gesetzt, so ist der Hilfssatz nebst Zusatz anwendbar und ergibt die Existenz 

einer maximalen nnd einer minimalen Integralkurve durch P,  die mindestens in 

dem Intervall 

M i n  a,  

existiert. 

Wir beseh~ftigen uns nun vorerst allein mit der maximalen Integralkurve 

welter. Da eine solehe sieher in einem offenen, den Wert  g enthaltenden Inter- 

vall existiert, gibt es aueh ein grSsstes Intervall dieser Art, es heisse (A, B). 

Es ist nun zu zeigen, dass die fiir A < x < B existierende maximale Integralkurve 

fiir x - ~ A  + o und fiir x - ~ B - - o  dem Rand yon I~ beliebig nahe kommt. 

Angenommen, das sei fiir x - ~ B - - o  nieht der Pall. Dann existieren die 

Grenzwerte 

U~ = lim ~p~(x) (~ = I , . . . ,  ~t), 
x ~ B  

und die Kurve (5 a) geniigt, wenn ~)~(B)=~ gesetzt wird, in dem ganzen Inter- 

vall ~ =~ x =< B dem System (S) und ist in diesem Intervall  eine maxim~le Integral- 

kurve durch P. 
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Um P ~  IS(B, ~ ,  . . . ,  ~,,) l~sst sich wieder ein zu qfi gehSriger Quader 

I ~ - - B l < a ,  l y , - - ~ , l < 5 ,  . . . ,  I~/~-~,~l<z) 

abgrenzeni in ihm sei _M eine obere Schranke fiir die ]fi]; ferner sei 

D ann 
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ist der Hilfssatz 2 mit So : - M  wiederum anwendbar und ergibt die Exi- 

~v~ (x) ~< lim 9~ (x, s) = ~ (x) 
$ ~ 0  

d.h .  die Kurve (5) ist fiir alle yon P ansgehenden Kurven im Intervall ~ <  x <  

eine maximale Integralkurve. Das ist aber wegen B > B ein Widerspruch gegen 

die Definition des Intervalls (A, B), als des gr5ssten Intervalls, in dem die 

also nach dem I-lilfssatz 2 

stenz einer maximalen [ntegralkurve 

durch _P fiir alas Intervall B < x < B .  Die beiden fiir ~ < x < B  bzw. B<x=<~B 

definier~en Kurvenstiicke (5) bilden zusammen jedenfalls eine durch P gehende 

Integralkurve. Von dieser soll gezeig~ werden, dass das durch B < x < P ,  be- 

stimmte Stiick auch bezfiglich der yon P ausgehenden Kurven die Maximal- 

eigenschaft besitzt. 

Ist 

y, = ~,(x, ~), . . . ,  yn = ~,~(x, s) 

ffir o < e < M  eine durch P gehende Integralkurve des Systems 

, ( ~ - ~ , .  ,~), y ~ = f , ( x ,  y ~ , . ,  ~j~) + ~  . .  

so existiert sie sicher fiir B_--< x <  B. Gelano't irgend eine yon P ausgehende 

Integralkurve 

y l  = ~ l ( x ) ,  . . . ,  y,~ = ~ ( x )  

yon (S) nach rechts fiber die Ebene x = B  hinaus, so folgt aus dem Satz 6, so- 

welt diese Integralkurve noeh in dem Intervall B < x < B existiert, 

~(x)  < ~ (x ,  ~) (~ = i , . . . ,  ,,), 
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maximale Integralkurve existiert. Damit ist gezeigt, dass die maximale Integral- 

kurve fiir x - -~ B- -o  dem Rand von (~ beliebig nahe komnit. 

~hnlich kann man zeigen, dass sie diese Eigenschaft auch fiir x--~A + o 

besitzt. Man kann es jedoch auch einsehen, in dem man durch 2 ~ - - - x  eine 

neue Variable einftihrt und den schon bewiesenen Teii des Satzes auf das so 

entstehende System anwendet. 

Endlich ergibt sich die Richtigkeit der Behauptung fiir die Minimalkurve, 

indem man sie durch Einftihrung yon 9 = - - y  auf den Fall der Maximalkurve 

zurtickfiihrt. 

w 6. Weitere S~tze fiber Maximal- und Minimalintegrale. 

Nachdem die Existenz von Maximal- und Minimalintegral bewiesen ist, kann 

der Hilfssatz 2 zu foIgendem Existenzsatz ausgebaut werden. 

Satz 8: Unter der Voraussetzung (V~) gibt es naeh 

maximale u~zd eine minimale Integralkurve yon (S). Es  sei 

K :  = . . . .  , V ,  = V ' , , ( * )  

Satz 7 dutch P eine 

f i ir  x>= ~ die maximale und f i ir  x <= ~ die minimale Integralkurve dutch P; diese 

Kurve existiere f i i r  a o < x < b o (a o < ~ < bo). Fib" ~ > o sei 

v ,  = . . . ,  y , ,  = 

eine dutch P gehende Integralkurve des Systems 

(z) Y'~ =f~(x ,  Y l , . . . ,  .Y-) + ( ~ - - ~  I~ . . .~ ~ , ) .  

Is t  ao < a < b < bo, so existieren alle K~ f i ir  alle hi~reichend kleinen e > o in 

<a, b>, und in diesem Intervall existieren die folge~den Grenzwerte gleiehmdssi 9 und 

haben die Werte 

lira q~(X, e) = ~p~(x) (v = I , . . . ,  n). 
~ 0  

Beweis: Man darf a < ~ < b  annehmen. Es gibt einen beschdinkten ab- 

geschlossenen Teilbereich ~ von | der K fiir a<=x<= b im Innern enthil t .  

Wegen des Hilfssatzes 2 ist hier allein noch nachzuweisen, dass die K~ f/Jr alle 

hinreichend kleinen positiven e in ~ liegen. 
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Dieses ~rifft sieher zu, wenn @, b} hinreiehend klein ist. Ist  irgend ein 

(a, b> gegeben, so gibt es daher ein grSsstes den Wer t  ~ enthaltendes Teilinter- 

vM1 (A, /3} yon (a, b} mit der Eigensehaft, d~ss in jedem abgesehlossenen Teil- 

intervM1 yon (A, B) alle I(~ fiir Mle hinreiehend kleinen e > o existieren und in 

liegen und daher der Satz fiir dieses abgesehlossene Teilintervall gilt. 

Es sei 3 I  eine obere Sehranke der If ,!  in 9 .  Um den Punkt  

Q = Q(B, ~pt(B),..., ~p,,(B)) liisst sieh, da er innerer Punkt  yon ,~ ist, ein in 9) 

gelegener Quader 

Iz- -BI--<~,  I W - - ~ ( B ) I  ~ t , . . . ,  I.~z,,--~,,(B)l----< t 

so ~bgrenzen, dass 

8 < B - - g  und 6Ms,<t  

ist. D~nn ist (~, B--.s'} ein Interwll ,  fiir das die Behauptung richtig ist. 

es gibt ein o <  e0 <M, so duss fiir alle o < ~ <  % insbesondere 

(~) I~,,(B-.% ~) - v,,,(~ =i) l < ~ll~ 

D . h .  

ist. D~ o < e < e o und [ f - I ~  M in ~ ist, folgt aus den DifferentiMgleiehungen, 

denen die ~,, und qg,. geniigen, 

(3) I ~p~(B) - y J , (B -  s) I ~ M,~. 

und, soweit die Kurven K~ fiir I x - - B I ~  .~ in ~ verla~ufen, 

(4) 19%,(x, e) --  qD,.(B--s, e)[ ~ 43/s'. 

Aus (2), (3) und (4) folgt sehliesslieh, soweit die Ks fiir ]x--B I ~.~. in .f)liegen, 

I ~+(x ,  +) - ~p+,(B) I < 6~ts  < t ,  

d. h. kein K~ trifft eine der Ebenen y~,=%(B)+_t, jedes IG verli~uft also bei 

o < e < e  0 ffir ~<=x<=B+s ganz in 9 .  

Entsprechend li~sst sich zeigen, duss uuch in einem IntervM1 A--r<x<=~ 
~lle K~ fiir Mle hinreichend kleinen positiven s existieren und in ~ verlaufen. 

D~raus folgt, duss diese T~tsachen such fiir das Intervall <A, B> zutreffen und 

dass (A, B> = (a, b> ist, d~ sonst d~s Intervull (A, B) entgegen seiner Definition 

noch vergrSssert werden k5nnte. 
1]--31356. Acta mathematlca. 58. Imprim6 le 2 janvier 1932. 
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Zusatz: .  Der Satz bleibt riehtig, wenn man in (I) ~ dureh --~ e,vetzt und 

zugleieh die Worte >>maximale>~ und >>minimale>) vertauseht. 

Wird in den Ungleichungen (2) des Satzes 6 (w 4)die  Gleichheit zugelassen, 

so lgsst sich folgendes aussagen: 

Satz 9: a) Dem Gebiet ~ - - ( ~ ( X ,  Y l , ' ' ' ,  yn) 
P - -  P (~, VI ,  . . . ,  T] n) ~t,~(~ P = .P  (~, "]1, . . . ,  7) n) , , , i t  

mSgen die beiden Punkte 

,~,, < > (,, = I . . . .  , ~) 

angeh6ren, und e.~ mSgen in (~ die T'unktionen 

f ~ , ( X ,  Y l ,  * " ", Y " ) ,  g v  (X ,  Y l ,  " " ", Yn )  ( ~  I~ . . ,~ ,~) 

definiert sein und f i ir  x >= ~ die Ungleiehungen 

f i (x ,  y~, . . . ,  y,,) <= g~(x, y~, . . . ,  yn) 

b) Ausserdem sei jede Funktion g~ in (~ stetig und f i ir  x >= ~ eine monoton 

waehsende Funktion jeder Variabeln y,  mi t  • 4= ~. 

e) Endlich sei 

(5) v~ = ~ ( ~ , ~ . ) , . . . ,  y,~ = ~,~(x)  

f i ir  ~ <= x < ~ + a eine dutch P gehende [ntegralkurve des System.r 

(s) y'~ =f~(x ,  : < , . . . ,  y,) ( r =  i, . . . ,  ,)  

und 

(6) u ,  = ~ p ~ ( , ) ,  . . . ,  u ,  = ~ , , ( , )  

f i ir  ~ <= x < ~ + a die dutch P gehende maximale Integralkurve des Systems 

(7) y',. = g~.(x, y, . . . .  , y,~) (r = , , . . . ,  n). 

Dram ist f i i r  ~ <= x < ~ + a 

~ ( x )  <= ~ (~) (~'~--- I~ . . . , ~ ) .  

Beweis: Es sei ~ < x~ < ~ + a. Dann existieren nach Satz 8 im Intervall 

~ x =< xl ,nlle durch P gehenden Integralkurven 
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des Syst~ems 

y'~ --g~(x, Yl . . . . .  y,~) + e (~---I, . . . ,  ~) 

83 

ffir alle hinreichend kleinen ~ > o, und es is~ 

Nach Satz 2 ist wet ter  

lira ~ ( x ~ ,  e) = ~ ( x ~ ) .  
e~O 

~ , ( x 0  < e , ( x , ,  ~). 

Aus diesen beiden Relat ionen folgt  die Behauptung.  

Zusatz  1: Der Satz bleibt richtig, wenn die Voraussetzung b) fiir die f~ 

start fiir die g~. gilt und zugleich (5) die durch P gehende minimale Integralkurve 

yon (S) bedeutet; (6) darf  dann cine beliebige Integralkurve von (7) sein. - -  Fiir 

den Bereich x <  ~ lassen sich entsprechende 1'atsachen ableiten, indem man diesen 

Fall dutch l~u ether neuen Variabeln ~ = - - x  auf  de~ vorher behandelten 

zuriic~fiihrt. 

Ein volles Analogon zu dem Satz 1I der Einle i tung kann fiir Systeme hier 

nicht  aufgestel l t  werden. Immerhin  l~sst sich uus den vorhergehenden Sgtzen 

noch der folgende ableiten. 

Satz 10: Po = 1~(~, Wo, . . . ,  ~,~o) und 1 ) =  1~'(~, ~,, . . . ,  ~,) seien zwei t)unktc 

des Gebiets (~ mit 

(8) ~ ~ ~.0 - ( ~ =  I, . . . ,  '~). 

Die Funktione~ f~(x, y j , . . . ,  yn) m@en die Voraussetzungen (V~) e~fiillen. 

K~: ~/~ = ~(~ ,  p) (~= ~ ,  . . . ,  , ~ )  

set die dutch P gehende ~aximale Integralkurve des Systems (S). Existiert K =  KVo 

f l i t  ~--  a < x < ~ + b, so existieren alle K1, f l i t  alle hinreichend uahe an Po ge- 

legenen P in gem gleichen Intervall, und 5~ diesem Intervall gilt gleichm&sig 

(9) li,ii lp,(a2, ~o) = ~),(x, P0) (v = I, . . . ,  n). 
l ' ~  Po 

Beweis:  Setzt man 

( ,o)  ~ . (x )  = ~ . ( . ,  P)  + > 0  - > ,  
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so geht die Kurve 

(1i) ~,. = ~,.(x) (V ~-  I~ . . .~ $$) 

Zu dem durch ~ =< x _--< ~ + b bestimmten Stiick yon K gibt es ein ~ / >  o, so dass ftir 

jeden Punkt  xo, Y~o, . . . ,  y, ,o dieses Kurvenstiicks auch die Punkte x o ,  y~ . . . .  , y.,~ mit 

[y , ,  - -  y,o[ =~ J (V~- I~ . . . ~  ~) 

zu (St gehSren. Diese Punkte bilden eine beschritnkte abgeschlossene Teilmenge 

yon (~. Wegen der Stetigkeit der f ,  gibt es zu jedem e > o  ein d = d ( e ) > o ,  

so dass fiir alle 

o < W - ~,,0 < ~ ( ~ =  1, . . . ,  ~) 
in ~ fiir v = I , . . . , n  

(13) Y;.(~, :h + v , - ~ , o , . . . ,  y,~ + , i ,~-  v,~o) </~(:~, y , , . . . ,  y,,) + , 

gilt. 

( I4)  y.~ - -  (D,,(X, e) (v--  I, . . . ,  n) 

Ist  

eine durch P0 gehende IntegrMkurve des Systems 

y ' ,  = f i ( x ,  y~,  . . . ,  y,~) + (~'~--- I~ . . .~ ~ ) ,  

so gibt es nach Satz 81 ein ~o>O, so dass (I4) fiir alle o <  ~<  eo im Intervall  

~ x ~  + a existiert; ausserdem gilt gleichm&ssig in diesem Intervall  

( 1 5 )  l i r a  Or (X,  ~ ) ~ -  ~2,(X, No) ( v =  I ,  . . . ,  ~) .  
~ 0  

Ferner gilt, soweit die Kurve (II) fiir ~ < = x < = ~ + b  existiert, wegen (12)und (I3) 

nach Sutz 6 

(I6) ~.(x) ~ @~(x, ~) 

1 Wenn  die max ima le  In~egralkurve K fiir ~ = x =2<- ~ + a cxist iert ,  kann ihr  Exis tenzin ter -  
vail,  wie aus Satz 7 folgt, nach reeh~s erwei ter t  werden, und daher ist  Satz 8 anwendbar .  

durch den Punkt P o u n d  geniigt den DifferentiMgleichungen 

(12) v % = f , ( x ,  y ~ + w - V , o , . . . ,  w~+v,~- ,~ ,o )  ( ~ , = 1 , . . . , , ) .  
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und nuch S~tz 9 wegen (8) 

~(x,  ~') >___ ~(~,  P0), 
d. h. wegen (IO) 

(I7) ~ (~ ' )  :> ~d~(3g, /90) q- V~, 0 - -  V~'" 

Aus (I6) und (I7) folgt, soweit die Kt~rve (II) in ~ = < x G ~ + b  exis~iert, 

(I8)  ~J~(X, /90) "~- ']~'0 - -  ~]~ ~ ~ ( X )  ~ O~(X, $). 

Wird  nun endlich, 

o ~ e ~ e  o 

ist, und d~s duzu 

folgt  aus (I 8) 

II. 85 

wa, s wegen (I5) mSglich ist, ~o so gewiihlt, dass ffir 

I ~, ,(x,  ~) - ,p~(x, Po) l < 

gehSrige ~ 6 ( % )  so gewi~hlt, dass es kleiner als J ist, so 

d . h .  die Kurve (II) k o m m t  fiir ~ = < x ~ g +  b nioht aus ~ her~us, existiert  also 

in diesem ganzen In te rwl l ,  und ~us (I8) folgen nun wegen ( I5)die  Rel~tionen (9), 

ebenfalls zun~chst nur  fiir ~ ~ x ~ ~ + b. Fiir das noch fehlende In te rwl l s t i i ck  

- - a G x G g  l~sst sich ~ber der Beweis in ganz entsprechender Weise ffihren. 

Tfibingen, I. I i .  193o. 


