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Einleitung. 

Die vorliegende Abhandlung enth~tlt eine Weiterfiihrung der Untersuchungen, 

die der Verfasser in zwei Abhandlungen unter dem gleichen Titel I in dieser Zeit- 

schrift verSffentlicht hat. Am Schluss der Einleitung zu I I  wurde die Frage 

hervorgehoben, ob eine Fixpunktklasse yon positivem Index einer topologisehen 

Fl~chenabbildung .sich bei unbegrenzt fortgesetzter Iteration der Abbildung als 

solche behaupten kann. Diese Frage wird nun hier unter Benutzung eines 

Satzes von H. KN~S~ ver,einend beantwortet (w I), und es wird gezeigt (w 2), 

dass der ~>charakteristische Exponent>>, d. h. die Iterationsstufe, bei der sich die 

positive Fixpunktklasse in eine solche yore Index ~ o verwandelt, dutch ei~e Funk- 

tion des Geschlechts begreuzt ist. Die volle Ausnutzung dieser Ergebnisse bleibt 

einer sp~teren Publikation vorbehalten. Die Untersuchung beliebiger Abbildungs- 

klassen lenkt n:imlich yon selbst die Aufmerksamkeit zunfichst auf die Abbildungs- 

]dassen endlicher Ordnung; dabei heisst eine Abbildungsklasse yon der Ordnung n, 

wenn die n Mal iterierten Abbildungen der Klasse mi~ der identischen Abbildung 

stetig zusammenh:~ingen. Man wird die besondere Rolle der Abbildungsklassen 

endlicher Ordnung auch ffir den allgemeinen Fall aus folgender Uberlegung ver- 

stehen kSnnen: Eine Fixpunktklasse von positivem I n d e x  wird durch eine solche 

Abbildung der universellen l~berlagerungsfl~che dargesteilt, die auf deren Rand- 

kreis E fixpunktfrei ist. Der laut ,~ I existierende charakteristische Exponent 

sei n. Dann hat die ,~te Potenz auf E Fixpunkte. Die in I I  eingefiihrten Be- 

griffe des Haupt- und Kerngebietes bekommen dadurch auch fiir positive Fix- 

punktklassen Bedeutung. Angenommen nun, die nte Potenz habe z. B. eine Fix- 

elementgruppe mit r > I freien Erzeugenden. Dann entsteht ein Kerngebiet, das 

auf der gegebenen Fl~che eine berandete Teilfl~che yon niedrigerem Geschlecht 

iiberdeckt. Die gegebene Abbildungsklasse l~sst sich dann, geeignet gedeutet, 

in ihrer ~Virkung auf  diese Tei!fliiche allein als eine solche von endlicher Ord- 

nung auffassen. 

Demgem~ss bilden die Abbildungsklassen endlicher Ordnung den Hauptteil  

der vorliegenden Arbeit. Die w 3--6 beziehen sich aber noch auf den allgemei- 

hen Fall; sie ffihren als zusammenfassende Invariante einer Abbildungsklasse eine 

Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen Fliichen, I, Acta math. B. 5o 
S. I89--358 nnd ]I, Acta math. B. 53 S. 1--76. Diese beiden Abhandlungen werden im Text mit 
I bezw. II und der Paragraphen- oder Seitenzahl zitiert. 
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Gruppe I '  yon topologisehen Abbildungen des Randes 1~" der universellen i~ber- 

lagerungsfl:,~che ein. T enths die Fundamentalgruppe 1t" der Flfiche als Normal- 

teiler, und die Abbildungsklassen endlicher Ordnung sind durch die Endlichkeit 

I '  
der  zugehSrigen Faktorgrtippe ~ charal~terisiert. Nun hat man Beispiele yon 

Abbildungsklassen endlicher Ordnung in den Abbildu~ge~ e~dlicher Ord~m~g, d. h. 

solchen >>periodisehem> Fliiclfenabbildungen, yon denen eine Potenz die identische 

Abbildung selbst ist. Solche sind yon verschiedenen Autoren, insbesondere yon 

L. E. J. B~OVWE~ und W. SCHERRER, untersucht worden, und Herr B~ovw~1~ 

hat sie durch seinen Begriff der >>Modulfli~che der Involution>> zu den Bl~tter- 

vertauschungen regulitrer Riemannscher Fl~tchen in Beziehung gesetzt. Dadurch 

werden bekunnte Anzahlretationen der Riemannschen Fl:,ichen, wie die Formel 

von HcI~WlTZ auf sie anwendbar. Enthiilt nun abet eine Abbildu~gsklasse end- 

lieher Ordnm~g stets eine Abbihlung e.ndlicher Ord~u.ng? Unabh:~tngig yon der 

Antwort auf diese Frage wird gezeigt, wie man im allgemeinen Fall aus der 

Formel yon ALEXANDER die Formel yon HuI~wi~z als eine Relation zwischen ge- 

wissen gruppentheoretischen A~zahlen der obigen Klasseninvariante T herleiten (w 8) 

und weitere allgemeine Eigenschaften der AbbJldungsklassen endlicher Ordnung 

gewinnen kann (w 9), ohne dass yon einer t~iemannschen Fl{tche die Rede ist. 

Dann wird aber in w II gezeio, t, wie die Gruppe T selbst in einer Reihe von 

fiir jedes Geschlecht 1~ giiltigen Beispielen durch ihr Gruppenbild auf die zuge- 

hb'rige Riemannsche Fliiehe fiihrt und damit in der zuo'ehSrigen Abbilduno.sklasse 

periodisehe Abbildungen ~ufzeigt. 

Alle in diesen Abhandlungen gesuchten Eigenschaften sind Invarianten yon 

Abbildungsklassen; sie sind iiberdies die gleiehen fiir zwei Klassen, die iiquivale~t, 

d. h. in der Gruppe aller Abbildungsklassen in einander transformierbar sind. 

Notwendig fiir diese ~quivalenz ist die t3bereinstimmung in dem charakte- 

ristisehen Polynom, das zu der Exponentensummenmatrix der zugehSrigen Auto- 

morphismen tier Fundamentalgruppe gehSrt. Diese Bedingung ist nicht hin- 

reiehend; nicht einmal die tJbereinstimmung in der Matrix selbst ist hinreichend. 

Wie aber, wenn man die Fragestellung ~uf Abbildungsklassen endlicher Ord- 

hung beschr~tnkt? Hier gibt es zun~chst zu gegebenem Geschlecht p nur end- 

lich viele mSgliehe Polynome. Fiir drei bestimmte solche wird am Sehluss der 

Arbeit gezeigt, dass sie in der Tat ein System yon iiquivalenten Abbildnng s- 

klassen eindeutig festlegen. Ob dies fiir Abbildungsklassen endlieher Ordnung 

allgemeingiiltig ist, h~tngt davon ab, ob T immer durch das Gruppenbild zu 
i2--31356. Acta ma2hematica. 58. Imprim6 le 29 d6cembre 1931. 
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einer Riemannsehen Flgehe fiihr~. Wenn das der Fall ist, so wird es verstgnd- 

lieh, warum fiir Abbildungsklassen endlicher Ordnung die notwendigen a lge- 

braisehen Bedingungen ffir die ~_quivalenz zweier Abbildungsklassen auch hin- 

reiehend sind. 

Fiir vielfaehe Ratsehliige nnd wertvolle Flfilfe danke ieh Herrn Dr. WERNEIr 

FmVCItEL, GSttingen, mit dem ich w~.hrend seines Aufenthaltes in Kopenha.gen 

grosse Teile der vorliegenden Arbeit durehspreehen konnte. 

i. Nicht-Best~ndigkeit positiver Fixpunktklassen. 

Es sei ~ eine topologisehe Abbildung einer geschlossenen zweiseitigen 

Fliiche ~ vom Gesehlecht p > i  auf sich. Mit ~'~9~, ~ o ,  werde die ~, Mal 

iterierte Abbildung bezeiehnet. Das Innere @ des Einheitskreises E einer kern- 

plexen x-Ebene sei das A1obild der universellen 13berlagerungsfliiehe von 9 ~ . 

F sei die aus linearen hyperbolisehen Substitutionen bestehende Gruppe der 

Deektransformationen yon @ fiber ~. tO sei eine topologisehe Abbildung yon 

@ auf sieh, die ,qJ iibeflagert. Dann wird tO durch eine topologische Abbildung 

t E  des Randkreises auf sieh stetig abgeschlossen (I, 28). Dabei genfigt die tope- 

logisehe Abbildung t(O0 + E) der abgesehlossenen Kreisseheibe auf sich dem System 

yon Funktionalgleichungen 

t(f(x)) = fi(t(x)), 

wo f die Gruppe F durehlguft und f l  das dem Element f bei dem zu t gehSrio'en 

Automorphismus 1 yon F entspreehende Element ist (I, 22). Wir  sehreiben 

diese kurz 

t f - - j ) t .  (I) 

," wird d~nn yon t '~ iiberl~gert, und diese Funktion geniigt in 09 + E den Funk- 

tionMgleiehungen 

t'~f = f v ,  t '', (2) 

we 1 '~ der n M~l iterierte Automorphismus ist. 

Die dureh t dargestellte Fixpunktklasse tier Flgchenabbildung �9 (I, 3 I) hat  

einen Index j(t) (I, 37), der nach I I  I4, 15 nur von der Struktur der Fixpunkt- 

menge der R~ndabbildung rE, also nur yon l, abh~Lngt und dnreh 

3 -41,  j(t) i 
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beschriinkt ist. Dabei ist j =  I nu r  dann, wenn t E  f ixpunktfrei  ist. W e n n  nun 

t E  i iberhaupt  F ixpunkte  hat,  also j ~ o, so hat  t~E fiir ~ > I offenbar genau 

dieselbe F ixpunk tmenge  wie tE ,  also ist 

j(t") = j(t).  

Es soll nun in diesem P~ragraphen  die fiir dus Folgende grundlegende Tatsache 

gezeigt werden, dass sich die posit iven Fixpunktklassen  ( j :  I) in dieser Beziehung 

anders verhal ten,  dass also der Satz gilt: 

Satz  1: Wh'hrend jede ~:ixpunktklasse von nicht:post'tivem Index einer ~'liiche~ab- 

bildung ~cf sich bei beliebig hoher Iteration der Abbildung als Fix~unkt- 

k.lasse yon ~ v  mit demselben [ndex behauptet, verwandelt ei~w Fix29unkt- 

]classe yon positivem Index sich bei geniigend hoher Iteration der Abbildung 

in ei~c solche von nicht-positivem Index. 

Der  Beweis wird indirekt  gefiihrt .  Wi r  nehmen  im Gegensatz  zur Be- 

huup tung  an, dass fiir jedes positive n die topologische Randabbi ldung  t'*E fix- 

punktf re i  sei, und  haben zu zeigen, dass diese Annat lme mit  dem Bestehen der 

Funkt iona lg le ichung (2) n icht  vertr~glich ist. 

Es wird zweckm~ssig sein, zun~chst an die E igenschaf ten  einer  mi t samt  

~fllen ihren Potenzen  f ixpunktfre ien topologischen Abbi ldung einer Kreisl inie 

(Jordunkurve) uuf sich zu er innern.  1 Sei E die Kreislinie,  t die gegebene Ab- 

bildung, t'*E also fiir alle n == o fixpunktfrei ,  P ein beliebiger P u n k t  yon E und 

M die Menge der H~ufungspunk te  der Punk tmenge  t~P. Mh~tng t  n icht  von P ,  

sondern nur  von t ~b. M i s t  abgeschlossen und wird durch t in sich abgebildet :  

t M : M .  M ist entweder  mit  ganz /~ identiseh (wie z. B. bei einer Drehung  

yon E in sich mn einen Winkel ,  der zu J~ ein irrut ionales Verh~ltnis  hat) oder  

bildet eine perfekte,  nirgends dichte Menge auf  E .  In  le tz terem Fall  bes teht  

also die iiber~U dichte Res tmenge  E - - ] I  uus abz~hlbar unendl ich  vielen Inter-  

vallen, yon denen keine zwei mit  den End p u n k t en  ane inander  stossen. 

Is t  nun  E '  eine andere Kreisl inie und 7~ eine topologische Abbi ldung yon :/~ 

~tuf E', so ist t ' ~ z t z  -1 eine topologische Abbildung vo~ E '  ~uf sich, die mi t  

allen ihren Potenzen  f ixpunktfre i  ist und deren H:~tufungsmenge M '  dann und 

nur  dann  ganz E '  ausmacht,  wenn M ganz E ausmacht .  Ander t  man  aber  im 

Falle M < E  die Defini t ion yon Z so ab, dass 7~ eine stetige Abbi ldung yon /~ 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Ygl. meine Abhandlung: ,~Om topologiske Afbildninger af en Jordankurve paa sig selv,, 
Matematisk Tidsskrift B, I928. 
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auf  E'  bedeuten  soll, bei weleher die iiberall diehte In t e rva lhnenge  E - - 3 I  auf 

eine tiberall diehte Punk tmenge  der gleiehen zyklisehen Anordnung" auf  E '  ab- 

g'ebildet wird, so hat  es aueh noeh einen Sinn, yon einer Abbi ldung t ' = 2 t z  -1 

yon E '  auf sieh zu spreehen, indem bei t' zwei Punk te  jener  P u n k t m e n g e  kor- 

respondieren,  fMls die ihnen entspreehenden Interval le  auf E bei t korrespon- 

dieren, t' ist dann eine mit  allen ihren Po tenzen  f ixpunktfreie  Abbildung" yon 

E '  auf  sieh, deren I-Iiiufungsmenge ganz E' ausmaeht.  N u n  hat  t t .  K~ESE~ 

gezeigt, dass sieh die Abbi ldung Z yon E auf  E'  hierbei  immer  so wiihlen l:,~sst, 

dass die Abbildung" t' yon E' auf  sieh eine Drehung  von E' in sieh (urn ein 

i r rat ionales  Vielfaehes yon ~) wird. 1 

Nun  sei Z so gewi~hlt. Fe rne r  bezeiehne s die auf E ,  a die auf E' gemes- 

sene Bogenliinge. Fiir  einen beliebig'en Teilbog'en yon E kSnnen wir von seinem 

s-Mass und yon seinem m3/[ass spreehen, wobei das letztere dureh  die L~nge des 

Bildbog.ens bei Z definiert ist. Dabei  ist das a-Mass eines Teilbogens nur  dann  

Null, wenn 3 I <  E und  der Tei lbogen ganz zu einem der I ~ - - M  ausmaehenden  

IntervMle g'eh5rt, a ist eine auf  E gleiehm~ssig stetige, monotone  (und im Fall  

J l~ /<E stiiekweise konstante)  Funk t ion  yon s. Sei re(Z) die un tere  Grenze des 

s-Masses eines Teilbogens vom a-Masse ~, wenn die Lage "des Tei lbogens auf  1~,' 

veri~nderlich ist; d~nn ist wegen der gleiChndissigen Ste t igkei t  yon a m ( s  

fiir ~ > o .  - -  Nun  ist zufolge der obigen W a h l  yon Z die geg'ebene Abbi ldung 

t E  v o n d e r  Art, dass die a-L~nge eines Teilbog'ens durch die Abbi ldung t, also 

auch durch ihre Po tenzen  t '~, n icht  o'e~,tndert wird. Also kommt die s-Lii~ge dcr 

Bilder eines l'eilboqens positiver a-L(i~ge Z bei alle~, t)oteJ~,ze~ t '~ ~ie unter de~ 

Betrag m(~). 

Es soil nun  gezeigt werden, dass diese Eigensehaf t  einer mit  Mien Po tenzen  

f ixpunktfre ien Abbi ldung t E  mit  dem Bestehen der kPunktionalg'leichung (~)nicht  

vereinbar  ist. Zu jedem Element  f yon 1" g'eh5ren zwei ~>Kongruenzkreise>> C(f)  

und  f C ( f )  mit  gleichem (euklidischen) Radius r ( f ) .  (Vgl. I, S. zoo und I I ,  S. 8; 

C(f)  ist der Or t  der Punk te  ]f'(z)l---I.) Fiir  eine Folg.e yon E lementen  mit  

gleicher nichteukl idischer  Verschiebungsliinge, fiir welche der euklidische Abstand 

tier GrundpurLkte auf  E gegen Nul l  abnimmt,  n im m t  auch r gegen Nul l  ab (II, 

S. 9). Hieraus  und aus der Tatsuehe,  dass die in / /  vorkommenden  Versehie- 

�9 i H. KNESER: ,,Reguliire Kurvenseharen auf den Ringfl~ehen,,, Math. Ann. 9 T, S. I42--I44. 
Der Satz h~ngt mit Untersuehungen yon H. POINCAm~:, E. E. LEVI und P. BOI~L zusammen. Eine 
ausffihrliehe Darstellung des KNESERschen Beweises finder m'm in meiner obengenannten Ab- 
handlung. 
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bungsl~ngen eine positive untere Schr~nke h~ben (I, S. zoS), folgt, d~ss es nur 

endlich viele Elemente yon T' gibt, deren Kongruenzkreisradius r oberhalb einer 

gegebenen positiven Schranke R liegt, wie folgende (Jberlegung zeigt: Sei a die 

Achse einer (nicht notwendig zu F gehSrigen) Substitution, deren Verschiebungs- 

l~nge gleich der kleinsten in /+" vorkommenden Verschiebungsl~nge ist und deren 

Kongruenzkreisradius gerade R ist, und sei 1" ein mit E konzentrischer Kreis, 

der die Achse c~ beriihrt. D~nn ist r__< R ffir alle diejenigen Elemente von ~ ,  

deren Achse nicht in I '  eindringt. Sei ferner 1 die Verschiebungsl~no'e einer 

(nieht notwendig zu F gehSrigen) Substitution, deren Konvergenzkreisradius R 

Fig. L 

ist und deren Achse ein Durchmesser yon E ist. Dann ist r ~ R  fiir alle die- 

jenigen Elemente yon F, deren Verschiebungsl~tnge ~ l  ist (vgl. II, S. 8, 9). 

Unter den Elementkl~ssen von F d .h .  den vollst~ndigen Systemen in einander 

tr~nsformierbarer Elemente yon 1,', gibt es nur endlich viele, deren Verschiebungs- 

15nge < 1 ist (I, S. 508). Und nur endlich viele unter den Achsen einer Element- 

kl~sse schneiden 17. ' Damit ist die Beh~uptung bewiesen. Wir  kSnnen sie in  

folgendem Hiilfssatz formulieren: In jeder unendlichen Folge verschiede~er Elc- 
mente yon F geht der Ko~gruenzkreisradius gegen Null. 

Nun sei (Fig. I) f ein beliebiges Element yon T', P ein yon den  Grund- 

punkten yon f verschiedener Punkt  yon E und f P  sein Biid b e i f .  Mit Yo werde 

der Teilbogen yon U(f) bis P und mit z ode r  Tei[bogen yon f P  bis V(f) be- 
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zeiehnet. Bei t '~ gehen die Grundpunkte U ( J ) u n d  V ( f ) i n  U(fv, ) und V(f~,,,) 
fiber. Ferner  geh.t P in t~'P und f P  wegen (2) in 

t,,(fp) 

also Y0 in y~ und z o in zi~ fiber. Je naehdem nun t'~P innerhalb oder ausserhalb 

des zu f~,, gehSrigen Kongruenzkreises mn U(f~,,,) liege, liegt f• ausserhalb 

oder innerhMb des Kongruenzkreises um V(fl,~ ). Einer der beiden TeilbSgen y,,, 
und z,~ gehSrt also ganz einem Kongruenzkreise yon j ~  an (beide tun es in dem 

Falle, dass t~'P genau ~uf dem Kongruenzkreise um U(f~n) liegt). Nun sind die 

Elemente der Folge fin fiir n -= o, I, 2, . . .  alle verschieden, da nach Voraussetzung 

alle t~'E (n4=o) fixpunktfrei sin& Also geht naeh dem Hiilfssatz der Kongruenz- 

Fig. 2. 

kreisradius von J)~ gegen Null. In mindestens einer der beiden Teilbogenfolgen 

y,~ und z,, hat daher die s-L~nge der TeilbSgen die untere Grenze Null. Wir  

sehliessen daher aus dem oben gefundenen, class mindestens einer tier beiden 

TeilbSgen Yo und z 0 die a-Lis Null haben muss. Somit kann die Hi~ufungs- 

menge M nicht ganz E ausmachen. Ferner sehliesst man nun, dass kein Grund- 

punkt yon F zu M gehSren kann. Denn es sei etwa der Grundpunkt  V(f) des 

Elementes f ein Punkt  yon M. Da kein Punkt  yon M isoliert ist, gibt es auf 

mindestens einem der TeilbSgen, in die E dureh U(f)und V(f)zerlegt" wird, 

M-Punkte, die sich gegen V(f) h~Lufen. Auf diesem w:,ihle man einen Punkt  P 

so, dass U(f)P positives ~-Mass ha~. f P  V(f) hat positives ~-Mass, da V( f )yon  

dieser Seite her H~ufungspunkt yon ~I-Punkten ist. Man h~Ltte also Teilb5gen 

Yo und z o der obigen Art mit positivem a-Mass, was wir aussehliessen mussten. 

Ffir jedes Element f sind also die Grundpunkte innere Punkte  der E - - M  bil- 

denden Restintervalle. Wir  betrachten einen Teilbogen U( f )V( f ) yon  E,  der 

M-Punkte enthi~lt. Es seien A bezw. B die auf diesem Teilbogen liegenden End- 
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punkte der Restintervalle, zu denen U(f) bezw. V(f) gehSren. Falls fA  dem 

Bogen AB angeh5rt (Fig. z), so wiihle man einen Punkt  f P  zwischenfA und B. 

Der uus ihm dutch f -1  hervorgehende Punkt  P geh5rt dann ebenfalls zu A B, 
und sowohl der Teilbogen U(f)P wie der Teilbogen fPV( f )  hittten dunn posi- 

tives a-Mass. Wir schliessen also, dass fA  in B oder in einen inneren Punkt  

des Bogens B V(f) fallen muss. Dg die gleiche Betrachtung fiir den anderen 

Teilbogen U(f) V(f) gilt, falls auch dieser M-Punkte enth~lt, falls also die Grund- 

punkte von f nicht demselben Restintervull angeh5ren, so sieht man, dass die 

ganze Menge M durch jedes Element f yon /z in ein durch I-Iinzuffigung seiner 

Endpunkte ubgeschlossenes Restintervull verlegt wird. 3 /  und f~[ verteilen sich 

also auf zwei zu einander komplementSre TeilbSgen yon E.  Nun kann man uuf 

der abgeschlossenen Menge M ein nichteuklidisch--konvexes Gebiet aufbuuen, 

indem man jedes der Restintervulle mit einem zu E orthogonalen Kreisbogen 

iiberspann~ (in derselben Weise wie bei der Definition des Hauptgebietes II,  S. I6). 

Nach dem Gefundenen wird dies Gebiet dureh keines der mit ihm bezgl. I" :,tquiva- 

lenten Gebiete iiberdeckt, es iiberdeckt also ein gewisses Gebiet der Flitche ~s 

einfach. Es hat uber unendlichen nichteuklidischen Fliicheninhalt, da M unend- 

lich viele Punkte hut. Das steht im Widerspruch dumit, duss ~ den endlichen 

Fliieheninhalt 4 (p - - I )  hat  (II, S. 2 2 ) . -  Die A nn~hme, dass ulle t"E (n~o) 
fixpunktfrei sind, hat  also zu einem Widerspruch o'efiihrt. 

Dumit ist der Satz I bewiesen. 

2. Beschr~tnkung des charakter is t ischen Exponenten dutch  das Gesehlecht. 

Sei wiederum t eine T-Funktion, fiir welehe tE fixpunktfrei ist. Dann gibt 

es nach Satz I eine kleinste ganze Zahl n >  I derart, dass t"E Fixpunkte hat. 

Diese Zah[ n heisse der charakteristische Expo~ent yon t. D~ tE nur yon dem 

induzierten Autoinorphismus I abh~ngt, kann man n auch als charakteristischen 

Exponenten yon i bezeichnen. Von T-Funktionen, deren zugehSrige Randab- 

bildung Fixpunkte hut, werde gesagt, dams sie den char~kteristischen Exponen- 

ten I haben. 

Diese Definition des charakteristischen Exponenten weieht v.on der I, S. 242 

o.egebenen in dem Fulle ub, wo tE fixpunktfrei ist und t"E zwar Pixpunkte, aber 

keine Fixgrundpunkte hat, sodass ~r,~ keine Pixelemente hat. Der Satz s u. u. O. 

bleibt richtig, und es g'ilt mit der neuen Definition guch seine Umkehrun*': Zu. 
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einer f ixpunkff re ien  l~andabbi ldung gehSr t  ein A u t o m o r p h i s m u s  ers ter  A r t  mi t  

e inem eharak te r i s t i sehen  Exponen t en  > I .  

N u n  sei P ein bel iebiger  F i x p u n k t  von thE.  D a n n  sind die ~ P u n k t e  

P,  tP ,  t ' ~ P , . . . ,  t ' - l P  

alle versehieden,  da t n die n iedr igs te  Po tenz  von t i s t ,  die auf  E F ixpunkte  hat.  

Sie tei len E in n Tei lbSgen 

B1, B,, . . . .  , B~, 

die bei t so ve r t auseh t  werden, dass 

tB~ ~ Bi+o , 

wobei der  Stel lzeiger mod  n ve r s t anden  wird und ,o zu ~ t e i l e r f remd ist. 

jede ganze Zahl  m gi l t  m m  ident isch:  

= 

Fiir  

Die Randabb i l d ung  t" in dem Tei lbogen B t wird  also dureh  ein passendes t "~ in 

die Randabb i ldung  t ~ in B/ abgebildet .  I n sbesonde re  bi ldet  also t die F ixpunk te  

yon t'~E wieder  in F ixpunk te  yon t'~E und Nich t -F ixppnk te  in N ieh t -F ixpunk te  

ab; fe rner  f i ihrt  t insbesondere  isolierte, beidersei ts  abs tossende F ixpunk te  yon 

t '~ wieder  in solehe tiber; t bi ldet  also die P u n k t m e n g e  M*, die I I ,  S. 15, i6 als 

R a n d m e n g e  des Hauptgebietes t?(I') erkli~rt wurde,  u m k e h r b a r  e indeut ig  in sich 

ab. D~ fe rner  jede T-Punk t ion  die G r u n d p u n k t m e n g e  auf  E in sich abbildet ,  

so bi ldet  t die Menge  der F i x g r u n d p u n k t e  yon t", also aueh die Menge  S(I") 

tier singuli~ren P u n k t e  yon t" (II ,  5), die I I ,  S. 2 7 als R a n d m e n g e  des Kern- 

gebietes zl(1 ~) erkli~rt wurde, m n k e h r b a r  e indeut ig  in sieh ab. 

N u n  un te rwer fe  man  t n der  Typene in te i lung  yon I I ,  I2. Zuniichst  sei t" 

yon einem Typus  ~ - - o .  t~E hut  2re F ixpunk te ,  yon denen t~ beidersei ts  an- 

ziehend sind; dabei  ist ( II ,  6) 

# < 4 P -  2. 

D a  diese nach  dem oben Gefundenen  in n homSomorphe  Abschn i t t e  zerfa l len 

sollen, wird n ein Teiler  yon tt und also auch n der Beschr i inkung durch  das 

Geschlecht  

n =< 4 P -  2 

unterworfen .  W e g e n  ~ > I ist dabei  tt > ~, also ha t  t ~ einen neo'at iven I n d e x  I - -  #. 
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Dan~ch sei t ~ yon einem Typus v-~ i .  Es gibt  dann genau 2 singul~re 

Punkte ,  und diese miissen durch  t ver tauscht  werden. Also folgt  

I s t  dabei # ~ 0 ,  ha t  also t ~ zwei periodische f ixpunktfreie  Interv~tlle, so muss die 

Verschiebungsr ichtung bei t ~ in diesen zyklisch dieselbe sein, da ja  die Abbi ldung 

des einen Interv~lls  auf  sich bei t ~ durch  t in diejenige des ~nderen Interval ls  

~uf sich t rans formier t  wi'rd. (t~E enth~ilt also keine beiderseits ~bstossenden 

Fixpunkte ,  sodass die Begriffsbi ldung eines (strichfSrmigen) t t aup t -  und Kern-  

gebietes sich ~uch in diesem Fall  auf recht  e rha l ten  l~tsst.) I s t  # > o ,  so ver- 

tauschen sich die regufiiren Randf ixpunkte  von t 2 in den beiden durch das Fix- 

e lement  bes t immten Interval len ,  ihre Anzahl  mod H ( 1  e) ist also in beiden Inter-  

vallen dieselbe, und # ist daher  gerade. 

Sodann sei v >  i .  Die F ixe lementgruppe  H ( I  ~) ist also eine freie Gruppe  

mi t  v G 2 p - - I  Erzeugenden  (II, I0), aber  n icht  ganz F .  D~ die F ixgrundpunkt -  

menge yon t n durch t umkehrba r  e indeut ig  in sich abgebildet  wird, wird H( /~)  

durch den Automorphismus  I isomorph in sich abgebildet.  N u n  seien 

h~, h~, . . . ,  h~. 

ein System unabh~tngiger Erzeugender  von H(ln) .  Durch  I ,  das wir im Augen- 

blick nur  als Automorphismus  yon H ( I  '~) auffassen wollen, geh t  dieses in ein 

neues System unabh~ngiger  Erzeugender  

hi' , h ~ , . . . ,  h~ p 

fiber, wo diese Elemente  durch gewisse eindeut ig  best immte Ausdriicke in den 

h 1 . . . .  , h,. dargestel l t  werden kSnnen. Man bilde die zugehSrigen Exponen~en- 

summen:  Es sei 7,r die Exponen tensumme yon hk in dem Ausdruck ffir hi'. So 

erh~lt  man  eine quadrat ische Matr ix  yore Grade 1,: 

r - (7~k),  i , / c  = I , . . . ,  ~ .  

Dem Automorphismus  i m yon H ( I  '~) entspr icht  nun die Mutr ix  F m und dem 

Automorphismus  P~, als dem ident ischen Automorphismus  yon H(P~),  die Ein- 

he i t smatr ix  E,, vom Grade v: 

1 -'~ = IG. 

13--31356. Acta mctlhematica. 5S. [mprlm6 ]e 29 d6cembrc 1931. 
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Es bleibt noeh der Fall, in dem I"  der identisehe Automorphismus von I", 

H ( P g - - F  , also t ''~ auf  1,2 die identisehe Abbildung ist. Hier  hat  H ( I  ~) 2p Er- 

zeugende und ist keine freie Gruppe, aber da in der Grundre la t ion  yon F die 

Exponentensumme in allen Erzeugenden Null ist, ist die Exponentensummen- 

matr ix  1-" yon I wieder eindeutig bestimmt, und wieder ist 

(F ist die sehon I, S. 321 mit  underer Bezeiehnung der Exponentensummen be- 

nutzte  3~atrix, deren Spur in die Formel yon AT~EXA~DE~ eingeht.) 

Setzt man im le tz tgenannten Falle ~ =  219, so haben die beiden letzten Fi~lle 

auf die Aufgabe gefiihrt, die mSgliehen endliehen Ordnungen n quadrat iseher  

ganzzahliger Matrizen yon gegebenem Grade r zu bestimmen, welehe man wohl 

am einfaehsten dureh folgende Bet raehtung 15st: Es sei 

z (z) = I r - z.~:,. I = ( - ~ )~ z ,  + ~,._~ z , ' -~  + . . .  + % (3) 

das eharakterist isehe Polynom von F,  mit  

lj, ~ , . . . ,  1.,., 

den Eigenwerten yon 1', als Wurzeln.  Da I "~ - -E ,  nur  den Eigenwert  ~ hat,  

sind die hi n-re Einheitswurzeln. D i e  Koeffizienten yon 7(~) sind ganze Zahlen, 

der hSehs~e + I .  Man spMte 70,) in FalCtoren 

; ,(~) - -  ) , , (z)  r2(z )  . . .  r m ( z ) ,  (4) 

die im KSrper der ra t ionalen Zahlen irreduzibel sind. 7z(Z) ist ein ganzzahliges 

Polynom mit  hSehstem Koeffizienten + I, dessen Wurzeln  ein vollst~tndiges Sy- 

stem primifiver Einheitswurzeln eines Grades di ist, der in n aufgeht.  Der Grad 

yon 7r ist also 99(d;), wo 99 die Eulersche Funkt ion  bezeiehnet. Man ha t  also 

99(d,) + 99(d0_) + + 9 9 ( & )  = ~. (5) 

Die Best immung aller mSglichen Ordnungen n zu gegebenem Grade ~ geschieht 

nun  so: Man bestimme die endlich vielen nati ir l iehen Zahlen d, deren Eulersche 

Funkt ion  der Bedingung 

(d) < r (6) 

geniigt, bilde aus den Zahlen 99(d) die endlich vielen mSglichen additiven Zu- 
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summensetzungen der Zuhl v gem~tss (5) und bestimme fiir jede solche Zusa,m- 

mensetzung die zugehSrige Ordnung n ~ls kleinstes gemeinsa,mes Vielfache der 

benutzten Zuhlen d. Das ergibt bei gegebenem v endlich viele MSglichkeiten fiir n. 

Da, nun bei gegebenem Geschlecht p unserer Fl~che fiir v die M5glichkeiten 

2, 3 , - - . ,  2p in Fra,ge kommen, so ergeben sich in den letzten beiden F~tllen der 

obigen Fa,llunterscheidung endlich viele MSglichkeiten f i i r n .  Da, das Gleiche in 

den beiden erstgena,nnten F~llen ~o'a,lt, so haben wir den S~tz bewiesen: 

8atz 2: Fiir die charakteristischen Exponenten der T-~'unktionen gibt es eine nut  

vom Gesehlecht der Fliiche abMingende obere Schranke. 

Diese ist zugleich eine Schr~nke fiir die >>Ordnung der Best~ndigkeit~ der 

Fixpunktkla,ssen von positivem Index a,uf einer Fl~che gegebenen Geschlechts. 

3. Algebraische Hii lfsbetrachtungen.  

In diesem Parao'r~phen verfolgen wir die (grossenteils wohlbeka,nnten) Eigen- 

scha,ften der im vorigen Paragra,phen betrachteten Ma,trizen a,us Exponenten- 

summen mit Beibehaltung der dortigen Bezeichnungen noch e~was welter. Wegen 

der Beziehung zm. Formel yon ALEXANDE~ (I, 43) beachten wir dubei die Spuren 

,% = s ( I " )  

der Ma,trizen und ihrer Potenzen. Dubei ist 

S r -  ~'; + ~'  + + ),~ 

die Potenzsumme rten Gra,des der Eigenwerte yon 1". Also hut ma,n wegen (3) 

die in den sr linea`re I~ekursionsformel: 

( - -  I)"8,.-~r -~- (%--18,.--i§ "~- C08r = O .  (7) 

D~s Polynom niedrigsten Grades 

x(Z) =.~o + l~o_~Zo-~ + .. + 1%, 

das dureh Einsetzung yon 1" die Nullmatrix ergibt, geht in 7(Z) auf. Oa ,o < 

sein ka,nn, ero.ibt sieh darius eine Jm Allgemeinen kfirzere Rekursionsformel: 

80q r -~ kC)--18~--l+r "~ " ' '  -~ k08r : O. (7 u) 
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Dureh VermittluT~g der ALEXttrrD]~I~sehen Formel ergeben sieh hieraus Re- 

kursionsformeln zur Bestimmung der 1}zdexsummen der Pote,nzen einer gegebenen 
liTffchenabbildung. 

Nun  sei 1' eine Matr ix  endlicher  Ordnung:  

F " = E ~ .  

Da nn  sind die Eigenwer te  s nte Einhei tswurzeln,  also +__ I oder paarweise kon- 

jug ie r t  imagin~r,  und somit  zu e inander  reziprok. 7(~)- -o  ist somit  eine rezi- 

proke Gleichung,  ihre Koeff izienten also yon vorne und  h in ten  gleich, eventuell  

bis aufs Vorzeichen. 

N u n  bezeichne man 

z " - i  = (z - ~)(z , , - ,  + z , ,-2 + . . .  + z + i) - - ( z  - ~)~,~,~ (z). 

Die Wurze ln  von Q,,(2) haben die Summe - - I .  Die ~ sind im Falle F"~I 'L .  

entweder  gleich I oder Wurze ln  yon Qn().), die Eigenwer te  von 1 '~ sind die 

r ten  Potenzen  der L:. 

I) I s t  nun zun:,iehst n e i n e  Primzahl ,  so ist Q,~(2) im K5rpe r  der ra t ionalen  

Zahlen irreduzibel, also, da y(Z) ganze ra t ionale  Koeff izienten hat,  

z ( z ) - - ( - ~ ) ~ ( z - ~ ) ~ ,  Q,,(z),; 

mit ~ o ,  f l > o ,  und wegen des Grades ~ yon 7(2): 

~, + ( , ~ -  1)fl = '~. 

Ffir die Spur  sl ~ s ( l ' )  ergibt  sich 

s ~ = Y . Z i = . - f l  ....... v--~tfl. 

Ffir I < ~ ' < ~  ver tauschen sich die Wurze ln  von Q~ bei E rhebung  zur Potenz  r ,  

also hat  man 

(s) 

(Dies ist nati ir l ich nur  eine sehr spezielle Folge aus dem aus bekannten  alge- 

braischen S~tzen zu fo lgernden  :>erweiterten FERMATschen Satz>), dass fiir jede 

ganzzahlige Matr ix  1" die charakter is t i schen Po lynome von I '  und yon F ~ na.ch 

dem Modul  n kongruen t  sind, wenn n eine Pr imzahl  ist.) 
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Aus 

folgt  noch 

~ -  I ~ -  I 

s ~ - v - - J * b '  => - -  * �9 (9) 

2) h n  FMIe eines al lgemeinen n greifen wir auf die Zerlegung (4) fiir 7(/~) 

mi t  der Bedingung  (5) ffir die Grade der einzelnen Fak to ren  zuriiek. Hierbei  

br~uchen die di nicht  versehieden zu sein, also 7(Z) kann  irreduzible Fak to ren  in 

einer Po tenz  enthal ten.  Wi r  sehreiben daher  die Rela t ion ( 4 ) m i t  neuer  Be- 

zeichnung:  

d u  

mit  ~l ---->- o, wobei d alle Teller  yon n durchli~uft, n das ldeinste gemeinsame 

Vielfache der wirklich vorkommenden  Teller  d i s t  und 

d 

ist. Die Wurze lsumme it(d) yon 7r ist bekannt l ich  

p.(d) = o ,  fails d einen P r imfak to r  mehr fach  enth~ilt, 

it(d) ~ I, falls d aus einer  geraden Anzahl  ungleicher  P r imfak to ren  besteht ,  

#(d) = - -  I, ~ d ~ ~ ungeraden  ~ ~ ~) ~ 

Diese Wurzelsumme,  mit  ~(/ multipliziert ,  ergibt  den auf den Teller  d yon n ent- 

fa l lenden Bei t rag  zur Spur  yon F. Fiir  s(F)  ergeben sich also bei gegebener  

Ordnung  n endlich viele MSg!ichkeiten,  die aus den mSglichen d-Kombina t ionen  

leicht  abzulesen sind. Dabei gilt  in Abh~ngigkei t  allele{ yon dem Grade v v o n  F:  

- -  P ~ 8 ( F )  ~ ~, ( 1 0 )  

da der Reultei l  der Eigenwer te  yon F zwisehen - - I  und + I liegt; insbesondere 

gil t  wegen der endl iehen Ordnung  yon F s ( I ' )=v  nur  ffir I '=E. , .  und s ( F ) = - - v  

nur  fiir F- - - -E~. .  

Um s~=s(1-'") aus der zu I '  gehSrenden d-Kombinat ion  zu best immen,  be- 

t rachte  man  einen i rreduziblen Fak to r  7~(Z) yon 7(~). I s t  ( i=(r ,  d) der grSsste 

gemeinsame Teller  yon r u n d  d, und d = 6 d ' ,  so wird eine primitive die Einheits-  

wurzel dureh Erhebung  zur Potenz  r eine primffive d' te Einhei tswurzel ,  ulso 
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Wurze l  in 7e' yore Grade  ~(d'). D e m  einzelnen F a k t o r  y(/ in dem eharakter i -  

�9 ~ ( d )  
st isehen P o l y n o m  yon F en t spreehen  also F ~ i  i Fak to r en  7a' in dem ehurakter i -  

s t isehen Po lynom yon F .  H ie rdu reh  l~isst sieh die d-Kombina~ion yon F ~ aus 

der jenigen yon 1" ablesen und die Spur  s,. bes t immen.  Fiir  .iedes zu r teiler- 

f remde  d bleib~ der  Be i t rag  zur Spur  unges  Speziell is~ 

8(I'r)-~-8(I~ ( I I )  

fiir jedes zur  O r d n u n g  .n yon F t e i l e r f remde  r. 

N e h m e n  wir nun  noeh die Bed ingung  ~ , = z p  hinzu. De r  Koeff iz ient  c o in 

7(Z) ist  der  D e t e r m i n a n t e n w e r t  tier Mat r ix  F, wegen tier Ganzzah l igke i t  yon  F -1  

also +__ ~, und  fiir die Matr izen der  A u t o m o r p h i s m e n  ers ter  Ar t  von F i m m e r  

+ I. ~ Das  charakter i s t i sche  P o l ynom  ha t  also die F o r m  

~ ( Z )  = )~ 21) - -  81 /~2p--1  _}_ . . . .  S l  )~ _}_ ][ 

mit  gleiehen Koeff iz ienten yon beiden Enden.  Be t r aeh ten  wir  nun  einen irredu- 

ziblen F a k t o r  yd(iQ yon 7(Z). Fiir  d > 2 ist der Grad  ~v(d) yon 7~t eine gerade  

Zahl, und die W u r z e l n  yon 7,t haben  das P r o d u k t  + ~, da sie paarweise  kon.~u- 

gier t  im~gins  Einhei tswurzeln ,  also l?aarweise reziprok sin& D a  nun (I2) zeigt, 

class das P r o d u k t  al ler  Wurze ln  von 7(Z) ebenfal ls  +~  ist, so muss  die Anzahl  

s.~ der l inearen  F a k t o r e n  7.~=)~+ ~ mi t  tier V(urzel  - - I  gerade  sein. Und  da die 

Gesamtzah l  der Wurze ln  yon 7()~) 2p  ist, so muss  endlich auch die Anzahl  q 

tier l inearen  Fa k t o r en  7 ~ Z - - I  mi t  dem Eigenwer t  I gerade  sein. 

Eudl ieh  bes t immen  wir noch im Fal le  1 ... . .  E~, die Spurensumme.  Ein 

E igenwer t  Z erftil l t  die Gle iehung 

+ ) ~ + ) 2 +  �9 �9 + Z ' ~ - l - I  ~ f ~ l l s l  ...... I 

1 o falls Z q= I. 

Also folgt  durch  S u m m a t i o n  fiber alle E igenwer te  fiir die Spuren s,.=-s(l") die 

Rela t ion  

8 0 -~ ,5' 1 4; 7 8,  2 "q- ' ' '  -~- 8 n - - 1  ~ ,8i~t ~ 

und also wegen  s o ~ z2~ 

,91 q I  ,%,2 _~_ . , .  q_ ,gn__ 1 __. 61 '1~ - -  2 ~ ) .  (T3) 

i E i n  B e w e i s  h i e r f i i r  w i r d  a m  S e h l u s s  d i e s e s  1 ) a r a g r a p h e n  n a e h g e ~ r a g e n .  
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Es bleibt noch ein Beweis ffir die oben benutzte Auss~ge iiber den W e r t  

tier Determinante  yon P nachzutragen:  

Bezeichnet B die Bil inearform 

f ~  ~ -  X 1 yo  - -  X 2 ~1 -~ '35'3 ~ ]~- -  X4 Y3 -~- " ' ' "~- X2 p - -  1 Y2 1) - -  X2 p y2  p --2 

also 

Dann ist 

und sind X und Y zwei Kurven  auf der Fl~che vom Geschlecht is, so gibt B die 

algebraische Summe ihrer orientierten Schnit te an, wenn die xi bezw. yi die 

Exponentensummen yon X bezw. Y_ in den al, b l , . . . ,  al~, bv bedeuten. Unter- 

wirft  man die Fl~ehe einer topoIogischen Abbildung, deren zugeh5rige Auto- 

morphismenfamilie die Exponentensummenmatr ix  F--(7~k ) hat,  so muss B bei 

Ausiibung der Subst i tut ion F auf beide Variablenreihen unge~ndert  bleiben oder 

das Zeichen wechseln, je nachdem die Abbildung die Orientierung erh~i]t oder 

umkehrt ,  also je nachdem die Automorphismeufamil ie  yon erster oder zweiter 

Art  ist. Bezeichnet man nun mit  (~, ~) den Wer t  von B ,  wenn m a n  ffir die 

x~ bezw. yr die Elemente der mten bezw. ~ten Spalte yon F einsetzt, so finder 

man durch Einsetzen, dass die notwendige und hinreichende Bedingung daffir, 

class B durch die Subst i tut ion I" sich mit  dem Faktor  ~ reproduziert, durch 

( I ,  2 ) - - :  (3 ,  '4) . . . . . . . .  ( 2 ~ ' - - I ,  2j~)) ?] 

and  d~s Versehwinden aller fibrigen (m, .n) gegeben ist. (Und man  sieht iibrigens 

leicht, dass 1" dieselbe Eigenschaf t  dann auch bezfiglich der Zeilen hat.) 

Andererseits ges ta t te t  jede  Determinante  ]I ' ]  der Ordnung 2p eine >>Ent- 

wickluug nach der Bil inearform B>>, d. h. nach den (m, n). Denn man  be- 

zeichne mit  {ale , ,  . . .  a21~} die Zahl +~ oder --~, je naehdem a~, a~ . . . .  , a~l~ 

eine gerade oder ungerade Permuta t ion  der Zahlen I, 2 , . . . ,  2p ist, und setze 

+ + .  + 

(die Summe fiber alle Permuta t ionen  as, . . . :  a2v der Zahlen I, 2, . . . ,  217 erstreckt)" 
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(die Summe fiber alle Pe rmu ta t i onen  mit  der Einschr~nkung ~,2i-~ < c~,,i erstreckt) 

= Z Z {f$1 ~ 2 " "  "' C~2p} (C~l, 0f2),, , ((~3, ~4)~'~ �9  (r (~21)),'1), 

Hier in  ist ~ fiber alle Pe rmuta t ionen  v~, v.~, . . . . ,  v~, der Doppelze i lennummern  
0') 

I, 2, . . . ,  p und  ~ fiber alle Spa l tenpermuta t ionen  mi t  a~-~  < c~2~ und 
(a) 

zu erstrecken.  Dann  kann man  aber ffir die Pe rmuta t ionen  (v) auch Permuta-  

t ionen mit  Wiederho lung  zulassen. Denn  ein Glied der obigen Doppelsmnme,  

in dem etwa v,.-~v~ ist, gibt,  wenn man fiir fes tgehal tene  (v) die ~ ausffihrt ,  

eine Determinante ,  die aus den Doppelzei len yon F so aufgebau t  ist, dass jeden- 

falls eine Doppelzeile zweimal auf t r i t t ,  also den W e r t  Null.  F i ihr t  man nun 

in de n  einzelnen Gl iedern aus, so kommt  die gewfinschte En twiek lung  (ats eine 

ffir  jede De te rminan te  2p t e r  Ordnung  gfiltige Identi t~t) :  

wobei die Summe fiber alle Spa l tenpermuta t ionen  (a) ers t reckt  wird, ffir welche 

c~2~-~ < a~; und cq < c~,~ < a,~ < -.. < a2p-~ ist. 

Soll nun B bei F in v B  fibergehen, so enth~lt  naeh dem oben gefundenen  

jedes Glied dieser Summe mindestens  einen verschwindenden P ak to r  ausser dem- 

jenigen,  fiir welches al, ~ ,  . . . ,  a21, die natfirliche Reihenfolge  I, 2 , . . . ,  2p  ist, 

und in diesem wird jeder  Fak to r  a'leich 7, also 

Irl= '. 
Somit  folgt  der Satz: 

Die .Matrizen der Auto~no~>hismen erster Art  habe~2 fiir jedes p die Determi- 

~ante + I, dieje~igen der Automorphisme~ zweiter Art  (tie Determinante + I oder 

- - I ,  je nachdem p gerade oder ungerade ist. 

Es sei bemerkt ,  dass sich dieser Satz aus den al lgemeinen Unte rsuchungen  

yon CAYLn~ 1 fiber Automorph i smen  yon Bi l inearformen fo lgern  lgsst, und  ebenso, 

1 siehe z. B. die franzSsische Ausgabe der Enzyklop~idie I, 2, 4, S. 482. 
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dass man  ihn aus der Fo rm der yon POINCAR~ :t angegebenen erzeugenden Auto- 

morphismen der speziellen Bi l inearform B gewinnen kann. Vielleicht ha t  a.ber 

auch der hier  gegebene direkte Beweis einiges Interesse.  

4. Die zu einer Abbildungsklasse geh~;rige Gruppe ~; 

Es sei eine Abbi ldung ~ vorgelegt .  W en n  un te r  den zugehSr igen / ' -Funk -  

t ionen solche mit  f ixpunktfre ier  Randabbi ldung  vorkommen,  so sind wir  in den 

beiden ersten Pa rag raphen  dazu gefi ihrt  worden, diese zu den zugehSrigen 

charakter is t i schen Exponenten  zu erheben. W i r  machen  diesen Schr i t t  j e tz t  

ganz, indem wir alle Po tenzen  ~'~, - - ~  < n < ~ ,  und alle zu diesen gehSrigen 

T-Funkt ionen  in Be t rach t  ziehen. Es sei also t eine T-Funk t ion  fiber % und t 

induziere den Automorphismus  I yon F.  D an n  induzier t  t n den Automorphismus  

2r",, und es gilt  ffir a l l e n  die Funkt iona lg le ichung  (z). W i r d  nun  durch 

f o =  I,  ,fl ,  f'2, 

eine Aufzghlm~g sttmtlieher Elemente  von F gegeben, so be t rachte  man  das 

System yon 1 ;Funk t ionen  

t - ~  f l t - ~  f . , t  - ~  . . . .  

t--1 f l  t - 1  f'2 t - 1  . . . .  

i A f,., . . . .  

t f ~ t  f o . t  . . . .  

t" f l t2 fi_ t2 . . . .  

(14) 

das zeflenweise aus 

W e g e n  (2) is~ dabei 

der 1;  bildenden Zeile dureh Anf i igung aller t ~ ents teht .  

t o ~  t'~ = ~ i ~  t m+'~, 

~ t ~  . f~ .  (~tm) -~ = ~ .  f~,,~ . f71  

1 Palermo Rend. I8 (19o4) , S. 64. 
14- -31356 .  Aeta mathematiea. 58. lmprlm6 lo 29 d6eembre 1931. 
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Diese Gleiehungen zeigen, dass das obige System (I4) eine Gruppe bildet, die 

mit T bezeichnet sei ~, und 'dass T die Gruppe F als Normalteiler enthiilt, sodass 

die Zeilen des obigen Systems Restklassen (~>hTebengruppem>) nach F sind. Fasst 

mun I' nur als Gruppe von Abbildungen des Randkreises E auf, so gehSrt T zu 

der Abbildungsklasse yon v. Diese letztere Auffassung legen wir nun fiir die 

I '  
Bestimmung der Faktorgruppe ~ , z u  Grunde. Im allgemeinen Fall f~lit keine 

Potenz yon t E  in die Gruppe F; dann sind alle Elemente des oben angeschrie- 

T 
benen Systems (I4) versehiedene Abbildungen yon E auf sich, und F i s t  die freie 

Gruppe mit einer Erzeugenden (unendliche zyklische Gruppe). Sonst bestimme 

man den kleinsten positiven Exponenten n, fiir welchen t~E ein d~E ist. Dann 

gehSrt z ~ zur Klasse der Identit~t. Fiir n - - I  ist ~ selbst eine Abbildung aus der 

T die zyklische identischen Klasse und I '  uuf E mit 1 i' identisch. Fiir n > I ist F 

Gruppe nter Ordnung. 

Wir bezeichnen die mit t" beginnende Zeile in (I4), also die vollst~ndige 

Familie der mit t r verwandten T-Funktionen, mit 7',.. Die Elemente yon Tr 

nennen wir ~Funktionen rter Stufe>>. Zur mten Potenz erhoben ergeben sie 

Funktionen tarter Stufe, aber im Allo'emeinen nicht ganz 7'm,.. So braucht im 

I '  
Falle, dass i~ , die endliche Ordnun~" n hat, das Element ~ t e r~o te r  Stufe f 0 :  I 

nicht notwendig die nte Potenz eines Elements erster Stufe zu sein, was sp:~tter 

n~her erSrtert werden soll. 

5. Korrespondenz der Isogredienzklassen verschiedener Stufe 

durch Potenzieren. 

Das Element ~ t  "~ yon 1' induziert den Automorphismus If~-l. Zu diesem 

eine Fixelementgruppe H(f.f:.-1), die wir uuch mit gehSrt H(J~ t") bezeichnen ; 

sie ist die aus allen mit ~ t" vertauschbaren Elementen yon 1,' gebildete Unter- 

gruppe yon F. Ferner werde an die in I, I8 gegebene Definition einer Isogredienz- 

1 Der Buchstabe T bedeutet nun also nicht mehr die Gruppe aller T-Funktionen, wie in 
I, 2I, sondern die Gruppe derjenigen T-Funktionen, die iiber einer gegebenen Fli~chenabbildung v 
und ihren Potenzen liegen. 
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klasse y o n  T-Funktionen (bezw. yon k_utomorphismen) erinnert: Alle aus 9~t "~ 

durch Transformation mit beliebigen Elementen von F hervorgehenden T-Funk- 

tionen bilden eine Isogredienzklasse; ihre Elemente sind alle yon rater Stufe. 

Ferner beachte man, class das Elemen~ t in (I4) ein beliebig, herausgegriffenes 

unter den Elementen erster Stufe ist, und dass man, wenn man die T ent- 

sprechende Gruppe fiir ~" bilden will, die Zeilen T,,~ des obigen Schemas be- 

kommt, unter denen dann T~ als yon erster Stufe zu gelten hat. Will man also 

das Verhalten der Elemente und Isogredienzklassen yon T bei Potenzerhebungen 

untersuchen, so ist es keine Einschriinkung, von dem Element t auszugehen. 

Sei H = H ( I ) - - H ( t )  die zu I gehSrige Fixelem.entgruppe und 

I~'= H - P  g 1 H  + g . ,H + ... 

eine Zerlegung yon F nach H. Da die Elemente von H mit t vertauschbar 

sind, so bilden die Elemente 

t, g~ tg-/1, 

die vollstiindige Isogredienzklasse yon t. 

nten Potenz und erh~lt 

t'", gl t" gT 1, 

g , ,  t g y  ~, . . . (1  S )  

2Man erhebe die Elemente v o n  (15) zur 

g, ,  t '~ g T  ~, . . . .  (16) 

Hierbei enthglt (I6) alle m i t t  '~ isogredienten Elemente, da H ( t ) i n  H ( t  '~) enthalten 

ist. In  (16) kommen g'leiche Elemente dann und nur dann vor, wenn H ( t  ~) um- 

fassender ist, als H(t); (aus git"g71 =gkt'~gT. 1 folgt gT. l g ~ t  '~, aber nach u 

setzung nicht ~ t ) .  Also ist t E  fixpunktfrei, H ( t ) = l ,  n ein Multiplum des 

charakteristischen Exponenten yon t, und 1 '~'hat Fixelemente. In diesem Fall 

durchlaufen also die Elemente gi in Wirklichkeit g'anz 1#', und in (I6) kommt 

jedes m i t t  '~ isogrediente Element unendlich oft vor. 

Nach deln eben besprochenen hat  es einen Sinn, v o n d e r  Erhebung einer 

Isogredienzklasse zu einer Potenz zu sprechen, da  eine vollstgndige Klasse dabei 

in eine vollstiindige Klasse iibergeht. Wir  untersuchen nun, unter welchen Be- 

dingungen zwei verschiedene Isogredienzklassen erster Stufe durch Erhebung zur 

nten Potenz zusammenfallen kSnnen. Wir  kSnnen repritsentierende Elemente t 

und f t  tier beiden Klassen so auswghlen, (lass 

( f t )  '~ = t n (17) 

ist. Dabei liegt f nicht in H(t), denn aus f ~  t wiirde 
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( f t )  ,~ = f , ~  t ,~, 

also wegen (I 7) f '*=  i, also f =  I folgen, f liegt daher aueh nieht in H ( f t ) .  Wegen 

(I7) ist t '~ mit f t  vertausehbar, und da es m i t t  vertauschbar ist, ist es auch m i t f  

vertauschbar. Also f liegt in H(tn),  und H ( t " ) i s t  somit umfassender als H(t ) .  

Ebenso ist H ( ( f t )  '~) umfassender als I [ ( f t ) .  Wir schliessen, dass sowohl t w i e f t  

auf E fixpunktfrei sind. Ferner miissen beide den gleichen charakteristischen 

Exponenten haben. Denn t "~ und ( f t ) %  fiir beliebiges m, fallen mit n potenziert 

zusammen. Sie sind also entweder beide auf E fixpunktfrei, oder isogredient, 

und dann 'notwendig gleich. Sie fallen also bei Erhebung zu ihrem gemeinsamen 

charakteristischen Exponenten zusammen, und das obige n ist ein Multiplum 

desselben. 

Angenommen nun, n sei dieser eharakteristische Exponent selbst. Es ist 

( f  t) '~ = f J ) f  I . . . .  Oc),z-~ t", 

also f eine LSsung der Automorphiegleichung 

X X [  X l  ~ , . . X l  n - 1  ~ I .  (i8) 

Es gibt also so viele Isogredienzklassen erster Stufe, die in der ~ten Potenz mit 

der Klasse von t '~ zusammenfallen, wie es bezgl. I nicht isogrediente L5sungen 

yon (I8) gibt. Diese Anzuhl ist endlich, da die Zahl der Fixpunktklassen end- 

lich ist. Man vergleiche dies mit I, 44. Der Unterschied ist der, dass hier 

nicht I '~=I  zu sein braucht. Dies spricht sich auch in folgendem Sachverhalt 

aus: Sei h eine LSsung yon (I8) ~md /c ein beliebiges Element von F. Dann ist 

(k h k7 (k h (k h = k kT:, 

also nur dunn I, wenn lc Fixelement bei 1 '~ ist. Hat  man also zwei LSsungen 

hi und h e yon (I8), so siad sie nur dunn bezgL I isogredient, wenn flit  ein 

geeignetes Fixe lement  k yon F ~ gilt 

he -~ lc h I k-i :1. 

Wir formulieren das Hauptergebnis dieses P~ragraphen: 

S~,tz 3: Die Elemente  einer l~.ogredienzklasse beliebiger S tu fe  ergebeu, zu  einer 

Potenz  erhoben, alle Elemente  einer [sogredie~zklasse tier Potenzstufe,  und 
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zwar im Allgemeinen einfach; u.~wndlich oft jedoch, fal ls  die Ausgangs- 

/~lasse a ~  E fixpunk'tfi'ei ist und die Potenzklasse Fixelemente hat. 

Zwei  verschiedene [sogredie~zklassen k6nnen uur dann bei Erhebung 

zu ciner Potenz zusammenfalleu, wenn sie ei~wn gemeinsLimeJt charakteri- 

stische,n Exponenten ~n > T haben und der Potenzexponent ein Mul t ip lum 

davon ist. Sie fallen dann schon in der n t~" Potenz zusammen und habe~ 

dort, Fixelemente. Die A~zahl  der so jeweils zusammenfallenden Klassen 

wird durcl~ (lie Anzahl  nicht isogredienter LYsungen der Automorphie- 

gleichung (~ 8) bestimmt. 

6. Korrespondenz der Isogredienzklassen bei Transformation 
mit Elementen yon ;/: 

Das Symbol [.]~} t"] mSge fiir den Augenblick die lsogredienzklasse bezeich- 

nen, zu der das Element f~. t r yon T gehSrt. Bezeichnet nun g ein Element yon 

F, so ist 

t �9 gf i  trg -1  �9 t -1  - -  g• -1. 

L~sst man hierin g ganz F durchl~ufen, so durchl~iuft such gi ganz F, und man 

kann schreiben 

t .  t,]. t - 1  = [./;., trl. 

Daraus folgt, d~ss eine vollst~ndige Isogredienzklasse beliebiger Stufe durch 

Transformation mit einem beliebigen Element yon T in eine vollst~tndige Iso- 

gredienzklasse der gleichen Stufe iibergeht; die beiden Klassen kSnnen dabei ver- 

schieden sein oder zusammenfallen. Insbesondere zeigt die Gleichuno' 

t . ~ t . t - 1 =  tf~=- J ~  1 . J~ t " S}, 

d~ss eine Klasse beliebiger Stufe, durch Tr~msformation mit einem Element der 

gleichen Stufe in sich iibergeht. Klassen der ersten Stufe sind daher mit ganz 

T vertauschbar, und das Gleiche gilt von Klassen, die Potenzen yon Klassen 

erster Stufe sind. Es gibt aber noch mehr Klassen, die mit ganz T vertausch- 

bar sind. Denn es sei k ein Fixelement des zu 9~. t gehSrigen Automorphismus, 

also /~ ~-fl t, d a n n i s t  auch 
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also [k (j~ t)"] ~ 1'. U n d  nun gil t  aueh  die U m k e h r u n g :  I s t  [ f t  ~] ~ T ,  so l~sst 

sich f g  in der F o r m  lc(gt) ~ mit  k ~ - g t  schreiben. D e n n  nach  u  g ib t  

es ein E lemen t  g von 1" so, dass 

also g t ~ f t " .  N u n  is t  

wenn man,  wie in I I ,  S. 60, 

setzt. Das  E lemen t  

t .  f t "  �9 ~-1 : g - - 1  . f t "  �9 g, 

( g t )  r = g r t  r .~- g r f  - 1  �9 y ' t  r, 

g , . - -  g g l g l  . . . .  g l  r-1 

]c = f g r  ~ = f t ~ . (g t ) - "  

ist mi t  g t  ver tuuschbar ,  da f V  und (gt) - ~  es sind. Und  es ist 

f V ~ k .  (gt) ~, 

wie behaup~et,  k ist ~meli mi t  f t  ~ ver tauschbar .  

N u n  sei gf f  ein E lemen t  yon T, und  [gt ~] sei n ieb t  mi t  ganz T vert~useh- 

bar. [gt ~] wird also n ieht  durch  t in sich t r~nsformier t ,  t "~, m ~ I, sei die 

niedr igs te  Po tenz  yon t, die [gt ~] in sleh ~ransformier t .  Es ist  m ~ r ,  da  ja  

[,qV] dureh t" in sieh t r an s fo rm i e r t  wird. D~nn gehSren die Elemen~e 

g V  

t �9 gt" �9 t--1 ~ g~t  ~ 

t ~ " g t  r" t - "  - - g r i t "  

t "i-~ �9 gt"  �9 t -("'-~) =- gt , , -1 t'" 

zu m versehiedenen Isogredienzklassen  r t e r  Stufe,  die sich bei T r a n s f o r m a t i o n  

mi t  t zyklisch ver tauschen,  m muss  somit  in r ~ufgehen.  Diese m Klassen  

werden also yon den jen igen  und  n u t  den jen igen  E lemen ten  yon T in sich t rans-  

formier t ,  die zu ,m gehSren, also yon allen E lemen ten  mqte r  Stufe.  Nach  dem 

obigen Satz g ib t  es daher  eine Dars te l lung  

g t  r ~  It .  (h t")  "~, k ~ h t  "~, (I9) 

wobei k nat i i r l ieh aueh i sein kann.  k ist  aueh m i t  g t  ~ ver t~usehbar .  W i r  

kSnnen, um einen kurzen, bezeiehnenden Ausd ruek  zu haben,  elbw~ sagen, dass 
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die Klasse [gt"] - -  und ebenso nati ir l ich die anderen Klassen des m-gliedrigen 

Zyklus, dem sie angehSrt  - -  >>a~+:f der m te'~ Stufe wurzelt>'.. Dann  li~sst sich das 

Ergebnis  dieses Pa r ag raphen  wie folgt  zusammenfassen:  

SatT. 4: Die Elementc ciner vollstiindigen I~s'ogredienzHasse beliebiger Stufe gehen 

dutch Transformation mi t  cinem belicbigen Element yon I '  in die Elemente 

ei~wr vollstiiudigen [sogredienzlclassc derselben St, afe iiber. Z u  einer Klasse 

r t~r Stufe gibt es eine Zahl  m, I ~ m ~ r ,  die in r aufgeht, so, dass die 

Klasse dutch t m, abet dutch lccine niedrigere Potenz yon t, in sich trans- 

formiert  wird. E ine  Klasse r t+r Stufe, die so >>auf der .m re" Stufe wurzelt~, 

gestattet eine Darstellung gemdss (I9). Sie gehSrt einem Zyklus yon m 

Klassen r tr Stufe an, die allc a u f  der m t+n Stufe wurzeln u~d sich bei 

Transforn~ation mi t  Elementen yon T, deren Stufe~zahl kein Mult~)flum 

yon m i s t ,  zyklisch vertauschc~. 

7. Der Fall endlicher Faktorgruppe F "  

Nun  erSrtern wir diese Tatsachen  und ihre Konsequenzen  in dem Fall, wo 

(immer I '  als Abbi ldungsgruppe des Randkreises  E allein aufgefasst)  die Faktor-  

I '  
gruppe F endlich, also die zyklische Gruppe  einer gewissen Ordnung  n i s t .  Dabei  

nehmen wir n > I an. Dann  ist I'~ mit  T o = F  identiseh. Fiir die Fli~chenab- 

bi ldung T~0 bedeutet  dies, dass ~n!p in die Abbildungsklasse der Ident i t i i t  fitllt 

lind dass dies fiir keinen niedr igeren Exponen ten  yon ~ der Fal l  ist. Fiir  den 

zu t gehSrigen Automorphismus  I bedeute t  dies, dass I '~ ein innerer  Automor-  

phismus yon F (evtl. die Identit~Lt) ist. Ffir die Matr ix  F yon I i s t  dabei im- 

mer  F--T~2~.  

Die Isogredienzklassen der Stufe  T, , -=F sind nichts anderes als die Klas- 

sen in e inander  t rans formierbare r  Elemente  yon F.  Un te r  diesen ist eine aus- 

gezeichnet,  die nur  aus dem e inen  Element  f o =  I besteht .  Diese wurzel t  auf  der 

ersten Stufe, da I mit  t ver t~uschbar  ist. Die i ibrigen Klassen kSnnen auf  ver- 

schiedenen Stufen  wurzeln. 

N u n  grei fen wir ein Element  g t" der r t en  Stufe  her~us, wobei ~ _--< r <  n 

ist. Sei (n, r) der grSsste gemeinschaf t l iche Teiler  yon n und  r. Dann  l iegt  
n 

(gtr) ('~'*) in T~,, ist also entweder  I oder ein Element  f - #  I v o n  l +'. 
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folgt 

~) Aus der Annahme 

(.qt")(",,") . . . .  .f 

f ~-=~- ,q t r, 

Mso gehSren zu gt" Fixelemente. Zu .~eder Potenz duvon gehSren dann dieselben 

n 
Pixelemente. Die ~ t e  Potenz ist uber ~uf E die Opera t ion / i  hat also nur 

die zwei Grundpunkte von f zu Fixpunkten und als Fixelementgruppe duher die 

duzugehSrige zyklisehe Gruppe, also die durch ein gewisses primgres Element f*  

erzeugte Gruppe ~ r* ~ j  , ,  wenn f eine Potenz yon f*  ist. Also ist ~d~r*j~ ~uch die 

Fixelementgruppe von g t", es entstehen bei g t"E zwei periodische fixpunktfreie 

[ntervalle mit zyklisch entgegengesetzter Versehiebungsrichtung, und der Index 

der zu gt" gehSrigen Fixpunktklasse yon ,"q~ ist Null. (gt'" ist vom Typus 

~-~I~  , t t~O.)  

b) Aus tier Annahme 

(g t" )  (n'') = I 

folgt aber, dass gt" vom Typus ~ o ,  # ~ o  ist, Mso ~uf .E fixpnnktfrei ist und 

somit ffir , "~  eine Fixpunktklasse vom Index + ~ ergibt. 

Diese beiden MSgliehkeiten des Verhaltens sind ~ber in Wirkliehkeit Aus- 

sagen fiber die Isogredienzklasse, zu der g t r gehSrt, d~ Elemente derselben Iso- 

gredienzkl~sse sich in dieser Beziehung gleich verhMten. Im Falle b)stel len 

wir noch die Frage n,~ch der Stufe, ~mf der die betreffende Isogredienzklasse yon 

T,. wurzelt. Es sei dies die rote. Dann gestattet g t r n u c h  Satz 4 eine Dar- 

stellung (I9), wobei k ein gemeinsames Fixelement ffir h P  und fiir gt" i s t .  gt  ~ 

hat ~ber, als uuf E fixpunktfrei, keine yon I verschiedenen Fixelemente. Also 

ist k = I  und gt" die r t e  Potenz eines Elements rater Stufe htm. Dies muss selbst 
m 

~uf E fixpunktfrei sein, d~ eine Potenz davon es ist. Und es wurzelt selbst 

anf der mten Stufe, d~ es sonst selbst eine reine Potenz were und g t'" ~uf einer 

niedrigeren Stufe wurzeln wfirde. Die betraehtete Isogredienzklasse der rten 

Stufe ist also mit allen ;i',~q, und nur diesen, vertausehbar, und da sie offenbar 

mit T,, ver~uschbar ist, geht m auch in n ~uf. N~ch Satz 4 ist die betrachtete 

[sogredienzklasse rter Stufe nun Mitglied eines Zyklus yon m Klassen der rten 

Stufe, die sich bei Transformation m i t t  zyklisch vertauschen (die Klassen yon 



Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen Fl~chen. III. 113 

gt r, grtr, . . . ,  gIm-ltr). Diese ergeben also jede eine Fixpunktklasse  vom Index  

+ I. In  W a h r h e i t  ist ein solcher Zyklus ht ~, hltm,... ,  hI,~-lt  m schon auf  der 

mten Stufe vorhanden und  behaupte t  sich durch alle Stufen,  deren Ordnnngs-  

zahl ein Mul t ip lum yon m i s t  (also auch der  rten),  bis sie auf  der  ~ten Stufe  

in der ident ischen Randabbi ldung  zusammenfallen.  

Wi r  haben es hier  auf  der Fi~che ~ m i t m  P u n k t g r u p p e n  zu tun, die sich 

bei ~, ~e, . . . ,  ~'~-1 zyklisch ver tauschen u n d  erst  bei ~ als m ge t rennte  Fixpunkt-  

klassen in die Ersche inung  treten.  Man kSnnte  sie >>konjugierte Fixpunktklas-  

sen>> yon ,~ nennen.  Natf i r l ich kann  ~ noch weitere Systeme yon je m konju- 

gier ten Fixpunktklassen en tha l t en  und dazu noch andere Fixpunktklassen,  die 

schon bei einer  niedr igeren Po tenz  yon ~ a~uftreten, entsprechend Isogredienz- 

klassen yon T,~, die auf  E f ixpunktfrei  sind, und schon auf einer niedr igeren 

Stufe  wurzeln. 

t t i e rdu rch  ist die in I, 45, insbesondere dem dor t igen  Satz 23, en tha l tene  

Aussage in deutl icheres L ich t  gesetzt  und auf alle F~lle endlicher Fak to rg ruppe  

T 
erweiter t :  Sei wieder  n die Ordnung  der Abbildungsklasse yon ~, d .h .  ~ zur 

Abbildungsklasse der Iden t i t~ t  gehSrig. Alle Po tenzen  ~, ~ . . . . .  ~ - 1  haben 

nur  Fixpunktklassen  vom Index  + 1 oder  Iqull. Ein  Zusammenfal len u r sp r i ing  

lieh verschiedener  Fixpunktklassen  finder nu r  in der Po tenz  z ~ start,  die ja  nu r  

eine wesentliche, und zwar negat ive Fixpunktk lasse  hat.  Unte re inander  ver- 

schiedene positive Fixpunktklassen  yon v behaup~en sieh ~ls versehiedene positive 

Klassen bei r  ~-~ .  Ausser diesen kSnnen bei denjenigen z~, fiir die m in 

n aufgeht ,  neue positive Klassen hinzukommen,  und zwar ist die Anzahl  der bei 

~'~ zuerst  au f t re tenden  Klassen in Mul t ip lum yon m. Und diese t r e ten  dann 

aueh bei ~2m, . . . ,  ~ ,~ und nur  dort  auf. Die Anzahl  der Klassen yon ~" ist 

also grSsser oder  gleich der 

die Spuren der Matr izen 

oder al lgemeiner  geschrieben 

Anzahl  der Klassen yon ~, und demnach gil t  ffir 

_-< ,(rm). (20 a) 

8. Die F o r m e l  -con I turwi tz .  

Diese Ergebnisse benutzen wir nun - -  immer  noch im Fal l  einer zyklischen 

Fak torgruppe  nter  Ordnung,  also einer  >>Abbildungsklasse n ter  Ordnung>> - -  zu 
15--31356. Acta mathematica. 58.  Imprim6 lo 29 d6cembre 1931. 
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einer Abz~thlung der Summe ~ der Klassenzuhlen v o n , ,  ~ ,  . . . ,  ~"-L Ein  m-glie- 

dr iger  Zyklus obiger Ar t  gibt Anlass zu m Fixpunktk lassen  vom Index  + l, die 

bei **'~, z2,,, . .., ~,~ t und sonst nirgends auftreten.  I h r  gesamter  Bei t rag  zu 

ist also (mn--  I ) m .  Dieser  Bei t rag  ist nun so oft  zu rechnen,  wie die Anzahl  
r 

A~,, solcher m-gliedrigen Zyklen angibt.  Und dann hat  man  noch m alle Tei ler  

yon n durchluufen zu lassen. So bekommt man 

~ =  ~_jA.~(n--m). 

Anderersei ts  ha t  ja  T r die Klassenzahl  gleieh der Indexsumme,  da ja nur  Fix- 

punktklassen vom Index  o (die n icht  m i t z ~ h l e n ) u n d  I auf t re ten,  also ist die 

Klassenzahl  nach  der Formel  yon ALEXANDEIr 2---8r, WO 8r die Spur  der r ten  

Potenz  F ~ der Matr ix  F yon I ist. Somit  kommt  

- ~ ( . -~)-( ,%**~ + + ~,,-0 

unte r  Benutzung  yon (13). Hierbe i  war el die Vielf~chheit  des Eigenwer tes  I 

in F, und st war eine gerade Zuhl. Somit  kommt  

y ,  A,,~(~--m) = 2 p - - 2  --~,(~-- 2). (2~) 

Setzt man  noch n - m ~  und verabredet ,  s tar t  den Fak to r  A,~ anzufi ihren,  den 

einzelnen Wef t  ;," so oft in Rechnung zu stellen, wie die Anzahl der ~-ghedmgen 

Zyklen angibt, so schreibt  sieh (21) 

~ (~-  i) = ~ - 2 - - ,  (~,--2). (21 ~) 

Diese Formel  solt die  >>I-IvBWiTzsche F o r m e d  unseres Problems heissen, well sie 

ffir n-periodische Abbi ldungen einer  FEtche (Bl~tttervert~uschungen einer reguli~ren 

n-bl~ttr igen Riemannschen  Flitche fiber einer Modulfi~che l) zur I tu rwi tzschen  

1 Siehe W. SCtIERRER: ,,Uber periodische Transformati0nen yon Fliichen,, Viertelj~hrsschrift 
der Naturforschenden Gesellsch~ft in Ziirich, Bd. 7o 0925). 
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Formel im gewShnlichen Sinne wird; dann werden die Zahlen ~'--I die zu den 

einzelnen Verzweigungspunkten gehSrigen Verzweigungsordnungen, es ist fiber 

alle Verzweigungspunkte zu smnmieren, Und '1 wird das doppelte Geschlecht der 

Modulfli~che. 

Es kann natiirlich auch eintreten, dass alle Elemente yon I '  auf E Fix- 

punk~e haben, also der Fall b) des vorigen Paragraphen iiberhaupt nicht eintritt. 

Dann haben , ,  , ~ , . . . ,  ~,-1 keine Fixpunktklassen Init yon Null verschiedenem 

Index. Es sind dann alle A , , = o ,  und (2I) lehrt, dass dann ~ - - I  in p - - I  auf- 
2 

T 
geht, und dass der Quotient die Ordnung yon ~ angibt. Man sieht, dass in 

diesem Fall aus ~ > I folgt/9 > 2. Zwar gibt es bekanntlich auch ffir p = 2 topo- 

logische Abbildungen der Fliiche auf sich mit Erhaltung der Indikatr ix und ohne 

Fixpunk~e. Aber yon der Klasse einer solchen Abbi!dung gilt naeh dem soeben 

gefundenen, class sie entweder keine endliche Ordnung hat, oder, falls sie yon 

der Ordnung n ist, dass sehon bei einer niedrigeren Potenz als der ~ten wesent- 

liche Fixpunktklassen auf~reten. 

Dass alle Flitchen p > 2 Abbildungsldassen endlieher Ordnung n (und sogar 

n-periodisehe Abbildungen) gestatten, die mit allen Potenzen bis znr (n-- I ) ten  

fixpunktfrei sind, wird in w I I an einem naheliegenden Beispiel erSrtert (dor- 

tiges Beispiel 2). 

In den w167 4--8 ist nur yon unendlichen oder endlichen zyklischen Gruppen 

yon Abbildungsklassen die Rede gewesen. Man wird aber erkennen, dass manche 

der Betrachtungen eine Erweiterung auf andere Gruppen, insbesondere endliehe 

nicht-zyklische Gruppen yon Abbildungsklassen zulassen. 

9. Eigenschaften der Abbildungsklassen endlicher Ordnung. 

Sei F die Matrix einer Abbildungsklasse endlicher Ordnung n. Man spalte 

das zugehSrige charakteristische Polynom 7(X) gem~Lss (4), w z bezw. (4a), w 3. 

Das System tier dabei wirklieh auftretenden Teiler d yon n, jeder so oft gesetzt, 

wie seine Vielfaehheit ~ a > o  angibt, heisse die ~d-Kombination~ yon F. Es sei 

d , d ' , d " , . .  , 6 , 3 ' , 3 " , . . . ,  i , . . . ,  i 

eine d-Kombination, in weleher a l l e d  > i und alle 3 > i und ulie d zu allen 6 

teilerfremd sind. Bezeiehnen dann D bezw. J das kleinste gemeinsame Viel- 
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fuche der d bezw. der 6, so ist  D te i l e r f remd zu J und D d : n .  N u n  bilde 

m a n  die Mat r ix  F D. Der  Bei t rag,  den die E igenwer te  I zur Spur  s~) l iefern, 

ist derselbe, wie fiir s 1. Dasselbe  gil t  fiir den Bei t rag,  der  yon den Tei lern 6 

herr i ihr t ,  dn der Exponen t  D zu allen 6 t e i l e r f remd ist. Alle zu den Tei lern  d 

gehSrigen E igenwer te  yon I" ve rwande ln  sich abe t  durch  die Po tenz ie rung  mi t  D 

in + I .  Also ist  SD>~I im W i d e r s p r u c h  zu (2o): 

Sa tz  5: In der zu einer Abbildungsklasse endlicher Ordnung ~ gehSrenden Kombina- 

tion yon Teilern yon n in der Zerlegung des charakteristischen Polynoms 

der zugehSrigen Matrix lassen sich die auftretenden yon I verschiedenen 

Teller nicht in zwei zu einander teile~fi'emde Systeme zerlegen. 

Es ist  stets 

du die Kl~ssenzahl  

8(1") = 81 ~ 2 ,  (22)  

Z ~ 2 - - 8 ~ > = o  

ist. W e g e n  (I0), w 3, h ier  fiir ~ =  210, ist  

Z ~ 2 + 2 p ,  

und d~s Gleichhei tszeichen ist nu r  fiir n ~  2 und  nur  fiir F - - - - E ~ p  erreichbar .  

Ffir  n : 2  ist i iberdies 

Z ~ 2  + 219 (mod4)  

2 - -  21o (rood 4), 

denn 

sj = 2p - -  2 e~ ~-~ 21o (rood 4), 

da  ~ gerude ist. I s t  n eine ungerade  Primz~hl ,  

fiir v = 2p,  

Z ~ 2 - -  21o (mod n) 

und  

so ist  wegen (9), w 3, hier  

Z ~ 2 - b  2p 
n - - I  

Es ist  also fiir ein k > o  

Z = ~ 2 _ _ 2 1 0  + k n ~ 2  + 2p 
n - - I  
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und hieraus folgt 

n ~ -  1_--<2/)+ I .  

Aus (I3), w 3, und (2o), w 7, folgt fiir beliebiges n 

( ~ -  8~) n _-< 2 p  - 81. 

lII. 117 

Fiir e l -  sl > o .hu t  man also 

n <  2 p - - s  1 2 p - - ~ 1  = - - I - ~  - G z p +  I .  
~'1 - -  8 1  ~'1 - -  8 1  

Ist  z. B. ~l > o, also ~l > 2, da ~1 is, gerade ist, und hat die Grundpotenz der 

Abbildung wesentliche Fixpunktklassen, also s l ~  I, so ist stets n ~  2 p - - I .  

Ist  e l = o  u n d s  1 > 0 ,  so muss wegen (i3) in (20) fiir wenigstens ein r < n  

das Ungleiehheitszeichen gelten. 

Satz 6: Fiir  Abbildungsklassen endlicher Ordnung n einer Fliiche vom Geschlecht p 

ist  n dutch eine f funktion yon 29 beschrYnkt (w 2). Die Klassenzahl Z wird  

dutch Z =  2 - - s l  bestimmt und ist  dutch 

Z ~  2 -[- 2p  

beschrSnkt, und das Gleichheitszeichen kann nu t  f i i r  n =  2 eintreten. [s t  

die Ordnung n eine Primzahl ,  so ist  sie dutch 

n < = 2 p +  i 

beschrSnkt. Z ist  in diesem Falle dutch 

Z < 2 +  2 p  
n - - I  

beschriinkt und geniigt der Kongruenz 

Z ~ 2 - - 2 p  (modn), 

die sich f i i r  n : 2 zu 

Z ~ 2 - - 2 p  (mod4) 

verschS~f en lSsst. 
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Ist  (fiir beliebiges n) in der Matr i x  1" die Vielfachheit ~ des Eigen- 

wertes I grb'sser als die Spur s i, so gilt insbesondere 

n ~  I + 2p--*l  ~ 2p + I. 
~e I - -  81 

IO. Aufstel lung aller Matrizentypen der Abbildungsklassen endlicher 

O r d n u n g  f i i r  p = 2. 

Fiir ~ : 2 ,  also v - ~ 2 p = 4 ,  kommen als Teiler der Ordnungen wegen (6), 

w 2, nur die in der folgenden Tabelle angefiihr~en Werte yon d in Frage. Es 

is t  dabei noeh fiir jeden Wert yon d die Summe #(d) der Wurzeln yon y(~().), 

also die Summe der primitiven (/ten Einheitswurzeln angegeben, die in w 3 be- 

stimmt wurde. 

d ~(d) #(d) 

I I I 

2 I - - I  

3 2 - - i  

4 2 o 

5 4 - - i  
6 2 

8 4 o 

lo 4 

12 4 o 

Nun hat man aus diesen Werten d-Kombinationen zu bilden, denen gemiiss 

(5) eine additive Zusammensetzung der Zahl 4 aus den zugehSrigen T(d)ent-  

spricht. Dabei beriicksichtigen wir zugleieh, dass, wie am Schhss yon w 3 ge- 

zeig~, sowohl d = 2 als ~ueh d = I llur in gerader Vielfaehheit auftreten diirfen. Man 

bekommt dann zunitchst die in der Tabelle Seite I I9 aufgefiihrten MSglichkeiten. 

In tier zweiten Spalte is~ die Ordnung n als kMnstes gemeinsames Vielfache 

der benutz~en d angegebgn. In der dritten SpM~e ist die Spur s 1 als Summe 

der entspreehenden #(d) angegeben. Yon den so gefundenen MSgliehkeiten 

widerstreiten aber eine gauze Reihe den friiher gefundenen Eigenschaften der 

Matrizen yon Abbildungsklassen endlieher Ordnung und sind daher auszumerzen, 

entspreehend den Angaben der letzteu SpMte. So scheidet die Kombination 
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d-Kombination Ordnung S p u r  Widerspricht 

8 2 _--<_ 8~ I 2  

IO 

8 

5 

6 6 

6 4 

6 3 

6 2 2 

6 I I 

4 4 

4 3 

4 2 2 

4 I I 

3 3 

3 2 2 

3 i i 

2 2 2 2 

2 2 I I 
i 

I I I I 

1 2  

1 0  

8 

5 
6 

1 2  

6 
6 
6 

4 
I 2  

4 
4 
3 
6 

3 
2 

2 

I 

o 

I 

o 

- - I  

2 

I 

o 

- - I  

3 
o 

- - I  

- - 2  

2 

- - 2  

--3 
i 

- 4  
o 

4 

Satz 5 (quadriert) 

8 2 _-<_- 8~ 

8 1 < : 2  

S~tz 5 
8 2 ~ 81 

Satz 5 

(6, I, I) aus, weil ihre Spur > 2  ist im Widerspruch zu (22). (Die letzte Kom- 

bination (I, I, I, I) entspricht der Abbildungsklasse der Identiti~t und hat die 

Ordnung n - - I .  Sie gehSrt also in gewisser Beziehung nicht in die Aufstellung 

hinein, es ist aber im Folgenden bequem, sie mitzuz~hlen.) Die Kombinationen 

(4, 3) und (3, 2, 2) widerspreehen dem Satz 5. Fiir die Ausmerzung weiterer 

Typen ist die Quadrierung der betreffenden Matrix erforderlich, die man nach 

dem in w 3 gegebenen Verfahren direkt an der d-Kombination vollziehen kann. 

Das Quadrat einer Matrix vom Typus (6, 2, 2) ist eine Matrix vom Typus (3, I, I), 

und diese hat eine grSssere Spur, was der Bedingung s2 ~ s, aus (2o), w 7, wider- 

streitet. Ebenso fiihrt (4, 2, 2) quadriert auf (2, 2, I, ~) mit grSsserer Spur. 

(6, 4) fiihrt quadrier~ zu (3, z, 2) und scheidet also aus. ( i2)ff ihrt  quadriert auf 

(6, 6) mit grSsserer Spur und scheidet also aus. 

Die hbrigen I2 Typen sind m i t  den bisher aufgestellten Bedingungen ver- 

tr~glich. Das wird aus der folgenden Tabelle erhellen, die diese I2 Typen, .die 

sieh dureh Potenzieren reproduziereu, mit s~mtliehen Potenzen darstellt. Dabei 

fiihren wir eine feste Numerierung dieser i2 Typen mit r5misehen Ziffern, naeh 
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Typus '  d Kombi- i n~t ion n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 IO Mat r ixg le ichung  

. . . . . . .  i . . . . . . . . . .  

/ ~ - - E  4 = o  

F ~ - - E 4  ~ O 

F +  E 4 ~ o  

3 i I 

V 3 3  

VI !I ,1 I 

VII  4 4  

VII I  5 

I X -  6 3 

X 6 6  

X I  II 8 

I O  

8 

v I  I 
2 

o 

i;iT -;;i-- 
0 

V l l I  V l I I  I 

I 

4 

I 

4 

II  VI ! I 

o 2 I 4 

2 o i 

V l i  f I 
- -4  o [ 4 

VI I I  V I I I I V I I I  I 

- - I  - - I  i - - I  d 

O 

2 4 

�9 X2 V 

2 - - 2  

o 

XI  V i i  

0 0 

2 2 

XII  V I I I  

I - - I  

i 3 

3 

V II  V IX  

O - - 2  O 

2 4 2 i 
i 

I I I  X 

- - 4  - -2  2 
4 6 4 o 

XI  I I I  X] 

o - -4  o 
2 6 2 

X I I  VI I I  I I I  

I i - - I  - - 4  

x 3 6 

- - 2  I I 

/ , 8 _ _  E 4  = o 

' I I  XI  

0 0 

I I I  3 I XI. I 

F 2 + P + E 4 = o  

, ~ - - F  ~ + P - E ~  = o  

pg + E 4 ~ o  

I ' 4 + F * + F ~ + F + E 4  = o  

_/~4 + I'~ + E 4 = o  

F ~ - - F +  E4 = o 
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steigender Ordnungszahl Ct geordnet, ein. In den mit I b i s  Io hberschriebenen 

Spalten sind fiir die Potenzen jedes Typus angegeben: zu oberst die Typen- 

nummer der Potenz, in der Mitre die Spur und zu unterst die Anzahl positiver 

Fixpunktklassen. (Die einzige negative Klasse, vom Index - - z ,  die zum Typus 1 

gehSrt, ist nirgends mit aufgefiihrt.) Endlich ist in der letzten Spalte die in w 3 

mit x = o bezeichnete Gleiehung niedrigsten Grades angegeben, die yon der Matrix 

des betreffenden Typus erfiillt wird. Sie ist ein Teiler der charakteristischen 

Gleichung vierten Grades der Mutrix und bestimmt naeh w 3 die Rekursions- 

formel fiir d i e  Spuren der Potenzen der Matrix. 

Die im n~chsten Paragraphen fiir beliebiges p gebildeten Beispiele ergeben, 

fiir p - -  2 spezialisiert, Belege fiir alle Typen der Tabelle mit Ausnahme der Typen 

IV und VI, deren Exis~enz fraglich gelassen werden muss. 

~. Beispiele fiir Abbildungsklassen endlicher Ordnung. 

In diesem Paragraphen soll eine Reihe von typischen Beispielen fiir Ab- 

bildungsklassen endlicher Ordnung ffir beliebige p angegeben werden. F i i r p =  z 

spezialisiert, ergeben sie Beispiele fiir alle Typen obiger Tabelle, mit Ausnahme 

der fraglich bleibenden Typen IV und VI. Als Ausgangspunkt wird jedesnml 

eine geeignete abstrakte Darstellung der Fundamentalgruppe F genommen, die 

eine Automorphismenfamilie endlicher Ordnung in Evidenz setzt. Sodann wird 

das Augenmerk auf die im w 4 anfgestellte Gruppe T gerichtet, die 1~' als lqor- 

malteiler enth~lt. Sie entsteht, durch Hinzufiigung einer Erzeugenden t zu T', 

die einer Relation t n = f  geniig~, wenn ~ die endliehe Ordnung der Abbildungs- 

klasse und f e i n  Element aus F ,  eventuell die i, bedeutet. Eine abstrakte Dar- 

stellung von T erh~lt man, wenn mun iiberdies noeh die endlich vielen Relationen 

t e t  - 1  - -  e z  

hinzufiigt, wo e ein Erzeugendensystem yon T' durchl~uft und die Korrespondenz 

e-~e• den durch t induzierten Au~omorphismus I yon /~ angibt, und wenn man 

noch ein vollst~ndiges Relationensystem fiir F in den e angib~. Diese abstrakte 

Darstellung yon T wird nun durch Umformungen so vereinfacht, dass sie das 

~Streckengruppenbild~> im Sinne yon DEn~ 1 zu konstruieren gestattet. Dies er- 

gibt sich hier immer als ein metrisch regul~rer Streckenkomplex der nicht- 

1 M. DE~I~, Uber die Topologie des dreidimensionalen Raumes,  Math. Ann. 69, w I. 

16--31356. Acta mathematica. 58, Imprim~ le 30 d~cembre 1931. 
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euklidischen Ebene @, der eine mit :T isomorphe Gruppe yon Deckbewegungen 

in sich gestattet. Als Fundamentalbereich derselben kann man die einzelne 

Masche des zum >>Streckengruppenbild>> dualen >>Polygongruppenbildes>> nehmen, 

dessen Eckpunkte die Maschenmitten des Streckengruppenbildes sind. F i s t  eine 

invariante Untergruppe dieser Deckbewegungsgruppe T. Die modulo /? redu- 

zierte Ebene @ ist die geschlossene Fl~che ~ vom Geschlecht p. Die modulo T 

reduzierte Ebene ist eine geschlossene Fl~che M yon einem gewissen Geschlecht 

Jr. Dabei ist q~--q)mod F eine s-bl~ttrige regul~re Riemannsche Fl~che fiber 

T 
q~ mod T ~ M ,  und den Elementen der Fak~orgruppe ~ entspricht die zyklische 

Vertauschungsgruppe dieser n BlOtter. Damit ist ffir diese Beispiele gezeigt, 

dass die betrachtete Abbildungsklasse endlicher Ordnung n unter ihren Abbil- 

dungen solche enth~lt, die n-periodisch sind, d. h. deren nte Potenz nicht nur 

zur Klasse der Identit~tt gehSrt, sondern selbst die identische Abbildung ist. 

Und M i s t  die zugeh5rige >>Modulfl~tche der Involution>> im Sinne yon B~ovwE~. 1 

Positive Fixpunktklassen werden dabei immer durch je einen Punkt  (Verzweigungs- 

punkt yon q~ fiber M) dargestellt und Fixpunktklassen vom Index o ganz ver- 

mieden. Die Hurwitzsche Formel des w 8 wird dabei zur Hurwitzschen Formel 

der Riemannschen F15che, und d~s Geschlecht n yon M hat daher den Wert  e~, 
2 

wo .~a ~ die Vielfachheit des Eigenwertes I in der Matrix l" von I war. 

Man kSnnte einwenden, dass man, wenn es sich nur um die Aufstellung 

von Beispielen ffir Abbildungsklassen endlicher Ordnung handelt, den Ausgangs- 

punkt umgekehrt in den Gruppen von Bl~ttervertauschungen regul~trer Riemann- 

scher Fl~chen nehmen k5nnte. Demgegenfiber sei hervorgehoben, dass die fol- 

genden Beispiele vor allem zeigen sollen, wie die in den vorstehenden Paragra- 

phen gegebene gruppentheoretische Analyse fiir beliebige Abbildungsklassen end- 

licher Ordnung yon selbst in den hier behandelten Beispielen auf die zugehSrigen 

Riemannschen Fl~ehen ffihrt. Das ist yon Wichtigkeit ffir die Frage (die hier 

- -  in den folgenden Paragraphen ~ nur zum Tell gelSst wird), ob ei~e Abbil- 

dungsklasse endlicher Ordnung immer eine Abbildung endlicher Ordnung enthiilt. 

Die folgenden Beispiele suehen einen Weg zur Beantwortung dieser Frage an- 

zubahnen, indem ffir die abstrakte Darstellung der Gruppen T und ffir die Dar- 

stellung der Automorphismen yon /7 eine typische Normalform angestrebt wird. 

1 L. E. J. BROUWEtt, t3ber topologische Involut ionen,  Amsterdam Proceedings, Vol. XXI. 
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Auch fiir die Entsche idung  der Frage,  w a n n  z w e i  A b b i l d u n g s k l a s s e n  in  e i n a n d e r  

t r a n s f o r m i e r b a r  s ind ,  ist dies yon Bedeutung.  

Beispiol  1. 

Die D~rstel lung der Gruppe  F 

/ ~ ' ~  {ai, b l , . . ,  "l,, bp} 

R = klk ,  . . . k l , =  I 

setzt den Automorphismus  tier Ordnung  19 

in Evidenz. 

(hi ~ ai bi a~ -1 bT 1) 

I :  ai --~ ai+l t (i modp)  
bi ~ bi+l ! 

Er  werde durch die Abbi ldungsfunkt ion  t ( tP + E )  induziert .  Ffir  

alle Potenzen  t r ha t  man die Spur  s , . = o  und also die Klassenzahl  Z r - - 2  

(~ .... I, 2 , . . . , p - - ~ ) .  Das eharakter is t i sehe P o ly n o m  von t ist 

z ( z )  = 

Fiir  die Matr ix  1" yon I ist  also ~ = 2. 

Die Gruppe 1' wird (~uf E )  

i t s -  ~ t J~-- I t a #  - ~  - -  a i + l ] ( i m o d p ) "  

i tb~t - ~ =  b~+z 

Gleichungen fiir i = I , . . . , p - - I  kann  man a ~ , b ~ , . . . , a ~ , b p  Mittels der letzten 

elimiuieren. Die beiden le tz ten 

t a p t - ~  - -  a 1 

sind dann wegen t p =  I ident isch erfiillt. 

also 

Somit  bekommt man 

t bp t  -1  : -  bl 

Ferne r  wird 

I c i  - -  t i - lk l  t -( i-1) , 

/ / - - ( ~  t)~ �9 t--P. 

/ " -  {a~, b~, t} 

tP = (~lt)p = I.  
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Fiihrt man noeh t~= t -~k-~ ~ als iiberz~hlige Erzeugende ein, so hat man 

T = {al, bl, t, tl} 

tp = t~' = t t~a lb~a .T~b7 ~ ~- I .  

t und t~ repr~sentieren die beiden positiven Klassen. 

Legt man der Herstellung der Gruppe /~' in @ das in I, 3 benutzte im 

Einheitskreise zentrM gelegene regul~i~re 4p-Eek zu Grunde, so is~ in diesem Bei- 

spiel die Abbildung t auf E einfaeh die I)rehung yon E in sieh um den Winkel 

2-~, also eine elliptisehe lineare Substitution. Also ist die Abbildungsgruppe I '  
P 

yon E auf sich dureh eine Gruppe linearer Substitutionen gegeben, die F in- 

variant enth~lt. N u n  be trachte t  m a n  dieselbe G r u p p e  i n  @. Man kann als ein 

Beispiel der erzeugenden Funktion der hier betraehteten Abbildungsklasse die 

p-tel Drehung yon @ uln den Mittelpunkt 0 nehmen, denn sie geniigt den rich- 

tigen Funktionalgleiehungen. Nun betraehte man den zentralen Fundamental- 

bereieh yon F :  

4 aufeinanderfolgende Seiten desselben korrespondieren zu Paaren bei as 

und b~. Man verbinde die beiden freien Endpunkte mit dem Zentrum 0 von/~.  

Das so entstehende 6-Eck ist Fundamentalbereich yon T. Die beiden neu hin- 

zugekommenen Seiten korrespondieren bei t. Daraus folgt das Polygongruppen- 

bild yon T. ~ is t  10-bl~ttrig fiber M mit 2 Verzweigungspunkten (p - - I ) t e r  Ord- 

nung: derjenige in 0 entspricht der Klasse von t, derjenige in den Eeken des 

ursprfingliehen 4p-Ecks der Klasse yon t~. M h~t das Gesehleeht I entspreehend 

~ 1 ~ 2 .  

Ist  r ein Teiler yon p,  and betrachtet man die Abbildungsklasse yon t r, 

so ist diese yon der Ordnung p und hat auch zwei positive Klassen, gegeben 

dureh t r u n d  t [ = k ~ k ~ . . . k r t  r. Der Eigenwert I bekommt die Vielfaehheit 2r 

and die Modulfl~ehe M das Geschleeht r. 

Man kann sich diese Abbildungsklasse im R~ume so veranschauliehen: 

A sei ein Durehmesser einer Kugel. Man bringe p ~Henkeb rotationssym- 

metriseh mn A auf der Kugel an. Dann ergibt die p-tel Drehung um A die 

obige Abbildungsklasse, uncl die Endpunkte yon A sind die einzigen Fixpunkte 

bei allen Potenzen. 
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B e i s p i e l  2. 

D i e  i m  B e i s p i e l  I b e n u t z t e  D a r s t e l l u n g  von  Y l~tsst s u c h  f o l g e n d e n  A u t o -  

m o r p h i s m u s  e r k e n n e n  : 

a 1 ~ a 1 

b I - - )  k T  i b 1 

I :  
a i  

--* a i + l ~ ( i =  2 , . . . , p - -  I) 
b~ ~ bi+1 

ap ---) a 1 a e a ~  ~ 

bp -----> a 1 b~ a T  1 , 

d e n n  d i e  Mten  E r z e u g e n d e n  l~ssen  s i ch  d u t c h  d ie  n e u e n  uusd r f i eken ,  u n d  R g e h t  

f iber  in  

a I k,_71 b 1 a~ -1 b~ -1 k 2 k 3 k 4 . . . kp a 1 k~ a~ -1 = a I k ~  1 a l  I �9 R �9 a 1 Ice a~ -1 . 

D i e  P o t e n z e n  F w e r d e n  f i i r  r =  I, 2 , . . . ,  p - - I :  

a i --~ a 1 

b~ -~  k -1  k~ 1 bl 
r + l  " " " 

I r : 

ai -~  ai+,.~ (i ~ 2 ,  3 ,  . . . ,  jo - -  r )  

bi--~ bi+r ) 

ap--r+j -~ alaj+l a~ I 1 
a lb j+1a71~( j=  I, 2 , . . . ,  ,'). 

F i i r  r = p - - I  h a t  m a n  

(t l  ---> ( t l  = ~1 a l  a ~  1 

b 1 "--) k p l . . ,  k v l b l  - -  a l b l a - (  -1 (wegen  R = I) 

a i a i + j a T i ~ ( j  I ,  2 , . . . ,  p -  al+j----) 
I ) .  

bi +j "-) al bi +j a~ "q I 

A l s o  i s t  i p - i  d e r  i n n e r e  A u t o m o r p h i s m u s  (I0)a-1.  W i t  h a b e n  es a l so  m i t  e i n e r  

A b b i l d u n g s k l a s s e  d e r  0 r d n u n g  p - - I  zu t.un. Sei  t e ine  I i n d u z i e r e n d e  A b b i l -  

d u n g s f u n k ~ i o n .  D ~ n n  ist~ a u f  E 

~p--1 = a l "  
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Die Matr ix  yon I ist beziiglich der er'sten beiden Erzeugenden  die Einheits-  

matr ix  E~ und  beziiglich der fibrigen gleich der Matr ix  aus Beispiel I mit  p -  I 

s tar t  p .  Also wird das charakter i s t i sche  Po lynom 

Z (~) : (~ - -  I )'3 (~p--1 - - I  )'2 

und , ~ =  4. Die Spuren werden fiir alle Po tenzen  I" fiir r =  i, 2 . . . .  , p - - 2  

also die Klassenzahlen 

8 r =  2 

~ = o .  

Es t re ten  also in der ganzen Gruppe I '  keine Klassen mit posit ivem Index  auf. 

Man kann  sich hiervon auch leicht  durch direkte  Ausrechnungi iberzeugen .  Denn  

es sei f t "  ein beliebiges Element  aus I '  und r die Exponen tensumme yon al in f .  

Diese itndert sich n icht  bei Ausi ibung yon I .  N u n  i s t  

( ' f t r ) p - 1  = f f I  rfI2r''" J'f (p--2) r ~r (1.*--1) ___ J ~ ' l  r , . .  J4' 1 (I*--2)r a r : h 

ein E lement  aus F ,  und seine Exponen tensumme in al ist 

( p  -- I ) r  + r 

also 4 =o fiir r =  I, 2 . . . . .  p - - 2 .  Also ist h n icht  homolog Null  und  daher  h=V I.  

Fiir  die Gruppe  / '  ha t  man  nun  folgende Ausgangsdars te l lung:  

~ =  I ~P--1 = ~ I 

1 ' =  {al, bl, . . . ,  ap, G ,  t} 

ta i t -1 ~ a I 

t b l  t - 1  - -  k ~  i bi 

t a i t  - ~  
m + ~ ( i  = 2, .. 

t b i t  - l = -  bi+~.! 
t a p t  - i  ~ a i  a~a71  

t bp t - i  = a 1 b~_ aT -i . 

. ~ p - -  1) 

Nun kann  man  mittels  der zweiten Relat ion die Erzeugende  a i und  mittels  der 

den Buchstaben i en tha l tenden  Rela t ionen  die Erzeugenden  as, b s , . . . ,  ap,  bp 

eliminieren. Setzt  man iiberall ein, so werden in der letzten Rela t ionengruppe  
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die erste und die beiden letzten Relat ionen identiseh erffillt. 

die zweite stehen, die wir 

B '  =-- t b l t - l b T - l  a,,b~a._7 -1 b.71 = I 

schreiben. Die Einsetzung yon al, a3, b~, . . . ,  bp in R ergibt  

17{, -~- t p -1  b 1 t -(1~-1) b71 �9 k~ �9 tk~ t - 1  �9 t ~ k~ t - ~  . . . . .  t p -~  k~ t - ( p - 2 )  

:Nun ist aber wegen R ' :  i 

III. 19~7 

Es bleibt also nur  

= t p-~ bl t - ( v - l )b - i -1  (k~t )~-~  t - (~--1) .  

k~ t  = b l t b y  j ,  

also 

R = t p - 1 .  (b, the-l) - (p-l)  �9 (bltb-c~) p - I  t - ( ~ - l ) ~ _  i 

eine Folge aus R ' =  I. Somit  ha t  T -  {t ,  b~, a2, b . 2 } n u r  die eine Rela t ion R ' =  I.  

T ist also der zu einer Fl~ehe M vom Gesehleeht  2 gehSrigen Fundamen ta lg ruppe  

isomorph,  und das Gruppenbi ld  ist bekannt .  (T ist also wiederum Ms Gruppe  

l inearer  Subs t i tu t ionen darstellbar.)  

F ist diejenige invar iante  Untergruppe  (vom Index  p - - I )  yon 1', deren 

Elemente  in der Erzeugenden  t eine dureh p - - I  te i lbare Exponen tensumme ha- 

ben. Man kommt  umgekehr t  yon T zu F ,  indem man t v - ~ = a ~  und die Trans- 

formier ten  

tr a2t  - r =  a2+r } ( r =  I, z ,  . . ., p _  2) 

V b~t - r  - -  b2+r 

einfi ihr t  and  bedenkt,  dass t~b~t -~ wegen R ' =  I durch die iibrigen ausgedrfickt  

werden kann.  Dann  induzier t  t in 1;' den Automorphismus  I .  

T ist Deckt rans format ionsgruppe  der universel len ~ber lagerungsf l~ehe  der 

geschlossenen Fl~iche M vom Geschlecht  2 - -  dies stimm~ mit  e ~ = 4  - - ,  und die 

Flis q9 vom Geschlecht  p ist wegen des Index  p -  I u  ~ in T eine p -  I- 

bl~ttrige tTberlagerungsfl~tche yon M.  Deren  BlOtter werden bei Durch lau fung  

des dem Element  t auf M entsprechenden Weges  zykliseh ver tauseht ;  man  

kann  sie als l~ngs einer solchen geschlossenen Kurve  yon M zykliseh zusam- 

menh~ngend auffassen, die dem m i t t  gekoppel ten  Element  b~ entsprieht .  99 ist 

unverzweigt  fiber M.  ~ Die be t rach te te  Abbildungsklasse enthiil t  also eine mit  

allen Potenzen  f ixpunktfreie  ( p -  i)-periodisehe Abbildung.  

1 Zur Frage der unverzweigten l)berlagerungsfliichen und ihrem Zusammenhang mit den 
Untergruppen von endlichem Index der Fundamentalgruppe der Grundfl~iche vergleiche man auch 
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F i i r  p = 2  ist  t selbst Klasse  der Iden t i t~ t  und ~ mi t  M iden~isch. W i r  

haben  es also nur  fiir p > 2 mi t  e iner  Abbi ldungsklasse  einer  O r d n u n g  > I zu 

tun. Vergle iche hierzu den Schluss yon w 8. Im" R a u m e  k a n n  m a n  sieh diese 

Abbi ldungsklasse  so anschaul ich  machen :  An e inem Torus ,  der sich bei D r e h u n g  

um eine Achse A in s ich verschiebt ,  br inge man  p - - I  H e n k e l  ro ta t ionssym-  

metr i sch  um A an. D a n n  ist die ( p - - I ) t e l  D r e h u n g  um A die hier be t r ach te t e  

Abbi ldungsklasse  der Fl~che vom Geschlecht  p .  

Bei der Abbi ldungsklasse  yon t r hat ,  wenn  r in p - - I  aufgeht ,  die Modul- 

fl~che das Geschlecht  r +  I und  der E igenwer t  I ,  wie mun  leicht  bestii t igt,  die 

Mult ipl izi t~t  2 r  + 2. 

Be i sp ie l  3. 

Zun~chst  soll n u n  die G r u p p e  F auf  eine neue, ffir dies Beispiel  gee ignete  

Dars te l lung  umgeschr ieben  werden.  Von  der  in den ers ten beiden Beispielen 

benutz ten  Dars t e l lung  ausgehend,  setze m a n  

cl = a, bl a7 -1 

C~ ~ b~ -1 a~ b2 a ~  1 

c a ~ b~ ~ a 3 b~ a71 

e~ = b~_~ a ~ b p a ~  ~ . 

Dunn  is t  / ? ' ~  {a~, . . . ,  ap, cl, . . . ,  c~,}, denn die bi lassen sich aus diesen aus- 

driicken, und  zw~r k o m m t  

bi ~ a 7  la~_.11 . . . a ~  1" c l a  l c  2a~. . . .  c i a i .  

N u n  fi ihre m a n  noch zwei iiberz~hlige Erzeugende  Cp+l  und ap+l durch  die De- 

f ini t ionsgleich ungen 

Cl C ~ . . .  Cp Cp+ l ~ I 

a l a  ~ . . .  a p a p + l  ~ I 

ein und seize zur Abki i rzung 

I)TGEBRIGT JOttANSSON: Topologische Un te r suchungen  fiber unverzweig te  Uberlagerungsf l i ichen.  
Norsk Vid. Ak. Sk~. Mat. ~a tu rv .  K1. 1931 , insbesondere  S. 57. 
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(e)i --- e 1 e~ . . .  Ci ] 

t ( a ) i  = < a .  . a ,  
I 

( c a ) ,  = q a l e . a ~  . . . e i a i  ] 

Es ist also ( @ + ~ = ( a ) p + l =  x naeh den obigen Defini t ionsgleiehungen.  

�9 b ,  = ( a ) 7 ' ( e &  

also 

k i  : a i  b i a 7  q/)7-1 : ( a ) ~ l l  (e a) i - -1 ,  e l .  (e a),7 -1 (a) i  

und somit 

1," = / q k , . . .  7~,, = (4 , (e~)71(a)  ,, 

und wegen 
(6 ,  - 1  

= ap+ 1 

.It --1 - -1  av+ l a ,,+ x c ; +  l ( c a)~, l a~,4}1 = a, ,+ , . (e a ) ~  l . a ~  1 . 

Also ist~ 

1 ~ ' =  { e l ,  . . . ,  e p + l ,  a l ,  . . . ,  a p ; l }  

(g )p+ l  = ( a ) p + l  " - - ( O a ) p + l  --" I 

III. 1 9~9 

i : I ,  2 ,  . . . ,  p q -  I .  

Nun wird 

(23) 

die D~rstel lung yon F in den neuen 2p + 2 Erzeugenden.  - -  Wi r  verabreden 

noch, die Stellzeiger in den ci, at und in den Symbolen ()~ nur  modulo p + I 

zu reehnen.  Die urspri ingliche Defini t ion der KlammergrSssen  (); bleibt dabei 

wegen (23) such  fiir i > p  + I  richtig. 

Die Dars te l lung (23) ffir 1,' setzt  nun  den folo'enden, nfit H bezeichneten 

Automorphismus  yon 1 ;  in Evidenz: 

De nn  es ist 

H :  

] 7 - -  31356. Acta mathernatiea. 58. 

,~lso 

Ci ~ ai  

(ti - ~  ei + l �9 

(~)~. = (< ,  

(6 ,+1  --~ (a),,+ l 

(a)~+ l ~ e: -1 (c),,+1cl 

Imprlmt~ ]o 30 d$eembre 193l. 
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Dabei  ist 

Ci ~ ( l i - - r - - I  
H~r-a:  H')-r: 

(1i "---) Ci ~ r 

~ i  "--) ('l r 

( l i  ~ ( l i +  r 

also H '~(p! ~):-: I .  Sei h e i n e  H induzierende Abbi ldungs fnnk t ion  (friiher mi t  dem 

Buehs taben  t bezeichnet),  so ist a u f  E h 2 j ~ ' ' =  I .  

Zur Bi ldung der Spuren  und des ehurakter i s t i schen  Po lynoms  ha t  man  uuf 

die in der  H o m o l o g i e g r u p p e  unabh~ng igen  Erzeugenden  e l , . . . ,  ct) , a, . . . . .  aj, zu- 

r i ickzugehen,  also wieder  cj)+~ und ap§ mit te ls  der Rela t ion  (c)p+l :- I und 

( a ) 0 _ l - I  zu e l iminieren.  Man ha t  dann  fiir F die Dars t e l lung  

1": { e l ,  . . . ,  ep, ax, . . . ,  al, I 

(ea)l, e)~, l(a)~, 1 i , 

wobei :iede Erzeugende  in der Rela t ion  die E x p o n e n t e n s u m m e  o hat. Bei der  

Bi ldung der Spuren kSnnen nu t  d ie jenigen c,: oder  a,- etw~s bei t ragen,  die ger,~de 

in c/,._~ oder  a~)+~ iibergehen, el). ~ enth~ilt alle c, mi t  dem Exponent.en - - I  und 

kein ai, und  al)+~ enthiilt  alle m mi t  (lem Exponen ten  - -  f un(1 kein el. Also wird 

1111d 

82r .  -1 0 

~2 r : : :  - -  :2 (flit r :~-o rood p + I). 

Die 

~er~.den die 

finder man  : 

unger~den  Potenzen von h haben  also die Klassenzahl  Z2~__~ =: 2 und die 

Klassenzahl  Z,,,. 4. Fiir  das eharakter i s t i sche  Po lynom yon H 

~,().) --= )21, _!_ )~ + . . .  + L2 _!_ I : 

denn man  best~itigt durch Einsetzen die Gle ichungen 

also ~ t - - o .  

Ehe wir ~uf die Un te r suchung  der  zugeh5r igen Gruppe  T eingehen,  lesen 

wit  aus der  Dars t e l lung  (23) yon ]" noeh einen zweiten, mi t  A' bezeichneten Auto- 

morph i smus  ab : 

(" i ---) ( ( ' ( . t ) i - - '  , . / 1  (L~ a)[~_ll 
S:  

a , - ,  (ca)i aT-i(ea)7 ' ,  
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(a),,,, ~ (~), (~< ' )7 '  

(~a)<,>, =-(~a)7', 
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und setzt man hierin iiberall p + I fiir i, so sieht man, dass das Relationensystem 

in ein gleichwertiges iibergeht; ferner folgt aus der letzten Gleichung sofort 

S " =  I. S werde durch die Abbildungsfunktion s induziert, und auf E ist 

also s '2~ i.  

Geht man wieder ~uf (24) zuriick, so hat man in S einfach die beiden 

letzten Transformationsformeln fortzulassen. Man sieht, dass S die Matrix 

--E2~,, also s l = ~ 2 p ,  Zl~2+ 22) und 

7(z) = (z + 

~ds charakteristisches Polynom, also q = o  hat. 

Nur kurz erwghnt sei, dass man in diesem Zusammenhang noch in ~ihn- 

licher Weise zwei andere Automorphismen zweiter Ordnung 

�9 (3 i _~> ((3) i (~-1 (0)~1 Ci --~ ((g)i--1 Ci (a)7-11 
(; 1" (;', : 

a i  ---) (C)i(gi(c) i  -1 - i - +  (s 1 a71 ((,)z:-~ll 

feststellen kann, fiir welche man die Beziehungen 

t ;  2 = H - 1  ( ; 1 H  

,S* = G1 (;-~ -- (;.2 641 = (-77* H - *  ( .41H 

bestiitigt. Daraus folgt, dass S als Produkt zweier Automorphismen gleicher 

Art ein Automorphismus erster Art ist. hn  iibrigen sind (/1 und G~ yon zweiter 

Art. Die Determinante ihrer Matrix ist offensichtlich (-- i)v.  Vgl. dazu den 

Satz am Schluss yon w 3. 

Die in dieser Abhandlung dargestellte Untersuchung der Gru.ppen T be- 

zieht sich nur auf Automorphismen erster Art. S und H sind solche (H hat 

einen charakteristischen Exponenten > 2, vgl. I, S. 242). Wir  betrachten auf ls' 

die Abbildungsgruppe U ,  die durch F[inzufiigung der erzeugenden Abbildungs- 

funktionen s und h zu F entsteht: 

U .... a , ,  h ,  ,s.} ( i - -  I , . . . , p  + , ) .  
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D a  b '  durch h und s in sich t r ans fo rmie r t  wird, ist l"  Normal te i le r  von U. 

Durch  Subst i tut ion yon S in H finder man  

H S :  
~, ~ (~,), �9 ay~ .  (c ,)  T 
~ i -~  (,'~), ~ ; f ~  (~'~)7 -~ 

und durch Subst i tu t ion yon H in ,S' 

S H :  
Ci ""-) C71 ( c a ) i - - l ( , / "  a T  1 .  (~7 -l  (ca)i- ' - l lCl :-= c~ - l  (c~l)i" a~ - 1 ,  ( c a ) T l  ,,j. 

(Jl ''-'~ CT 1 (ca)iCi-}-l" C - 1  �9 CT~_l l ( ( ,{ / ) t . - ic , - - -c71(( ' a ) i  "ciVil  �9 (ca) t~- lc l  t v l  

Es bczeichne ('1 den inneren Automorphismus  von l " ,  bei dem jedes Element  ,/ '  

in c ~ f c ?  -~ i ibergeht.  Er  wird durch d~s Element  c~ induziert .  D an n  ist, wie 

man  sieht: 

S H - -  H S C T  ~ . 

Fiir  die zugehSrigen Abbi ldungsfunkt ionen  gilt  also 

denn es ist jt~ z. B. 

h s  - -  c-( -1 s h ,  

h.b~.:$'--I h--1 :__= h f ,~  h - ~  = ( . f , , ) l ,  - f i , , , z .  

Die somi tge funden ( ;  Rela t ion 

zeigt, class der Konnnu ta to r  tier beiden ausserhalb I,' l iegenden Erzeugenden  von 

U Abelsch ist. Sie ha t  die Ordnung  U in I" liegt, dass also die Fak to rg ruppe  F 

4p  + 4 mit  den Restklassen von s u n d  h, als Basiselementen.  ])~mlit hat  sich 

folgende Dars te l lung yon U ergeben:  

u =:: {c~, tli, It, s~ 

( ~ ) , ~ . + ~  - -  ( a ) , , + ~  - -  ( ~ a ) , , ~ ,  = h~ , , - :  ~ = ,,,-~ : - : ,  / , , ~ , / , - - - ,  - , , ,  

,s'h.s'--~h - ~  - -  q l t a i h  - 1  ,-: e i+l  

sc, .s  - 1  ( c a ) ~ - i  c i - - ' (ea)~2 , 

.,'m.~ - 1  ~- (ca) i  aT-l(~;a)[ -1. 
(25)  
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Das l~elat ionensystem (25) ist vollst~ndig. Denn  auf  Grund  desselben kann  man 

offenbar s und h u n t e r  sich und mi~ allen Elementen  yon F vertauschen,  also 

jedes P r o d u k t  

//1(Ci, as, h, 8) 

in die F o rm 

h s" 

mit  o ~ x _ - -  < 2p + I und 0_-- <y_-<I  umsetzen,  und fiir die Form der P ro d u k t e  //,2 

sind die ersten drei Rela t ionen yon (25)volls t i /ndig.  

Aus 

el - -  s h s - l h  - 1  - ~  s h s h  - 1  

bekommt  man 

alle c~ und  a~: 

durch Trans format ion  mit  den Po tenzen  yon h der Reihe nach  

ci ~ h ' ~ i - 2 s h s h  - (2~-~)  

ai h 2 i - 1 8 h s h  - ' 2 i .  
(26) 

Also wird U bereits durch h und s erzeugt.  Ein  vollstiindiges Rela t ionensys tem 

erhBlt man  durch Einsetzen der Ausdriicke (26) in alle Rela t ionen  yon (25). 

Dabei  s i n d  zuniichst die den Automorphismus  H ausdri ickenden Rela t ionen  iden- 

t isch er fhl l t .  Fe rne r  wird wegen s ~ =  i 

(ca) i  = s h ' 2 i s h  - ' ' ' : .  

Setzt man  dies in die den Automorphisnms S ausdri ickenden Rela t ionen  ein, 

so sind sie identisch erfiillt. Setzt  man  in der letz~en Gleichung i ~ - p  + I ,  so 

findet~ man  wegen h " v + 2 - - I ,  dass die l~el~tion (c)l)+l--I ident isch erffill~ wird. 

Es bleibt also nur  noch, in die ersten beiden Rela t ionen (25) einzusetzen. Man 

finder 

(c),- 
(a)~ = h ( c ) , h  - ~  

und also aus jeder  yon beiden fiir i = p  -~ I die Gle ichung (sh)  z~+2 = I. Somit  ist  

U =  {h, s} (27)  

h ~p+~ = s ~ ~ -  (sh) 2'v+2 = I .  
=: ] " .  

Fiihr t  man  noch eine neue Erzeugende  k - - h - i s  ein, so kommt  
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s 2 ~ h ~'+~ - - k  21'+'" ~ s i t / , : - -  I . '  
(28) 

Bleiben wir bei der Darstellung (27). 1 r derjenige Norlnalteiler yon U, dessen 

Elemente in s e i n e  gerade und in h eine durch 2p + 2 teiibare Exponentensumme 

haben. Die zugehSrige Faktorgruppe wird durch die Restklassen der Elemente 

h x . 8 !! O ~ X < 2 ~ + 2 ,  O ~ y < 2 ,  

repr~tsentiert. Sie entspricht einer Abelschen, aber nicht zyklischen G ruppe yon 

A b b i l d u n g s k l a s s e n  der Fl~iche vom Geschlecht p. Die Ordnung dieser Gruppe 

? 
a 

o~l,, 

I // e ~  
I i g i 

, / 

' g  p~ 

Fig. 3. 

ist 4P § 4. Ffir die Potenzen yon h wurden 

oben schon die Spuren und Klassenzahlen be- 

stimmt. Da zu s die M a t r i x - - E 2 p  gehSrt, 

wechselt die Spur bei Hinzufiigung des Faktors 

s das Zeichen. Also haben die Abbildungs- 

klassen h~"-~s die Spur o und die Klassen- 

z~hl 2 und die Abbildungsklassen h~"s die 

Spur 2 und die Klassenzahl o. 

Das Streckengruppenbild yon U in der 

Darstellung (27) l~isst sich sofort metrisch re- 

gul~tr in einer hyperbolischen Ebene @ zeich- 

hen und ist in Fig. 3 angedeutet. Es besteht 

aus regul~ren (219 + 2)-Ecken und (4P + 4)-Ecken 

yon gleicher Seitenl~nge und solcher GrSsse, 

dass der Eckenwinkel des (2p+z)-Ecks plus 

zwei Mal dem Eckenwinkel des (4P + 4)-Ecks 

2~ ergibt. Die Seiten der (2p + 2)-Ecke und 

jede zweite Seite der (4P + 4)-Ecke sind h-Seiten und tragen Pfeile, die iibrigen 

Seiten sind s-Seiten und wegen s 2 - I  nicht orientiert. Die Maschen des dualen 

P o l y g o n g r u p p e n b i l d e s -  in der Figur p u n k t i e r t -  sind kongruente Dreiecke 

(oder vielleicht besser gesagt: Vierecke mit einem Winkel z). Die erzeugenden 

Deckbewegungen seien die Drehung h um den Punkt  P der Figur durch den 

Winkel ~ ~ + ~  und die Halbdrehung s u m  (2. @ rood U entsteht aus dem Funda- 

mentaldreieck und hut den Zusammenhang der Kugel. Hierd t t rch  ,i'st die GruplJc 

U als Grnppe  l inearer  Subst i tu t ione~ dargestellt .  1; ist Normalteiler yon l T vom 
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Index 4P + 4, q~ mod F also eine (4P + 4)-bliittrige Riemannsehe Fliiehe fiber der 

:~Kugel:: (P rood U. Ein Pundamentalbereich yon .l" wlrd yon den 4P + 4 Drei- 

ecken gebildet, die aus den beiden in der Figur  gezeichneten durch alle Po- 

tenzen der Drehung  h hervorgehen. Die 4 P + 4  freien Randsei ten dieser 1' 

s ternfSrmig umgebenden Fiffur korrespondieren zu Paaren bei den 2p + 2 Be- 

wegungen c,. und ai (i:- I , . . . , p  + I), wie man leicht aus deren Darstelluno" 

(0_6) sieh~. 

W 
-/,~ ist nicht  zyldisch. Um Beispiele zyklischer Abbildungsklassengruppen 

zu gewinnen, greife man zyklische Unte~gruppen heraus. Wi r  heben die fol- 

genden drei hervor. Sie sind als Untergruppen yon U alle durch lineare Substi- 

t, ut ionen darstellbar, u n d e s  gehSrt also zu jeder eine Riemannsche Fliiche. 

i) Zu dem Automorphismus H gehSrt die Gruppe 

T ( H )  = (,,, h}. 

Sie ist derjenige Norlnalteiler yon l ' ,  dessen Elemente in s eine gerade Expo- 

nentensumme haben, wird also durch h u n d  

]q ':: 8h,~ 

erzeugt. Triio.t man dies in (lie letzte Relation yon (27) ein, so kommt 

( .~.h)~l  ' * :~  :(.~.h.~h)t'-'t ( h ~ h )  p : I :  1. 

Die Relation s'-' I ist wegzulassen, dafiir sind abet  diejenigen Relat ionen hinzu- 

zufiigen, die durch Transformat ion der iibrigen mit  s entstehen. Die letzte Rela- 

tion gibt dabei niehts neues; die erste yon (27) ergibt h]l):'-'- I. Somit wird 

7 ' ( H ) . -  {h,  ]Ill 

h'-'pi~: .h~p~'-':--:(lq/i)p41 --: I .  
(29) 

Neben diese Darstel lung schreiben wir noch, einer angestrebten Normalfornl  zu 

Liebe, (lie folgende, die durch Einf i ihrung yon h~_:-:hylh --~ entsteht :  

T (H) :  {b, lq, h,,} 
- (3o) 

/,,'s'-,', ! '- ' = 1/~1)" '-' - h ! "  +-1 = =  hlqh., : :  I .  

Ein Fmldamentalbereich fiir T(H)  ist die aus den beiden in der Figur  3 

gezeichneten Dreiecken bestehende Figur.  Ira ist die Drehung um P~, h,, die 



136 3akob Nielsen. 

Drehung um P~ um den  Winkel 2 z  Die Modulfl~ehe M :  O m o d  T ( H )  p + I  

hat das Geschlecht o entsprechend ~ l = o  (siehe oben). r = �9 rood F i s t  (2p + 2)- 

bl~tttrig fiber M mit 2 Verzweigungspunkten (2p + I)ter Ordnung in P und 1)~ 

und einem Verzweigungspunkt, in dem zweimal je p + I BlOtter zusammen- 

h~tngen, in P2 (und P~'). h u n d  h~ reprKsentieren die beiden positiven Klassen 

der Grundpotenz der Abbildungsklasse, h~ (und das konjugierte hh~h -~) die beiden 

in den geraden Potenzen hinzutretenden Klassen. Die letzte Relation in (30) 

driickt die Zusammenziehbarkeit eines alle drei Verzweigungspunkte auf Jl[ urn- 

sehliessenden Weges aus. 

2) In T ( H )  stellen wir weiter den ~Tormalteiler . ( H )  auf. Fiir ge radesp  
- - 2  ist (h~) ~ =  h ~' - - h  : ,  also T ( H  4)= T(H~). Daher sei  p ungeradc vorausgesetzt. 

Dann geht 4 in 2p + 2 a u f .  T ( H  ~) ist derjenige Normalteiler yon T ( H ) ,  dessen 

Elemente in h eine durch 4 teilbare Exponentensumme haben. Es war 

Nun setze man 

h~ ~ s h s - -  cx h. 

h 4 u 

h~ = (e,h) 4 ~ cla, c~a~h ~ - -  ut 

(h lh )  ~ = (cJ,~)~ = c,e~h4: = .~  

( h h , )  ~ = ( h ~ , h )  ~ = ( ~ , J ~ ) ~  = , ~ , . ~h ,4 :  = .~,. 

Aus der ersten und den beiden letzten Gleiehungen folgt 

C 2 ~ C~ - I  /tg~/t - 1  

a s  - - -  a ~ - i  ~ta~t  - 1  . 
( 3 , )  

THigt mau dies in die zweite ein, so kommt die Relation 

~1 a l c T  1 ? L 2 ~ t - - l a ~  - 1  ~ .q?J tT  1 ~--- I . 

Nun ist 

d~ ja 

T ( H  ~) = {c,, ~ ,  h ~} = {c~, a~, c , ,  ~,,~, h~}, 

c,:+2 = h ~ cih -~ 

aiq 2 - -  h) a~h -4  

(32) 

ist. Also ist weiter wegen (3 I) 
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T ( H  4) = {c 1, a 1, e~, a.,  u} = {el,  a l ,  u ,  u2,  u3} = {el, a l ,  u ,  Ul ,  q~2; "3} ,  

wobei (32) als Defini t ionsgleichung fiir u 1 gelten kann. Durch  Einsetzen in (29) 

folgen fiir diese Erzeugenden  die Rela t ionen 

p + l  p + l  p + l  

u ~ - = u l  2 = u 2  ~ = I.  (33) 

Um ein vollst~ndiges Rela t ionensys tem fiir T ( H  4) zu erhalten,  ha t  man  (32) und  

(33) mit  denjenigen Rela t ionen zu erg~nzen, die aus ihnen  durch  Trans fo rma t ion  

mi t  den nich~ in T ( H  ~) l iegenden E lementen  h, h" und  h a hervorgehen,  h ~ :  c l h  

braucht  nicht  besonders beri icksichtigt  zu werden, da c 1 in F ,  also in T ( H  ~) liege; 

h und h I sind also hierbei gleichwertig.  5Tun finder mun 

h u h  - 1  = h M h  - l =  h ~ =  u 

h u l  h - 1  = h ( c l  a l  c~a2h4) h - 1  - ~  a l  c~ a2csh  4 = c-;-l u l  h - ~  cah ~ = c~-1UlCl 
h u 2 h  - ~  = h ( h ,  h )~h  - 1  = (hh~) ~ = ua 

h u a h - 1  ~ h a 1 a.2 h 4 h - 1  = c~ c a h ~ ~ c7 -1 �9 c 1 c 2 M �9 h - ~  c a h 4 - ~  c-; -1 u~ c l .  

p+l  

Also gibt  in (33) nur  die letzte Rela t ion noch Ua o. = I. Und  wegen (3 I) finder 

man, dass die linke Seite yon (32) durch Trans format ion  mit~ h 1 in sich i ibergeht.  

Somit  ist 

T ( H ' ) =  u, ul,  
p + l  p + l  p + l  1)+1 

u K = u l  2 _ _ _ ~ u - ~ - = u a ~ - - _ _  I (34) 

C l a  lc~ - l u 2  u - l a 7  -I U 3u~  - 1 =  I . 

Um die letzte Rela t ion symmetr ischer  zu gestalten,  kann  man 

U 1 ~ V 1 

U~ -1 ~ V 2 

a l u a 7  ~ =- v~ 

a lu .71  a V  ~ ~ v4 

setzen und erh~lt  

18- -31356 .  

T(H')  = {cl, a, ,  vl, v2, va, v,} 
p + 1 p + 1 p~ l  I?+1 

y l ~  ~ y 2 ~  ~ V a  2 ~ V a  2 ~ I 

Va V2 Va V4 --- Cl al  e71 a~ -1 . 

Acta mathematica. 58. Imprim4 le 30 d6cembre 1931. 

(35) 
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Zu H ~ gehSrt  ffir ungerades  p ~ 2, wie man leicht  aus dem obigen Poly-  

nora 7(~) ffir H folgert .  Ein Fundamenta lbere ich  ffir T ( H  4) ents teh t  aus dem 

Doppeldreieck der Fig. 3 durch h ~ h 1, h ~ und  h a und ergib~ eine Modulfl~che M 

vom Geschlecht  I. T ist fiber dieser P--+-I--bl~ttrig mit  4 Verzweigungspunkten  
2 

der Ordnung  p + I . . . . .  I ,  en tsprechend den ersten 4 Rela t ionen (35). Die le tz te  
2 

Relat ion sagt aus, dass eine Umlaufung  aller Verzweigungspunkte  einer  voll- 

s t~ndigen Durch lau fung  eines kanonischen Schni t t sys tems der ModulflSche ~qui- 

valent  ist. 

3) Endl ich  be t rach ten  wir noch die Unte rg ruppe  T ( S H  ~) von U. Es ist 

S H 2 :  
a i  ---) a ~  1 c - ~ l  ( c a ) [  ~ l - a i ~ l l "  ( (~a )~11  c l  a l  , 

und dieser Automorphismus  yon F wird durch  t~ -h~s  induziert .  Zur Bi ldung 

der zugehSrigen Matr ix  ha t  man cj)~ und ap+l zu eliminieren,  und man erh~lt,  

wenn man erst c j , . . . ,  cp und dann a~ . . . .  , a~) anschreibt ,  in der Haup td iagona le  

zweimal die Tei lmatr ix  p- ten  Grades 

O - - I  O ' ' "  O 

O O - - I  " "  O 

O O O . . . .  I 

I I I ' ' "  I 

und sonst lau ter  Nullen. Daraus ergibt  sich das charakter is t ische Po lynom 

7(Z) = (~ --~. + ~ . . . .  + ( - -  I)~Z~) ~, 

das ffir gerades 19 el----o und  ffir ungerades  p ~1--2 ergibt.  

Nun  ist 

t ~ _~ (h~s) ~ -~ h~sh~s = h~h21 _~ h2(clh) ~ -~ c.2a,,h ~. 

Also ist T ( H  4) in T ( S H  ~) enthal ten.  Ffir gerades p ist mit  h ~ auch h ~, also 

auch h - 2 t : s  in T ( S H  2) enthal ten,  und  diese Gruppe  ist daher  der jenige Nor- 

maltei ler  yon U, dessen Elemente  in h e i n e  gerade Exponen tensumme haben.  

Im Folgenden  sou die Fo rm yon T ( S H  ~) nur  fiir ungerades p aufgestell~ werden. 
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kSnnen in diesem Fall  die oben gefundene Dars te l luug  (34) des Normal-  

und die dor t igen Bezeichnflngen beibehalten.  Es ist 

Also gehSrt  

t~ ~--- a~ -1 C71 '~I" (36) 

p + l  

t p+' = (a7 ~ c7 ~ u,) 

zu F ,  und die Abbildungsklasse yon t = h ~ s  ist v o n d e r  Ordnung  p +  I. (F f i r  

gerades p ist sie yon tier Ordnung  229 + 2.) Man brauch t  je tz t  nur  noch  anzu- 

geben, wle sich die Erzeugenden  des Normal te i lers  T ( H  ~) b e i t  t ransformieren .  

Man finder, indem man erst  mit  s und dann zweimal mit  h t ransformier t ,  

t e z  t - ~  _ uy,~ -1 c i 

tal t-~ -- e7-1 u2u7 ~ cl a~ 

tut -I -~ a7 -1 G -lu I c I a I 

tu I t -I ~ u 

tuf t -1 - -  a ~ - I  u 3 a  1 

t u3 t - -1  --- C t  I U$e I �9 

(37) 

Also ents teh t  T(SH~) ,  indem man zu (34) die Erzeugende  t u n d  die Rela t ionen  

(36) und (37) hinzufiigt.  Endl ich  k~nn m ~ n  m i t t e l s  (3 6) Ul und  dann  welter 

mit tels  (37) u, u~ und u~ eliminieren,  und man erh~lt  durch  Einsetzen folgende 

einfache Dars te l lung : 

~ ' ( S H 2 )  : {Cl, (gl, t} 

20+1 p + l  (38)  
( c l a l t  ~) 2 - - - ( c l t a l t )  2 __ I .  

!P ist (p + I)-bli~ttrig fiber einer Modulfliiche vom Geschlecht  I mi t  2 Verzweigungs- 

p + I  
punkten.  In  jedem hiingen 2 Systeme yon - - - -  Blii t tern zusammen.  Die un- 

2 

geraden  Potenzen  der Abbi ldung sind fixpunktfrei ,  die ger~den haben 4 Fix- 

punkte .  1 

1 Dies l e tz te  Beispiel  e n t s p r i c h t  der  die I n d i k a t r i x  e r h a l t e n d e n  A b b i l d u n g  i m w  2 me ine r  
Arbe i t :  ,~Uber f ixpunkt f re ie  topologische  A b b i l d u n g e n  gesc~lossener  Fl i tchen% Math .  Ann.  8I 

(I92o) S. 94. 
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Beispiel  4. 

Zuniichst wird F auf eine neue Darstel lung umgeschrieben. 

stel lung in Beispiel I ausgehend, setze man  

V o = l  

V,. = b~ V~- I  = b~ br--1 �9 . �9 b ~  b l ,  

und definiere 2p neue Erzeugende dl ,  d 2 , . . . ,  d2p durch 

d2~-1 = V;-21ar 

d ~  = b~ar  1 V~.-1 ~ b~a~ib-[ -1 V~. 

Dann ist 

also 

d2rd2r-1 ~ br, 

d 2 r d 2 r - 1 . . ,  d2dl = K,. 

und somit auch die ai durch die di augdriickbar. Andererseits ist 

also 

d2, . - ld2r = V~,:lla,.bra~ - l b r  1 g~., 

kr = arbraT, i b (  1 ~ V ~ - l d 2 r - l d 2 , .  V-r -1 

und 

Von der Dar- 

R = klk2 . . .  kp = d l d 2 d J ~ . . ,  d 2 p - l d 2 ; ' V ~  1 

- -  . , . d - 1 .  - -  dl d~ . . .  d2pd~ l d ~  1 2p 

Somit ha t  man fiir F die Darstel lung 

F =  {dl, d~, . . . ,  &p} 

dl d.~ . . . d2pd7 -l d Y  1 . . .  d ~  t = I .  

Diese Darste l lung l~tsst den Automorphismus 

I :  

erkennen, da hierdurch die linke 

zyklisch ver~auscht in sich iibergeht. 

(r-~ I, 2, . . . ,  .p) 

(39) 

d,  - ~  d 5 1 ,  ( i  = , ,  2 ,  . . . ,  21o - -  I) 
(40) 

d2p -§ dl 

Seite der Relat ion (39) um 2p + I Schrit te 

Man finder 

z~:  d~ ~ d ;  -~, ( i = ~ , ~ . . . , 2 p )  (4oa) 
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also P P =  I .  Die Spuren der Mat r ix  yon I sind offenbar  alle Nul l  mi t  Aus- 

n a h m e  yon s 2 p = - - g p ,  die Klassenzah len  der  Po tenzen  dieser Abbi ldungsklasse  

also alle 2 mi t  Ausnahme  yon Z ~ = z  + 2 p .  Fiir das charak te r i s t i sche  P o l y n o m  

yon I k o m m t  

7(~) = ~2p q_ I ,  

also e, = o. 

N u n  sei t eine I induzierende Abbi ldungsfunk~ion.  D a n n  ha t  m a n  fiir die 

Gruppe  T ( I )  auf  E die Dars te l lung  

T =  {dl, d~, . . . ,  d2p, t} 

d i d o . . ,  d u p d 7 1 d ; - i . . ,  d ~  1 -~- I 

t 'tp ~- I (4 I) 

t d i t  - ~ =  d ~  ( i = I , 2 , . . . , 2 p - - I )  

td21,t -1  -= d j .  

N u n  bedenke man,  dass es ausser  t wegen  Z I =  z noeh genau  eine posi t ive Klasse  

auf  der ers ten Stufe  gibt. Es ist wegen  (4o) und (4oa) 

also wird 

di --+ di+l ( i =  I, 2 , . . . ,  2.~)-- I) 
I2P+I: (40 b) 

d.~v -+ d; -1 , 

(cll t~p+ i) 4p ~- dl di l2p+ i d l i 2 ( ~ p + i )  �9 �9 �9 dl  l ( t p - i )  (~p+ l) " t (2p+ i)tp 

d i d  2 . . .  d2vd; - id7  -1 . . .  d~p i" t4p(2p+ i) 

wegen der ers ten  beiden Rela t ionen  y o n  (4I).  Man fiihre 

tl = d,  t 2v+ l 

als neue Erzeugende  yon T ein and  kann  dann  naoh (4o b) Mle di dureh  t nnd  t 1 

ausdri ieken:  

di ~- t (2p+1) (i-1) d,  t-(2p+*) (i-1) 
(42) 

= t(:p+l)(i-*)t t t -(2p+*)i .  ( i =  I, z , . . . ,  220) 

Bei E inse tzung  yon (42) in die letzte Rela t ion  yon ( 4 I ) u n t e r  Benu tzung  yon 

t a p =  I ist  diese ident isch erfiillL bei E inse tzung  in die vorle tz te  e rg ib t  sich fiir 

alle W e r t e  yon i nu r  

(t t - l )  ~ 1 = I ~  
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und bei Einsetzung in die erste Relation yon (4I) unter Benutzung der eben ge- 

fundenen noeh t~ v :  I. Somit ist 

Sehreibt man 

T = { t ,  
(43) 

t 4'p - - -  t41 p : ( t  I t - - l )  2 = I .  

t 1 - ~ z  a, t - l : z ,  z ,  t t ~  -~ - - z 3  ' 

so hat man die Normalform 

T = {z,, 
(44) 

t i  
J ~ ' ; ,  

O" 

I 

I b 

Fig. 4. 

in welcher z~ und zs die beiden positiven 

Klassen der Grundstufe repr~isentieren und 

z~ den in der 2p-ten Potenz hinzutretenden 

Zyklus yon weiteren 2p Klassen repr~sentiert. 

Das Streekengruppenbild yon (43) l~sst 

sieh in der hyperbolisehen Ebene q) metrisch 

regul/~r zeichnen und ist in Fig. 4 angedeute~ : 

An jede Eeke stossen zwei regulare Vier- 

ecke und zwei regul~re 4p-Ecke, alle mit 

gleicher Seitenl~nge. Die mit einfachem 

bezw. doppeltem Pfeil bezeichneten Seiten 

sollen dabei t bezw. t~ entsprechen. Das 

dazu duale Polygongruppenbild ist in der Figur dutch Punktierung angedeu~et. 

Die Maschen desselben sind kongruente u in denen das eine Paar  gegen- 
7g 

iiberliegender Winkel (bei Q und Q1) die GrSsse - ,  das andere (bei 0 und P)  
2 

die GrSsse JS-~ hat. t bezw. tl seien die 4p-tel Drehung um 0 bezw. P .  I '  ist 
2p 

dadurch als Gruppe linearer Substitutionen dargestell~. M = @ rood T hat den 

Zusammenhang der Kugel entsprechend s l = o .  Einen Fundamentalbereich yon F 

erh~lt man, indem man zu der gezeichneten Vierecksmasche (dem Fundamental- 

bereieh yon T) ihre Bilder bei t, t ~, . . . ,  t tp-1 hinzufiigt. Der  so entstehende 

Vierecksstern um 0 bildet ein regulates 4p-Eck mit dem Eckenwinkel 7c. 
2p 

PP1 ist eine Seite desselben (die Winkel bei Q sind ja Rechte). Die Bewegung 
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t 1 t - (2p  +1) ~ d I 

fiihrt offenbar die P P ,  gegeniiberliegende Seite dieses 4p-Eeks i n  P P 1  fiber. 

Wegen (42) tun die fibrigen di dasselbe ffir die iibrigen Paare gegeniiberlie- 

gender Seiten. (Die Versehiebnngsriehtung dieser hyperbolisehen Substitutionen 

weehselt dabei bei der Drehung um 0 ab, ausgenommen bei der Folge d2pd~.) 

Es ist dies also die Hervorbringung einer geschlossenen Fl~che vom Geschleeht 

p dutch Identifizierung der Gegenseitenpaare eines 4p-Eeks. --- ~p = @ rood F ist 

4p-bl~ttrig fiber M - - q ) m o d  T mit je einem Verzweigungspunkt (4P--I ) ter  Ord- 

hung in 0 und P und einem Verzweigungspunkt in Q, in welehem 219 Systeme 

yon je 2 Blgttern zusammenhgngen. 

Beispiel 5. 

Wir ~tndern die 

zghtigen Erzeugenden 

Darstellung (39) von F ab dureh Hinzuffigung der fiber- 

d2p+l --- d7 -1 ~1,_7 -1 . �9 �9 (~: 

und gelangen so zu der Darstellung 

/ " =  {d,, d~, . . . ,  4p,  &v~} 

did,2 . . . . . .  d,2~ d~v~l  = I 

d'2p+ld'~1 . . . .  d2dl  --- I .  

i45) 

Diese lgss~ den Automorphismus 

I: & ~ d~l (46) 

erkennen, wo tier Stellzeiger i m o d  2p + I gereehnet wird, dean die beiden Rela- 

tionen yon (45) gehen dabei in einander fiber. Es wird 

I2p+l: & -~ d~ -1, (47) 

also 1 4 p + 2 ~  i .  Zur Bildung der Spuren und des charakteristischen Polynoms 

hat man auf die in der ttomologiegruppe unabh~ngigen Erzeugenden d l , . . . ,  d2p 

zurfickzugehen und dabei zu bedenken, dass d2~,.+1 in allen diesen den Exponenten 

- - I  hat. Wegen (47) ist 82p+1 = - -2p ,  also Z2v+1=2 + 2p. Ffir alle anderen 

+ 1 fiber- Potenzen tr~gt nur dasjenige Element zur Spur bei, das gerade in d~-p+ 1 

geht, and zwar f fir ungerade Potenzen + I nnd ffir gerade - - I .  Die ersteren 
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haben also Spur und Klassenzahl  gleich I, die letzteren die Spur - - I  und  die 

Klassenzahl 3- Als charakterist isches Polynom finder man  

7 ( ~ )  = ~ 2 p  - -  ,~2p--1  _~_ . . .  _[_ ~2  - -  ,~ q_ I . 

Es ist  wieder s l : o .  

t sei eine 1 induzierende Abbildung. 

auf E die Dars te l lung 

Dann  hat  man ftir die Gruppe T ( I )  

T--- {dl, d ~ , . . . ,  d2p+i, t} 

d 1 d~ . . .  d 2 p + l  "~-  I 

d ~ p + ~ d 2 p . . ,  d ,  : I 

t 4p+2 = I 

t & t - 1  = dT+ 1 . (i rood 2p + I) 

(48) 

Um / '  einfacher darzustellen, suche man, da es auf der Grundstufe  wegen Z~ = I 

ausser t keine weitere positive Klusse gibt, eine solche auf  einer geraden Potenz- 

stufe, z. B. der (2p + 2)ten. Es ist wegen (47) und (46) 

I"P+~: dr ~ &+l, (49) 

also 

Man setze 

also 

und welter wegen (49) 

(dl  t2P+2) 2p+l = d l  d~ . . .  d~p+l  t (4p+2)(p+l) - -  I .  

d l t  2p+2 = t l ,  

d 1 - -  t 1 t - ( 2 p  +2) 

d~ = t (2p+ 2) i f - i )  cl 1 t - ( 2 v +  2) (i-1) 

t(2p+2) i f - i )  t l  t - ( 2 p +  2)i 

fiir i = I, 2, . . . ,  2p + I. Einsetzung in die letzte l~elation (48) ergibt 

(tl t-l) ~--  I.  (5o) 

Einsetzung in die erste Relat ion ergibt 

t~ p + I .  t -(2p+~)(2p+l) = I ,  
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und die hierin auftretende Potenz yon t i s t  I. 

( t  - 1  t 1 t - - l )  2p+1 = I .  

Es ist aber wegen (50) 
t - 1  tl t - 1  = t-i -1, 

sodass nur wieder t~ p+~ I kommt. Man hat also 

T - - { t , t ~ }  

#P+~ = t~ ~+1 = (tl t-:) ~ - : 

oder in der l~ormalform: 

III. 145 

Einsetzung in die zweite ergibt 

(5:) 

2 
Z~p+2 ~ :#~p+i ~ z~ ~ Z I Z.2 Z3 ~ I. (s2) 

z: repriisentiert die positive Klasse der Grundstufe, z~ den Zyklus yon 2 weiteren 

Klassen in den geraden Potenzen, Z~ den Zyklus yon weiteren 2 p Klassen in 

der (220+ I)ten Potenz. 

Das Streckengruppenbild von (51) folgt genau so, wie in Beispiel 4 das- 

jenige yon (43). Es kann durch dieselbe Fig. 4 verdeutlicht werden. Man hat  

sich nur jetzt das Polygon mit dem Mittelpunkt 0 als reguliires (4p+2)-Eck 

und dasjenige mit dem Mittelpunkt P a l s  regul~tres (zp+I)-Eck zu denken. 

Dementsprechend ist die Bewegung t die (4P+z)-tel Drehung um 0 und tl die 

(zp+i) - te l  Drehung um P. M : @ m o d  T hat das Geschlecht o entsprechend 

~:~o. ~ @  mod F ents~eht wieder aus dem Vierecksstern nm 0. tIier liegt 

die Herstellung einer geschlossenen Fli~che vom Geschlecht p durch Identifizie- 

rung der Gegenseitenpaare eines (4_p+2)-Ecks vor. Ein Unterschied gegen 

das vorige Beispiel ist, dass die Ecken desselben hier z w e i  verschiedene Fliichen- 

punkte ergeben, w~Lhrend sie bei dem 4p-Eck nur e i~en  Fl~Lchenpunkt ergeben. 

- -  q~ ist (4p+2)-bli~ttrig iiber M mit einem Verzweigungspunkt (4/)+ I)ter Oral- 

hung in 0, einem Yerzweigungspunkt in P, in welchem 2 Systeme yon je 2 p + i  

Bli~ttern zusammenh~ngen, und einem Verzweigungspunkt in Q, in welchem 

2/9+ I Systeme yon je zwei Bli~ttern zusammenh~Lngen. 

Spezialisierung der Beispiele fiir ~ ) =  2. 

Man spezialisiere die in den vorstehenden Beispielen erhaltenen charakteri- 

stischen Polynome fiir p - 2 .  
19--31356.  Acta mathematica. 58. Impr im4 le 30 d~combre 1931. 
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I) Beispiel I ergibt fiir p = 2  das charakteristische Polynom 

z(z) = ( z - ,  y - - ( z - , ) ~  (z+ i) '~, 

also die d-Kombination 22 I I des Typus I [  der im vorigen Paragraphen auf- 

gestellten Tabelle. 

2) Bespiel 2 kommt, wie in demselben schon genannt, eigentlich nur fiir 

p > 2 in Betracht. Fiir p = 2  ergibt es die Klasse der Identit~it, also den Typus I 

der Tabelle. 7(Z) wird fiir p = 2  

y(z) = ( z -  ,)~. 

3) Das charakteristische Polynom von H i m  Beispiel 3 wird fiir p - -2  

ergibt also die d-Kombination 6 3 und damit den Typus IX. 

4) S im Beispiel 3 ergibt 

7 (Z) = (Z + I ) 4  

also die d-KombJnation 2 2 2 2 des Typus III .  

5) SH2 im Beispiel 3 ergibt 

7 ( ~ ) -  ( Z - - ~ +  Iy, 

also die d-Kombination 6 6 des Typus X. 

6) Beispiel 4 ergibt 
7(z) = z~+ ~, 

also d - -8  und damit Typus XI.  

7) Beispiel 5 ergibt 

7(~) = Z4--Z3+ ~"--Z + I, 

also d ~ i o  und damit Typus XII .  

Damit ist zugleich die Existenz der Typen V, VII  und VII I  nachgewiesen. 

Denn sie sind die Quadrate tier Typen IX (oder X}, X[  und XII.  

Es bleiben nur die Typen IV und VI iibrig, fiir die mir kein Beispiel be- 

kannt ist. Verschiedene Anzeichen scheinen darauf zu deuten, dass diese Ma- 

trizentypen nicht bei Abbildungsklassen endlicher Orduung ffir p = 2  auf%reten 

k5nnen. 
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~2. Fragestel lungen im Anschluss an die Beispiele.  

Die im vorigen Pa ragraphen  behandel ten  Beispiele geben Anlass, eine Reihe 

yon fund~mentMen Fr~gen zu stellen. 

I) Gegeben sei eine endliche Anzahl  N yon Klassen topologischer  Abbil- 

dungen  einer Fl~tche vom Geschlecht  p auf  sich, die eine Gruppe bilden. Ldsst 

sieh in jeder Klasse ei~e reprdsentierende Abbildung so auswdhle~, dass diese N 

Abbildu~gen eine Gruppe bilden? 

I I )  Oder auf zyklisehe Gruppen  spezialisiert:  Enthdlt ei~e Abbildungsklasse 

e~.~dlicher Ordnu,ng stets eine Abbildung endlicher Ordnung? 

W e n n  Frage  I I  zu bejahen ist, so werden die Invarian~en der Abbildungs- 

klassen endlicher Ordnung  in v o l l e m  Ausmass dureh die endl ichvielbl~t tr igen 

regul~ren Riemunnschen Fl~iehen veransehunlieht .  Die Klassenzahl  Z, die in 

~llen F~llen eine untere  Schranke fiir die Minimalzahl  der F ixpunk te  bei der 

betreffenden Abbildungsklasse ist, ist dann gleich dieser Minimalzahl.  Star t  nach 

Abbildungsklassen endlicher Ordnung  n zu fragen,  kann  man dann  y o n  vorne- 

herein nach n-periodischen Abbi ldungen geschlossener Fl~ehen fragen, wie 

BROUWE~ 1 und SCnER~R ~ es getan haben.  Der  BRovwF, Rsehe Begriff  der Mo- 

dulfl~che ff ihrt  dann auf die Dars te l lung der gegebenen Fl~che Ms Riemannscher  

Fl~che fiber dieser; und man  kann  bek~nnte Rela t ionen  fiir die Kons t an t en  

Riemannscher  Fl~chen (wie die Formel  yon Hv~wlTz und  andere  yon S c n E m ~  

1. c. ungeffihrte) uuf die n-periodisehen Abbi ldungen anwen/ien. Dem gegeniiber  

ist in dieser Arbei t  gezeigt, wie man, unabhdngig davon, wie die Antwort auf die 

Frage I I  au.~J~illt, eine solche Rela t ion wie die Formel  yon Hurwi tz  als eine 

Beziehung zwischen gewissen grupTentheoretisehen Anzahlen fiir Abbi ldungsklassen 

endlicher  Ordnung  her le i ten kann, und in den Beispielen des vorigen Paragra-  

phen ist zu Tage getre~en, wie die Randlcreisgrup~ve T, die eine I n w r i ~ n t e  der 

Abbildungsklasse ist, durch ihr  Gru~v~oenbild zu der zugehSrigen Riemannschen  

Fl~che ffihrt.  Die Frage  I I  erschein~ dadurch als ~quivalent  mi t  der fo lgenden:  

I I I )  Ist die zu einer Abbildungsklasse endlieher Ordnung gehSrige I~andkreis- 

gruppe T immer als Gruppr linearer Substitutionen darstellbar? Genau  f o r m u l i e r t :  

Auf  dem Randkreis  E liegt zunS.chs~ die Fundamen ta lg ruppe  F mit  iiberall diCht 

1 L. E. J. BROUWER: Amsterdam Proceedings, Vol. XXI, No. 5, 9 u. IO (I918--I919) und 
Comptes rendus (Paris), t. I68, pg. 677 und pg. 845 (I919) und t. 171, pg. 89 (I92O). 

2 W. SCHERI~Et~: ,,Uber topologische Involutionen,, und ,,t~ber periodische Transformationen 
yon Flgchen,. u der ~Taturforschenden Gesetlschaft in Ziirich, Bd. 70 (I925). 
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liegenden Grundpunkten vor. Ein Automorphismus erster Art I v o n  F induz ie r t  

eine topologische Abbildung t yon E auf sich. Ist  I ~ ein innerer Automorphismns, 

so ist t n ein Element aus 1#'. Frage: Liisst sich E so auf einen Kreis E '  topo- 

logisch abbilden, dass die transformier~e Abbildung t' yon E '  auf sich eine 

lineare Substitution wird, dass die transformierte Gruppe F '  eine Gruppe yon 

solchen bleibt und dass dabei die Funktionalgleichungen erhalten bleiben; dass 

also die transformierte Gruppe T' eine Gruppe linearer Substitutionen auf E '  

wird? Und ferner: Is t  diese Abbildung yon E auf E '  eindeutig bestimmt bis 

auf die selbstverstii.ndlich freibleibende Transformation mit einer linearen Ab- 

bildung yon E '  auf sich? 

Man kEnnte versuchen, eine solche topologische Abbildung yon /~ anf E '  

unter Anlehnung an die Funktionalgleichung direkt zu konstruieren. Die Bei- 

spiele verweisen auf den anderen Weg, fiir die Gruppe T eine solehe abstrakte 

Darstellung zu suchen, dass sieh das Gruppenbild iibersehen lgsst. Das ffihrt 

auf die Fragen: 

IV) Ist die in den Beispielen auftretende Normal form fi& die abstrakte Dar- 

stellung der Gruppe T fiir Abbildungsklassen endlicher Ordnung allgemeingiiltig? 

V) Gibt es eine aus dem eharakteristischen Polynom folgende, dutch Erzeugen- 

denwechsel erreichbare kanonische Darstellung de,jenigen Automorphismen yon F, 

von denen eine Potenz ein innerer Automorphismus ist? (in Analogie mit den durch 

Wechsel der Variablen erreichbaren rationalen kanonischen Formen der Matrizen 

linearer Substitutionen). Und endlich: 

V1) Sind zwei Abbildungsklassen endlicher Ordnung mit gleichem charakteri- 

stischen Polynom Equivalent? D . h .  wenn zwei Abbildungsklassen A s und A~ 

endlicher Ordnung dasselbe charakteristische Polynom huben, gibt es dann einen 

(zu ihrer Ordnung teilerfremden) Exponenten Q und eine Abbildungsklasse A~ so, 

d~ss 
A2 = A~ A~ A7 i 

ist? 

r3. S~ttze fiber Automorphismen zweiter Ordnung. 

Sei I ein Automorphismus erster Art zweiter 0rdnung, I " - - I ,  t eine I 

induzierende Abbildungsfunktion, also t *=  I auf E. Sei f 4 = I ein Element yon 

F,  das zu einer Abbildungsfunktion zweiter 0rdnung fiihrt: 

i ~ -  ( f t )  ~ = j J )  t ~ = f j } ,  
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f f  .-- f - - 1 .  (S3) 

Die Aehse von f kehrt sieh bei I urn, d.h.  ihre Grundpunkte vert~uschen sich 

bei der Randabbildung t. Alle zu einer sich bei [umkehrenden  Achse gehSrigen 

Elemente geniigen (53). Insbesondere gilt das fiir das zu der Achse yon f ge- 

hSrige primiire Element f*, yon dem f eine Potenz ist. Nun ist 

f *  '2,. = j *  r (~*-,')1 = I 

f* 2r+ 1 ___f*, ' f* (f*--~)i = f*  ' 

wenn das Zeiehen = die Isogredienz zweier Elemente von/~' beziiglich I bedeutet. 

(Es wird also g ~ f  geschrieben, wenn es zu den Elementen g und f yon F ein 

Element h yon /" so gibt, dass 

also 

g t =- h f t  h - 1  = h f h ~  -1 t, 

g = h f h 7 1  

ist. Nieht-Isogredienz wird dureh :~ bezeiehnet.) Es ist damit niehts dariiber 

entschieden, ob f * =  I isL oder nicht; aber jedenfalls gibt eine sich bei I um- 

kehrende Achse h5chs~ens zu einer yon der Klusse yon t verschiedenen Isogre- 

dienzklasse yon Abbildungsfunktionen vom Index + I Anluss. 

Angenommen nun, f sei primitr, + I und geniige (53). Angenommen ferner, 

das ~ransformierte Element g f g - 1  geniige (53)- Es ist also 

andererseits 

( g f g - - 1 ) i  = gje..-1 g--l ,  

( g f  g--1)i  = g l - f l g i  1 =- g z f  - 1  g i  1. 

Durch Gleichsetzen folgt 

g - l g i ~ f .  

D~s Element g - - l g ,  ist Mso einersei~s = I, andererseits eine Potenz yon f u n d  

darum notwendig eine gerade Po~enz, denn 

f2 r+ l=f4 :  I .  

Aus 
9-~ g_~__ f .  = f~ (f--r), 
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folgt, dass g f '  ein Fixelement yon I i s t .  I hat aber wegen I ~= I nur das Fix- 

element I, also folgt g ~ f - ' "  und g f g - l = f l  Unter den tiber f gemaehten An- 

nahmen wird also keine mi~ der Achse von f iiquivalente Achse durch I umge- 

kehrt, oder anders gesprochen: f i s t  in seiner Elementklasse das einzige Element, 

dass (53) genfigt. 

Die Anzahl der positiven Klassen der zu I gehSrigen Abbildungsklasse wird 

(lurch die Anzahl der bezgl. I nicht isogredienten LSsungen yon (53) gegeben. 

Als eine L5sung werde dabei f = I ,  also t selbst als Repri/sentant der einen posi- 

riven Klasse genommen. Alle weiteren LSsungen kSnnen nach dem o'efundenen 

primiir gewEhlt werden, und alle LSsungen gehSren zu verschiedenen Element- 

klassen von F. 

Sei P ein beliebiger Punkt  yon E, t P  sein Bild. Die beiden dureh P und 

t P  auf E bestimmten BSgen vertausehen sieh bei t. Ist  also Q ein beliebiger 

yon ihnen versehiedener Punkt, so werden P und Q dureh t P  und t Q nieht ge- 

trennt. Ist  g ein Element yon F, so sehneiden also die Aehsen yon g und g~ 

einander nieht. Ist  ferner f eine LSsung yon (53), so sehneiden die Aehsen yon 

f r g f - "  und f " g l f  -~ fiir beliebige r und s einander nieht. Denn 

f , a , f - ,  __ f. +r t .  f r  a f - , .  . (f,+r 
u n d  (,f*+" t) i .  

Nun werde yon einer prim~ren LSsung f von (53) mit f4= I angenommen, 

dass die der Aehse yon f auf der Fliiehe ~0 entspreehende gesehlossene geod~tisehe 

Linie Doppelpunkte aufweist. Sei k ein Element yon 1,', fiir welches die Aehse 

yon k f k  -1 die Aehse yon f schneider. Es geht bei I in k r f - a k T  1 fiber; die 

Aehse dieses Elements schneider aueh die Aehse von f u n d  zwar in umgekehrtem 

Sinne. Die Achsen von k f k  1 und k~fk-; -1 schneiden die Aehse yon f i n  gleieher 

l~berschneidungsriehtung, k~fk-[ ~ geht nieht aus k f k  -1 durch eine Potenz f "  yon 

f hervor, denn sonst wiirde es sich bei f i t  umkehren, und bei f " t  kehrt sich 

bereits das dami~ iiquivMente f um. Betraehtet man die Achsen der Elemente 

f/ir beliebiges r und 
k f k - l  f 

f*  ,fkTV 

fiir beliebiges s, so schneiden die Achsen jedes einzelnen Systems einunder nicht 

wegen ihrer Lage zur Achse yon f ,  und eine Achse des ersten und eine des 

zweiten Systems schneiden einander nicht wegen des im let~ten Absatz gefun- 
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denen, denn sie gehen bei Transformation mit einem f t  in einander fiber. Diese 

Achsenmenge zerlegt also q~ in quer zur Achse yon f gelegene Streifen, und 

ein Verschiebungsstfick ~uf der Achse von f durchschneidet genau zwei Streifen. 

Die beiden Systeme vertauschen sich bei t, und es gibt genau ein P~ar, die sich 

vertuuschen und einen Streifen begrenzen, also durch keine der ~nderen Achsen 

ge~renn~ werden. Es seien dies 

und 

Fig. S ~. 

fr  k f k - l  f-~. = m fro-1 

f - r  kifk71f,. = mif,m71. 

Fig. S b. 

]Ylan beachte, dass der Tr~nsformator m durch diese Forderung noch nicht vSllig 

bestimmt ist, sondern noch durch m f  i fiir beliebiges i ersetzt werden kunn. 

Davon m~chen wit jetzt Gebrauch, indem wir aus dem Achsenpaar m-l fro und 

mylfmI, welches die Achse von f in dem zum vorherigen entgegengesetzten Sinn 

iiberschneidet, wieder ~lle f ' m - l f m f  - i u n d  fJm-~lfmIf -j herstellen und genuu 

wie oben folgern: i l~Lsst sich so wi~hlen, duss die Achse yon f i  m-Xfmf-~ mit der bei 

I entsprechenden einen Streifen begrenzt, also durch keine der ~nderen getrennt 

wird. Insges~mt huben wir also ~us dem urspriinglichen Transformu~or k einen 

n e u e n  

h ---- ~ f - ~  = f r  kf--~. 
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~bgeleitet, so d~ss folgender S~chverhalt vorliegt, der durch die Figuren 5 ~ und 

5 b veransch~ulicht wird: Die Achsen yon h fh  -~ und hifh7 ~ schneiden die Achse 

yon f in zwei Punkten B und A, deren Entfernung kleiner ist als die Ver- 

schiebungslgnge l v o n  j: Die Achsen yon h-~fh und hTlfhl: schneiden die 

Achse yon f in den Punkten h-~B und h) -1 A, und deren Entfernung ist uuch 

< 1. Im iibrigen k~nn die Lage der ersten beiden Achsen zu den letzten beiden 

beliebig sein; sie k5nnen ein~nder z. B. auch schneiden; um hieriiber keine An- 

n~hmen zu m~chen, sind die Figuren getrennt gezeichnet, h und h -~ treten in 

dieser Aufstellung gleichberechtig~ ~uf, und man darf daher annehmen, dass 

A B =< (hT* A) B) 

ist. Nun erggnze man d~s grSssere yon beiden zu 1 durch Bildung des komple- 

ment~ren Stficks von h-l_B bis f~h71A, wo e = + l  oder - - I  je nuch der posi- 

riven Richtung der Achse f .  Das Bild dieses Achsenstiicks bei h liegt auf der 

Achse yon h fh  -1 yon B bis h f  ~h71A. Seine L~nge ist 

1--(h--~B)(h71A) ~= I--AB. 

Es gilt daher fiir die gemdlinige Entfernung 

A(h f~ hfi A) < AB + B(h f~ t~/~ A) < 1. 

Die Endpunkte der links stehenden Strecke entsprechen sich bei dem Element 

hf~h71. Also ist ~uch die zu diesem Element gehSrige Verschiebungslgnge < l .  

Und es ist 
f '  = h f  ~ h7 ~ ~f~ ~-f. 

MSglicherweise ist dus neue ELement f '  nicht primgr. D~nn ist wegen 

notwendig 
f ~ f #  I 

f ~ f '  ~ f '* ,  

w o f ' *  das zug.ehSrige prim~re Element ist, also. eine kiirzere Verschiebungsl~nge 

~ls f '  hat. Entspricht nun f ' *  wieder einem Kurventypus mit Doppelpunkten, 

so wende man auf dies Element die gleiehe Sehlussweise un. Nun kommen aber 

in tier Gruppe F nur endlieh viele Verschiebungsl~ngen unterhalb einer gegebenen 

Sehranke vor (I, 5)- D~s Ver'fahren muss also abbrechen. Wir h~ben also: 
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Satz ~: E,ne Klasse mit positivem Index, die vonder Klasse von t verschiedeu ist, 

ldsst sich dutch ein solches f t darstelle~, bei dem f primdr ist und einem 

Kurventypus ohne Doppelpunkte entspricht. 

Nun betrachten wir zwei verschiedene Klassen dieser Art. Es sei also: 

f l~ -  f-1,  gx~-g-1, f ~ g, f ~= I, g ~ I, . f u n d  g prirngr; und sowohl f wie g ent- 

spreche auf cf einem Kurventypus ohne Doppelpunkte. 

f l @  

Y 
\ t~ r l  / 

g /  / 
I I I 

J IC /CA 
l , i. 
' " 

Ify' 

I 

Fig. 6. 

Die Achsen yon f u n d  g schneiden einander, denn beide kehren sich bei t 

urn. Die ihnen auf ~0 entsprechenden geodi~tischen Linien haben also mindestens 

einen Schnittpunkt. (Diese beiden geodgtischen Linien sind verschieden; denn 

f u n d  g gehSren, wie oben gezeigt, nicht zur selben Elementklasse yon T'.) An- 

genommen nun, sie haben mehr als einen Schnittpunkt. Dann ergibt sich ein 

Achsenbild wie in Fig. 6. Ein Verschiebungsstfick yon f reicht yon A bis f A .  

N~ch Voruussetzung wird dieses Stiick von der Achse eines Elementes hgh -1 

in einem Punkte C geschnitten. Diese Achse verli~uft ganz in dem Streifen 

zwischen den Achsen yon g und f g f - 1 ,  da g einem Kurventypus ohne Doppel- 
20--31356. Acta mathematica.  58. lmprim6 le 31 d6cembre 1931. 
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punkte entspricht. Die beiden letztgenannten Achsen gehen bei I in die Achsen 

yon g und f - l g f  fiber, also verl~uft die Achse yon hrgh-7-1 ganz in dem dutch 

diese bestimmten Streifen und schneider die Achse yon f in einem Punkte .B. 

Untersuehen wir zun~chst, ob B und C ~quivalente Punkte  sein, also demselben 

Fl~chenpunkt entsprechen kSnnen. Sie liegen auf der f entsprechenden geod~t- 

tischen Linie, die naeh Voraussetzung doppelpunktfrei ist. Also kSnnte nur  C__fB 

sein. Da auch g doppelpunktfrei ist, mfisste dabei 

h g h -1 = f h l  g h-i-if -1, 
also 

h - I f  hi ~ g 
und daher 

h-l  f h~  = g," 

sein. D~nn w~re ~ber f ~ g  oder f:~: I, und beides ist nach Voraussetzung ~us- 

geschlossen. Also sind B und C n i c h t  ~quiv~lent. Die yon A verschiedenen 

Schnittpunkte der f u n d  g entsprechenden geod~tischen Linien treten also zu 

Pa~ren auf, diese haben also eine ungerade Anzahl yon Schnittpunkten. Daraus 

folgt, dass sowohl .f n'ie g nicht homolog Null ist. 

f B  f~,tllt in einen yon C versehiedenen Punkt  zwischen A und f A .  Ange- 

nommen f B  f~llt zwischen A und C. D~nn ist B C > I ( f ) ,  wenn l ( f )  die Ver- 

schiebungsl~ing'e yon f bedeutet. Dann fSllt auch f - l C  zwischen A und B und 

(.f-~ C ) ( f B ) <  l (f). 

Dann lasse man die Elemente ,fh~ g h y i f  -~ und 7--1 h g h - i f  ~n die Stelle der 

beiden bisher benutzten treten. Mit ~ndern Worten:  Mun ist berechtigt anzu- 

nehmen, der Transformu~or h sei so gew:s dass B C < l ( f )  ist. 

Durch die Bewegung h -1 geht C in einen Punkt  C ' ~ h  - j  C uuf der Achse 

yon g fiber. Nun beachte man, dass h durch das bisherige nur bis ~uf eine 

freibleibende Potenz yon g bestimmt ist: 

h g h -1 ~- h g" �9 g �9 g-" h -1. 

Man ksnn daher h so w~thlen, d8ss h -~ C - -  C' zwischen A und gA f~llt. 

Dann fiillt die Achse h - ~ f h  in den Streifen zwisehen den Achsen von f u n d  

gfg-1;  die Aehse h71fh~ f~llt dann in den Streifen zwisehen den Achsen yon f 

und g - l f g  und schneider die Achse yon g im Punkte  B'--h~ -lB. - - M a n  kSnnte 

auch h so w~thlen, dass C' zwischen A und g-~A f~llt, dann fifllt B '  zwischen 
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A und gA. - -  Fiir  einen dieser Fiille gil~ B' C ' <  l(g), und fiir diesen entschei- 

den wir uns. (In der F igur  ist der erste Fal l  angenommen,  aber  die folgende 

Be t r ach tung  beri icksichtigt  beide MSglichkeiten.) 

In  der bisherigen Aufste l lung sind f u n d  g gleichberechtigt .  W i r  kSnnen 

daher  
B C < = B ' C '  

annehmen.  Dann  sei e =  + I  so gewghlt ,  dass 

C' (g~ B') = l(g) --  B'  C' 

ist. (In dem Fall  der F igur  ist dazu e = +  ~ zu wi~hlen.) Dies Achsensti ick 

verlege man mittels  der Bewegung h. D a n n  l iegt  es auf der Achse yon h gh -~ 

und re icht  yon h C ' = C  bis hg~B'-~hg~hT-1B. Dieser  ]etztere P u n k t  geht  aus B 

durch die Bewegung 
g' = hg~h71 ~ g 

hervor,  und dabei ist 

l(g') <= B(hg~h71B) < BCq- C(hg~hT*B) = BC+l(g)  - - B '  C' <= l(g). 

Ma,, lcann also g, ohne seine Isogredie~zklasse zu verlasseJ,, dutch ein Element g' 

mit ldei~erer Verschiebungslh'nge ersetzen. I s t  g' n icht  primgr,  so ersetze man  es 

dm'ch das zugehSrige pr imgre Element  (es ist ja g'=g ~ I), was einer  wei te ren  

Verkle inerung der Verschiebungsl:,inge entspricht .  I s t  es n icht  doppelpunktfre i ,  

so ersetze man es auf Grund  des Satzes 7 innerhalb seiner Klasse durch  ein 

doppelpunktfreies ,  was einer Verkle inerung der Verschiebungslgnge entspricht .  

H a t  man  dann wieder ein primgres doppelpunktf re ies  E lement  gl der Klasse 

erreicht,  und ha t  dies mit  f noch mehr  als einen Schni t tpunkt ,  so wende man  

d~s iobige Ver fahren  auf das Paa r  f u n d  gl an und fahre  so fort .  Das u  

fuhren muss abbrechen,  da die Smmne der Verschiebungslgngen yon f u n d  g 

d~uernd abnimmt.  Hu t  man  mehr  als zwei verschiedene Isogredienzklassen,  so 

k~nn man das u  auf je zwei yon ihnen anwenden.  So erh~lt  man den 

Sa tz  8:  Fiir die Gleichung (53) lh~st sich ei~ vollstSndiges System 

A=I , f , . ,A ,  . . . , f ,  

nicht isogredienter L&ungen so finden, dass die den f.s, . . . ,  .fz entsprechen- 

den geodiitischen Linien auf der Flh'che ~ nicht begre~zen und doppel- 

punlctfrei sind und zu je z~ceien genau einen Schnittpu~l# haben. 
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I4. Abbildungsklassen mi t  dem charakter is t i schen Polynom (g + I)'-'~'. 

Nun sei eine Abbildungsklasse der Ordnung 2 nfit der Maximulzahl Z = 2 p +  2 

yon positiven Fixpunktklassen vorgelegt. Das Vorkommen yon solehen zeigt der 

Automorphismus S des Beispiels 3, @ II, sowie der Automorphismus 122~ des 

Beispiels 4 (=i2p+1 des Beispiels 5). Die zugehSrige lViatrixspur ist also s = - - 2 p ,  

die Matrix selbsfl ist --E~p, und das ehar~kteristische Polynom ist (g+ I) 2v. 

Sei t ein Element zweiter Ordnung der zugehSrigen Gruppe T, also t'~---I 

~uf ]L t induziere den Automorphismus L und es ist 1"- - I .  Die Gleichung 

x x ~  = ~ ( 5 4 )  

hat dann 2 + 2p beziiglich I nicht isogrediente LSsungen. W:,thlt nmn x~-I  als 

die eine yon ihnen, so kSnnen fiir die tibrigen nach dem Ergebnis des letzten 

Paragraphen solche Elemente 

Z, f~, . . . ,  ~ + 1  (55) 
gew~hlt werden, dass 

I) diese Elemente primer sin& 

2) die ihnen en~spreehenden geschlossenen geod:,t~ischen Linien der Fl~iche 

doppelpunktfrei und nicht homoloo" Null sind, 

3) diese geodStischen Linien sich zu je zweien in genau einem Punkte 

schneiden. 

Nun denke man sich yon einem Punkt  0 einer Fl~tche 9~ yore Geschlecht 

p aus n doppelpunk~freie geschlossene Kurven ui auf der Fliiche gezogen, die 

sich in 0 iiberschneiden und sonst zu einander fremd sind; wie dies durch die 

punk~ierten Linien in Fig. 7 ffir gerades n und in Fig. 8 fiir ungerades n ange- 

deutet ist. Als Umgebung jeder Kurve zeichne man einen bandfSrmigen Streifen 

auf der Flitche. Diese n Bi~nder kSnnen uls un einem 0 umgebenden Elementar- 

fliichens~iick anfangend und endigend gedacht werden. Dieses mit den n B~tn- 

dern zusalnmen bilde den Fliichenteil ~0" von q~. Wir  unterscheiden nun, ob 7~, 

gerade oder ungerade ist, und lesen an den Figuren ub: 

a) Is t  n = e r ,  so hat ~* nur eine l~andkurve, und bei passender Bezeich- 

nung der u,: und passender Durchlaufung der R~ndkurve ist diese durch das 

Element 
R = u l  u~ . . .  u , ,  u-71  u Z  -1 . . .  u~,.  ~ (56) 
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der Fundamentalgruppe gegeben. R ist homolog Null, und die Restfl~tche 9 - - 9 "  

hat dieselbe Randkurve R. Is t  diese Restfl~iche ein Elementarfl~chenstiick, so 

ist R : I ,  r:~v, und die Gruppe 

u - -  (u l ,  u,~, . . . )  

ist die Gruppe F in der im Beispiel 4 benutzten Darstellung. Ist die Restfl~che 

nicht ein Elementarfliichenstiiek, so ist R @ I, r < p ,  U eine echte Untergruppe 

von F,  und zwar als Fundamentalgruppe eines Fl~ehenstiicks 9* yore Gesehlecht 

r und mit einer Randkurve eine freie Gruppe. Die Restfl~iche 9 - 9 *  hat das 

ib#~ . . . . . . . . . . . . . . .  , /~  
�9 ) , , , -" I",, ,,,,(, J, 

ea 
Fig. 7. 

Geschlecht p--r und eine Randkurve. 

\ '", .." ~ 

(, , , , /  
*",o o /,-'/ 

\ / 0 "  

/ ', ~-- 

,." i I _ \ ',.. 
." / t 1 " ~ ~ \  ".. :" / \ ".. 

..." / \ \  "... 
" ~ / \ ~ u ~  

Fig. 8. 

Man kann sich in diesem Fall die ge- 

schlossene, doppelpunktfreie und der Null homologe, also 9 zerlegende geod~tische 

Linie auf 9 gezogen denken, die dem Element /~ yon U entspricht. Sie zerlegt 

9 in zwei bezw. mit 9" und 9 - - 9 *  hom6omorphe Bestandteile. Wir  kSnnen 

geradezu annehmen, dass die Raudkurve schon diese geod~ttische Linie ist. Ihr  

Bild in der Uberlagerungsfi~che �9 yon 9 und alle aus diesem dureh die Unter- 

gruppe U hervorgehende n Orthogonalkreise zu E grenzen die universelle Uber- 

lagerungsfl~che @* yon 9" in @ ab. @* ist die konvexe Hiille der Achsen- 

menge der Untergruppe U. 

b) Is t  n : 2 r +  I, so ha~ 9* zwei Randkurven, und diese entsprechen den 

Eiementen 
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R 1 ~ t t  I U 2 �9 �9 �9 ?g2 rq-1  

(57) 
1 ~  - - -  '?A2 r + l  '1~21 . . . .  U 1 

von U. Besteht  ~ - - 9  ~* aus zwei yon diesen beiden Randkurven  berande ten  Ele- 

mentarfli ichen, so ist R ~ R ~ = I ,  r~l~, und U ist die Gruppe  F in der im Bei- 

spiel 5 benutz ten  Dars te l lung.  Is t  sowohl R~ 4= I als auch ~s  4 = I in /v' so ist 

U die (freie) Fundamen ta lg ruppe  einer Fliiche yore Geschlecllt  r mit  zwei Rand- 

kurven.  Die Achsen yon R 1 nnd R~ and  alle aus ihnen durch  U hervorgehen-  

den Aehsen begrenzen dann  in ~ einen konvexen Bereich, der die konvexe Hiitle 

der Achsenmenge yon U ist und die universelie iJberlagerungsfliiche yon ~0" 

darstellt .  

W i r  bauen nun  mittels  des L5sungssys tems (55) schri t tweise ein solches 

Kurvensys tem u~ auf tier Flgche q~ auf. f~ erzeugt  die Gruppe  U1 = ( f l} .  ~ ist 

n icht  E lement  yon U> da es n icht  Potenz  yon f~ ist. Sei 0 der Schn i t tpunk t  

der Achsen von f~ und f,, in @. W i r  nehmen  die durch  sie bes t immten  geodg- 

t ischen Linien  als erste Kurven  u, und  u~ auf ~p. Dadureh  en ts teh t  ein Torus  

init einer  Randkurve  R gemitss (56), da p > I ist. Die Randkurve  ist die Achse 

des Elements  

1~ = fL)r~,fT"~J:'7 *, 

mid diese grenzt  zusa,mnen mit  ihren bei U :,iquivulenten ein konvexes Gebiet  

D,,, die konvexe H i i l l e  der Achsenmenge yon 

f , 

ill e/) ab. ~ ist universe l le  *Jberlagerungsfliiche des berundeten  Torus.  

N u n  nehmen  wir 9t~ hinzu und  i iberzeugen uns zungchst  davon, dass fia 

n icht  E lement  yon /7,,. ist. Denn  angenommen,  es sei 

= f,2 y,  

wo uueh sowohl x wie y entweder  f + *  oder f+~  ist. D.iese Dars te l lung  ist  ein- 

dentig, da /_7,, frei ist. N u n  ist einerseits, 

~ndererseits 
f:~ l = f ~ - i  = y--1 i / - 1  x - 1  

~lso wegen der E indeut igke i t  der Dars te l lung in U,2: x--y und also 
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f3 = x I I x  - -  x l l  xT~ :~ H.  

f~ kann also, ohne seine Isogredienzklasse zu verlassen, durch den kiirzeren 

Ausdruck H(fl , .fe)  ersetzt werden. Ebenso kann dieser welter verkfirzt werden, 

und zum Schluss kommt entweder j ~  ~ oder :~f+1 oder ~ + - ~ f ~ ,  alles gegen die 

Voraussetzung tiber (55). 

f.a gehSrt also nicht  zu U,, und .f~ .c22 liegt ganz ausserhalb ~-2. Die Achse 

yon .]~ schneider ~,~, da sie die Achsen yon f l  and  f ,  schneider, aber der Schnit t  

wird natiirtich im Allgemeinen nieht  gerade in 0 stattfinden. Die Achse yon 

f~ schneider ~ueh .f~-q,2, aber zwischen s und J'3-c22 kein ~nderes mit  ,Q,, :,tquiva- 

lentes Gebiet; denn ein Verschiebungsstiiek der Achse yon ~ ,  das in t? 2 anfih~gt, 

endet in .f~ t2e und kann nach u  nieht  zwischen diesen beiden Ge- 

bieten Achsen, die mit  denen von f l  und f~ i~quivalent sind, schneiden. Verbin- 

det man  also den P u n k t  0, der in ,Q~ liegt, mit  dem P u n k t  f~ 0, der in f3 Y2,, 

liegt, dureh eine nichteuklidisch geradlinige Strecke, so t r i f f t  diese keine ihrer  

iiquivalenten. Auf  ~ ergibt sie ein geodi~tisches Linienstiick, das von O ausge- 

hend, ohne sich selbst zu iiberschneiden und ohne die beiden sehon vorhandenen 

Kurven ausserhalb O zu treffen, wieder nach 0 zuriickkehrt und sieh dort  sehliesst 

(im Allgemeinen unter  einem Knick) und dabei die beiden ersten Kurven  iiber- 

kreuzt. 

Nun benutzen wir diese drei Kurven  als ul, u,~ und % and  haben zwei 

Randkurven entsprechend (57). Es ist jetzt, evcntucll ~ach ci~er Um~ntmmerierm~g 

der ersten drei f." 

R ,  = f~f2f,~ 

und diese Elemente yon F sind nicht  beide i, da cf ein Geseh lech tp  > ~ hat.  

Dann  sind sie aber notwendig beide ~= I, da 

ist. Also ist 
Us = J ; ,  

wieder fret, und die A e h s e n  yon R 1 und  /~2 grenzen auf  9~ einen Torus mit  

zwei Randkurven ab. Dessen t]berlagerungsfli~che, also die konvexe Hiille der 

Achsenmenge aus U~, heisse t2.~. Genau wie oben sehliesst man nun, dass f~ 

nieht  zu U3 gehSrt, dass seine Aehse die Achsen yon f~, . / ; u n d  f3 in ~.~ sehnei- 
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det, dass f~ ~2 3 ganz ausserhalb t~, aber  dureh  kein anderes  iiquivalentes Gebiet  

yon ihm ge t renn t  liegt; und man f i ihr t  die Verbindungss t recke  yon 0 mi t  f~ 0 

als u~-Kurve ein. I s t  p > 2, so hat  man  nun  auf  ~ eine Teilfl~che ~om Ge- 

sch lech t  2 mit  einer  Randkurve  und f re ier  Fundamen ta lg ruppe  

u.s.w. Das Verfahren  brieht  erst  ab bei Einf i ihrung yon 2~1), da 9 9* erst  dann  

das Geschlecht  p der Fl~che q~ erreicht.  Und  man hat  dann eventuel l  nach 

~.eeigneter Umnummer i e rung  der f l ,  �9 �9 f'zl,: 

t ; ~ ,  - z , ' =  ( f , , f :  . . . .  , . f ~ }  

A f ,2 . . . f 2 p ~f  l 1 ,  . . 12~-T 1 = i. 

Dureh  Vergleich mit  Beispiel 4 sieht man ,  dass auf  9~ durch die benutz ten  Kur-  

yen ein 4p-Eck mit  paarweise inzidenten Gegensei ten gezeichnet  ist. Das Ele- 

ment  .f2~)+1 yon (55) ist bisher n icht  erw~Lhnt worden. Es s~eht uns noch frei, 

als dieses das E lement  

, f2p- l~l  = f ~ f T ~ l . . . . f ~ l  

zu w~hlen. Denn  dieses entspr icht  der Diagonale  des 4p-Ecks,  also einem pri- 

mi~ren, doppelpunkt f re ien  Kurventypus .  Und es ist weder mi t  I noch mi t  einem 

der bisher benu tz ten  ~ isogredient.  Das sieht man so: Man hat  j ~ , . . . , j ~ )  als 

unabhii.ngige Erzeugende in der Homologiegruppe.  I s t  nun  

g :--- 2chx~-i 

so lmben g und h in jeder  Erzeugenden Exponen tensummen  gleicher Pari~iit, 

denn x und x 7  i haben wegen j ~ = f 7 1  in jeder  Erzeugenden  die gleiche Expo- 

nentensumme.  Und  J~,~l erfiillt  diese Bedingung weder  mit  I noch mit  einem 

der .~. - -  Endl ich geniig~ J~v+l auch (54), wie aus der l~elation yon F folgt. 

Der  hier  mi t  I bezeichnete Automorphismus  wird durch denjenigen Auto- 

morphismus yon f ,  der  durch  

./; -~  &: ( i =  ~, ~, . . . ,  2 p) 
. 

ausged.riickt wird, in den im Beispiel 4 mit  .I 2p bezeichneten Automorphismus  

t ransformier t .  
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Sa tz  9:  Alle Abbildungsklassen erster Art,  zweiler Ordnung mit  (Z+ I )  2p als cha- 

rak, teristischem Polynom, also mi t  2 + 2 p positiven Fixpunktlclassen, s ind 

in einander trans./brmierbar. 

Zur Darstelluno" der  Gruppe  T in Normalform ha t  m a n  zu setzen: 

tl = f 7  -1 t 

6~, = f,.~ t 

t2p+l == fLf'.) �9 �9 �9 f2~, t. 

D a n n  kann  m a n  alle J} durch t und  die t/ ausdri ieken und erhgl t :  

~l' ( t, tl, t~, . _ �9 ., t 2 p + l f  

t ' = t:, . . . . .  t ~ + l  = t tl t., . . . t2v+l = I. 

Damit  sind die Fragen I I ) - - V I )  des w z2 f i ir  die bier beh'aehtete (4esan~t- 

heir yon Abbildungsklasscn bejahend beantwortet. 

~5. Abbi ldungsklassen  mi t  dem charakter is t i sehen Po lynom ).'-'~' + i 

und  solehe  m i t  dem P o l y n o m  ~2~, Z~,-~ + . . . .  Z ~- I. 

Vorge leg t  sei eine Abbi ldungsklasse  endl icher  0 r d n u n g  mi t  dem charak-  

ter is t i schen P o l y n o m  ~ ' +  I. Beispiel 4, w ~ i, zeigt, dass es solche Abbi ldungs-  

klassen gibt.  Eigenwer te ,  0 r d n u n g ,  Spuren  und Klassenzah len  sind dann  die- 

selben wie im Beispiel 4. Die Ordnung  ist also 4P,  u n d e s  g ib t  zwei posi t ive 

Klassen  in allen Po tenzen  ausser  der 2p-ten,  und  in dieser 2 p + 2  Klassen.  Sei 

t eine Abbi ldungs funk t ion  der Grunds tu fe  m i t t  ~ =  I auf  E und I der zugehSrige 

Automorph i smus .  D a n n  ist I ~ P ~ I .  

121' fgl l t  un te r  den a l lgemeinen Fal l  des vor igen P a r a g r a p h e n ,  da  dieser  

Au tomorph i smus  die Ordnung  z und die Mat r ix  --E2~, hat .  Die  Gle ichung  

XX12P = I ( 5 8 )  

ha t  also 2-{-250 bezgl, i 2v n icht  i sogrediente  LSsungen.  Fiir  unsere  je tz igen 

Zwecke miissen diese aber  besonders  ausgew~hl t  werden.  Dazu  gre i fen  wir  auf  

2 ] -  31']56.  Acta mathematlca. 58. I m p r l m 6  le 31 d 6 c e m b r e  ]931.  
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die ~llgemeine Theorie des w 6 zuriick. Von den 2-b21~ positiven Klassen der 

2p-ten Stufe wurzeln zwei auf der ersten Stufe; die iibri~'en 2p bilden einen 

Zyklus, der auf der 2p4en  Stufe hinzukommt. Aus einem roUen LSsungssystem 

yon (58), das die im Satz 8 beschriebenen Eigenschaften hat, greife man ein 

Element f so heraus, dass . f t  ~'v nieht auf  der ersten Stufe wurzelt, sondern eine 

der auf der 2p4en Stufe hinzukommenden Klassen darstellt .  Dabei ist Mso 

x 
Fig. 9. 

f 

gegeben, dass f prim~tr und inhomolog Null ist und einem doppelpunktlosen 

Kurventypus entspricht. Nach w 6 reprgsentieren dann die Elemente 

(s9) 

den 2p-gliedrigen Zyklus. Sie sind Mle prim& ~ und inhomolog l\Sdl und ent- 

sprechen alle do_ppcltpu~lctloscn Kurventypen, da sie aus einer Kurve mit diesen 

Eigenschaften durch die Potenzen einer topologischen Fliichenabbildung hervor- 

gehen. Aber es bedarf eines ueuen Beweises, dass sie iiberdies so gewghlt wer- 

den kSnnen, dass sie auch die letzte im Satz 8 genannte Eigenschaft  haben, also 

z~t je zweien genau cinen Schnittpunkt habeas. Der Beweis wird durch eine Ver- 

allgemeinerung der der Fig. 6 zu Grunde liegenden Betrachtung gefiihrt. Die 

Verschiebungslgnge auf der Achse von f werde wieder durch l ( f )  bezeichnet, 

ferner setze man 

L ( f )  = l( f)  + l(.f• + + l(/12p-1). 
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Irgend zwei Aehsen des Systems (59)schneiden einander, da sieh beide bei 12p 

umkehren. Die sie rmf ~ darstellenden geodi~tischen Linien haben also zu je 

zweien mindestens einen Schnittpunkt. Angenommen nun, zwei von ihnen haben 

mehr als einen Schnittpunkt. Das gleiehe gilt dann yon den Achsenpaaren als 

geodi~tisehe L in ien  auf ~ betraehtet, die aus diesem P~a~r dutch die Potenzen 

yon I hervorgehen. Wir  kSnnen daher annehmen, es handle sich um f u n d  j),', 

I ~. ~- <2 22)-- I. Nun betr~chte man Fig. 6 und lese f i r  start g und 121~ start L 

Im iibrigen kann man alle in w 13 fiber diese ]Pig~ur angefiihrten Betrachtungen 

beibehalten, nur dass wir die dort aus berechtigten Symlnetriegriinden einge- 

fiihrte Annahme B C  ~ B' C' hier fallen lassen. Um anzudeuten, dass B' und 

C' ~uf der Achse yon fl~ liegen, schreiben wir diese Punkte Br und C,., und 

fiir B und C schreiben wir B o u n d  Co. Uber das gegenseitige Verhiiltnis yon 

B o (70 und B~ 6~ wird niehts vorausgesetzt, abet die Voraussetzung B o Co < l(f),  

B,. C,. </(fz") bleibt giiltig.. Wir kommen so zur Fig. 9 und betrachten die Strecke 

vou C O bis f ~ B  0 (s=+_I), die BoC o zu l(f) ergi~nzt. Verlegen wir diese durch 

h -~, so liegt sie auf der Achse yon h - a f h  und reicht yon h -~ Co=  C~ bis 

h-1f~Bo--h-lf"h121)Br. Man hat also die Ungleichung 

l(h-'  f~'hf'-~)) < Br Cr + l ( f ) - - B  o Co. 

Ersetzt man mile ~uftretenden Elemente dureh die ihnen bei I ~' entsprechenden, 

so bekommt man ein Achsenbild in vSllig anMoger Lage, kann also, wenn man 

die B o und Co auf der Achse yon j~'1~ entsprechenden Punkte mit Bs und 6~ be- 

zeichnet, die Ungleichung 

< + . )  - -  " 

fiir alle s aufstellen. Fiir s = 2 p  ist fl,~ = f - 1  und die Punkte B o und C o werden 

einfach vertauscht, die (numerisch gerechneten) Strecken kommen also nur nach 

dem rood 2p gerechneten Wert  ihres Stellzeigers in Betracht. Man bekommt 

also aus der letzten Ungleichung 

2p--i 2 p ~ l  

~--0  8 ~ 0  

da die BC-Streeken sich paarweise aufheben. Nun ist 

f '  = h - i f  ~ h~2p ~= f 
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bezfiglieh .l'-'p, repr~sentiert  also dieselbe Klasse, und die 9t"1~ repr:,tsentieren also 

die dami~ konjugier ten  Klassen. Die letzte Ungleichung zeigt nun, dass dic 

GrSsse L /clei~wr wird, wenn man f durch f ersetzt: L ( f ' ) <  L ( f ) .  

I s t  das neue Element  f '  nicht  primer, so ersetze man es durch das zuge- 

hSrige prim~re, was" eine weitere Verkleinerung der GrSsse L bedeutet.  Wie  

aber, wenn f '  keinem doppelpunktfreien Kurventypus  entspr icht?  Dann  verall- 

gemeinern wir, indem wir wieder f start  f '  schreiben, die zu den Fig. 5 a und 

5 b yon w 13 gehSrige Betraehtung.  

- 4  

Fig. io a. 

Wi r  erhMten Fig. IO a und I o b  mit  der 

-~ t ~ 

Fig. Tob. 

Beziehung A* -1 B* ---hi,, p A, ..... h -~ _B, und  maehen hier keine Voraussetzung fiber 

dies GrSssenverh~ltnis von A B  und A ' B * .  Es ist 

wenn lIlan 

einfiihrt.  

�9 h lf~ A --  h - l f f  hi2p A* = f "  A*, 

f l '  = h-~ f f  hill) 

Die Figm'en lehren dann,  duss 

(,~=+ I) 

(~=+_ i) 

also 

l ( f )  < A B  + l ( f ) - -  A ' B *  

l (f") < A ' B *  + l (f) - -  A. B,  
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l(f ' )  + l ( f ' )  < 2 l(f)  

ist. Bei Ausfibung yon 1 ~ bekommt man Achsen in analoger Lage und sehliesst 

daher 
l (f 'l*) + l (f'l ') < 2 l ( f  r~) 

und durch Summation von s = o  bis s = 2 p - - I  

Es ist also entweder 

oder 

l;  (f') + L ( f ' ) <  : L ( f )  

L ( f )  < L (f) 

L (f") < L (f). 

Und bezfiglich I ~p ist sowohl f '  : : f  wie f "  :~fi Man kann also wieder dureh 

Auswechseln yon f innerhalb seiner Klasse die Gr5sse L verkleinern. 

Dies setzt man fort, bis man nach endlich vielen Schritten ein primiires 

doppelpunktfreies f hat. Hat  das neue System (59) dann noch nicht zu je 

zweien nur einen Schnittpunkt, so setze man wieder das erste Verfahren an und 

wechsle so ab. Weft es nur endlich viele M5glichkeiten ffir L unterhalb einer 

gegebenen Schranke gibt, ffihrt das Verfahren zu einem Ende. 

Wir  kSnnen also jetzt fiber das System von 2 p Elementen (59) noch die 

Voraussetzung hinzunehmen, dass die ihnen auf ~0 entsprechenden geodgtischen 

Linien zu je zweien genau einen Schnittpunkt haben. Dann lassen sich aber, 

'wie  im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, durch einen Punkt  0 der Flgche 

2 p einfache geschlossene Kurven legen, yon denen jede in 0 alle anderen fiber- 

kreuzt und sie sonst nieht triift. Und dabei entsprechen diese Kurven ffir 0 

als Anfangs -und  Endpunkt dem System der Elemente (59). Wir  bezeichnen die 

Kurven mit demselben Buchstaben. Bei Linksdrehung um 0 sei f ~ l  die zu- 

n:,ichst auf f + l  folgende. Dann ist r zu 4P teilerfremd. Wir  betrachten nun 

die Potenz 
J =  I r oder j=_i2v+,.  

je nachdem j'z+r 1 oder 9t71 auf f + l  folgt. In beiden Fgllen ist J eine primitive 

Potenz yon L Die positiven Richtungen der Elemente 

f ,  $7, S,'-', . . . ,  S,~,-~ (60) 
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folgen dann bei Linksumluuf um 0 auf einander. Dureh Vergleich mit Fig. 7 

folgt dann ffir die Elemente (60) die Relation 

Die Substitution 

, - - 1  . - - 1  
�9 .t  p-lJ - -  I .  

fi12,' --+ d2~+1 

f 1 2 r  + l "-~ d--1 
�9 2 r + 2 ~  

wo die d~ die Erzeugenden des Beispiels 4 bedeuten, bildet dann einen Autmmor- 

phismus _// yon T', denn sie fiihrt die Relation (6I) in die Relation (39) fiber. 

Und nun ist 
A J A - 1  = L 

wenn 1: (zum Unterschied yon dem jetzigen I) den im Beispiel 4 mit 1 bezeich- 

neten Automorphismus bedeutet. Damit ist zugleich gezeigt, dass 

A i A -~ --  A j,o A-1 = I (~  

ist, wenn () eine LSsung der Kongruenz 

bezw. nmd 4P 
Q(2p+,') =~ I j 

ist. I',' ist eine primitive Potenz yon 1. Die Gruppe T( I ) l i i s s t  sich also ebenso 

wie die mit ihr isomorphe Gruppe T(I)  im Beispiel 4 in die Normalform brim 

gen. Alles am Beispiel 4 ausgefiihrte ist also allgemeingfiltig f[ir die hier be- 

trachteten Abbildungsklassen. Die Fragen II)--VI) ,  w 12, sind fiir diese bejahend 

beantwortet. 

l~u.r kurz erwghnt sei noch, dass man in genau entsprechender Weise die 

Abbildungsklassen mit dem charakteristischen Polynom 

Z-'v - -  Z"-l~--a + . . .  + Z ~ - -  Z + I ,  

das im Beispiel 5, w i i ,  auftrat, erledigen kann. Hier  ist die Ordnung 4 p + 2 ,  

die Grundstufe hat eine positive Klasse, in der zweiten Potenz tritt  ein Zyklus 

yon 2 Klassen hinzu, und in der ( 2 p +  I)ten Potenz tri t t  ein Zykhs  yon 2 p +  I 

Klassen hinzu. Man fgngt wieder damit an, den letzteren dureh geeignete 

Elemente 

f ,  f s ,  ft.', . . . ,  f l2,,  
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darzustellen, und zeichnet diesen entsprechend ein System yon 2 ~ + I  sich in 

einem Punkt  iiberkreuzenden einfachen Kurven  auf der Fl~che. Entsprechend 

der Fig. 8 ergeben sich dadurch fiir diese Elemente zwei Relationen. Und dann 

sieht man analog wie oben, (lass sich eine primitive Potenz des betrachteten Auto- 

morphismus der Ordnung 4 p + 2  in den im Beispiel 5 behandelten Automor- 

phismus transf.ormieren l~sst. Damit sind auch fiir diese Abbildungsklassen die 

Fragen I I ) - -VI)  des ,~ I2 bejahend beantwortet. 


