
ADDITION AU MEMOIRE "SUR LA CONVERGENCE DES SERIES 
FORMEES AVEC LES ITEREES SUCCESSIVES D'UNE FRACTION 

RATIONNELLE" (ACTA, TOME 56). 
PAR 

GASTON JULIA 

h I)ARI,% 

D a n s  le m 6 m o i r e  cit6,  j ' a i  6 tud i6  F a i l u r e  de  hr c o n v e r g e n c e  d ' u n e  s6rie 
:c 

~ ,  a,,R,,(z), JR, 6 r a n t  l ' i t 6 r6e  d ' o r d r e  ~ d ' u n e  f r a c t i o n  r~ti0nnelle '2,  d a n s  le d o m a i u e  
0 

./G d ' u n  p o i n t  d o u b l e  i n d i f f d r e n t  a ~ m u l t i p l i c a t e u r  s - - R ' ( a ) : - +  I, l o r sque  

R"(a)  4 = o et m o n t r 6  que  la condition ndcessaire et .r pour la eo~vergem~e dc 

2"a,,R,, da~s tout domaine zl  inttb'iem" ~) .,I, es t :  

1% lo r sque  a 4= o e t  a ~ ~ ,  que  -Va, conve rge .  

a n  
2 ~ l o r s q u e  c~- o ,  (lue Z converge .  

3 ~ . l o r sque  a - =  ~ ,  que  Z , a n  conve rge .  

A y a n t  eu beso in ,  p o u r  une  a u t r e  r e c h e r c h e ,  d ' d t u d i e r  le cas  p lus  o '6n6ral  d ' u n  

p o i n t  d o u b l e  i n d i f f 6 r e n t  ~ p o u r  l e q u e l  , : - I t ( a )  e t  

R ' (a )  =: + I ,  R " ( a )  := R'"(a)  . . . . . . .  l(,P)(c,) = o, avec  R('>+~:(ct) 4= o, 

j ' a i  r e c o n n u  que  l a  c o n d i t i o n  n6ees sa i r e  e t  su f f i s an t e  6fa i r  a l o r s :  

I ~ l o r sque  a : t , o  e t  -,= o o  que  -X'a,, conve rge .  

x" an. 2 ~ l o r s q u e  a == o, que  ~ 1 converge .  

1 

3 ~ l o r sque  a =- ~ ,  que  -VnPan conve rge ,  e t  c ' e s t  la. d 6 m o n s t r a t i o n  de  ce 

f a i t  que  f o u r n i s s e n t  les l i g n e s  s u i v a n t e s .  



408 Gaston Julia,. 

I .  - -  Supposons  d 'abord ,  que a soit  poin t  double indiff6rent  disti,~ct de 

l'origine et de l'infini, et annu l an t  R"(a), I~'"(a) . . . .  l~(P)(a) avec /~ (v+~) (a )#o  

(voir Fa tou ,  m~moire  cit4 N ~ I2). On au ra  alors l ' express ion  a sympto t ique  sui- 

vante  de Z~ = Rn(Z) uniform6mest valable dans tout domair~e intdrieur au domai~e 

/1~ de convergence des R,~ vers a: 

a v e c  

. . ,  )11 + 1 
Z n  -- ~ ~ ff;n "~ tt2?,~;n ~ -~- -[- ttpWP Jr- ttp41i'(n 

?~n 

1 

[ I- nap + b L n  + C(z) + ~,~ ;, 
a 

§ ... 

a et  b 6rant  des constantes ,  C(z) une fonc t ion  ho lomorphe  dans J ~ ,  et ~, ,  

= o dans tou~ domaine  int~r ieur  ~ d,~. 

Un calcul faerie prouve que l 'on a alors 

, ,  , ( , )  z,, . . . - r  - - , , -  + 0  . . . . . . . . . . .  , 

ni ~ n p ~i + s, -- 
(#', # o) 

�9 t ) ' la  quant i t~  o -~+I~- - :  6rant  en n inf in iment  pet i te  d 'o rdre  < t + P '  unifor-  

\ n  P I 

m~ment  ~ l ' in tdr ieur  de J~ ,  les # '  d tant  des constantes .  

P a r  suite, si, en un point  ~ int~r ieur  "2 J~ ,  la s6rie 5"auRa(z) converge,  la  

s6rie ~bn converge,  en posant  

L e s  R.(~) t enda n t  vers a # o sont  diff6rents de z6ro ~ pa r t i r  d 'un cer ta in  rang :  

On a alors 

- - - -  I + - ~  + - ~  § ... + - -  + o  1 

w/P 77P 

les )~ ~tant  des constantes .  

Lorsque  ~b,~ converge,  il en est de m~me de ~ o~ quelque soit v positif. 

effet on a alors b,,~ = B ~ -  B,,-1 avec 

En  

or 

lira B,. = B = ~ 5,. 
0 
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D o n e  

2 ba = 2 B ,  - -  B,~-~ [ I 
n ~ n ~ - =  2 B , ~  I n ;  - -  - -  - 

I ] B n .  Kn 
( .  -~- I )  ~ -~- *~" ~v -~t-- '  

la  q u a n t i t 6  K,~ & a n t  bo rn6e  que lque  so i t  n, e a r  

K n  i __ ( i  ._t_ ! / - i ' _ _  / ' 
n = n l  - -  n + ' "  (Done  a---~lim K,~ = v). 

Bn K,, I 
L a  s g r i e  2 n~+, & a n t  e o n v e r g e n t e ,  i l  en  s e r a  de  mSme de ~--nTg; e t  p a r  cons& 

q u e n t  de  2 -bE. 

L o r s q u e  ~.b,, c o n v e r g e ,  i l  en  r & u l t e  d o n e  que T.a,, converge. R d c i p r o q u e -  

m e n t ,  si 2a , ,  conve rge ,  il. r 6 su l t e  de  l ' e x p r e s s i o n  

a a R n ~ a n  a q- ~ ,a_ . . .  + .... q- 0 . . . . . .  

P \ ~  P 

a ~ ,  (v > o), que  ~anRa couverge uniform& et  de  l a  c o n v e r g e n c e  de  t o n i c  s~rie 2-~u 

ment da~s tout domaine int&ieur it ,Jl~. ~ a ,  couvergente est done toujours la coudi- 

lion ~dcessaire et suffisante pour la convergence de ~a~R~(z) dans /&,  domaiue d'un 

poi~,t double indifferent a distinct de o e t  de l'i~fi~,i. 

I I .  - -  Supposons mainte~ant a = o .  ~ 6 r a n t  u n  p o i n t  d i s t i n c t  * d ' u n  antd~e& 

d e n t  de  a ,  les  B,~(~) s o n t  t o u s  ~ o. S u p p o s o n s  que  :2bn = 2a,~Bn(~) so i t  con- 

v e r g e n t e .  On  a iei ,  en  r e p r e n a n t  

Z,~ = w~ + #., w,~ + ' " ,  

avec  

les e x p r e s s i o n s  a s y m p t o t i q u e s  

k 
k 

Wn ~ ~ P 

1 

n a p +  L n  + C(z) + ea , a 

I -}- )~k L , ,  @ [J,k Q~(Z) -}- 0 

d 'of i  l ' o n  d 6 d u i t  p o u r  Z,~ 

1 I1 e s t  b i e n  c o n n u  que  a appartient ici it la fronti~re de zla. [Voir  m o n  m d m o i r e  su r  l 'itt4ra- 
tion.] I1 n ' a  done aucun antdc6dent int~rieur ~ Aa; toutpoint ~ int&'ieur h Ja est done distinct 
des ant&ddents de a. 

52--31356 .  Acta mathematica. 58. Impr im6 le 12 mars  1932. 
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( 1 ) (  ) 
, - L n  H 1 n -  P C ( z )  H 2 ~-- }j I 

Z ~  = - - i  H n 1~ + - - .  : + . . . . . . . . . . . .  -4- o . . . . .  , 
.... n . n : ' 

n p n p ~t ~ ~q2 + - -  s 

H ,  H~, H e & a n t  des fonct ions  d 'un  a r g u m e n t  ho lomorphes  au vois inage de 

l 'origine,  avec H(o)=4 = o. On a, dans  ces condit ions,  

[( , )  (1) 
i .... C ( z )  a , ~ - - b , ~ ' Z , - - - ~ : . V ' b n "  h n - v  + L n - h i  n -7~  + 

n n 
�9 h e + o ) _ ~  , 

les h ~tant,  comme les H ,  ho lomorphes  au tour  de l 'or igine,  et h(o)~= o. 

I I  en rdsulte que 

bn flo + fl'i + " + fl,~ + L n  . fl, + + o  

q~t p TiP 

les fl ~ tant  des constantes .  

La  s~rie 5b,~ ~tant  convergente ,  il en sera  de m~me de ~ bn pour  ~ > o, et  aussi  

L n  
de ~bn . . . . . .  comme on l ' a  prouv6 au :N ~ :2 du mdmoire  des Acta  cit6 prdc6dem- 

men  
L a  convergence  de ~,a~R~(z )  

ent ra lne  la convergence  de ~ a " .  
1 

~tP 

Rdciproquement ,  si ~a,~ converge,  on u: 
~P 

converge  absolument .  

en un point  ~" in t~r ieur  g L/r (quelqu'il  soit) 

H + - H i +  " H 2  + o 

~ P  

que l 'on  peu t  rdduire g 

anRn( z )  ~- an:i [7o 7__ 7p +--,~, + . .  + - I - - -  (i)1 L ~ .  7' + C(z)  . 7"  + o . . . . .  

\ n  2~ ] J 
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a~ ^ 
et  la convergence  de 2 - -  i en t rmne,  en ver tu  de ce qui prdc~de, celle de t o u s l e s  

~P  

~a,~ 7k a~ -LnT ' ,  et  du type  C(z) 7" a,~ ~ermes du type 2 ~  ~ du type  ~ 5 .  
- n 1 + -  

~ P n p n p ~ P 

Doric ~a~R~(z) converge un i fo rm6men t  clans tou t  domaine  in t6r ieur  s J ~  

et  m~me dans  tou t  domaine,  in t6r ieur  ou non, off l ' express ion a sympto t ique  prd- 

c6dente  de Z~ est  valable uni form6ment .  

L a  condition n6cessaire et suffisante pour la convergence de ~ a n R n ( Z )  dans le 

domaine de convergence des R~ vers a : o o'h R(o) : o, R'(o) : I, R"(o)  - -  R" ' (o)  : 

an  
. . . . .  R(P)(o) = o, B(P+I)(o)4= o e.s't que ~ i soit conve~yente. 

71P 

I I I .  - -  Reste  "~ examiner  le cas off a ~ ~ .  On aurai t ,  en r a m e n a n t  a s 

' �9 " 

1 o m g m e  par  Z = t ,  ~ )  e , ( t  ) l ' express ion a sympto t ique  su ivante  

pour  les R,~ (d6duite de celle des Q,, ~tudi6 au N ~ II .) .  

1 

~" : -~n(2i) : nP . . . . . . . . .  HAl_ inn : . H i . .  ~ ...................... . . . . .  C(~in H2 + ~ ( "-e ) '  

1 
off H ,  //1, H 2 sont  des fonct ions  de n P ho lomorphes  au  vois inage de l 'or igine ,  

avee H(o)  =~ o. 

Supposons  ~anR~(z) convergente  en un  point  ~" in t6r ieur  s z/~ et pa r  cons6- 

quen t  ~ non ant~c6dent  de a : ~ c'est-~-dire non p61e des R~ et posons a~Rn(~)--b~. 

I1 v iendra  

b~ 

et, pa r  cons6quent  

( )] - -  H + L~* . t t~  + C(Z) . H~ + o 

n p 

n p "  a n  ~ bn  # o  + ~ " "'" + ~ p  + # ' '  .......... + # . - + o 1 " 
J ' ~ n, n n I + - 

_ ~ p 

1 M~me obse rva t ion  que  dans  la  no te  (I) du num(~ro I I ;  a r p o i n t  f ron t i e re  de Aa n ' a  

a u c u n  an t6c6den t  h l ' i n t 6 r i e u r  de Aa. 
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La  convergence de :~b,~ entralne, en ra i sonnant  comme au N ~ II ,  celle de 
t 1 

2nPan et r6ciproquement, la convergence de .~o~Pan entralne celle de ~anRn(z), 

uniform6ment  dans tout  domaine de J~ ,  ne contenunt  pus de pbles des Rn, et  

off l 'expression asymptotique ci-dessus donn6e pour Zn est rulable un i fo rm6ment  

(en part iculier  duns tout  domaine int4rieur g J~). 

En ddfinitive, lorsque a ~ - ~  est point double i n d ~ r e n t  de [z ] R(z)], au 

voisinage duquel on a le ddveloppement de Laurent 

~-~  rp 
R ( z )  = z + z~_~_ ~ + zp  + ' (r~_~ :~ o e t  p -> 2) ,  

ov 

la condition n6cessaire et suffisante pour que la s6rie ~ auRa(z) converge daus le 
0 

domaine J ~  est que ~,a,~. n p soit convergente. 
0 

Y 


