
UBER EINEN ASYMPTOTISCHEN AUSDRUCK. 
Vo~l 

OTTO H()LDER 

in LEIPZIG. 

Es sei mi~ Q(n) die Anzahl  der  verschiedenen Pr imzah len  bezeichnet,  aus 

denen die nati irHche Zahl  n sich aufbaut ,  so dass also 

. . . . .  p: Z' n - - p ~  p ~  . . . 

und Q ( I ) =  o ist. I ch  werde beweisen, dass die summator i sche  Funk t ion  

(I) ~ 2e(~) 

fiir grosse x asymptogisch dargestellg werden kann.  

Man  kann  die hiermig gestel l te  Aufgabe  auch als ein Tei le rproblem auf- 

fassen. Bes t im m t  man  ni~mlich die quadratfi'eien Tefler der Zahl  n, so kann  

m a n  jede der  verschiedenen Pr imzah len  Pl, P2 ,Ps , . . . ,Pe (n )  in einen Solchen 

Tei ler  en~weder e inmal  oder  ga r  nicht  aufnehmen,  so dass sich 2 �9 2 �9 2 . . .  2 : 2~ (") 

verschiedene quadraff-reie Tei ler  ergeben. Unsere Aufgabe  is~ also ana log  dem 

yon DIRICHLET gelSsteu Tei lerproblem.  Bekannt l ich  ha t  DIRICHLET, falls un te r  

t(n) d i e  Anzahl  aller Teiler  der Zahl  n vers tanden  wird, die summator i sche  

Funk t i on  

1 [~] soll in bekannter Weise die grSsste in ~ enthaltene ganze Zahl vorstellen, und die 
Summe ist soweit zu fiihren, bis die Glieder yon selbst gleich Null werden. 

12--3298. Acta mat&ematiea. 59. Imprim6 l e  3 ma~ 1932. 
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dnrch die Formel  

(3) x ( l o g x  + 2C- -  I) -~ O(X 5') 

zur Darste l lung gebracht,  in der C die Eulersche Kons tan te  bedeutet. DImCHLV.T 

ha t  dabei gezeigt, dass N =  I gesetzt werden kann. ~ VAN D~R CORPUT hat  die 
2 

hbsch~tzung  des Restgliedes dahin versch~rft,  dass man N = M  setzen kann, 

wo M eine best immte Kons tan te  < 33 bedeutet  ~; 
IOO 

aueh N :  33 se~zen. 
I oo 

natiirlich kann man also 

I ch  werde im folgenden start  des Problems der quadratfreien Teller gleich 

das allgemeinere Problem der durch keine kte Potenz  (k ~ 2) teilbaren Teller 

behandeln. 

w I. Die durch keine kte Potenz teilbaren Zahlen. 

Zuniichst muss ich die Formel in Er innerung  bringen fiir die Anzahl  der 

im Interval l  I . . . x  gelegenen, durch keine kte Potenz tei lbaren Zahlen. Es mag 

"fiir diese bekannte  Formel  hier ein elementar  arRhmetischer  Beweis eingefiigt 

werden. Dieser Beweis ist allerdings fiir k = 2 bereits yon LANDAU durchge- 

fiihrt  worden, a 

Jede Zahl n kann nur  auf  eine einzige Weise als P roduk t  einer kten Po- 

~enz und  einer nicht  durch eine Me Potenz  tei lbaren Zahl dargestelR werden. 

Es sei ngmlich 

(4) n ~- a k b 

und b durch keine k te  Potenz  teilbar. I s t  nun die Pr imzahl  p in n genau l-mal 

als Teiler enthal ten und ist r der Rest  der Division, wenn mit  k in 1 dividiert 

wird, so dass 

t Werke, Bd. 2, S. 56- 
2 Math. Ann., Bd. 87, S. 39 ft.; schon vorher hatte VORONOi (Journ. f. Math., Bd. I26, S. 24I ft.) 

bewiesen, dass das Restglied nicht yon hSherer Ordnung als x ~ log x ist. 
8 Handbuch der Lehre yon der Verteilung der Primzahlen, Bd. 2, S. 58o/I ft. GEGENBAUER, 

der jene Formel bereits I885 fiir ein allgemeines k aufgestellt hat (Denkschriften d. Wiener Akad. 
d. Wiss., Math.-naturw. Cl., Bd. 49, I, S. 46), benutzt beim Beweis in einer auch jetzt vielfach in 
ghnlichen F~llen iiblichen Weise den Eindeutigkeitssatz der Dirichletschen Reihen. 
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l = k m  + r 

u n d o  < r <  k ist, so muss  a den P r i m f a k t o r  p gerade  m-real und b ihn r -mal  

enthal ten.  Es bes t immen sich also die beiden Zahlen a und b aus der  Zer- 

legung der  Zahl  n in Pr imzahlpotenzen .  Zugleich e rkenn t  man,  dass eine Zahl, 

deren kte Potenz  in n als Teller  en tha l ten  ist, keine P r imzah l  h~ufiger en tha l ten  

kann,  als sie in a en tha l t en  ist, dass also a k d i e  grSsste in n en tha l tene  kte 

Po tenz  ist. 

In: folge~den ~oll nun [~]k die Anzahl der ganzeu Zahlen <= ~ bedeuten, die 

dutch keine kte Poteuz (ausser I) teilbar sind. Denk t  m a n  sich je tz t  eine ganz 

beliebige ZahlgrSsse x und n i m m t  unter  den ganzen Zahlen des In te rva l l s  I . . . x  

die.~enigen zusammen,  welche durch  dieselbe kte Po~enz a k als grSsste ]cte Po tenz  

te i lbar  sind, so ist  ihre Zahl  gleich der Anzahl  der durch keine kte Potenz  teil- 

[xl baren  Zahlen b, fiir die a% ~ x ist, d. h. gleich ~ k" Ordne t  m a n  wei~er die 

Zahlen I, 2, 3 , . . .  [x] nach  den gr5ssten kten Po tenzen  i k, 2 k, 3 k , . . . ,  die sie als 

Tel ler  en~halten, so ergibt  sich ihre Zahl  gleich 

[x] +ix] + 

Diese Gleichung gibt  durch  U m k e h r u n g  ~ 

(6) 
(,) 

wobei tt(n) die bekann te  MSbiussche zahlentheore t i sche  Funk t ion  bedeutet ,  die 

fiir jedes n, das durch  ein Quadra~ ~eilbar is~, gleich o und ffir jedes aus Q ein- 

fachen  Pr imzah len  bes~ehende n gleich ( - - i ) ,  ~ ist. 

w 2. Die Grundformeln. 

Es sollen jetzr 

h'k, C , ' . .  

i Setzt man in (5) die Potenz x k anstelle yon x ein, so kann man die ganz gewShnliche 
Umkehrungsformel anwenden, und man erh~lt dann aus dem Ergebnis, wenn x k wieder durch x 
ersetzt wird, die Gleichung (6). 
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die der GrSsse nach geordneten, durch keine kte Po~enz teilbaren positiven 

ganzen Zahlen bedeuten. Ich  bilde das Schema 

(7) 

' h'~ h'k h k" I ,  �9 2 ,  " 3 ,  . . .  

. . . .  h,, 3 h h .  k" k " I~ k 2~ ~ . . . .  

h"' h"' h'" k " I ~  k " : 2 ,  k " 3 ~  �9 " "  

in dem jedoch die horizontalen und vertikalen Reihen nur  sowei~ fortgesetzt  

werden sollen, als die Bedingung 

(8) h(k ~). m _---< x 

erfiillt ist. Die in dem Schema (7) wirklich vorkommenden Produkte  lassen sich 

nun  auf  dreierlei Arten abz~hlen. In  der n~en t torizontalreihe stehen die Produkte  

hi").,, hl n). ~, h i " ) . 3 , . . . ,  hln)" n, 

wobei 

ist; in der mten Vertikalreihe stehen jedoch die Produkte  

h ' k m ,  h ' ;  m ,  h' ; '  m . . . .  , h~"). m ,  

und es bedeute~ hier m die Anzahl der Zahlen hi:, die =< x sind, d. h. es ist 

Ix] (~o)  m = �9 
k 

Z~hl~ man also die Produkte  (7) einmal zuerst in den Hor izon ta l -und  ein anderes 

Mal zuerst in den u so ergeben sich aus (9) und (IO) fiir ihre Anzahl  

zwei Ausdriicke 

ix] l (I  I )  Z h = m-~ k; 
(ak) 

in der linken Summe durchl~uf~ hk die durch keine kte Potenz teitbaren Zahlen. 

Die dri t te  Art, die Produkte  (7) abzuz~hlen, ergibt sich aus der Erw~gung, 

dass eine durch h(k n) teilbare Zahl a, die kleiner als x ist, in der ~ten Horizontal- 
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reihe unseres Schemas einmal vorkommt.  Es kommt  also jede Zahl a _--< x in (7) 

gerade tk(a)-mal vor, wenn tk(a) die Anzahl  der jenigen in a en tha l tenen  Teiler  

bedeutet ,  d i e  durch keine kte Po tenz  tei lbar  sind. 1 D i e  beiden Summen (I1) 

sind also der summator ischen Funkt ion  

(I2) ~,j tk(a) 
a_~93 

gleich. 

Mit Riicksicht auf  (5) ergib~ sich aus (I I) und (12) noch 

[xl ( 1 3 )  �9 
a _~ z (~) (n) 

Wegen  der Umformung  dieser und ithnlicher mehrfacher  Summen bedenke man, 

dass zu einem vorgegebenen x nur  eine endliche Zahl yon Indexsys temen m, n 

gehSr~, fiir welche die Glieder yon Null  verschieden sind, weshalb diese Glieder  

auch beliebig geordne t  werden diirfen. Man kann  deshalb auch yon ( I 3 ) z u  

der Formel  

I (I4) Z t k ( a ) =  Z ~t(n) ~ j 
a ~ x (n) 

i ibergehen. 

w 3. Absehittzungen. 

Das im Ausdruck (3) niedergelegte  Ergebnis  von DIRICHLET, 

VAN DER CORPUT 8011 je tz t  in der Form 

(I~) Z [ ~ ]  =xlogx-~- (2C--I)X-~ A~(x)x N 
(m) 

bzw. yon 

benutz t  werden. Man kann ffir jeden der hier  zul~issigen Exponenten  N die 

absolute Kons tan te  A so w~ihlen, dass die Formel  fiir x ~ I mit  

- i -< a ( x )  <= + 1 

giltig ist. Um hieraus den Ausdruck (14) zu bekommen,  ha t  man  in (15) fiir x 

1 Geometrisch kann man das auch so ausdriicken, (lass auf der Hyperbel ~} ~ a (a ganz) 
gerade tk(a) Punkte liegen, deren Koordinate y ganzzahlig und deren Koordinate ~ eine durch 
keine kte Potenz teilbure Zahl ist. 
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X 
den Brueh ~ zu setzen, mi t  tt(n) zu mul~iplizieren und fiber n zu summieren, 

wobei wir uns abet  auf  die Werte  I, 2, 3 , . . .  [ l /x] des Index n beschrgnken 

werden, da die linke Seite yon (i5) gleich o wird, wenn man far  x einen Wert ,  

der kleiner als I ist, einsetzt. Es ergibt sich 

(,6) 

k k 

(E~; (,,) 1 w~.l 
Ztk(a)= x l o g  x -- tr i,~=~1 ~ } x  

k 
[Vx] . ,  

+ 

= [ z~ nk nk- 1 x log x 
n = l  . 

n=[ ] / -x ]+  1 

+ (~e- , )  V Z - k  
-=[V~']+ i ,,=iVY]+ + R(x), 

r  

wobei R(x) aus dem Restglied yon (15) entsteh~, und jedenfalls 

k 

[V,] 
(17) IR(x)I_-< A.N~ ~,. 

n = l  '/~ 

ist. k bedeutet  hier eine ganze Zahl > 2, weshalb aueh die in (I6) ~ingeffihrten 

unendlichen Summen konvergieren. 

Zungchst will ich auf Grund der Formel ( I7)das  letzte Restglied abschgtzen. 

Es ist fiir grosse x 
k 1 

[ ] /x ]  (X-~" @ O(X ~) fiir ~_~f < I, I N / d .  / ( , S )  31R(~)l<x~+x : .~=  O(x~logx) far ~lV=~, 
1 (O(x N) fiir k N >  I. 

W e n n  nun der EinfaehkeR wegen _h r = 33 gesetz~ wird (s. o. bei (3)), so ergib~ sich 
I OO 

('9) R(x)= o(J)  far k =  3, 
0(zerO) far k=>4. 
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k 
Die in Formel (I6)  vorkommenden, yon [l/x] + I b i s  oo erstreckten Summen 

sollen zuerst auf  eine gr5bere Weise, die keine besonderen Vorkenntnisse ver- 

lang' ,  abgesch~tz~ werden. Es ist fiir grosse x 

ao oo oo 

f u_ i , 
~=[F;]+~ n=EV;]+l k [Yx] k-1 

[~/~] 

und 

(2i) ~t(n)logn I 

~=[g~.]+~ 

< ~ log 
= ~ i -  

k 

k 

! F l o g u d u  log [l/x~] + k -  I 
! 

< J ~  (k - i) [l/x] k-' 
[Y;] 

= 0 ~x " log x / .  

Aus den Relat ionen (I9) , (2o), (2I) kann man bereRs erkennen, dass der aus den 

verschiedenen Teilen yon (I6) sich ergebende Gesamtrest  ~(x) der unten stehen- 

den Schlussformel (27) fiir k =  2, k ~  5, k > 4 h5chstens yon der Ordnung 
1 l 3 3  

x ~ log x,  bez. x ~ log x,  bez. x ~ v  sein kann. 

Um nun anstelle der Relat ionen (20) und (2I) genauere Abschatzungen zu 

setzen, fiihre ich die summatorische Funkt ion  

, (~)  = M(x)  
n<:.T, 

ein. LANDAU hat  bewiesen, dass 

wo fiir q eine beliebige ZahlgrSsse gesetzt werden darf. 1 

Vgl. LANDAU, a. a. O., S. 594, wo zugleich noch eine schfirfere Abschiitzung gegeben wird. 
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Es ergibt sich jetzt 

(23) 
ao oo 

. . . .  V.- = ~t k " 

-=[V;]+~ ,~=[V-;]+~ 

Da k ~ 2 ist, l~sst sich die reeh~e Seite infolge der Relation (22) in zwei kon- 

vergente Summen auseinandernehmen, wodurch man dann wieder 

(24) 

k ( i )  
k ,,=E~;J§ ( [V; ]  + i) ~ 

erh~l~. Der erste Teil des letzten Ausdrucks gibt, wenn man fiir M(n)die Rela- 

tion (22) und fiir die in Klammer gesetzte Differenz ihre Entwicklung bedenkt, 

als grSsstmSgliche Ordnung 

oo oo o(E((; 
k lo n) q ~$k~-I-1 ~-- 0 uk U) q 

[Y~] 

Bedenkt man noeh, dass 

d i ] c - - i  

d~ u~-i (log u)~ = --  u~ (log u)~ (i + ~.) 

is~, wo e~ eine mi~ u -~  ~ verschwindende GrSsse bedeutet, so finder man fiir 

das letzte Integral die Ordnung yon 

k k 

[gx-?- '  (log [V-~) ~ 

x - l +  ~. 
: 

Da ausserdem die Ordnung des zweiten Gliedes yon (24) nicht grSsser ist, ergibt 

sich aus (23), dass aueh 

1 

~ X ' - - I  § ~. t 
(2s) ~ ~ ( ~ ) -  o 

n = [ V x ] + l  

ist. 
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Durch dieselbe Art der Rechnung finder man 

k k 
~u(n) logn ~_~ M(n)[logn l og (n+  I)~ M(|/x)log([Vx] 

~ = ~ ~ ~': (,;+ i i ~ ! -  ._ .  
�9 n--[r:~]+l n=[Vx]+l ( [ V x ]  "~- I)/: 

k k 
( ~  ( ~$ ] r  . . . . .  J ] ' [ ( i x ) l o g ( [ V x l  + I)  

0 

, , - [Vx ]+ l  ( [ I / : s  k 

1 

+ , )  

Da fiir q eine beliebig grosse positive Zahl gesetzt werden kann, unterscheiden 

sich die fiir die beiden Summen (25) und (26) gewonnenen Ergebnisse nicht 

wesentlich yon einander. 

Aus (I6), (19), (25) und (26) setzt sich nun die Schlussformel 

( 2 7 )  ~_~tk(a)_Xlogx (2C--I)~(k)--k~'(k)  . ~  ~(~.) + . . . . . .  (~(k)), .... x + .~(~) 

zusammen, wobei 

~ ( x ) =  

o(.~) f~r k =  ~, 

O(xi) f ~  ~ =  3, 

O (x glib) fiir k ~ 4 .  

Die in der Einleitung erwghnte Summe (I) bestimmt sich mit k = 2  bis auf 

GrSssen der Ordnung Vx. 

Wenn wir die Doppelsumme, um die es sich hier handelt, in der Summa- 

tionsordnung yon (I3) auf Grund eines, leicht zu findenden asymptotischen Aus- 

drucks der GrSsse (5) 

[x] [x]~= ~ # ( ~ ) , ~  
(n) 

gebildet h~tten, so wiirde sich nur das erste Glied der Formel (27) ergeben haben. 

13--3298. Aeta mathematiea. 59. Imprim6 le 3 mai 1932. 


