UBER EINEN ASYMPTOTISCHEN AUSDRUCK.

VoN

OTTO HOLDER

in LEIPZIG.

Es sei mit ¢(n) die Anzahl der verschiedenen Primzahlen bezeichnet, aus
denen die natiirliche Zahl #» sich aufbaut, so dass also

n=pEpg ... P

und ¢(1)=o0 ist. Tch werde beweisen, dass die summatorische Funktion

(1) ) 26

n=x

fiir grosse = asymptotisch dargestellt werden kann.

Man kann die hiermit gestellte Aufgabe auch als ein Teilerproblem auf-
fassen. Bestimmt man nidmlich die gquadraifreien Teiler der Zahl », so kann
man jede der verschiedenen Primzahlen p,, p,, ps, ..., Do) In einen solchen
Teiler entweder einmal oder gar nicht aufnehmen, so dass sich 2-2-2---2=2¢(
verschiedene quadratfreie Teiler ergeben. Ungere Aufgabe ist also analog dem
von DiricrLET gelOsten Teilerproblem. Bekanntlich hat DiricaLeT, falls unter

t(r) die Anzabl aller Teiler der Zahl % verstanden wird, die summatorische
Funktion

(2 St =3 [2]

! [£] soll in bekannter Weise die grésste in § enthaltene ganze Zahl vorstellen, und die
Summe ist soweit zu fithren, bis die Glieder von selbst gleich Null werden.
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durch die Formel

(3) z(logz + 20—1) + O(x)

zur Darstellung gebracht, in der (' die Eulersche Konstante bedeutet. DrricuLET
hat dabei gezeigt, dass N =é gesetzt werden kann.! van per Corpur hat die
Abschitzung des Restgliedes dahin verschirft, dass man N = M setzen kann,

wo M eine bestimmte Konstante < 130% bedeutet?; natiirlich kann man also

auch N = 33 setzen.
100 .

Ich werde im folgenden statt des Problems der quadratfreien Teiler gleich
das allgemeinere Problem der durch keine kte Potenz (k = 2) teilbaren Teiler
behandeln. ‘ ‘

§ 1. Die durch keine %te Potenz teilbaren Zahlen.

Zuniichst muss ich die Formel in Erinnerung bringen fiir die Anzahl der
im Intervall 1 - -z gelegenen, durch keine kte Potenz teilbaren Zahlen. Hs mag
“fiir diese bekannte Formel hier ein elementar arithmetischer Beweis eingefiigt
werden. Dieser Beweis ist allerdings fiir #==2 bereits von Laxpav durchge-
fithrt worden.?

Jede Zahl n kann nur auf eine einzige Weise als Produkt einer kten Po-
tenz und einer nicht durch eine kte Potenz teilbaren Zahl dargestellt werden.
Bs sei ndmlich

(4) : n=a*b

und b durch keine kte Potenz teilbar. Ist nun die Primzahl p in # genau l-mal
als Teiler enthalten und ist » der Rest der Division, wenn mit % in [ dividiert
wird, so dass

! Werke, Bd. 2, 8. 56.
* Math. Ann,, Bd. 87, 8. 39 ff.; schon vorher hatte VORoN0i (Journ. f. Math., Bd. 126, S. 241 ff.)

bewiesen, dass das Restglied nicht von héherer Ordnung als x% log x ist.

® Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, Bd. 2, S. 580/1 ff. GEGENBAUER,
der jene Formel bereits 1885 fiir ein allgemeines k aufgestellt hat (Denkschriften d. Wiener Akad.
d. Wiss.,, Math.-naturw. CL, Bd. 49, I, 8. 46), benutzt beim Beweis in einer auch jetzt vielfach in
fihnlichen Fillen iiblichen Weise den Eindeutigkeitssatz der Dirichletschen Reihen.
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{=km+r

und 0 =7 <k ist, so muss a den Primfaktor p gerade m-mal und b ihn 7-mal
enthalten. Es bestimmen sich also die beiden Zahlen ¢ und b aus der Zer-
legung der Zahl #» in Primzahlpotenzen. Zugleich erkennt man, dass eine Zahl,
deren kte Potenz in # als Teiler enthalten ist, keine Primzahl hiiufiger enthalten
kann, als sie in a enthalten ist, dass also a* die grosste in » enthaltene kte
Potenz ist. '

Im folgenden soll nun [E)p die Anzahl der ganzén Zahlen = & bedeuten, die
durch keine kte Potenz (ausser 1) teilbar sind. Denkt man sich jetzt eine ganz
beliebige Zahlgrosse  und nimmt unter den ganzen Zahlen des Intervalls 1--- x
diejenigen zusammen, welche durch dieselbe kte Potenz a* als grosste kte Potenz
teilbar sind, so ist ihre Zahl gleich der Anzahl der durch keine kte Potenz teil-

baren Zahlen b, fir die o*b < x ist, d. h. gleich [%] . Ordnet man weiter die
k

Zahlen 1,2, 3,...[x] nach den grossten kten Potenzen 1* 2% 3%, ...  die sie als
Teiler enthalten, so ergibt sich ihre Zahl gleich -

(5) o =|&]+ [&],+ [_3"2] .

Diese Gleichung gibt durch Umkehrung!
© el = Sl | 2]
(n)

wobei u(n) die bekannte Mobiussche zahlentheoretische Funktion bedeutet, die
fiir jedes n, das durch ein Quadrat teilbar ist, gleich o und fiir jedes aus ¢ ein-
fachen Primzahlen bestehende 7 gleich {— 1)¢ ist.

§ 2. Die Grundformeln.

Es sollen jetzt
b, B, B, ...

! Setzt man in (5) die Potenz % anstelle von x ein, so kann man die ganz gewohnliche
Umkehrungsformel anwenden, und man erhiilt dann aus dem Ergebnis, wenn z* wieder durch
ersetzt wird, die Gleichung (6).



92 Otto Hdlder.

die der Grosse nach geordneten, durch keine kte Potenz teilbaren positiven
ganzen Zahlen bedeuten. Ich bilde das Schema

b1, h-2, k-3, ...
(7) By~ 1, h-2, k-3, ...
B 1, B2, B3,

-

in dem jedoch die horizontalen und vertikalen Reihen nur soweit fortgesetzt
werden sollen, als die Bedingung

(8) BM-m =< x

erfilllt ist. Die in dem Schema (7) wirklich vorkommenden Produkte lassen sich
nun auf dreierlei Arten abzidhlen. In der nten Horizontalreihe stehen die Produkte

BT, B2, -3, R,

wobei

(9) = [@fm]

ist; in der mten Vertikalreihe stehen jedoch die Produkte

' 1" e
hy-m, h-m, b -m, ..., B m,

und es bedeutet hier m die Anzahl der Zahlen hi, die = ;79% sind, d. h. es ist

e[l

Zihlt man also die Produkte (7) einmal zuerst in den Horizontal- und ein anderes
Mal zuerst in den Vertikalreihen, so ergeben sich aus (9) und (10) fiir ihre Anzahl
zwei Ausdriicke '

o | 2[n]-2[5

in der linken Summe durchliauft #; die durch keine kite Potenz teilbaren Zahlen.
Die dritte Art, die Produkte (7) abzuzihlen, ergibt sich aus der Erwigung,
dass eine durch A{™ teilbare Zahl @, die kleiner als z ist, in der nten Horizontal-
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reihe unseres Schemas einmal vorkommt. Es kommt also jede Zahl a <z in (7)
gerade #(a)mal vor, wenn #(a) die Anzahl derjenigen in @ enthaltenen Teiler
bedeutet, -die durch keine %te Potenz teilbar sind.’ “Die beiden Summen (11)
sind also der summatorischen Funktion

(12) 2 ta)

gleich. .
Mit Riicksicht auf (6) ergibt sich aus (11) und (12) noch

(13) 2mm=2;mm[“}

k
a=z (m) (m) mn

Wegen der Umformung dieser und dhnlicher mehrfacher Summen bedenke man,
dass zu einem vorgegebenen x nur eine endliche Zahl von Indexsystemen m, n
gehort, fir welche die Glieder von Null verschieden sind, weshalb diese Glieder
auch beliebig geordnet werden diirfen. Man kann deshalb auch von (13) zu

der Formel

o=Sum 3] 2|
(19 pRTESIE P |
iibergehen.

§ 3. Abschiitzungen.

Das im Ausdruck (3) niedergelegte Ergebnis von Diricuner, bzw. von
vaN DER Corrur soll jetzt in der Form

(15) | 2[%]=9{10gx+ (2C—1)x + A9 (@)

(m)

benutzt werden. Man kann fiir jeden der hier zulissigen Exponenten N die
absolute Konstante A so wihlen, dass die Formel fiir £ = 1 mit

—1=9@)=+1

giltig ist. Um hieraus den Ausdruck (14) zu bekommen, hat man in (15) fiir x

! Geometrisch kann man das auch so ausdriicken, dass auf der Hyperbel £y = a (¢ ganz)
gerade {fr(a) Punkte liegen, deren Koordinate 7 ganzzahlig und deren Koordinate § eine durch
keine kte Potenz teilbare Zahl ist.
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den Bruch — zu setzen, mit u(n) zu multiplizieren und iiber » zu summieren,
n .

wobei wir uns aber auf die Werte 1,2, 3,...[V 2| des Index n beschrinken
werden, da die linke Seite von (1) gleich o wird, wenn man fiir x einen Wert,
der kleiner als 1 ist, einsetzt. Es ergibt sich

V) .
V) )
F(2C I)xZ’—;% + R(x),
(16) ={i‘—‘,§?— i @}xbg‘x
R n=[1k/5c]+1
oG )
1z~[1/m]+1 nﬁ[,/@]

wobei R(x) aus dem Restglied von (15) entsteht, und jedenfalls
L

(17) |R |<AxNZ|nLA
n==1
ist. k bedeutet hier eine ganze Zahl = 2, weshalb auch die in (16) eingefiihrten
unendlichen Summen konvergieren.
Zuniichst will ich auf Grund der Formel (17) das letzte Restglied abschitzen.

Es ist fiir grosse x
1

k ol

WAl o) tir kN <1,
(18) ;Ill x)| < z¥ + x“’f (Llf\,z O(xY logx) fiir kEN=1,

1 O(xY) filr kEN>1.

Wenn nun der Einfachkeit wegen N = 33 gesetzt wird (s. 0. bei (3)), so ergibt sich

[ (%) fiir k=2,
(19) (ac) fiir &= 3,
’ lo(x‘m) fiir &= 4.

Sl
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k_
Die in Formel (16) vorkommenden, von [V z]+ 1 bis ® erstreckten Summen
sollen zuerst auf eine grobere Weise, die keine besonderen Vorkenntnisse ver-

langt, abgeschiitzt werden. Es ist fiir grosse «

(20) %%?§§$<f% P -
Vel Wil [Va
ol
und

| S| o 5 e
k

nk =4 n
n={Vz]+1 WVzl+1
k 1
logu du log [Vr] + k—
7};1? = Tk
! k—1)[Va]?
[Vz]

Aus den Relationen (19), (20), (21) kann man bereits erkennen, dass der aus den
verschiedenen Teilen von (16) sich ergebende Gesamtrest R(x) der unten stehen-
den Schlussformel (27) fiir £=2, k=3, k= 4 hochstens von der Ordnung
o log z, bez. o log z, bez. 2199 sein kann.

Um nun anstelle der Relationen (20) und (21) genauere Abschidtzungen zu

setzen, fithre ich die summatorische Funktion

2 uln) = M ()

n=

ein. Lawpavu hat bewiesen, dass

(22) | M@=o%;Wy

wo fiir ¢ eine beliebige Zahlgrosse gesetzt werden darf.’

! Vgl. LANDAU, a. a. O., 8. 504, wo zugleich noch eine schirfere Abschiitzung gegeben wird.



96 Otto Hoélder.

Bs ergibt sich jetzt

(23) S “é;ﬁ’_) — i M(n) —nl]tf(n~1).

k k
n= [V;] +1 n=[VI] +1

Da k=2 ist, lisst sich die rechte Seite infolge der Relation (22) in zwei kon-

vergente Summen auseinandernehmen, wodurch man dann wieder

1 1 )k)_ M(lk/a_c)

S A

(24) )2 M(n)(
'n:[V;]-H

‘erhiilt. Der erste Teil des letzten Ausdrucks gibt, wenn man fur M (n) die Rela-
tion (22) und fiir die in Klammer gesetzte Differenz ihre Entwicklung bedenkt,
als grosstmogliche Ordnung

o3 () = wtoar)

n={Va k
; [Vzl+1 sl

Bedenkt man mnoch, dass

a I _ k1
duw=(logu)?  u*(logu)?

(1 + &)

ist, wo &, eine mit u— o verschwindende Grosse bedeutet, so findet man fiir
das letzte Integral die Ordnung von

Val (I(,g e ()

Da ausserdem die Ordnung des zweiten Gliedes von (24) nicht grosser ist, ergibt
sich aus (23), dass auch

(25) | i”(ﬁ)=0(xﬂ+%)

ist.
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Durch dieselbe Art der Rechnung findet man

ZA uin loor n Z M(n (logn log (n +_I)) _ M(Vx)log ([V.r} +ﬁ_}I)

B el ) V) + o)
E k
- < n klogn ﬂ[(Vm) log ([Vx] +1)
(26) =0 ( ZL ((log n) wktl )) o ok "k_
n—{Vzl+1 (['/ :I‘.] + I)
o J;
~0{fzam)

Da fiir ¢ eine beliebig gi‘osse positive Zahl gesetzt werden kann, unterscheiden
sich die fir die beiden Summen (25) und (26) gewonnenen Ergebnisse nicht
wesentlich von einander. _

Aus (16), (19), (25) und (26) setzt sich nun die Schlussformel

Zh . xloo'x+(20~l)C(k) _Z"_gl(k)x_Fm(x)

27) a0 )

zusammen, wobei
1 -
J xz) fiir k=2,

fir k=3,

o(xf’o%) fiir k=4
Die in der Einleitung erwihnte Summe (1) bestimmt sich mit # = 2 bis auf
Grossen der Ordnung Vz.

Wenn wir die Dopﬁelsumme, um die es sich hier handelt, in der Summa-
tionsordnung von (13) auf Grund eines, leicht zu findenden asymptotischen Aus-

drucks der Grosse (6)
b= S )| 5]
() "

gebildet hitten, so wiirde sich nur das erste Glied der Formel (27) ergeben haben.

13—3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 3 mai 1932.



