
SUR UNE CLASSE D'EOUATIONS INTEGRALES LINEAIRES. 

PAR 

V .  ROMANOVSKY. 

,;L TACIIKENT.  

Dans ce travail  je consid~re une cla.sse d'~quations int~grales lin~aires qui 

est in t imement  lide 's un probl~me important  de probabilit6s et qui me semble 

nouvelle et intdressante. Une petite note sur ces ~quations a dt~ puhli6e par 

moi dans les Comptes Rendus de l 'Acad~mie des Sciences de Paris, t. IoI ,  I93o, 

p. 552. Maintenant  je donnerai une exposition d~velopp~e des rdsultats qui font  

l 'objet de cette note et je commencerai par indiquer le probl~me de probabilit~s 

qui conduit  aux ~quations int~grales dont  la th~orie sera expos~e ici. 

I. Les cha~nes biconnexes continues de MarX'off. Soit X une variable al6a- 

toire continue dont  les valeurs sont contenues dans un intervalle fini (a, b). 

Nous consid6rerons une s6rie infini d'6preuves avec cette variable et nous num6ro-  

terons les 6preuves cons6cutives par les nombres I, 2, 3 , . . . .  Les 6preuves I e t  2 

const i tuent  un chalnon initial, n ~ o; les 6preuves 2 et 3 const i tuent  le chalnon 

n ~ I; et ainsi de suite. Ces chalnons f o m e n t  une chalne d'6preuves que nous 

nommerons chaine biconnexe continue de ~larkoff si les conditions suivantes se 

t rouvent  satisfaites. 

Les valeurs x, y de X dams le chalnon initial sont assujetties 's une loi 

diffdrentielle de probabilit~s po(X, y), de sorte quc la probabilit~ que X soit con- 

tenu dans l ' intervalle diff~rentiel (x, x § dx) dans la premiere 6preuve et dans 

l ' intervalle (y, y § dy) dans la seconde ~preuve est donn~e par po(X, y)dx dy. 

Soit ensuite ~(t, x, y) une loi diffdrentielle de probabilit~s de X ==y dans 

une dpreuve quelconque, quand on sait que dans les deux ~preuves pr~c~dentes 
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on a X =  t eL X ~ x. Nous supposons que po(X, y) eL q~(t, x, y) sont conLinus 

pour les valeurs de x, y, t appar tenant  '~ l ' intervalle (a, b). On aura 6videmment 

b 

f q~(t, x, y)dy = I. 
[1 

DSsignons encore par pk(x, y) la loi diff&entielle de probabilit~s des valeurs 

x, y de X dans le chalnon n ~ k, quand les rdsultats de touLes les auLres gpreuves 

restent  ineonnus, et par pk(x} la loi pareille de X ~ x dans la ]c l~m~ 5preuve, 

sous la m~me condition que les r&ul~ats des autres ~preuves nous sont inconnus. 

Cela ~taa~, nos ~preuves se t rouvent  li~es par une certaine forme de dgpen- 

dance qui, dans un autre probl~me, ~tait consid~r~e pour la premiere fois par 

A. Markoff. C'est pourquoi nous appellons la s6rie de nos dpreuves chalne de 

Markoff. Les sgries d'dpreuves, lides en chalnes de Markoff, jouenL un rble Lrb, s 

important  dans les diverses questions, par exemple, darts la th~orie de l 'hgrdditd 

mend~lienne, darts certaines theories de la physique ma~h~matique etc. 

Les fonctions pk(x, y) et pk(x) satisfont aux relations 4videntes 

b b b 

En outre, 

rdcurrentes 

(8) 

le Lhdorbme d 'addit ion des probabilit6s nous conduit  aux relations 

b 

p (x, y) = f 
a 

x, v)dt, 

b b 

tt a 

En posant dans la premiere de ces dquaLions 

off A est un hombre constant  indgtermin~, on la t ransforme en l 'dquation intg- 

grale lindaire 
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b 

.(x u) f.(t x y)dt. 
6t 
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On voit que le problSme de propabilitgs qui se tra~luit par les dquations 

(a) et (fl) se mm~ne s la r~solution de l'~quation (~,) qui est lindaire, homogSne 

et aux limites constantes. Elle rappelle l'dquation int~grale lin~uire homogSne 

de Fredholm. 

inhomog~ne 

En l'6tudiant on trouve qu'elle est profondement li~e s l'6quution 

b 

(1) 1,~(:s y ) = f ( x ,  y) + z f ,,(t x, y)dt, 
a 

o~1 f(x,  y) est une fonction donnde. 

C'est cette 6quation (I) et l'6quation homog6ne correspondante, 

(2) 
b 

u(x, y) = ~ f u(t, x)~(t, x, y)dt, 
a 

qui feront l'objet de nos recherches duns ce m6moire. Nous les appelons dqua- 
tions int6grales tin6aires b'mzsgressives ~ deux variables. Leur th~orie est pareille 

s la th6orie des 6quations int~grales de Fredholm, mais n'est pas aussi simple. 

Nous verrons plus loin qu'elle ne peut pus 6tre remplacde par celle des 6qua- 

tions de Fredholm '~ deux variables, d'ofi d~coule la ndcessit6 de la construire 

ind6pendamment de la th6orie de Fredholm. 

2. R6solution de l'6quation inhomogOne par la m6thode d' approximatious succes- 
s~yes. Prdcisons les conditions dans lesquelles nous consid6rerons toujours les 

6quations (I) et (2) duns ce mdmoire. Nous supposerons que nous sommes tou- 

jours duns le domaine rdel, que les limites a, b song des constantes r6elles et 

finies et que les fonctions donn6es f(x,  y) et ~(t, x, y) song des fonctions r6elles, 

de variables r6elles et continues pour 

a < = x , y , t ~ b ,  

ou, plus simplement, duns l'intervulle (a, b), suppos6 toujours ferm5. Le para- 

m~tre )~ sera consid4rd comme un nombre constant ind6termind qui, seul, peut 

prendre des valeurs complexes. 
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La marehe la plus simple pour r6soudre l'6quation (I), e'est lui appliquer la 

m6thode d'approximations sueeessives. La solution obtenue de eette mani~re 

n'est pas la solution la plus g6n&ale mais, n6anmoins, elle nous sera utile 

dans le suivant. 

Th~or~me 1. Si 

dans (a, b) et 
f(~, u) ~ o, I (p(t, x, u)l =< M 

I 

I z l <  M (b -- a) ' 

l'dquation (i) admet une solution unique 

(3) 
oh 

(4) 

u(.,  u )= Uo(., u) + z,,,(x, u) + Z'-u,(x, v) + " ,  

Uo(*, u ) = f ( * ,  u), ,~+~(x,  u) = L(u~) (m - o, ~, 2, .. .), 

L(u) dtant ddfini par l'~yalit~ 
b 

(s) = f 
a 

u(t, ~)q~(t, x, u)dt. 

La s&ie (3) est uniform~ment eonvergente dans (a, b) pour ~ consid&t~. 
La ddmonstration de ce thdor~me est tr~s simple et nous l 'ommettons ici 

en tirant seulement quelques consdquences des formules (4). 

Soit 

l ~o(S, t, x, Y)- -~(s ,  t, x)qD(t, x, Y), 
b 

q~m+~(~, t, x, V)= j q+, t, O)q~.,(t, O, x, v)dO (6) 

(~ = o, ~, 2, . . . ) .  

Alors, en tenant compte de (5) et en exprimant les fonctions u,,(x, y) par des 

int.dgrales multiples con~enant explicitement f (x ,  y), on verru facilement que 

b b b 

f f f  ~ u(x, y ) =  f (x ,  y) + ~ f( t ,  x)qD(t, x, y)dt + ~ f(s, t) ~ ).'~q~m(S, t, 
a a a 

x, y) dsdt  
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o n  

b b b 

(7) u(x, y ) : f ( x ,  y) + (t, x)q~(t, x, f (s ,  t)F(s, t, x, y l i t )dsd t ,  
a a a 

en posant 

(8) r(,% t, ~, y l 4) = y ,  ~ (~, t, x, y). 
~ 0 

~r (6) on trouve tout de suite que 

I ~ ( ~ ,  t, x, y) l --< ~ §  - ~)~, 

d'ofi l'on ddduit que la s~rie d~finissant la r~solvente F(s, t, x, y[~) est uniformS- 

merit convergente darts le domaine a -< s, t, x, y N b pour tout I ~ I < I/M(b ~ a). 
Donc, on peut ~crire 

b 

r(~, t, z, y I z) = ~o(~, t, x, y) + z ~(~, t, O) ~.~ XmqvmCt, O, x, y)dO 
a 

e'est-~-dire 
b 

(9) f 
a 

Les ~quations (6), on s'en assure bien simplement, peuvent ~tre ~crites aussi 

sous la forme 
b 

a 

d'ofi l'on tire immddiatement une seeonde 6quation fonctionnelle pour la rdsol- 

vente F(s, t, x, y i~): 
b 

a 

3. Rdduction ~ un probl~me algdbrique. Pour obtenir une solution de (I) 

valable dans un domaine plus large que la solution (3), nous suivrons la voie 

bien connue, qui consiste dans la rdduction du probl~me de la r~solution de (I) 

au probl~me alg~brique correspondant. 
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Faisons les subdivisions 

a~ X l ,  X2~ . . .~ Xn--l~ b 

a, yl,  y~ . . . .  , y ~ - , ,  b 

a, ti, l~, . . . ,  tn--l, b 

de l 'interv~lle (a, b) en y intercalant  les nombres xi = yi = ti tels que 

X i + I  - -  Xi  = y i + l  ~ y i  - ~  t i + l  - - :  t i  ~-- 6 

( i =  O, I . . . .  , '~?; Z O =  YO-~- to = 61, g n  = f i n =  t n =  b) 

et posons 

u(xa., y,) = u~.,, f (Xk ,  y,) = f~ , ,  9~(t~, x~, y,) = 90h~t. 

Consid4rons main tenan t  le syst~me d '4quations lin6aires alg6briques 

h = l  

dont  le d&erminant  sera d6signd par 

(k, l =  ~, ~, . . . ,  n) 

~ ~  

culi~re et, pour  plus de clart~, nous l '6crirons, par  exemple, pour ~ ~ 3: 

Ce d6terminant  a une forme parti- 

I - -~ (~~  --~(~0112 - - ~ ( ~ 1 1 8  0 0 0 0 0 0 

0 I 0 --)~qh~, - - s  - - l ~ , ~  0 0 0 

O O I O O O --)'(~0131 --~(~0132 ~ { ~ 1 8 3  

--~6~m --i6~ --16~ I o o o o o 

o o o --).~%~, I--i~0~2 ~ --16~%~3 o o o 

0 0 0 0 0 I - - i (~%Bl  - - i~P~3 2 --it(~P,)~3 

- - 1 ~ 9 3 1 1  - - i [~9815  - - I ( ~ 3 1 3  0 0 0 I 0 0 

o o o o o o /. 6 ~ a  - -  ~t cI ~ , ~  I - - / ,  ~ V?~ 

I1 n 'es t  pus difficile d'dcrire J pour  n quelconque. I1 a n ~ lignes et n ~ colon- 

nes que nous num~roterons en donnan t  aux lignes les num4ros doubles 

(12) i h =  I I ,  12, . . . ,  In ;  21, 22 . . . .  , 2 n ;  . . . ;  h i ,  n2, . . . ,  nn  

et aux colonnes les num&'os doubles f g ,  qui prennen~ les m~mes valeurs et dans 

le m~me ordre que ih .  Posons ensuite 
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aihlh~= 99ih~; aihlfg=O (h #f); 
, [  pour i ~ - f ,  h = g ;  

efhlf~--  ] o  pour i # f o u  h~g .  
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Alors `4 peut 6tre ~crit sous la forme condens6e 

(~3) A =  I ~,~ l:~ - ~ .~ ,h  l:~l,  

ou encore 

(~3') `4 = l~p~ - ~ , ~  I, 

en d6signant par p un point ih daals l 'ensemble ( I 2 ) ,  soit l 'ensemble E~, des 

valeurs du numgro double ih et par q un point f g  dans le m~me ensemble E~. 

En posant  

Z/~q ~ au mineur de A correspondant ~ l'416ment e p q -  ~ a p q  

et supposant que A ~ o, on aura la solution unique du syst~me (I I) 

q : , g : l  

qui peut ~tre 6cri te  aussi comme il suit :  

(t4) ,,p = e fp + 9- Ash ,, , f~, + - j  ~ , ' ~ f q ,  
g ~ l  q 

off ~ , '  d6signe une sommation pour t o u s l e s  points q sauf les points q = p  et 
q 

q-~gi(g  = I, 2 , . . . ,  n). 

On volt tout  de suite que l '6quation 

n 

ukt =fk~ + ~ ~, uh,~hkz 
h = l  

tend vers l '~quation (I) pour n---,oo, ~--->o, x k ~ x ,  yt---*y, th--*t et nous mont- 

rerons plus loin que l 'expression (I4) pour up tend dans le mgme temps vers une 

solution de (I). Pour  ce but  il nous fau t  consid~rer les limites des divers 

membres de cette expression pour n ~ ~ et, avant  ?rout, la limite du d6termi- 

n a n t  .4. 
14--3298. Acta mathema$/ca. 59. Imprim6 1o 3 mai 1932. 
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. 

t e r m i n a n t  z/  sous  la  f o r m e  

On  ob~ien~ 

( ~ 5 )  ~ =  ~ - -  

off l ' on  a pos6 

V. Romanovsky .  

La limite de H; quasi ddterminants H ( xl '  x~, . . . ,  x~ i .  P r e n o n s  le dd- 
\ X  1 ~ X2, �9 : Xm / 

(~3') e t  d~veloppons- le  s u i v a n t  les pu i s sances  de Z. 

(I7) 

Z A ~') + - -  A (~) - -  A(~ ~) + . . .  
I 2! 2 3.1 ' 

A(n):(~m Z D ( P l ' P ~ ' ' ' " P m )  
\Pl, P~, ., P~ ' 

P b  P2,  �9 . .~ P m  

D (p~, p,2 . . . .  ,pro) = 
\Pl , P~, ,pm 

[ ap, pt ap~p2 �9 . . ap~p m 

pareourant~ les s o m m e s  /-~ pr ises  p o u r  p~, p~, . . . ,  p,~ 

P~, ~'-, " �9 ", Pm 

l ' u n  de  l ' a u t r e  l ' e n s e m b l e  En. 

i n d ~ p e n d u m m e n t  

Les  m e m b r e s  A(l ~) eL A(~ ~) ne  p r 6 s e n t e n t  aucunes  p6cul iar i t6s  e t  se ca lcu len t  

c o m m e  il sui t .  

C o m m e  

D ( p l )  = a p , p , = a i ,  h,,i,h, 
\Pl l  

es t  n u l  p o u r  h~ ~ i~, on  voR que 

A~n) = e~ Z a i i l t i =  d q~iii. 
i ~ l  i ~ 1  

P o u r  culeuler  A(, ~), nous  dcr i rons  

P o u r  i I ~ hi on a 

duns  le cus h2 

~Pl ,  P~' ai~h,[i,h, ai~h2li~h21 

a6h, l i , ~ = o  e t  ce d ~ e r m i n u n ~  n ' e s t  diff~ren~ de z~ro que 

~- i~  e~ h~ = i~, en  p r e n a n t  duns  ce cas lu va l eu r  

- -  ~6hlil qPh16hl. 



Sur une classe d'6quations int6grales lin6aires. io7 

Si ij = hi, on a eti, h~li, h,: qPi,6i, et le d6terminant sera toujours nul, si i2 ~ h~ 

ou si i~----h_~ ~ i,; il est 6gal 

si is = h~ ~ ii.  Done, nous aurons 

p,,v._, \ P l ,  I% i, h = l  

"2 ~Oiit ~9ihi -=~ ~_~ 
i, h=l qDhihq~hhh 

Par des raisonnements analogues on obtient pour A(~ n) l'expression suivante: 

(zs) 

I I qDi~i o 
i,h,k 

0 0 

] q~i q~ihi Jr ih 0 

0 

+ i k  o 

~khi 

] ~9ii i 
+ ~3 ~1 ~ "  

i,h[ 0 

0 

0 

~9kkk 

~Oikh 

0 

0 

0 

0 

~3ihi 

0 

+ o 

~Pkik 

0 

+ o 

~kih 

] qD~ii 

o q~iki I 
~Ohhho ~ I 

~Oihk 0 I 
o q~ok~ 
0 

~ 1 7 6  I 
o ~k:k 

qPhkh 

On a deux ga'oupes de membres darts cette expression: l'un qui d6pend de trois 

indices i, h, k et l'autre qui d6pend de deux indices i, h. 

Faisons tendre 

continu dans (a, b): 

(,9) 

n vers l'infini. On obtient tout de suite, q~(t, x, y) 6rant 

b 

f A1 ~ lira A~ n) ----- ~v(x, x, x)dx; 
~ t ~  o o  

a 
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(2o) 

b b 

A, ~ lira A(~") --~ ~(x, 
n~c~ 

a a 

~, x) q~(~, ~, ~) -~(~,  ~, ~) q~(y, x, ~)] dx dy. 

Quant  s la limit~ de A(, '~), les deux groupes de (I8) se eonduiront  diffgremment 

pour n--+ or le premier aura une limite d~termin~e diffdrant de z6ro et le second 

aura  pour limite z~ro, cur dvidemment 

Donc, 

As 

~ i i i  

l im (i s f ~  q~h. 
i , h= l  

o 

0 qPiih 

0 qDhih .... o. 

q~ih~ o 

b b b 

ax ax  
n ~  ~Xl, X,b XS/ �9 

a a a 

ou, plus simplement, 

\Xl, X2, X~ 
q 

en n'dcrivant qu 'un signe simple d' int~grale,  l ' intdgration multiple ~tant suffi- 

samment  indiqu6e par trois diffdrentielles sous le signe d'intdgrale. La  fonction 

+,/(xl, x2, xs) ,  comme on rapergoit  de l '~gal i~ (I8), se d~finit comme il suit: 
\X  I, Xg., Xs/ 

(22) 

L/ ( Xl~ X2~ X8)  

Xl~ X2~ X2 

-t- 

(~, x~, x~) o o 

o ~(x~, x~, x~) o 

o o ~(x3, xs, xs) 

o o ~0 (x,, x~, x~) 

o 90 (x~, x~, x,) o 

~(x~, x,, xs) o o 

-~- . . .  

= ~ (x .  Xl, x ,)~(x, ,  x,, x~)~(xs, ~s, ~ s ) - ~ ( x .  ~ ,  x~)~(x., x~, x~)r ~,, x~) 

+ ~ (~1, ~ ,  x~)~(x~, xs, x,)~(xs, x,, ~ ) - ~ ( x l ,  x~, xl)~(~. ,  x .  ~ )~ (xs ,  ~s, xs) 

+ ~ (x,, xs, x~)~(xs, x,, xl)~(x~, Xl, x~ ) -  ~(x,,  x .  x i )~(x, ,  xs, x~)~(xs, x~, x~). 
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L'exemple de A(~ ~) nous montre que, g6n6ralement, A~ 0 est une somme de 

plusieurs groupes de membres: il y a un premier groupe, off chaque membre est 

un d6terminant d6pendant de m indices il, is . . . .  , ia prenant ind6pendemment Fun 

de l 'autre les valeurs I, 2 , . . . ,  ~; un second groupe, off chaque membre est un 

d6terminant d6pendant de m- - i  indices ind6pendants; et ainsi de suite. I1 est 

6vident que seule la somme des membres du premier groupe aura une limite 

diff6rente de z6ro, les limites des autres groupes se r6duisan~ routes ~ z6ro. 

Donc, dans A~ ), il est important de savoir calculer le premier groupe de mem- 

bres que nous appellerons groupe principal de A~) ou partie principale. 

Consid6rons donc le d6terminant 

(23) D ( P ~ ' P s ' "  . ,Pa) ,  ~,~=i~h~ ( g = , ,  2 , . . . ,  m), 
\P l ,  Ps, ., P a l  

qui rentre dans la somme 

(24) 
. . . .  ' 

2, . . . . . .  pa ~Pl, ., p a l  

Un 616ment quelconque de ce ddterminant, aigaglql,f, est 6gal s z6ro, si 

h a # i  j ,  e t  ~ q~iahghf, si h g = i f .  Donc, si h a n'est 6gal s aucun des indites 

il, i~ , . . . ,  ia, le d6termiilant (23) aura une ligne, celle du num6ro g, consistant 

de z6ros, ou vide, et se r6duira, par cons6quent, s zdro. De m~me, il aura 

une colonne vide, si if  n'est ggal s aucun des indites h 1, h s , . . . ,  ha. Donc, 

chaque h a est n6cessairement un if  et  inversement, ou, autrement dit, les suites 

il, i s , . . . ,  i,~ et hi, hs , . . . ,  ha ne sont que des permutations l'une de l'au~re, si 

nous ne v0ulons pas que le d6terminant (23) se r6duise identiquement s z6ro. 

Nous ne considdrerons que les ddterminants (23) qui sont diffdrants de z6ro et 

alors, pour un tel d6terminant, nous devons 6crire 

(25) p l = i ~ i ~ ,  p s = i s i ~ , . . . ,  p a - - i , ~ i a  a,  

off u~, a s . . . .  , am n'est qu'une permutation de la suite I, 2, . . . ,  ra. 

Pour avoir les d6terminants (23) , qui d6pendent du plus grand nombre des 

indices ind6pendants, il faut encore supposer que les indices i~, i s , . . . ,  ia sont 

tous diff6rents. Le raisonnement prdc6dent montre que ce nombre est m. 

En formant routes les permutations ~1, a s , - . . ,  aa de I, 2 , . . . , m ,  nous 

obtiendrons tous les indices possibles pt, p ~ , . . . , p a  de la forme (25). Le plus 



110 V. Romanovsky. 

simple proc6d6 pour former ces arrangements  est de d6velopper suivant les r~gles 

ordinaires le d6terminant  

(26) (r ) A ~ , i ~ , . . . , ~ m  _~ 
\ h ,  i~, ., i,~/ 

il ii il is . . .  it i~ 

i~i l  i , i~  . . .  i,i,,, 

i,,,it im i~ . . . im  i,,, 

en calculant avee les paires ih ik comme si elles 6taient des nombres. 

Soil 

(27) + (il is,)(i~ i ~ ) . . .  (r ion) 

ua  membre du d6veloppement de (26). Le d6terminant  (23) eorresponda.nt sera 

(2s) 
( i t  i~, . . . i~ i,,~ t 

DI  = D \ i  I i,~ i,~ *~ml 

a i i  in11 Q lax �9 �9 �9 a i r  in1 ] i m Jam 

a i m i a m [ h i a l  " " " a i m i a m i i m i a m  

II est ais6 de voir que la valeur de D 1 est 

(29) D1 = +_ 9%%% 9~i~,% �9 �9 �9 9%~i~mi~, ~ , 

oil. le signe de la part ie  droite est celui du membre (27) et flh dans l ' indice triple 

i h ~ h ~  est ddfini par  la condition." flh = ag dans gag, si g ~ ah d a m  hah. 

En effet, dans chaque ligne du d6terminant  D 1 il y a u n  seul 616ment qui 

es~ de la forme q~,-h;~ ;fib , t o u s  les autres 6rant z6ros. On le voR des conditions 

/ o si ig # i.h, 
ain~"h'i.q~a = '[9~,.a%~,g si iy = i~ h 

eL en tenant  compte de ce que g eL aa prennent  les m~mes valeurs I, 2 . . . .  , m. 

De m~me, dans chaque colonne de D 1 il n 'y a qu 'un seul 616ment de la m~me 

forme, t o u s l e s  autres 6rant z6ros. Donc, on s'assure que D 1 a la valeur (29). 

I1 fau t  encore faire voir que le signe de cette valeur est bien celui de (27). 

Pour  ce but nous remarquons que les places des 616ments 

~Pi t fa t i~s  , �9 . .~ q P f m i a m i ~ m  

dans D t sont les m~mes que les places des paires 
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i l  i,~,, . . . ,  i~  i , ~  

clans le d~terminant (26). En effet, la paire quelconque in i~i, est p la t te  dans 

l ' intersection de la ligne h et de lu colonne ah, de m6me 

parce que, ici, h de la premiere paire des indices est le num~ro de la ligne h 

et an de la seconde paire est le num6ro de la colonne ah. Donc, les signes de 

(27) et (29) sont les m~mes. 

D6finissons m a i n ~ n a n t  l 'op6ration B, qui consis~e dans l'associa~ion au 

membre (27) de la quantit6 (29) et ~crivons 

B [ +  ( i ~ i ~ , ) . . .  (i,~i~)]---- + ~"%'~, ' " " ~'~"-~'~m" 

En effectuant cette operation sur chaque membre du d~terminant  (26) et 

en sommant  les r~sultats obtenus, avec leurs signes, nous obtiendrons une quan- 

tit~ bien d~finie que nous d~signerons par 

d 

de sorte, que, symboliquement, 

(30) 

il,  i~ . . . . .  i,,, I 

\ i l ,  i2,' .  ., i , , l  

t ) )1 ~/ il, i z , . . . , i ~  - ~ B  A 1, i ~ , - . ' , i ~  . 

\ i l ,  i~, ., im L \ ix ,  i~, ., im 

I1 est clair que (30) repr6sente la somme de tous les  d6terminants (23)qu'on 

peut former avec tous les indices possibles de la forme (25) et que, en faisant  

somme de (30) pour les valeurs de il, i ~ , . . . ,  i~ de I ?L ~, on obtiendra 1 e groupe 

des membres de la somme (24), qui d6pendent de m indices diff6rents et qui 

varient ind6pendamment,  c'est-s le groupe principal de (24). 

Les autres groupes de (24) cont iennent  des membres, qui d6pendent de 

moins que m indices diff6rents, donc on aura 

"" p~ . j  ., 6~, lira 6 m / )  Pl, ., ---- lim 
~--~  p . . . . . .  p,~ \ P l ,  . ,pro " . . . .  ',, . . . ,  'm \ i D  .,ira 

ou encore, en d~signant par A,~ la limite de la somme (24), 
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(3I) 

off 

(3 2 ) 

si l 'on eonvient  

A ( X ,  x~, . . . ,  x,,,) 

~Xl,  X~, ., Xm 

(33) 

V. Romanovsky. 

b 

A,~ = l im A~) = f ~ f f "  ~" " " " ~ l  d~,  d~ ,  . . . d ~  , 

a 

/ ) i /  )] A x l '  x2,  " ' " Xm = B A xL, x~, . . . ,  xm 

\ X I :  X~, ., Xm t \ X l ,  X~, ., Xm 

d'effectuer l 'op~ration B sur les membres 

rat ion B effectu~e sur le d~terminant  A{  xl' x~ , . . . ,  x~/ .  
~Xl, X~.~ .~ X m  / 

de ce dgterminant  est 

A~ = +_ (x, x,,)(x~ x,,) . . . (x,~ x,~m). 

On peut l ' a r ranger  en cycles: 

du d~terminant  

comme plus haut~, en posant 

o pour g ~ ah, 

a~h~-hl~% = [ ~(xh,  xoh, % )  pour g = ~ .  

Faisons encore une remarque,  qui facilite la recherche du r~sultat de l'op~- 

Un  membre quelconque 

= + (x, x.,) (x~, x p , ) . . .  (x,, x,).  

�9 (~, z.,) (~,, ~,:) �9 �9 �9 (~.. ~ ) .  
�9 o . . . . . . . . .  

A 1 

(34) 

e~ alors il est claire que 

(35) 

B[A~] = + ~(x,, x:,, x~,)~v(x~,, x~,, x~,) . . .  ~v(x~,, xl, x~,). 

�9 ~(x~, x~, x~..)~(x~, xp,, x~,) . . .  ~ (x~,, x~, x~). 

oh le signe de la partie droite est celui du membre considdr~ A j. 

Par  exemple, 

\xl, X~, x s [_ ~xl, x2, x s 

= B [(x~ ~;)(~ x~)(x~ ~ )  - -  (~, x ~ ) ( ~  ~ ) ( ~  ~)  

+ (x, x~)(x~ x,)(x~ ~,) -- (~ ~,)(x., x,)(x~ x,) 

~- (X 1 X3)(XS X~)(X 2 ~1) - -  (X 1 Xs)(X 3 Xl ) (X 2 X2) ] 
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= ~(x,,  x,, x~) ~(x2, x2, x2) ~(x~, x~, x~) - ~(x,, x .  x:) 9(x2, x~, x2) ~(x2, x:, x~) 

+ ~(~,, ~,, ~)q~(x2, x:~, x,)~(x~, ~,, ~2)-  ~(~,, x2, x~)~(~2, x,, x2)~(~, ~ ,  ~) 

"~- ~9(Xl, XS, X2) ~0(X3, X2, Xl) ~0(X2, Xl, X3) - -  ~0(Xl, X3, Xl) ~9(X8, X,, X~) ~O(X2, Xo, X2). 

On retrouve ainsi la valeur d e  d[X1,1 X2, XS},\ qui 6fair trouv6e plus haut par un 
\Xl ,  X2, Xa! 

calcul direct. 

Nous donnerons aux quantit6s (32) le nora des quasi  ddterminants  d'ordre 

m e t  de classe o. 

Pour la recherche des limites des A~ I les seuls groupes importants sont les 

groupes principaux, ou les parties principales, des sommes (24), qui se trouvent, comme 

nous avons vu, au moyen de l'op6mtion B. Mais la m6me op6mtion peut servir 

pour la recherche des parties non prineipales des sommes (24). Par  exemple, on 

d6terminera les parties de la somme (24) d6pendant de m- - I ,  m - - 2 , . . ,  indices 

ind6pendants, en calculant 

[ )l [ )l B A x , i , , i ~  . . . .  , i m - i  , B A t, 1, l, 2 , . . . , i ~ - 2  , 

l_ \ z : ,  i l ,  i2, ., i m - - f f  J L ~ 1 ,  ~1, ~1, g2, . ,  i m - o . / J  

etc. 

Revenons s la limite de J .  En la d6signant par D(),) e t  en tenant compte 

des limites des A~2), nous pouvons 6crire formellement 

(36) D(~)  .... I - - - ;  1 "~- 2 ! A 2  . . . . .  Z " ~l i  A m  ( A o =  I), 
m--0 

off A,, se calculent s l'aide de l'6galit6 

b 

A , ,  = z /  x~, x2, . . ., xm dx~ dx~ . . . d x ~ .  
\ X  D X2, .~ Xm 

a 

Nous appelons D(X) le ddterminant de 1-'6quation int6grale (I). 

L a  sdrie (35) qui ddfinit D(~) est une fonc t ion  enti~re en ~t, parce qu'elle con- 

verge pour tout ~ fini. 

En effet, nous avons vu que Am est la limite de la partie principale de la 

somme 

15--3298. Ae2a ma~ematlca. 59. Imprim6 le 3 real 1932. 
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p . . . . . .  p~ \p~, ., p m /  p . . . . . .  pm \P~' ., P , d  

Mais, d'apr~s un th4or~me bein connu de Hadamard,  

I1)( .... .,' I <= 

off M est la borne supdrieure de ]qg(t, x, y)] dans (a, b). En rempla~ant dans la 

partie principale de la somme (37) D /)1 . . .  par ( M ~ m )  , on obt iendra une 
~Pl pm 

somme qui est 6gale 

(b - -  a)= (MVV~)=~ 
parce que la somme 

Z ~ m  

P ~  �9 �9 �9 P m  

prise pour  les membres  de la pat t ie  principale, est  dvidemment ~gale s (b - -a )% 

Donc, la valeur absolue de la part ie principale de la somme (27) ne surpassera 

jamais  ( b - - a ) ~ ( M V m )  'a, d'ofi l 'on tire 

] A ,  ] ~ (b--a) 'n (Vm) 'n. 

Cette in~galit~ ~tant ~ b l i e ,  on d~montreru par  une mdthode bien connue 

(voir, par  exemple. E. Goursat ,  Cours d'Analyse, t. I I I ,  p. 37I, 3 l~me dd.) la con- 

~ergenee absolue de la s6rie (35) pour  tout  Z fini, ce qui d~montre notre pro- 

position. 

Ainsi la limi~e de J pour  n - ~  ~ est trouv~e. 

II  n 'est  pas difficile de t rouver  aussi la limite de Jpp. En effet, ce d~ter- 

minant  se t rouve par  la suppression de la ligne p e t  de la colonne p dans J 

et il est dvident qu'il est tout  pareil ~ J e t  que sa limite est aussi D(it). 

En  supposant  que, pour n - *  oo, les indices i e t  h composant  p varient  de 

~elle maniSre que x~ et yh tendent  respect ivement  vers x eL y, on aura 

J ~  D()~) ~, 
(38) ,li_.m - - f f  f p  - -  ~ ( ~ ) J t x ,  Y) = f ( x ,  y), 

ce qui donne la limite du premier membre de (14). 
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5. Les limites des membres restants de (I4). Commenqons par la consid6ra- 

Lion de la limite de Llpq, qui repr~sente le mineur de z/ correspondant s l'616- 

ment  a~q. 

Nous supposerons que les indices doubles 

sont fixe eL Lels que 

(39) 

p = i h  eL q - - g f  

f # i .  

En gdndral le d6veloppement de J~q a la forme 

[ , ,  ) ] (40) /Ipq = ).(~ aqv -- -]- Z D + Z 1) q' rD "2 . . . .  , 
r, p, r~ r,, r~ \P,  rl, r2 

off rl, r 2 , . . ,  pa rcou~ent  chacun l 'ensemble .E,,, defini all n ~ 3. Mais les condi- 

tions impos6es sur p et q enLrainen~ des p6culiaritgs que nous allons apprendre. 

On remarque d 'abord que, "~ cause de (39) eL (I2'), 

eL que 
aqp ~ 0 

o 

\ p ,  r l  arip afar, I 
aqrt ar~p 

peut, avoir une seul valeur diff6rente de z6ro 

D (  q'p, rlrl)= - - a g j l I i a $ i l i h =  --qDgfi~gfih, 

pour rl = f i .  
Passons ensuite au cas g 6 n 6 r a l -  au d6terminant  

D(q, r~, r~,..., r,, I 
\ p ,  r l ,  7"~, ,, rm]  

(,'~ = k , ~ / , ;  c~ = I ,  2 ,  . . . ,  m) .  

l~,crivons, pour plus de clarL6, 

(4I) 
1 

~) l q~ rl~ r2~ . .  ., 7"m~ . _  
m I ~ p ,  r 1, 7"2, ., rm 

a g / l i h  ag / Ik tq  . . .  ag f l kmt  m 

aktl~[ih ak~lilk~l~ . . .  akflt[kml m 
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La premiere ligne et la premiere colonne de ce ddterminant, 'l cause de (39), ne 

seront pas vides s'il y a respectivement un },-----f et un l#-~i, l%~ous excluons 

de notre consid4ration les cas, off a et # peuvent avoir plusieurs valeurs a,, a2, �9 .. 

et fl~, f12, . . .  telles que 

/r . . . . .  f et  l#,-~l#,  . . . . .  i, 

pour conserver parmi les indices k , , . . . ,  k,, et l ~ , . . . ,  l,, le plus grand nombre 

possible des indices variant ind4pendamment l'un de rautre. 

De l'dgalit4 k = = f  on ddduit qu'aucun des indices 

(42) l , , . . . ,  l#-,, 1,~+,,..., l~ 

'ne peut 6tre 4gal s k~, parce que dans un cas contraire, par exemple, si l'on 

avait /y=/c=, on aurait dans (41) la ligne vide 

De m6me, aucun des indices 

(43) k,, . . . ,  ka-i ,  k~,+,, . . . ,  k,, 

ne peut 6tre 4gal s 12, parce qu'on aurait dans le cas contraire une colonne vide. 

D'autre part on voit que, en excluant de la consid4ration les lignes g f  et 

k# l# et les colonnes ih  et k~, l~,, qui ne sont pas ddjs rides, nous n'aurons dans 

chaque ligne et dans chaque colonne des dl4ments diff4rant de zdro que clans le 

cas oh chacun des indices (42) est identique avec l'un des indices k t , . . . ,  k,,, et 

que chacun des indices (43) est identique avec l'un des indices 1 , , . . . ,  1,~. 

On conclut donc que le d4terminant (4I) n'aura pas des lignes ou des 

colonnes rides, si, exceptg les conditions k = = f  et  l~=i ,  la suite (42) reprdsente 

une permutation des indices (43) et dans ce cas seulement, en conservant toujom~ 

la supposition qu'on veuille avoir le plus grand hombre possible d'indices 

inddpendants. 

On obtiendra routes les paires possibles des indices k et l correspondant 

aux conclusions obtenues et aux conditions 

t =i 

en considdrant le ddveloppement du ddterminant 

(~= I, 2, ..., m), 
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\ i ,  k l ,  ., k . ]  
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oft l 'indice a signifie qu 'on doit ommett re  k~ dans les suites k l , . . . ,  k~ haut  et 

bas. Consid~rons deux membres types du d~veloppement de (44): 

(4s) 

(46) 

A '  - -  +_ ( f i ) ( k t  k , , ) ( k ,  k,,,) . .  . ( k~  k~m), 

A "  ---- +_ ( f  k~) (k,~ k,)  . . . (kz i) (k'x k'-,) �9 �9 �9 (k', k'~,), 

oft a~ . . . .  , c~m est une permutat ion de I, 2 , . . . ,  a - -~ ,  a +  I , . . . ,  m; /~',~, . . . ,  k',s 

est une permutut ion de k '~ , . . . ,  k'~ et k '~ , . . . ,  k', sont ceux des indices k l , . . . ,  

k~--1, k~+l, . . . ,  k~, qui restent  aprSs l 'exclusion des indices k~, k~, . . . ,  kz. On 

v6rifieru sans peine que les w l e u r s  du d~termin~nt (4~) correspondanB au ehoix 

des indices donn~ par (45) et (46) sont 

(47) 

(48) 

~ g f ,  f k ~ ,  k o k , ,  . . ., l q i ,  k ' ,  k ' , , ,  . . ., k ' , k ' , , ~  

D ~ i h , f k ~ , k ~  k~, ., k ~ i , k ' ~  k,,; ., k ' ,  k '~ / !  

- -  + qDay,~ qDfk~.~ . . . ~Okz~h qDk',k', k'~ . . . qDk',~', ~'~ , 

off les signes sont contraires aux signes de (45) et (46) respect ivement  et les va- 

leurs des flh s 'obt iennent  comme plus haut  [n o 4, (29)]. 

D~finissons maintenant  l 'opgration g f B  par les dgalitds typiques suivuntes: 
i h  

i h  . . . .  

~ , h B  [ -t- ( f k l q )  (~q ~7) �9 �9 �9 (k). i )  (~ t l  ~ 'cq) , , . (~ '8 ~'a$)] = 

= + 9 ~ g S k ~  9 ) / k ~  ~'7 " " " ~Vkz i h  9~k',  G ,  k~ ,  �9 �9 �9 q~k' 8 k ' . .  ~'b~. 

et d4signons par  

g f B  A .  f ,  k l , . .  
i h \ i ,  k ,  , ,, k.~ 
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la somme des rdsultats obtenus en appl iquant  l 'opdration g f B  i h aux divers mem- 

bres du d~veloppement du ddterminant  (44)- 

Posons ensuite 

,~-~,o t,~,. �9 �9 ,<.) = ~ ,  [~o V,,,,, �9 �9 ~:)1 i h  ~kl, . ,k~ t i ,  kl, . ,k~ ' 

Alors il est clair que la off l 'indice a a la m~me signification que plus haut.  

pargie principale de la somme 

(49) 

e'est-s la par~ie 

somme 

d.-i~_~D(q, rl, "'"rml, 
rj . . . . .  r m  v ) , r l ~  . ,  r n ~ l  

ddpendant  de m - - i  indices inddpendants,  est dgale '~ la 

i h ~ \kl ,  k~] 
a = l  k I . . . .  , k l r~ ,~ l  " 

et que la limite, 

tour, est dgale 's 

(5~) 

off 

pour  n - - ~ ,  de (49) est dgale 's la limite de (5o), qui, h son 

?l 

m lim 
kl . . . .  , k m = l  

On conclut de I~ que 

lim d ~ ~ D 
r l  . . . .  , r m +  1 

g f z ~  [ k l ' ' '  "km I ~m--1 
i h  I ~kl, . , k~]  

q, rl ,  �9 �9 rm+l I 
% 
! 

p ,  7" 1 , .~ W i n + l !  

b 

=(m+,)f st 
x y  

a 

J (  01'01, "" .,"0~) dO10n "'" dOm, 

s t  01, . . # , ~  s t  t ,  Ol , . . 
J 

xy 01, .,On] xy  ~x, O~ , ., On 

et l 'opdrat ion s t B  dbi~ ~tre effectude 
xy  

du ddterminant  

sur t o u s l e s  membres du ddveloppement 
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( oo) A t, 0 , , . . . ,  
xxi 01 , ., Om 

smvan t  la r~gle, qui est claire des exemples typiques qui suivent .  Soient  

A' ------ +_ (t x) (0, 0~) (0~ 0,) (0, 0 , ) . . .  

A" --_+ (t0,) (01 02) (02 x) (0, 08) (0, 00) (05 0 , ) . . .  
Alors 

s t  
B [A'] = u 99 (s, t, x) go (t, x, y) 99 (01 , 0~, 03) 99 (0~,, 08, 01) 99 (08, 01 ,02) . . . ,  

x y  

s t B [a"] = T 99 (s, t, 0,) 99 (t, 01,02) 99 (01, 02, x) 99 (02, x, y).  
x y  

�9 99 (08,08, 08) 99 (0,, 00,0,)  99 (05, 0,, 05) . . . .  
L 

Pa r  exemp!e: 

.. j (o.)= . . .  [ (,. o.)] 
x y  01 x y  x ,  01 

s t  
(5 3) = x y B [(t x)(01 01) - -  (t 01) (01, x)] 

= - 99 (s, t, x) 99 (t, =, u) 99 (01,0,,  0,) + 99 (s, t, 0,) 99 (t,01, =) 99 (01, =, u); 

(54) 

,,(j ) )] 01, O~ [ t, 01,0 2 
x y 01 , 02 x y ~x, 01, O~ 

st = B [(t x)(o,  o,)(o, o,) - (tx)(o1 o,)(o~ o,) 
x y  

+ (t 0,1 (01 0~) (0 2 x) - -  (t 0 3 (0, x) (0 2 0~} 

+ (t 0,)(0, 01)(0, x) - -  (t 02) (O2 x) (01 01) 

=- -99  

+99 

--99 

+99 

--99 

+99 

(8, t, X) 99 (t, X, y) 99 (01, 01, 01) ~ (02, 02, 02) 

(~, t, ~) ~ (t, ~, U) ~ (0,, 0._, 0,) ~ (0~, 0,, 0~) 

(s, t, 0,) 99 (t, 01, 02) 99 (0,, 02, x) 99 (02, x, u) 

(s, t,o,)~(t,o~, x)~ (01, ~, u)99 (02, o~, 0~) 

(s, t, 0.) 99 (t, 0~, 0,) ~ (02, 0., x) ~ (01, x, u) 

(s, t, 02) ~ (t, 02, x) 99 (0,, x, u) 99 (0,, 0,, 0,). 

On peu t  encore poser 
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(55) xySt J O : x y S t B [ A ( t x ) ]  =xySt B [(lx)] : - -  q~(s, t, x) q~(t, x, y) 

pour completer nos formules. 

Nous appellerons les fonctions 

s t  r  
x y 01, ., 0,~ 

quasi d~terminants d'ordre m e t  de classe I. 
Revenons au d6veloppement (4o). Nous sommes maintenant en ~tat d'~c- 

tire, au moins formellement, la limite de (~) -2  jpq.  En effet, 

~m+l (2d) ~_ D q 'r l ' ' ' ' '  
()~ {~)--2 ZJpq ~- Z ( -  I I Im-~- I)! "1, 

donc, en introduisant les notations 

(56) ,~lim~ (~ d)" s, t 

b 

x y 01, ., Om x, y 
a 

(57) (,~ = ~, 2, 3 , . . . ) ,  

0 o ( s ' t )  = 9 (s, t, x) qg (t, x, y) , 
x, y 

on obtient 

(58) D x'Yfz = Y ,  ~ . ,  s , t .  
s, t m=0 " xx, y l  

La fonction D I x ' Y  I i,} sera dire le mineur de l'6quation int6grale (I)i JElle 
"1\3~ t 

est une fonction enti~re en 2 et continue pour x, y, s, t dans (a, b), parce qu'il n'est 

pas difficile, par la m~thode employee pour la s~rie d~finissant D (2), de d~mon- 

trer que la sgrie (58) est absolument et uniformdment convergente pour x, y, s, t 

dans (a, b) et pour tout ). fini. 

Prenons maintenant le dernier membre de la partie droite de l'~galit~ (I4). 

On peut dcrire 
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n--~lim ,Jpqfq=limn__~zi--Z fq~U Z(__ i),~+~ !~m~ ~ D q, r~, . .  ., r,~+l , 
q q m--0 \ p ~  r 1 ~ .~ r m + l "  

d'ofi, en supposant que D (g) # o, on obtien~ 

(59) 

b D(x, Yl2 ) 
lim ~ I  ,jpqfq= ~2 f DO.)S' t f(s,t)dsdt. 

n ~  oo q a 

Envisageons enfin le membre 

n 

z/ 
g = l  

de l'6galit;6 (14) 
Nous avons, pour i, h, g fixes, 

(60) Jihlgi = &6[agiEih ~61 ~ D \i(gi'rx r 1 "+ (~6)~ 

Mais 
agi]ih ~ ~ g i h ;  

Z D(gi'rl'r~) . . . .  ]" 

~1 D I g i ' r l ~  

rl ~ i h '  r i ]  ~ ~rl I 

! 
agi]th gtgilklll ] 

I aktll [ ih aktll t kx li 

a pour par~ie principale 
n 

E qDgtk qOklk, k, 
k l = l  

et, g6n6ralemenL la partie prineipale de la somme 

,ro) 
r ...... r,~ \ih, rl, ., r,~ 

191 

es~ iden~ique avec la partie principale de la somne 

~mqPg~h Z D(r l ' ""rm ). 
rl . . . . .  r m r I ~ . ~ rm 

1 6 - - 3 2 9 8 .  Aeta mathematr 59. I m p r i m 6  le 4 m a i  1932. 
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En effet, en posant r~ ~ k~ l~, 

D gt ,  r a , . . . ,  = 
\ i  h, rl, ., 

agi l ih  agi]klll �9 �9 �9 agi lkml  m 

akllllih ak~ll]kll~ . . .  ak~l~lkml m 

alzmlmlih akmlml~qll , . .  akmtmlkml m 

et il est clair que ce d6terminant ddpendra du plus grand nombre possible des 

indices ind6pendants et ne sera pas identiquement nul, si aucun des indices 

k l , . . . ,  km ou 11,. . . ,  lm n'est 6gal s i e t  si / 1 , . . . ,  l~ repr6sente une permuta- 

tion de kx , . . . ,  k,~ et dans ce cas seulement. ]~ais alors 

D gi,  rl, . . . ,  agi l ih  D r l '  " " "  ~9gih D r 1, . ., rm 

\ in ,  r1, ., xrl, .,rm xrl, . . , rm 

d'ofi l'on voit la justesse de notre remarque sur la partie principale du terme 

g~n~ral du d6veloppement (60). 

En s'appuyant; sur cette remarque et sur les r6sultats du no 3, on volt de 

(60) que, pore" .D (~) ~ o, 

b 

l i m  ! ~ J i h l g i  f g i -  '~ f , , _ ~ z l  D(~) D( ,~ )q~( t , x , y ) f ( t , x )d t  
a 

b 

=z f f(t,.) qD(t,x,y)d t. 

Ainsi, en rappelant tous les r~sultats obtenus, nous trouvons pour la limite 

de la par~ie droite de l'dgalit~ (I4) l'expression 

(6i) 

b 

u (x, y) = f ( x ,  y) + ;~ f f ( t ,  x) 9~ (t, x, y) d t 
a 

+ ~2 \ s ,  t l '~ 

a 

en supposant toujours D (Z) ~ o. 
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Nous ~tablirons plus loin que ce~te expression de u (x, y) reprdsente bien 

une solution de (I), mais nous devons auparavant dtablir quelques relations r~: 

currentes pour Am et ~~ e~ des ~quations fonc~ionnelles pour D ( x ' Y  Is t . \ ~ . , ~  / 

6. Relations r6currentes pour Au et Om 1[ s, t |.\ Les operations par lesquelles \x, y/ 

dans chaque cas particulier on peut calculer A~ et (Pro (s ,  t~ deviennent bien p& 
$ 

\x, Y/ 
nibles quand m est un nombre plus ou moins considerable. Mais dans beaucoup 

de cas on peut facili~er les calculs par les formules r6currentes que nous allons 

dtablir et qui out aussi une importance thdorique. 

Ces formules son~: 
b 

(62) Am+l=AlAm--mf  g)m-l(x'Y) 
a 

b 

x,~ x,  - ~  ~(s't'~176176176 yl 
a 

(63') 

b 

(;) (;) f 
a 

. . . ;  Oo( , ) x , y  = f ( s , t , x ) ~ ( t , x , y )  �9 

Pour  la d~mons~ration de (62) nous partons de la relation 

off 

b 

Am+i ;A(Xl ' ""X~+l ldx l . . .dXm+l ,  
J ~ X l ,  ., X m + l ]  
a 

~ - B  
Xl~  .~ \ X l ~  .~ x m + l  

/ \ 
En d~veloppant ici A |x l ,  . . . ,  X~t+l] par 

~,Xl~ .~ X m + l !  

iigne, nous avons 

rappor~ aux 61gments de la premiere 
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A ( Xl, �9 �9 ' 7  Xm+l) 

XI7 "7 X m + l l  ~ X 2 ,  X ~  "7 X m + l !  

\ X l  ~ X37 "7 X m + l !  

. . . .  ,xo+,) 
\XI:  X 2 ,  .~ Xm ] 

\X27 XS~ .~ X m + l ]  

m+l ( X i ~  X2~ �9 �9 "7 X i - - I  ~ X i + l  ~ �9 , ,~ Xm+l)  
- ~ ,  (x~ x,) d 

i ~2  ~ X l ~  X2~ .~ X i - - l ~  X i + l ~  "7 X m + l  ] 

et, par eons6quent,  l 'op~ration B ~tant ~videmment distributive, 

(64) 

,~ r  '7 X m + l  I 

\ X l ~  .~ X m + l !  \X~l , X ~  "7 X m + l  

[< ( )l -- ~ B xlx,) A x,, x:7. . .7 x , - , ,  X i + 1 7 . . . 7  X m + l  . 

i ~ 2  ~Xl~  X2~ "7 Xi--17 X i + l ~  .~ X m + l / - - I  

Un membre queleonque du ddveloppement du produit 

~tant 

(x~ xx) A (X~, xa, . . .7 x~+ ~) 
~X27 XS~ .; X m + l  

+ (X lx l )  (X~Xa~) �9 �9 �9 (Z~-FlXa~+I), 

o~ la suite a2, . . . ,  am+l est une permutation de 2, . . . ,  m +  I, nous  avons 

d'ofi 

(65) 

B [+_ (x, ~,)(x: z + ) . .  (x:+, ~:.,+~)] 

= • + (x,, xx, x~) B [(x, x,~)... (xm+~ Xam+l)], 

~X$7 .~ X m + l  \ X 2 ~  .~ X m + l l - J  

\X~  .~ Xm+l 
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Prenons maintenant 

_ B [ ( x l x i ) ~ ( x i ,  x2 ,  . . . , X i - l ,  X i+l ,  . . . , X ~ + l ) l  ' 

\X l~  X2, .~ X i - l ~  X i + l ,  .~ xm+l] -]  

qui est la somme des membres de la forme 

B [ ~  (x lxi)  (XiXa) (XaX~) . . �9 (X~Xl)  (X' lxta,) �9 , . (X's X'as) ] 

= ' +  ~0 (Xl, Xi,  Xa) ~9 (Xi,  Xa, Z~) . . . ~9 (X~, X l ,  Xi) ~9 (X'l, Xta,,  X'/3,) . . . ~9 (X's, X'cts, Xt~s ). 

�9 Mais - 

xl xi B 
X 1 Xi 

[A (X~, X,, " " ", X i - - l ,  X i & l ,  . . . ,  Xm+l/1 
~ X l , X 2 ,  ., Xi--l~ Xi+I, .~ Xm+l]--[ 

repr6sente la somme des mSmes membres, donc 

(66) 

\ X l ,  X~, ., Xi--l~ XiTl~ ., X m + l l  

X 1 Xi  \ X  1 ~ X2. 

__ X 1 Xi 

X 1 Xi 

/ 
Z/I~x2,  . . ., Xi--1, X iT1 ,  �9 �9 ., XmT1 

4 

f ~X2~ .~ X i - - 1 ,  X i + l ,  . ,  X m + l  

Ainsi (64), (65), (66) nous donnent la relation 

(67) 

,s (Xl ,  . . . , X m + I )  - ( X l , 3 C I , X l ) ~ ( X 2 ,  . . . , X m + l )  

\Xl ,  .~ Xm+l /  \Xg~, ., Xm+l  

o+1 I t "t- Z Z l  X i z ~  X2, �9 �9  Xi--1, Xi+l~ �9 �9 .~ Xm+l  , 

i=2 xl  Xl ~ X2, . .~ Xi--1, X i+l ,  .~ X m + l /  

qui repr6sente le d6veloppement du quasi d6terminant d'ordre m +  I et de classe 

o rappelant s un certain degr6 le ddveloppement des d6terminants ordinaires 

suivants leurs mineurs. 

En int6grant cette relation par rappol4 ?~ x l , . . . ,  x~+l  entre les limites a 

et b, on obtient la relation (62), car, s cause des d6finitions des AM et @~l s'tt'  
\ x , y /  
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e t  

b 

f 
r 

qD(xl ,  Xl~ X l ) . f f  ( x$~ " " " X m + l )  d x l  d x ~  . . . d X m + l  : A 1 A ~ a  
\X2~ .~ Xm+l  

f x, .tx , . . ., X i - - l ,  Xi-bl ,  . . ., X m §  d x l  . . .  d X m + l  

"~ X 1 Xi  ~X2 ,  Xi--l~ X i+ l  X m §  

b 

= oo_ltxi x, ) dx dx, 
i~=2 ~ \xl, x~ 

b 

X, y 
a 

off 

Passons s la d~mons~ration de la relation (63). 

On a, d'apr8s (57), 

b 

q)~ s, l s t d  0 1 ' ' ' ' '  dO 1 . . . d O ~ ,  
x, ,1 x y 01, ., 0m 

a 

s t  j ( O 1 ,  . .  ., O , ~ ) :  s t  

x y  01, ., Om x y  x, 01, ., O,~ 

En utilisant, comme plus haut, le d~veloppemen~ 

t ( ) A t,O 1 , . . . ,  = ( t x )  A 0 1 ' ' ' ' ' 0 " ~  
\ X ,  81, ., 81, ., Om 

I ) - -  Z ( t O i ) A  Oi, 81 . . . .  , Oi--1, ~i+1, . . ., Ora 

~=1 \ x ,  O 1 , ., 0i-1, 0i+1, ., 0,~ 

e t  en appliquant l'op6ration 

terminants, 

relation 

s t  d 0~, . . . ,  

x y  O1 ' ", Om 
(68) 

s t  
B aux membres ~ypes des d~veloppemen~s des d6- 

x y  

qui s'y trouven~ dans la parole droite, on v~rifiera sans difficultd la 

01, . . . ,  0 ~  
= - -  ~ (s, t, x) ~ (t, x, y) J 0~, ., O J  

m 10~,. 0~_1,6i§ O~a 1 
x y  \01 O i - i ,  0 i+1.  Om i~1 ' "' �9 "' 
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qui est int6ressante par elle-m6me, car elle donne un ddveloppement du quasi 

d6terminant  d'ordre m et de classe I. En l ' i n ~ g r a n t  par rapport  s 0~, . . . ,  0,,~ 
de a "~ b, on parvient facilement "s (63). 

m6me m6thode, en d6veloppant le d6terminant  A ( t ,  0 1 , . . . ,  O m I Par  la 
~x, Oj, ., Om / 

suivant les 616ments de sa premi6re colonne, on arrive 's la relation 

(68') 

( 1 0.) s t d  O, . . . .  ,Ore = _  ( s , t ,x )  y) d 0~, .,O,, 
x y  0~, ., O,U qD 9 (t, x, " "' 

s t  (01,. 0,-1, 0i+,, . Om I 
- -  9 ( 0 i ,  x ,  y )  �9 O i x  d " "' "" 

i : : 1  0 1 ,  . ,  0i--1, 0i+1, ., O J '  

d'o5 l 'on d6duit faci lement (63'). 

Remarquons encore qu'on peut utiliser les relations (67), (68) et (68') pour 

le calcul de proche en proche des quasi ddterminants  d'ordre m e t  de classes o 

et I. Ce calcul se termine par les relations 

(69) "4( z~)x~ = ~ (x,, x~, x,), 

s t  d (01 )  
x v o, = -  90 (s, t, x) ~ (t, x,  v) 90 (ol, o~, o~) + 90 (s, t, Ol) ~o (t, o, ,  x) ~ (o~, x, v) 

qu'il est utile '~ remarquer et qu'on trouve imm6diatement.  

! \ 
7. Equations fonetionnelles Tour D ~x' Y l 2 ) Premier theorY"me fondamental. 

s, t _ 

La fonction D (  x ' y  IZ) que nous avons appel6e mineur de l '6quation (I)sar is-  
\ s ,  t 

f a r  aux relations fonctionnelles 

b 

( )= f o t , , ) , l o ,  x,,,,,o, (70) D x, v I Z 1) (z) 9o0 (s, t, x,  v) + Z (0, x 
s, t 

a 

b 

f~ 

(x,~ z)dO, q D ( s , t , O ) D  t, : 
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qui jouent un r61e important dans la d6monstration du premier th6or~me fonda- 

mental pour l'6quation (I) .  

Pour d6montrer, par exemple, (7o), prenons la relation (63'), multiplions-la 

de deux e6t6s par ( ~)m m ~  et faisons ensuite la somme depuis m----o s m = ~ :  

en tenant compte des relations (36)et  (58), qui d6finissent D(2) et D I x ' Y I 2 l ,  

on obtient (70). La m6me op6ration appliqu6e s (63) donnera (7o'). 

Nous pouvons maintenant d6montrer le th6or~me suivant. 

Th4or~me 2 (Premier thdor~ne fundamental). Si 

l' dquation (1), 
D (z) ~ o, 

b 

f �9 
u(x,y)--- f (x ,y)  + Z u ( t , x )9 ( t , x , y )d t ,  

a 

admet une solution et une seule qui est donnde par la formule 

(7i) ,,(~,,,)=i(x,.,,) +,fi(,,,)~(,,x,,,)~,+,f : i ,  i(,,,)~,d,. 
a (/ 

D6montrons d'abord que (7 I) est en effet une solution de l'6quation (I). 

En substituant dans (I) au lieu de u(x,y) l'expression (7I), on trouve 

b b ~ l ~  ) 
f (x ,y)  + z f f(t,x)~(t,x,v)at + z f f(s, t)dsa,= 

a a 

b b 

- - f ( ~ , , ,  + ,f[fI,,x, + ,fslo,,)~(o,,:x,~o+ 
a a 

t, x ) 

+ z f  /(s, OleSeo ~(t,.,ylet, 
a 

ou, en r6duisant, et en faisant des transformations 6vid.entes, 
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D s, t lZ  b 
D(2) f (s , t )dsdt= (O,t)qg(O,t,x)q~(t,x,y)dOdt + 

a a 

+ z D(Zl fKO)~(t,~,y)a~dtdO 
g 

b 

a 

b D (0, x 

f s'ttZ)f(s, t)qD(#, x, y)dsdtdO. + z D (z) 
a 

En pol~ant s gauche tous l e s  membres et en tenant compte de (7 o) on trouve 

l'identit6 

f V IZ 
(~, t, ~) ~ (t, ~, v) - z D (z) 

a 

(0, x, y) dO] f(s, t) dsdt = o, 

qui prouve notre proposition. 

D6montrons ensuite que route solution de ( i ) d o i t  avoir la forme (7I) quand 

D (z) ~ o .  

Soit u(x, y) une solution quelconque de (i), de sorte que 

b 

(72) u (X, y) - ~ f ( x ,  y) + ~, t U (t, X) ~ (t, X, y) d t  
a S  
a �9 

est une identit6. Rempla?ons ici t, x, y par s, t, x respectivement, multiplions 

les deux cbt6s par ~ D (~)q9 (t, x, y) et int6grons ensuite par rapport ~ t entre les 

limites a et b: on trouve 

b b 

( 7 3 )  a a b 

a 

17 - -  3298.  Aeta mathema~ica. 59. I m p r i m 6  le 4 m a i  1932. 
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Rempla~ons ensuite dans (72) t , x , y  par O,s, t respectivement, multiplions 

par )~zD(x'Yig~ et int6grons par rapport g s et t de a ~ b, ce 
# % 

les deux e ~ t ~ s  
\ 1: ] 8~ 

qui donne 

b 

. fu(.,,,.)(::~,,,) 
a 

ou, 'a cause de (7o'), 

b 

...,=. f s(.,,,,)(x;7,,.)..., 
a 

b 

+ dsdt,  

(74) 

b 

, f  
a 

b 

.(.,,,D(:;~,,)~..,=~.fs(.,,,,)(*,.,~)~.~,,8, , ,  
a 

b 

+,  f.(o.,)[~ (g:: ,)_,o (o... ~.,) ~ (,)l,o 
a 

ds. 

Enfin, multiplions (72) par D().) et ajoutons au r&ulta~ membre g membre 

(73) et (74): des simples r6ductions faites, on aura 

b bD[X,Y,.~ 
u(x , , )= f (x , y )  + z f s( t ,~)~(t ,x,v)dt  + Z f ts ' t '~]  " I~) ]~s, t) ds  tit, 

ce qui prouve notre proposition et, avec celle-ei, l'unicit~ de la solution obtenue. 

On d6duit du ~h6or~me d6montr4 une conclusion importante: pour ~ tel que 

D (~) # o, l'dquation homog~ne (2), 

b 

,, ( x, v) = z 1 , ,  ( t, x) q~ ( t, x, y) dr, 
LI  

a 

n'admet qu'une seule solution u (x, y ) =  o .  

8. Quasi ddterminants d'ordre et de classe quelconques. D6signons par 

(75 )  & , ,  q, i ~ q,' . . .  iv,,, % 
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un mineur du d6~erminant J ,  qui r6sulte en supprimant dans J les lignes pl,  

p~,. . . ,  p ,  e~ les colonnes q~, q.~ . . . .  , q,. Nous supposons que ces lignes et ces co- 

ionnes sont ~outes diff6rentes e~ que, en posant 

p~  = i~ h , ,  q~ = g ~ f ~ ,  

on a g~ # is et, en par~ieulier, 

(76) f~ ~ i~ (,, ~ = i, 2 , . . . ,  ~). 

Le d6veloppement de (75) suivan~ les puissances de Z a, en g6n6ral, la forme 

d p l  qt , p, q, I . . . I pl~ q~ - -  O~ ~)" [ D ( ql ' " " " q ' )  
x P t ,  �9 ., P~ 

~(~i Z D(  q i ' ' ' "  q " ' r l )  

(77) ~' 
( ~ ) ~  ( q , , . . .  q~, r ~ , r , )  ZD 

r~, r~ ~ P l ,  , p # ,  r 1 , r~ 

. . . .  

reals, ~ cause des eonditions (76), les Ft premiers membres de ee d6veloppement~ 

sont~ rods. 

En effe~, en posan~ r~ ~-k~ la, nous aurons 

(78) D (ql' . . . ,  q~, r l , . . . ,  , . )  = a g ~ f ~ , ~ , h i . . ,  ag~f~,  ,[~ht~ ag#f#[klll.., ag~f~lk ,1 ,  

= O ( V = O ,  I ,  2 ,  . . . ,  ~ - -  I ) .  

On peu~ le voir par le raisonnemen~ suivan~. Tous les  616ments de la ma~rice 

(ggl ]1 I i l  h l  " �9 �9 agl/1 i i~ hl~ 
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sont nuls ~ cause de (76) et (I2'). Done, pour qu 'aucune des ~t premibres colonnes 

de (78 ) ne soit vide, il faut  que chacun de ~t indices it, i ~ , . . . , i ~  soit ~gal 

's un de v indices lt, l~, . . . ,  l,. Cela est impossible pour v < #, si les indices 

it ,  i s , . . . ,  i~ sont tous diffgrents, comme nous avons suppose, done l'dgalit6 (78) 

a bien place pour v~ -o ,  ~, 2 , . . . ,  i t - -  I. 

Pour  v---~t nous pouvons  ~crire 

(79) 

D(qt,  . . . ,  q~, r l , . . . , r ~ ) ~ _ _ ( _ i ) t , D ( q t , . . . , q g ) D ( r l , . . . ,  rg) 
X p t  , . , p g ,  r l ,  . ,  r g  \ r t ,  . ,  r ~ ]  P t ,  . , P t e !  

I1 est clair qu'en posant 

(80) 

05 f~ l , f~ ,  . . . , f %  et i~,, ia ,  . . . ,  i~, sont des permutat ions de f t , f ~ ,  . . . , f /~  et 

il, i ~ , . . . ,  i~ respectivement,  on aura duns la partie droi te  de (79) un produit  de 

deux d6terminants non nuls. Toute autre  supposition sur les indices k et l, dif- 

f6rente de (8o), nous conduira ~ un  d6terminant  (79) ident iquement  nul. Done,  il 

y a (tt!) * valeurs de (79) non ident iquement  nulles. Mais entre ces (~,!)~ valeurs 

il n 'y a que ~t! diff6rentes. En effet, l 'association (8o) des indices en les per- 

mu tan t  convenablement,  peut  8tre 6crite comme il suit 

(8o') 
A = k , , , f ~ =  ~ , ,  . . . , f ,  = ~, , ;  

z., = is,, ~.~= i s , , . . . ,  1 . .=  is . ,  

d 'of i  ddcoule la valeur correspondante de (79) suivante 

(8~) q- ~991 f l  i~? 1 �9 " '  ~ g / ,  f/~ is/x ~0fl id 1 hc~ 1 " " " ~0f/~ ir t hc?/x, 

qui montre  qu'on ne peut obtenir  de routes les permutat ions  telles que (80) que 

gt w leu r s  diff~rentes (8I). On conclut  done que, en p renan t  routes les permuta-  

tions (8o), on obtiendra chacune des valeurs diff~rentes (8I) /xl fois. 

Pa r  consdquen~, en d6signant par  
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~ o ( S ~ ,  t t ; ' ' ' ;  s~, t~) 

~x~ ,  y~; .; xt~, Yt~ 

la limite de la somme 

133 

on aura. 

( - - ~ ) ~  ~ D (  ql . . . .  , q t ~ , r l , . . . , r t ~ )  
tt ! r .... .  r~ Pl, ", Pt~, rl, ., 7~ 

(82) 

q)o(s~' t ~ ; . . . ;  s~, t~/ 

~x~, Yl; .; x~, y~/ 

= z +_ ~ (,~, t~, x~l) ~ (tl,  x~,, y~l) . . .  ~ (s~, t~, x~) q~ (t~, x~, y~) 

en supposant  que les points 

X g ~  ~ X f 2  ~ X i z  ~ Xh) .  

de la subdivision dquidistante 

~ X l ~  X 2 ~  �9 �9 �9 ~ X n . - ' l ~  b 

de l ' intervalle (a, b) tendent,  pour n - o  ~ ,  respect ivement  vers 

Dans  l'dgalitg (82) la suite 61, 6 2 , . . . ,  r est une permutat ion de I, 2 , . . . ,  tt et  

le signe • se ddfinit par  la permutat ion ~ ,  ~2, . . . ,  r comme on le ddfinit duns 

la thdorie des d~erminants .  

Envisageons maintenant  le ddterminant  (78) pour  ~ > # .  Nous  l'dcrirons, 

en t enan t  compte de ee que t o u s l e s  agzfzlqlhal~O,  sous la forme 

0 . . .  0 ~ g l f l [ k l l l  . . .  t T g l f l l k ~ l  ~ 

. D / q l  . . . .  , q t~ ,  r l ,  . . . ,  r~,~ z o . . . o  a g l ~ f t ~ [ k x l l  . . . a g t e f l t , k ~ , l  ~, (83) i ! 
P l ,  �9 Pt~, r l ,  ., r ,  akl t, I i~ hi �9 �9 �9 akl tl ] it~ ht~ akl tl I kl 7, �9 �9 �9 akl t~ I k, l~ 

ak~, l~, ] ix hi �9 �9 �9 ak~, l~ I ire hte a k ~  l~ ] k111 . . . ak~, l~, I k~ l,," 

Pour  ddterminer dans quels c a s c e  ddterminaut  d~pend du plus grand n o m b r e  

possible des indices k et l var iant  ind~pendemment et ne s '~vanouit pus identi- 



134 V. Romanovsky. 

quement, on pourrait raisonner comme plus haut, dans le cas du d~terminant 

A p q  darts n ~ 5. ~Iais on peut proc~der autrement et cette autre m6thode nous 

sera avantageuse plus loin, quand nous consid~rons les ~quations intdgrales trans- 

gressives s v > ~ variables. Elle consiste dans la considdrar des membres du  

dgveloppemen~ de (83) , mis dans une forme qu'on peut appeler quasi cyclique. 

SoR 

(84) 
A '  ~ +__ (ag,/,  I k . l .  aka l ,  l k ~  # �9 �9 �9 akzl~ [/~ h~, ) �9 �9 �9 

(ak '~ ' , rk '  l',~ ak',~, k',~ . .  Ik',~',) a t l ' a  1 ] l 'a~ �9 a k ' a s  l ' a s  �9 . . 

un membre quelconque du ddveloppement de (83). Nous appelons q u a s i  cyc le s  

de ce membre des groupes tels que 

a g x  f x  I k a  l a ,  a k a  la  I k f l  l f l  �9 �9 �9 ak2 121 i.q h~: t , 

dont les indices commencent par les paires 

et se terminent par les paires 

g l Z ,  

il hi, il h~, . . . ,  i ,  h~ 

e~ cyc les ,  comme d'ordinaire, des groupes tels que 

., , i , , �9 �9 � 9  a k ' a  s l ' a  s I k ' l  l ta ,  a k ' l  t ' i  I k ' a  1 l ' a  1 , a k  ax l a l  , k a. l a~ ' 

qui commencent et se terminent par les m~mes paires. 

Recherchons queues conditions doivent ~ r e  satisfaRes pour que A' ne soit 

pas ~gal ~ z~ro. 

D'abord, aucune des quantit~s apq,  qui y entren~, ne doR pas 8ire 6gal 

z~ro, d'ofi les conditions telles que 

(85) = Z  et = 

d'une part et telles que 

(86) l o = k ~ , l ~ = k ~ , . ,  l : , = k '  Z' = k '  
" '  ( ~ '  ' " " '  (X 8 1 

de l'autre. 
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I1 y a, ~videmment, dans A', t, quasi cycles diffdrents commenqant  par 

gl f~, . . . ,  g~,f, et se te rminant  par i~ h~,. . . ,  i~,hr done les conditions pareilles 's 

(85) exigent qu'il y air # indices k,,, . . . ,  k% et te indices l~,, . . . ,  l~,, tels que 

(87) 1% = A ,  . . . ,  k% = f t ,  et 1~1 = i,, . . . ,  l~., = its. 

Ces indices doivent done avoir des valeurs fixes. 

Soient 

(88) 

et 

k ' l ,  lc'2, �9 . ,  k ' , ,  ( m  = ~, - ~,) 

(89) l 'l,l '~,.. ,l'~ ( m = ~ - - m )  

les indices k et 1 qui restent  apr~s l 'exclusion des indices k,l, . . . ,  k% et/~,,  . . . ,  lg~ 

des suites k~, . . . ,  k, et l~, . . . ,  l, respectivement. Ils ne sont pas tous ind6pendants 

parce qu'ils doivent satisfaire aux conditions de la forme (87). I1 n 'est  pas diffi- 

cile de voir de ces conditions que les indices (89) doivent reprdsenter une per- 

muta t ion  quelconque des indices (88). 

Done, pour que A' soit different de z6ro, il fau t  (et il suffit, cela se com- 

prend) que les conditions (87) soient satisfaites et que (89) soit une permutat ion 

de (88). Alors A' aura la valeur 

(90) 
A' = _+ (q~e,/, t. q~/, z. l~ �9 �9 �9 ~lz % h~,) �9 �9 �9 

�9 ( ~ % % ~ ' , : . . . ~ k '  k' z % ) . . .  

off on a mis en parentheses les membres qui proviennent des quasi cycles et des 

cycles correspondants de la forme prdcddente de A'. 
Remarquons enfin que, pour le choix des indices k et l que nous consid~rons, 

il n 'y  a dans le ddterminant  (83) qu 'un seul membre qui est diffdrent de z~ro et 

que c'est pr~cisement A'. En effet, deux membres diff~rents de (83) se different 

au moins par un  quasi cycle ou par un cycle d'ofi r~sultent des conditions in- 

compatibles pour k et l, si l 'on voulait que ces membres "soient t o u s l e s  deux 

diffgrent de z~ro. 

Les choix divers des indices, pareils an consid~r~ et soumis aux m~mes 

conditions, se peuvent obtenir de la mani~re suivante. 

Prenons le ddterminant  
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(91) A 
i~, , itt , k ' l ,  ., I 

Z i l  . . . Z i , a  Z]~ '  1 . . .  Z ~ ' m  I 
. . . . . . . . . . . . . . .  [ 

k' " " ' k  . . . . . . .  m gl  . . .  IC m l~l~ m lr 1 �9 �9 �9 IC ra lg m 

Les membres de son d6veloppement nous donneront pr6cisement les paires des 

indices pour lesquelles les membres correspondants A' seront diff6rents de z~ro, 

si s chaque membre on ajoute les paires 

g l f l ,  . . . ,  g , f , ,  i l h l ,  . . . ,  i t ,h t ,  

comme facteurs et si l'on 6crit chaque ensemble d'indices obtenu en cycles et 

quasi cycles. En d'autres termes, prenons un membre quelconque 

~'= +-(A u,)... ( f ,  u , )  ( k ' , , , , , + ~ )  . . . ( ~ ' , , u , )  

de (91), oh u l , . . . ,  u, est une permutation de 

i l ,  i~,, k ' l ,  , k '  

et consid6rons le d6terminant (83) correspondant: 

D ~ g l f l ,  . . . ,  g , ~ f ~ , f l u l ,  . . . , f ~ u ~ ,  ]~'1 u te+ l , . . . ,  k'mU~ I 
\ i~ hi ,  , i u h~,, f l  u l ,  , f .  ut~ , ]~t 1 ~t~+l, ., k '~  u . ] "  

Ce d6terminant se r6duit, comme nous savons, "s un seul membre, qui sera A', 

si la permutation u l , . . . ,  u, est convenablement choisie. Le choix, qui donne un 

A' d6termin6, peut ~tre fair d'une seule mani~re et aux choix divers correspondent 

les valeurs diverses de (83). I1 est clair que de cette mani~re, s l'aide de (91), 

on obtiendra routes les valeurs de (83) d6pendant du plus grand nombre possible 

m = v --/~ des indices ind6pendants qui satisfont aux conditions (87) , off fl~, . . . ,  fl~ 

parcourent routes les permutations de la suite 0:1, . . .  , a/~. 

On remarque encore que le signe de A' est 6gal au signe de a ' /~  fois 

chang6. 

D6signons ma.intenant par 

g i l l ,  ." ", g ~ f ~  B 

i l  h i ,  �9 � 9  i ,  h ,  

l'op6ration qui consiste dans ce qu'on ass0cie '~ un a' le A' correspondant, c'est- 

m-dire qui se d6finit par l'6galit6 symbolique 
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g' f~'  " ' "  g ' f "  B [a'] = A'. 
il hi, . . . ,  i ,  h/~ 

Alors on obt iendra  la somme de routes les vMeurs non nulles de (83), cor- 

respondant  g la supposit ion (87) off a l , . . .  , % sont fixes et  f l j , . . . ,  fl~ passent  

par  routes les permuta t ions  de a~ . . . .  , %,  en appl iquant  cette op6rat ion g tous 

les membres du d6veloppement  de (91) et  en faisant  la somme des rdsult~ts ob- 

tenus. Soit 

g l f l ) ' ' ' ' g ~ f l ' L ' ~ l ~ : l ' ' ' ' ' ~ f m l  = g l f l ) ' ' " g ' a f l z B ] .  -A (f.1 . . . .  )ftt ,  1~'1, �9 - . ,  ~ 'm) ]  
i l h l ,  ., , , h ,  \ k l ,  ., k ' J  i l h l ,  . , i z h ,  t ~il ,  , it~ , k ' l ,  ., ]c'm 

t 

cette somme. En fa isant  la somme de ces quanti tds pour  t o u s l e s  ar rangements  

k ' ~ , . . . ,  k ' , , ,  m - - v - - / z ,  qu 'on peut  former  de k l , . . . ,  k,, et p o u r  routes les va- 

leurs de i g n de k'~, . . . ,  k'~ on obt ient  la somme de routes les valeurs possibles 

de (83) g m = v - - / ~  indices ind6pendants  que nous appellerons comme plus hau t  

part ie  principale de la somme 

E D (  q l ' ' "  "' qt~' "vl . . . . .  r , , ) .  

rj . . . . .  rv \ P l  ) . ~ ~)tt ) r i ) . ) rv 

En d6signant par  ~ la somme 
(k', . . . . .  ~'~) 

k' l  i k '  �9 . . ,  m, nous pouvons done 6crire 

prise pour  tous les a r rangements  

E " q ' f " '  g ' f"a . . . .  ' k'"-4 = 
(k', . k',_~) ~.',, ii hi, it, h~ ~kti, ," kt,r--~t 1 . . . . .  , ' , r - - a  = 1 " ) 

- -  D ( q l ,  �9 - -  part ie  princ, de ,,',...,'~ ~, \P~, 
�9 , q r , ,  r l ,  . � 9  r , ~ .  

I 

De lg on arrive tou t  de suite ~ la conclusion 

lim (i"-~' 
1 7 ~  Oo 

TI,  

(9 2 ) 

- I ) .  

18--3298. 

D (  q l ' ' "  ., q, ,  rl  . . . .  , 'J'v)= 
�9 ,~  ~Pj, . , p ~ , r l ,  , r ,  

b 

XlYl, , X?t, ytt ~01, :, O~,--!t 
a 

Acta mathematica. 59. Imprim6 1o 4 mai 1932. 
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en r e m a r q u a n t  que 

" V, ) l im ~ ,  g~ f~ '  " " "  g ~ ' f ~ A  , . . . ,  , , ' -v = 
'~'~ t* 1 i l  h i ,  i t  hv ~ k ' l ,  . ,  k , ._v 

b 

Xl Yl '  "' XV YV 01' ' 0~'--V a 

q u a n d  les po in t s  

de  la  subd iv i s ion  

�9 d O ~ -  v ,  

Xg a, x f a ,  Xi  a, Xh a (Cr I~ 2, . . . ~ )  

a, x 1, x 2 , . . . ,  x,~-l, b 

de l ' i n t e rva l l e  (a, b) t e n d e n t  avec  n -~ ~ vers  

s~, t~, x~, y~ ( ~ =  I, 2 , . . . ,  /,) 

r e s p e c t i v e m e n t  e t  q u a n d  on  d6finit  l a  f o n c t i o n  

S 1 tl, . . . ,  8 v t/* L;~(01,'" ", 0m) 
�9 Xl Yl, " ,  Xv Yv 0 l, ., Om 

p a r  l '6gal i t6  s y m b o l i q u e  

) 0m)] , 0 , .  tl ,  . .  A tl, �9 t . ,  01, (93) s I t 1 ' ' ' ' '  0 1 , . . .  = s  I ., . ., . .  , 

x L Y l ,  ., x~yv  ~01' , Om xl Yl, ., xv Yv t \ x l ,  ., x v, 01, ., Om ' 

Off l ' op6 ra t i on  

81 t l ,  . . . ,  8/, t ,  B 

x l y l ,  �9 �9  xvY~ 

do l t  6 t re  effectu6e sur  t o u s l e s  me lnb re s  du  d 6 t e r m i n a n t  

A ( t,, . . . ,  tv, O1, . . . ,  Om) 

\ x l ,  , xv,  O 1, .,Ore 

e t  sui t  les r~gles,  qui son t  c la i res  de l ' e x e m p l e  su ivant .  Soi t  

a '  = +_ (tl Xl)(t2 x3)(t3 01) (01x2) (02 02)(03 04)(04 05)(05 0.r  

u n  m e m b r e  du  dd t e rminan r  A d6velopp6.  Alors  
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81 t l ,  �9 � 9  8Ltt tl~ B [ a t  ] : ( - -  I)#[__ + ~o(81, t l ,  X l ) ~ ( t l ,  Xl ,  ff,).  
xlYl, �9 �9 x~y~ 

�9 q~(8,, t , ,  x~)q~(t,,  x~,  y~).  

�9 ~(8~, t~, o,)9~(t~, ol ,  x~)~(o~, x~, u~). 

�9 9~(o~, o~, o~). 
�9 ~(o~, o~, o~)~(o~, o~, o~) ~(o~, o~, o~). 

. . . .  . 

En calculant  par  ces rSgles 

Xa Y l ,  ., x~  Yt~ \ x a ,  �9 �9 �9 xt~ 

on apercevra  tou t  de suite que cet te  quanti t6 n 'est  autre  chose  que 

ddfini par  l '6galit6 (82). 

(_ ,  o(81 tl,.., 8. t.] 
x l  Yl ,  ., xt~ Y M  

DOllC 

(94) 
\ X l , Y l ;  ., x ~ , y ,  x l y  1 . . . .  , x l~yg \ X l ,  . ,  X~ 

Nous appelons la fonct ion 

s I t l ,  . . . ,  8~ 01, . . . ,  

xl Yl, , x~ y~ 01, ., 0~ 

quasi d6terminan~ d 'ordre  m e t  de elasse ix. 

Revenons au d6veloppement (77). D'apr6s les 

remarque fai te  plus hau t  sur la limite de la somme 

6galit6s ( 7 7 ) e t  (92 ) et la 

Z 
( ", rt*) ( - - I )~"  D q l , . .  q , ,  q , . . . ,  

ix ! 
r l ,  . . . ,  r #  \ P l ,  �9 Pt~, r l ,  ., r# 

en t enan t  compte de l '6vanouissement des ix premiers membres du ddveloppement 

(77) e t  en in t roduisant  les notat ions  

b 

\Xi,Yl; .; X~, y~ Xlyl,  ., xt~y.~ 01, ., O~ ' 
a 
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on parvient  au r6sultat  formel suivant:  

(96) 

ou encore 

(97) n ( x t '  Yl; . .  "; X~, y# i )~ l  
\ s t ,  t~; ; s~, t ,  I 

si l 'on pose 

(98) lira ~tvyq, I .... I s.q~ = D 
. - ~  ( Z ~ ) ~  ~ 

La fonction 

limJP'q~l':Pgqtt(,~)2~ __ ,--.~ (__,~)m_ ~ - ~ / ) m (  81' t~; "" " sty' 

~--~ m=o \x~,y~; ., x~, y~ 

= y(-z)o' V o .  tt; 
m =o \x l ,  Yl ; 

�9 ;@,tt,), 
; x~ ,y~  

Xl, Yl; �9 �9 "; X~, y~ ,~  
\ 

/ 81, tt; ., S~, t~ 

D ( x l ,  yl; " " ;  x~' Y~]).) 
~31, tt; ., 8#, t~ 

sera dire le mineur d'ordre tt de l'dquation (• C'est une fonction enti&e en 

pour si, ti, xi,  y~ (i -~ I, 2, . . . ,  tt) contenus dans (a, b). 

En effet, d 'aprbs le thdor~me de Hadamard  sur la valeur absolue d'un d6ter- 

minant,  

~ P l ,  . ,  p # ,  r t ,  � 9  r m + [ ~ ]  

M dtan~, comme toujours,  la borne sup6rieure de ]r x, y)] dans (a, b), et, par 

consdquent, 

l i m ] p a r t i e p r i n c ,  de ~ D ( q " ' ' " q ~ ' r t ' ' ' " r ~ + t ~ t ]  
rl . . . . .  rm+ # ~Pl,  �9 .,jOg, r l ,  ., rm+~/ I  

On ach~ve la d6monstration, en comparan~ la s6r ie  consid6rde s une sdrie dont  

le ~erme g~n6ral est 

I ~ l" (MVni T , )"  +"(b - -  a)m 
a m = m! 

e~ en remarquant  que 

l im am + l - -  0 
m ~ o  a m  

pour tout  ~ fini. 
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9" D6ve loppement  d 'un  q u a s i  d 6 t e r m i n a n t  d 'ordre  m el de classe #. I1 est 

tr6s important  pour la th6orie des 6quations int6grales transgressives s deux 

variables d 'obtenir  les relations fonctionnelles q u i  l ient leurs mineurs d 'ordre 

quelconque. Pour  ce but nous 6tablirons d 'abord une formule de d6veloppement 

des quasi d6terminants qui 6taient in~roduits dans le num6ro pr6c6dent. 

Nous partirons du d6veloppement du d6terminant  

A ( t l ,  . . . ,  t/t ,  01, . . . ,  O~)  

~Xl, , X/Z, 01, ., Om 

suivant les 616ments de la premiere ligne en met tan t  ce d6veloppement sous la 

forme 

A ( tl, . . ., t/z, Ot, . . ., O r a l =  

~Xl , ., X/Z, 01, ., Om I 

, ( ) = Z ( _ _ i ) i _ l ( t l X i ) A  t~, . . . ,  ti , t i+l,  . . . ,  t/z, Ot, . . . ,  0,~ 
i=1 ~Xl,  , Xi--1, Xi+l ,  . , X/t, 01, . ,  Om 

- -  Z (tlO~)A Oj, t2, . . . ,  t/z, 01, . . . ,  001--1 , O j + l , . . . ,  Ore. 
j=l  ~Xl ,X2 ,  ., X/t, 01, , --1, Oj+l,  . ,  Om I 

e~ de la relation (93), qui, appliqu6e s cette 6gMi~6., nous donne 

s 1 t l , . . . ,  s/t t / t j [ O ~ , . . . ,  Om~ =_ 

x l  Yl ,  ., x/t y/t ~01, ., 0,~ l 

(99' : ~ ( - - I )  i -1 81 tl . . . .  } ~'/t t / t B [ ( t l x i ,  a l t 2 ,  . . . ,  t i , t i + l ,  . . . ,  t/z, 01, . . . , 0 , ~  1 
i=l x l y l ,  ., x/ty~, I ~x~, , x i - 1 ,  Xi+l, , x/z, 01, , Om f] 

--~'j~--I Yl,  " ' "  s / t t / z B [  (t I Oj) A ( ; i i  t2' ' '  t /z 'Ol'  " " . , . . . ,  Om)] . 
x ,  y/t x,,, x/z, 01, Oj-1, Oj+ l O,, 

soit 

Prenons un membre quelconque du d6veloppement de 

( t i x i ) A ( t ~ , . . . ,  ti , t i + l , . . . ,  t / t , 0 1 , . . . , O ~ )  
Xl~ .~ Xi--l~ Xi+l~ .~ X/Z~ 01~ ~ Om 

A ' =  _+ u,)... 

off u e , . . . ,  u/z+m d6signe une permutat ion de 
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X l , . . . ,  Xi--I, X i + l , . . . ,  Xlz, 0 1 , . . . ,  Otn 

81 t l ,  . . 
et ~ppliquons-lui l 'op6r~tion "' ~ B ;  il vient: 

x~ y~, . . . ,  x~, y~ 

81 t1 ' ' ' ' ,  81~ t ~ B [ A t ] =  D ( 8 1 t l ,  .. ., 8~ ~,  tlXi, ~2"2, . .., Olau[~+m) 
x l  y l ,  , xt, y~ \xx  y l ,  ., ~ y~, t l x i ,  t~u~, ,8mu~+m! 

~.(__i)~+~_l~(Sl, t i ,Xi)~(t l ,  Xi, yi) D(82 t2, . . . , 8 i  ' i , 8i+1 ti+i, ...,Sp. tl~., ~2U2,..:) 
\ X l Y l ,  , Xi--lyi--1, Xi+l y i + l ,  . . . ,  X~ff#, t~u~, 

~ t~, , . t ,  , ~ + x ,  t ,+~,  , ~ ,  t ,  B i  +_~t~u~l . , , t l ,  X i ) ~  ( t l ,  yi)" rail Xi, 
X l Y l ,  �9 �9 " ,  X i - - l y i - - 1 ,  Xi+l, yi+l,  . �9  x~y~  

Par suite,  

x~ y~, ., x ~ y ~  xx~, 

= - - q % ( s l ,  t~, xi, y~) �9 s~. t~, . . . ,  si t~ , 8 4 + 1 ,  t i + l ,  . . . ,  8 ~  01  . . . .  , . 

x l Y  1 , . ,  Xi- - ly i - - i ,  Xz'+I, ffi+l,  ., x ~ y ~  \0~, , Om 

De la m~me mani~re on &ablit  la formule 

: ~ ( 8 1 ,  t l ,  Oj ) �9 t l O j ' 8 2 t 2 '  ' ' ' '  81Z ~ ( O i ,  ~ 1 7 6  Oj--i, Oj+l . . . . .  Ore), 

X lYl ,  x~y2, ., x , y ,  01, , Oj--1, Oj+l, ., Om 

En subsfituan~ ces deux r&ult~ts  dans (99), on trouve le ddveloppement 

cherch4 du qua,si d&erminunt d'ordre m et de clusse #: 

( I O O )  

s t t l , . . . ,  s ~ t ~ d ( 0 1 , . . . , O ~ ) =  = 

XlY l ,  . ,  x , y ,  01, ., 0,~ 

= y ,  ( -  ~)' ~o(~,, t , ,  x,, y,).  
i=1 

. 82 t2, �9 �9 �9 , 8i t /  , 8 i + 1  ~ / + 1 ,  �9 � 9  8 ~  0 1 ,  . . . , 

x i y l ,  ., Xi--lyi--1, Xi+l ffi+l, ., X~ff~e 01, ., Ora 

__ ~ ( 8 1 ,  t1, 0j). t, Oj, s~ t, ,  . . . ,  s~ t~ d ( O  ~, . . . .  Oj--l, 0j+i, . . . ,  Ore). 
j= i  x l y l ,  x~y~, ., x /$y~  01, . ,  0 ~ - i ,  Oj+l ,  . ,  0 m 
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Si l 'on d@eloppe le m~me ddterminant  A suivant les 616ments de la 

premiere colonne et qu'on applique s lui ainsi qu'.~ son ddveloppement la m~me op6- 

rat ion Sl t ~ , . . . ,  8~ t , B  ' on obtiendra un second ddveloppement de notre quasi 
xl Yl; �9 �9 x~ y ,  

d4terminant:  

81t  1 . . . .  , 8~t~z/(01,  . . . , O m ) ~  

Xl Yl,  .~ X~ y~x 011 , 0~n 

/x 

= y,  (-  (8,, t .  y , )  
( IO0 ' )  i= l  

81 '1, . . .  i 8i--1"--1, 8 / + 1 t / + 1 ) . . . ,  8 ' t t~ t~ (01 '  " ' ' '  Ore) 

X2yu ,  ., Xi y i  , X i + l y i + l ,  ., Xtt~]lz 01, ., Om 

81 ~'1' 82 t,), . . ,  S, t .  z t 01, �9 Oj--1, OjZrl, . . . )  
~I) " OjXl, Xf~yg, 01, Oj--1, 0j+1, Om 

I 

Les formules (Ioo) et (IOO') nous mont ren t  que le calcul d 'un  quasi d6ter- 

minant  d'ord're r n e t  de clusse Ft se ram~ne au calcul de quasi ddterminants 

d'ordre m et de classe g --  I e t  de quasi d6terminants  d 'ordre m -- I e t  de classe ~t. 

Par  cons6quent, pour achever le calcul, on dolt savoir caleuler les quasi d6ter- 

minants  tels que 

Xl Yl 01, ", Om Xl Yl,  ., X~t y~t 01 

Mais nous avons d6j/r considdr6 les ddterminants  de la premibre espbee et nous 

savons les calculer (n ~ 6). 

eonde esp&ce. 

Pour  avoir 

Considdrons donc les quasi d6terminants de la se- 

xl Yl, ., x ,  y~ 01 

on dolt, d'aprbs la rbgle gdn6rale, ealeuler 

x~ Yl, �9 -. ,  x~ y ,  xxl, , x~, O, 

Or, en procddant comme dans le ca g6ndral, on trouve sans peine 
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x~ Yt , �9 � 9  x ~  y:, 01 

() =~(-i)'~o(~,, t , , x , , v , ) .  ~' t ,  . . . .  , ~, t, , 8 ,§ t ,+ , ,  . . . ,  ~ " ~ " ~ 1  o, 

i : I  X l y  1, . ,  X i - - l y i - -1 ,  Xf~I  Yi+I ,  , Xteyl~ Ol 

_ q ~ ( s ~ ,  t~, O~). t~O~, s'~ t~, " ", st' t t ' B [ A  (O~,  t2, " ", tp)  [ ,  

x~y~ ,  x o y ~ ,  . ,  x t ,  y ~, x~ ,  xo ,  , x / j  

ou, en s ' a p p u y a n t  sur la re lat ion (94), 

(~o~) 

s~ t l ,  . . . ,  st, tt, 4 1 0 1  ] _ .  

�9 x~ Yl . . . .  , x~, y~ \0~! 

_ ~ ( _ , ) , ~ o ( , , , t , , x , , y , ) .  , , t , ,  . . . .  , .~, t ,  , , r  , , , t , ,  , ( o , ~  

i : l  x l Y t ,  ., X i - - l y i - -1 ,  X i ~ l y i + l ,  , Xt, gt," ~0 l] 

+ ( _  i~,_~ 9(sj ,  t~, O~)@o( tt, O~; s~, t~;...; s:,, t~,). 
X l ,  Yl ; x~,  y~ ; . ; xp ,  Y~d 

On peu t  encore appl iquer  le m6me proedd6 au cMeul de la fonct ion 

@ o ( S ~  t ~ ; . . . ;  sv ,  t , ) .  

~Xl ,  ~ll ; �9 , X[t , q,/tl 

En effet, on obt ient  sans difficult5 

,Vo = ( _  ,),, ., t,,  . . . ,  tp 
~x~ , Yl  ; .; xt ,  , y t , /  x l  y ,  , ., x ,  y~, \ x t  , ., X~d l 

- ( -  , ) . ~  ( - i ) '  ~o (~,, t, ,  x,, v,)" 
i=1 

s,, tz ,  . . . ,  si t~ , ,~'i+l t i+l ,  . . . ,  st, tp B . [ A  ( t.,, . . ., ti , t i+l ,  . .  ., t t , ) ]  

x l y  1, . ,  X i - l y i - 1 ,  x~+lyi+l ,  ., xt ,  Yt, L ~x~,  ., x i - . l ,  x~+~, ., x~d I 

d'ofi la formule  rdcurrente  

( I 0 2 )  

Oo(::: ',~ ~ ,,, ~) 
Yl ; ., x t ,  , Yt, 

's ),_l (~i: ' ~  8, t ,  ~8,+1 ~+1~ ~ s , ,  ,,,) 
= ( -  ~ qDo (sl, t , ,  x~, yz) (Do 

i:-O . y , ;  ., XI- - I ,  yi--1; Xi-r yi-~l;  .; X!t., y t t !  
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qui, jointe ~ la formule d6js 6t~blie plus haut ,  

.o( s' 
x , y  

(Sl, t~;...; s,,, t,) 
permet d'aehever le calcul de (D O 

~Xl,  Yl; ", xt,, Y~, 

IO. Formules r~eurrentes pour (D~ ( s,, t , ; . . . ;  s~, t~,) et relations fonetion- 
~Xl,  Yl; ., X~, Yt' / 

m  o enan  re 'a  
~81, tl; ., S~, 

tions utiles. 

Si l 'on int~gre les relations (IOO) et (IOO') par rapport  "~ O r , . . . ,  0,~ entre 

les limites a et b et si l 'on t ient  eompte des 6galitds (95), on obtiendra les for- 

mules r6eurrentes 

(,oa) 

(Din(s1, t t ; . . . ;  8tt , t v ) z  
xxt, Y~ ; �9 ; x/,, Y~ 

~2." I)i--lqPo(St, f,, xi, y,)(D,,, ( " ) 
= ~ . ( _ _  82, t 2 , . . . ;  8i , ti ; S i+l ,  t t T i ; . . . ;  Sit, tt~ 

i~ l  \ X l ,  i l l ;  .; Xi--1, yi--l; Xi+,,  y i + l ;  ", Xl'., Yt' 

b 

~x,, y~; x 2, y~; .; xt,,  y .  

"Xl, Yl; .; Xtt, 
p 

( I 0 3 ' )  = Z  ( -  I)i--l~po(8i' ti, Xl ,  yl) (~m 
i=l 

b 

0 

Is1,  tl; 83, t~; . . . ;  (Dm_, | 

\ O, x~; x~, y~; ; 

s l, t,; . . . ;  s i - , ,  t i - , ;  si+,, ti+l; . . . ;  ~,, ~,~ 
t 

X2, Y2; ; Xi , yi  ; Xi+I ,  Yi+I; ; X~t, yttl  

t,] (0, y,) 8r 
dO. 

x~, y~ ! 

Ces formules et les formules 

(Do(Sl, t l ; '";s , ' ,  t~) donnent 
XXl, Yt; ' ,  Xt*, Y~ 

proche en proche. 
19 - -  3298. 

(63), (63') pour @• z is, t] \ et (82) ou (I02)pour 
x , y  I 

le moyen de caleuler @m ( 81' t l ; ' "  "; 8~t, t~ l  d e  
! 

Aeta mathtmatiea. 59. Imprim6 lo 4 mai 1932. 
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Mais l ' importance des relations (IO3) et (~o3') est encore plus grunde, car 

elles nous permet~ent d'~t~blir les ~quations fonctionnelles auxquelles sutisfont  

les mineurs d 'ordre quelconque de l '6quution (Q. 

(-- Z) ~ 
En effet, multiplions les deux cSt~s de (io3) et de (IO3') pur ~n! et sommons 

ensuite pour  r e = o ,  ~,2 . . . .  : l '~galit~ (97), d6finiss~.nt D (  x ~ ' y ~ ; ' ' ' ; x ~ ' y ~ ] Z I  
s~ , tl ; .; s~, , t~ / '  

nous conduira tout  de suite ~ux relations cherch~es: 

s I , t~ ; ., s~, t~, 

' ~ ( - -  1)i--1~00(,$'1, tl, X,,, yi)D~Xl,| Yl; . . . ;  xi-1, yi-1; xi~-l, ~i~-1;. . . ;  xlt, Ytt 
i=1 ~s~, 4; ., s~ , ti ; Si+l, 5+1; ., sl,, tt, 

b 

\ tl, 0 ; s2, t.; ; ~ ,  tf, 

 io4,) 

= Z ( ~  I)i--l~o(Si , ti, Xl, y~)D x2, y~; . . . ;  x~ , yi ; X~+l, y;+l; . . . ;  xe,, y~ 
~=~ ~s~, t~; ., s~-~, t~-~; s~+~, t~+~, ; sty, tt~ 

b 

�9 Sl, tl; s2, 4 ;  ; s~ , ,  t~, a 

I1 faut  encore remarquer  les propri6t~s simples suivantes des fonctions que 

nous eonsidgrons ici. 

Th~or~me 3. Si  l'on change de place deux paires d'arguments de la premidre 

ou de la seconde ligne, le~9 fonetions 

x l ,  Yl; ., xt,, y , /  xs l ,  tj; ; s~, t ,  

changent de signe en conservaz~t la rn~me valeur absolue. Si  l'on change de place 

deux paires d'arguznent simultan~ment haut et bcu', ees fonetio~s ne c hangent ni  de 

signe ni de valeur. 
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Pour  la premiere des fonctions consid~r~es ces propri6t~s d~coulent facile- 

ment  de sa d~finition [n ~ 8, (95) et (93)] et pour la seconde de l'~galit~ (97). 

Nous finissons ce num~ro par la recherche de la liaison entre les d~riv~es 

de divers ordres de D(i() et les mineurs de l '~quation (~). On salt que, dans la 

th~orie des ~quations de Fredholm, une liaison analogue joue un rSle fondamen- 

tal. On verra qu'elle est 5,o~lement importante  pour notre th~orie. 

Nous &ablirons une relation entre D ' ( ~ ) e t  D(x'Y.I).laumoyen de l'~galit~ 
�9 ~ 8 ~  

b 

Am+l " AIAm--m f q~m-l(x'Y)dxdy. 
x , y  

En effet, en la mult ipl iant  par 

on obtient  tout  de suite 

(_-2.) 
m! 

et en sommant  ensuite pour m ~- o, I, 2, . . . ,  

b 

(1o5) --D'().)=A1D(I~) + ~.f D( x'y ;~)dxdy. 
X,y 

fl 

Pour  avoir une relation analogue pour la seconde d6riv6e de D0.), D"(Z), 

nous partirons du d6veloppement du d6terminant  

(io6) A ( xl~ XV,~ �9 �9 .~ Xm-F2) 
\ X  1~ X 2~ .~ X m + 2  

suivant les d&erminants  du second ordre form,s  par les ~l~ments des deux pre- 

mieres lignes et du proc~d6 de formation du d&erminant  

j (Xl~ x2~ �9 . .~ xm+2) 
x 1 ~ x ~  ~ �9 ~ X m + 2 !  

au moyen de (Io6) et de l 'op6ration B. 

Le th6orbme de Laplace sur les d6~rminan ts  nous donne 

A xt . . . .  , ----A xl,  A ' 
X l  "7 \ X l ~  X 2 ~ X _ ~  , X m + 2  

X~ A ' -- - -  A x 1~ x i ~  x s ;  . . . x m + 2  

�9 ~ .  x I ~ x i  \ x , , ,  x $  ~ , X . m + 2 !  
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E X~ X i  ~ X s ~ �9 �9 �9 - -  A x l ,  A 
2"=3 \ X l ~  X~ \ X  1~ X s~ . 

i , h > i  Xh  \ X l ~  X2~ X3~ .~ X m + 2 l  

d'oS, en appliquant l'op~ration B aux deux parties de cet~e ~galit~, 

\X l ~  .~ Xm+2 \ X l ,  ~ XX~, , X m + 2 l J  

- - ~ B  A x~, x~ A x ~ , x s , . . . , x m ~  

i=3 \ X l ~  X i  \ X ~ ,  X3:  . ,  X m + 2  _] 

(~o7) 
)( )l - -  E B  A x~, :c~ A Xi, X~, . . ., Xm+~ 

i ~ 3  \ X i ,  X 2 XI~ X ~  , X m b 2  J 

[ (::x) ( )l Xo Xi~ Xh~ X 3,  �9 X m + 9  
+ ~ 9 ,  B A  A " "  

i , h > i  \ X l~  X$, X3~ ~ Xm+2 .] 

(~os) 

�9 Consid6rons un s un  les membres de la partie droite de cette dgalit~. 

On volt  imm~diatement que 

\ X l ~  X 2 \Xs~  ~ Xm+2 ] \ X l ~  X 2 \X3~ .~ X m ; 2  I" 

Nous avons ensuite 

(io9) 

~X 1 ~ X i  \ X  2 ~ X 8 ( ~ Xy~+2!  

=~[(x,~,lI~x~l~( x''~.' '~+~)1 
\ X 2 ~  X3~ .~ X m + 2 l  ] 

'~Xo~ XS~ : X m 4 2 f  J 

xl,xl, xi [A  i, xs, ,x::::)l 
X 2 ~ 5 r  ~ X  2 ~ X 3 ~ ~ . 

X ~ X  1 \ X ~  X3~ .7 Xm+2 ] 
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(m9) 

De m~me, 

~_ - ~9(XD XD Xl) . X $ X i  ~ (Xs~ . . .~ X i - - l :  Xi+l~ . �9 .: Xm+2) 

X~ Xi  \ X s ,  .~ Xi--l~ Xi+l~ .~ Xm+2 

+ qg(x2, Xl  ' Xi) X l X i ~  (X3,  . . . ,  Xi--1,  X i + l ,  . . . ,  Xm+21 .  

X2X 1 \Xs~ .~ Xi--1,  X i + l :  .~ Xm+2!  

(I IO) 

B [A(X~, x~. I .A(X~, xs . . . .  , x~+21] 
~xi, x~! \xi,  xs, ., xm+o.!_ I 

X2~ . Xi  ~IX3| . . . .  , X i - - l ,  Xi + l, . . ., X,n.~ 2~, qD(x~, X2: 
X 1 Xi  ~ X~  .~ Xi--l~ Xi+l~ .~ Xm+2!  

"~- ~9(Xl, X2, X,) " x2  x i / ' (  xS '  " " "' Xi--1,  X i + l ,  . . ., Xm+2t . 

X 1 X 2 ~X3~ .~ X i - - l ,  Xi+I~ ., ~m+2! 

Remarquons qu'on a utilisd iei les relations 

B[(xl.,)(x, 
= :)] 

X. 2 �9 ~X2, XS~ 

AIxi  :)] 
~X2, Xa, 

- - - q g ( x ~ ,  Xl ,  Xi) " X l  Xi  B [ A (  x i '  x s '  "" 

x ,  2 x ,  { \ x 2 ,  x s ,  
:)] 

qui s'obtiennent, si l'on dcrit les membres gdn6mls des parties gauches et les 

compare avec les membres correspondants des parties droites. Ces relations 

peuvent ~tre gdngralisdes comme il suit: 

B [@1 x2)(x~ x3) �9 �9 �9 (xx Xl)(XX+l xi,)(x~+2 xi2). . .  (x).Tlt 

(,,i) 

Xitt) �9 

~X,~+I~ X~.+2~ .~ X~+IO X~+tt+l ~ 

~-- ( - -  I) 't ~ (X,, X2, X3) ~(X2, X3, X 4 ) . . .  99 (X~, 371, J]2)" 

~.+1 Xil~ .~ X,~+lt Xi~ L ~XX+I~ .~ X~t+tt ~ X~t+/t+l~ 
| | )1 
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[(x~, x~) (x~ xo~) . . .  ( ~ o  x,,) . B 

�9 (x~, x~,) (x~, x~,) . . .  x~b x~:). 

�9 (~., X~) (X~., X~0) . . . (X~ X,' ) �9 

( , ,  )] �9 A x~,, xi, ,  . . . ,  x~,,, x 1, x , , . .  = 
p r 

IXa~, X ~ ,  .~ X ~  X I~ X ~ 

= ( -  , ) ~  (~o,, x~ ,  zoo)~ (x~,  ~o,, ~o,).. .  ~ (x~o, xo,, ~o~). 

�9 ~ ( :~ , ,  x~,, x~, )~  (x~, x~., x ~ , ) . . ,  qD(x~b, x~,, xr 

�9 ~(x~, ,  ~ ,  ~,)~(x~,, x~,, x~,) . . .  ~ ( ~ , ,  x~,, x~,)- 

[ (  , ,  :)] �9 x % x ~ , ,  x ~ x ~ , ,  . . . ,  x ~ x ~  B A x~,,  x~,,  . . . ,  x!~,  x ~ ,  x ~ ,  . .  . 

Xa~ Xa~ Xfl~ ~ .~ X ~  X2~ xXa~ X ~ ,  .~ X i~  37 1~ X ~ 

la m~.me muni~re que duns les cas spdciaux pr~c6dents. Ces relations se prouvent  de 

Enfin, moyennant  (I 1 I), 

L \Xi~ Xh ~Xl~ X2~ X2~ 

\Xl~  X2~ X3, 

< I I ~ )  - - - X l X i '  X ' X h B l g l ( X i ' X h ' X 3 '  " ' : ) ]  
X 1 Xi~ X$ Xh 1- \ X l ,  X2~ X3~ 

X 1 Xh~ X ~ X i  X 1 X ~  X3, 

X 1 Xi~ X 2 Xh \XI~ X2~ X3~ 

X~ Xi~ X l xh - ~X2~ X D XS~ 
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(113) : x l x i '  X 2 X h  ~ ] ( X 3 ,  " " 

X 1 Xi~ X 2 Xh \X3~ 

\ 

�9 ~ X i - - l~  X i + I ,  �9 �9 .~ Xh--l~ Xh+l~  �9 �9 .~ XmA-2~ 
I 

�9 ~ X i - - l~  Xi-{-I~ .y Xh--l~ Xh+l~ .~ X m + 2 1  

+ x~x~, x~ xh j ( x 3 ,  . . ., x~-~, x~+~, ...,Xh--~,Xh+~, . . ., X::I)" 

X 2 Xi~ X 1 Xh  \ X 3 :  .~ Xi - - I~  X i + l .  .~ Xh- - l :  Xh+l~ .~ 

Substituons (IO8), (IO9), (IIO) et (II3) dans la partie droite de (lO7)et 

nous obtiendrons un d6veloppement de 

.4(x~, x~, . . ., x,,+2) 
\ X I ~  X$~ .~ X m + 2 1  

qu'on doit intdgrer par rapport ~ x~, x~ , . . . ,  xm+2 entre les limites a et b, pour 

avoir une relation, qui lie A,m+2 avec Am et les fonctions O. De cette mani~re 

on trouve sans diffieultd, ayant ~gard ~ la ddfinition des fonctions O: 

b 

(;) A,,+2=A~A,,--emAlJ o,,_~ x,X' d x d y  
(! 

b 

+ 2m f qg(x,y, t) q) . , - l (  y' 
X~ 

a 

t} \ dx  dy d t 
Y ! 

+ 
b 

I �9 2 X~ y ;  U,  
a 

u, y; x, 

b 

+ 2 m  q~(X,  y ,  t ) ~ m - - 1  y '  t d x d y d t  
~X, y 

a 

b 

X ,  y ;  U, V 
a 

du dv 

Multiplions cette ~galit6 de deux cStds par (--X)'~ I~T- et raisons la somme pour 

? n = O ~  I~ 2,  . . . : nouu s  
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(Ix4) 
b 

D"().) = A~ D(~)+ 2A~). f D 
a 

x, y I ~t dx dy 
x, y ] 

b 

- 2 z f ~ ( x ,  
a 

,l.l W, Yl d x d y d t  

b 

+ z2f  D 
a 

X, y;  U, V ) 
i ;~ dx dy du dr. 

X, y;  u, V 

Trouvons encore D'"().). 

On a, en utilisan~ le th6or~me de Laplace, 

- - B  
\Xl~ ,~ Xm+3 L \ X  D .~ Xm+3 

\ X  D X2~ X 3 \X4~ . )  Xm+3/ 

)] X l ~  X ~  X4~ . . �9 

- -$1  B A " A 
\Xl~ X2~ Xi \X3~ X4~ 

i=4 

+ S ~ B  A A 
L \ X  D Xi~ Xh \ X 2 ,  X3~ X4~ 

i , h>i  

- -  ~ , B  A xh, x.  A~xl,  x2, x~,x , .  
i ,h>i ,g>h 

les signes S~, S 2 indiquant  les sommes des membres analogues s ceux qui se 

t rouvent  sous ces signes. Ensuite, en tenant  compte de (i If) eL (II2), 

\ X  D X2~ X \X4~ \ X  D X2~ X 3 \X4~ .~ Xm+3/ 

B It x )AI :)1== A Xl~ x2~ xij  x 4 ,  . . 

\Xl~ x2~ x i  ~xs~ x4~ 

: B [ X  1 Xl)(X 2 X2)(X 3 Xi) A - -  (X 1 Xl)(X 2 X i ) ( X  3 X2) A ~ - ' ' "  ] 



B 
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~Xl~ X 2 X~ Xi ~X~ .~ Xm+31 

X 3 X2 \X4~ 

- -  qg(X$,Xl, X2)~)(Xl, X2, X i ) 'X2  Xi ,]tX4, . ' : )  
X 3 Xl"  \X4~ 

+ ~P(~$,X2, X2)~(X3, Xl, Xi) "xl 21~i~(X4~' ' : )  
X 3 Xl \X4~ 

- - ~ ( X $ ,  X2, XI)~O(X2, Xl, Xi) " x l  X i ~ (  x4, " " )~ 
X 3 X2 ~X4~ 

\X  D Xi~ Xh \X,~ X3~ X4~ 

= B[(x~ x,)(x~, x,)(xs xa) A - -  (x, x~)(x~x,) (x~ x~) A + ] 

X4: . . . ~  
.! X4~ 

X4~ " i) 
X4 

X4,~ . . -~ 
! 

X4~ . .  "~ 
.! 

X4,~ . . -~. 
! 

X4~ 

I - /  
---q~(xl, Xl, xl) lX2X~'XsXhzl| x~' Xh, 

LX 2 Xi~ X~ Xh ~X~ X~ 

X~ Xi~ X2 Xh z~[Xi, Xh, + | 
Xa Xi~ X2 Xh ~Xa~ X2, 

Xil.Xl, Xi~ XsXh~4[Xi~ Xh~ qD(x2, Xl~ 
X 2 X D X$ Xh ~X2~ X3~ 

- qD(xs, x~, x~). x, x~, x~ xh .4 (x~, Xh~ 

X 8 X D X~ Xh \X3~ X2~ 

- qD (x~, x~, xh) " xs x~, x~ xh ~ (xi,  Xh~ 

X 8 Xi~ ~C~ X 1 ~3CS~ X~ 

- -  ~(xs, x~, xh) �9 x~ x~, xs xh Lt (xi,  Xh, 

X9 Xi~ X.~ X 1 \~C2~ XS~ 

\Xi~ Xh~ Xg \Xl,  Xfi~ X~ X4: 

__ __XlXi ,  X, Xh, X s X g ~ ( X 4 , .  �9 Xm+$) 

X lxi~ X 2xh~ X 3xg \X4~ .~ Xm+3 

20--- 3298. AcZa mathemat~,.a. 59. Imprim6 io 6 mai 1932. 
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X 1 Xi~ X 3 Xhj X 2 Xg XX4~ X 2 Xi~ X 1 Xh~ X 8 Xg \X4~ 

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . 

E n  s u b s t i t u a n t  ces r~sul ta ts  et  tous  ceux qui leurs  son t  ana logues  dans  la 

par t ie  droi te  de l '6gal i t6  ( i i5 )  , puis  en  i n t6g run t  les deux  c6t6s pa r  r a p p o r t  "s 

xl, x ~ , . . . ,  x~+,~ en t re  les l imites  a et  b on ob t i en t  sans difficult6 

b 

X,  y 
a 

b 

+ 6mAlfg(x, 
a 

X, y 

b 

X~ y 
a 

b 

x, y; s, t 
a 

b 

XX, y ;  ~ Y 

- 2)f  

d x d y  d s d u d v  

~ ) m _ . ~ ( x ' y ; s ' t ; u ' ~ ) d x d y d s d t d u d v .  
x, y; s, t; u, 

E n  mul t i p l i an t  ce t te  re la t ion  pa r  

on  t rouve  

(i i5) 

__(--s et en  s o m m a n t  pour  m ~ o ,  I, 2, . .  

b 

X, y / 
a 

b 

y, s 
(6 



(~6) 
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b 

a 

d t  

b 

+ 3 A 1 ) ? f D (  x'x, 
a 

y; s, t l ~ ) d x d y d s d t  
y;  s, t 

b 

- 6 . f ~ ( x ,  ~,,>. (~, ~ u, v i ~ ) ~ , ~ u  . 
y, 8; U, V 

b 

+ �9 ~ ). d x  d y  d s  d t  d u  dv .  
x, y; s, t; u, v 

a 

155 

Enfin, pour k entier positif  quelconque,  en partant de l'dgalit6 

\ X  1, ., X m + k l  \ X l )  .) X m + k  

L ~ X l ,  .~ Xk  

m+k  [ ( X l ,  �9 � 9  
-- SI ~ , B  A 

i l - k §  

, :)l il, i~>il ~Xl )  ") 

il, i 2 > i j , . . . , i k > i k _ _ l  I_ ~Xil ,  ., X i  k ~Xl ,  .) Xk  ) Xk4-1) 

par la mSme m~thode, on arrive s la formule 

b 

A.,,,+,~-AkA,~--kmAk-l f ~m- l (x 'Y )  dxdy  + ' 
x, y 

a 

b " 

\Xl, Yl, .; X~:, yk 
f~ 

( X k §  �9 �9 ., X m + k ) j  

X k + l ,  ., X m + k l  

Xk--1,  Xil  \ X k )  Xk+l )  �9 

Xk--2, Xk--1,  Xk~AlXi, ,xi~, X k + l , . .  

Xk--2) Xil ~ Xi~/  l\Xk--1) Xk ,  Xk+l~ 

dxk dyE, 
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b 

(1 

x, y ] 4) dx dy . . . .  
x, y 

b 

+ Zkf D ( X l ,  ~ 1 ; ' '  '; Xk~ yk ~ ) d x l d y l . . . d x k d y k .  
~Xl, Yl ; .; Xk, yk 

Les 6gMit6s (1o5) , (ii4) , (116) et (If7) montrent que les d6riv6es de D(2) 

sont des fonctions int6grales lin6aires de D(~) et des mineurs de l'6quation (I) 

d'ordres I, 2 , . . . ,  jusqu'~ l'ordre de la d6riv6e consid6r6e de D(~). On pourrait 

&ablir ce fair important par une antre m&hode en recherchant la limite pour 

n ~  des d6riv6es d'ordres I, 2 , . . .  par rapport "s Z du d&erminant d d6fini 

au n ~ 3. 

On en d6duit une cons6quence tr6s importante: 

Th6or~me 4. Si Z=e est une racine multiple d'ordre k de l'6quation 

( I IS)  

les quantit~s 

( ' I9) D ( x " Y l J c ) ,  
~81, ti 

D(Z) = o  

D (x~, y~; x~, Y~- ' ) 
~8t ,  t i ;  s s ,  t2~ c , . .  

. , D  Xl, Yl; . . .; xk, yki c ) 
s~, t~; .; sk, tk 

ne peuvent toutes s'annuler identiquement. 
En effet, alors 

D(kl(e) o 

et (ii7) montre tout de suite que notre proposition et vraie. 

Appelons indice de la racine e le hombre n qui est 6gal "s l'ordre du premier 

mineur dans la suite ( " 9 )  qui n'est pas identiquement nul. Alors le th6or6me 

d6montr6 peut encore 6tre formul6 comme il suit: 

L'indiee d'une racine quelconque de l'dquation D(Z)=o ne peut pas surpasser 
l'ordre de multiplicitd de cette racine. 

x,. R~solution de l'6quation homog~ne. Nous sommes maintenant en &at 

de r6soudre l'6quation homog6ne 
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(2) 
b 

u(x, y ) = Z  f u(t, x)qg(t, x, y)dt. 
a 

Soit g = c  une racine d'ordre k et d'indice n ~ k de l'6quation caraet6ristique 

(I I8), de sorte que 

(I20) 1)( xl' Y~l e) 
\81, tl 

et 

121) 

~ o ,  1) t ) l ) x~,y~;x~,y~lc ~ - o , . .  D x , y ~ ; . . . ; x , - ~ , y ~ - ~ l e  o 
~Sa, tx; s~, t~ "' \Sx, tl; .; 8n-1, tn--1 

D (xl, Yl; " "; x~, Y~ l e) ~ o. 
~s~, tl; .; sn, t, 

Ces conditions et les 6quations fonctionnelles (IO4) montrent que les fonctions 

(i22) ~h(x, y) - ~ ( x ,  .v) 
H 

off 

(i23) H.=D(aa'  b~; ""; an' b~l ) e 
~cl, dl; .; c,, d~ 

(h----l, 2, . . . ,  n), 

(i24) Hh(x, y )=  D(al,  bl; . . .; ah-l, ba-1; x, y; ah+l, bh+l; . . .; an, bnl e ) 
\e l ,  di ;  .; Oh--l, dh--1; Oh, dh; ch+x, dh+l; .; c~, d~ 

et l e s  nombres ai, hi, ci, di ( i=  I, 2, . . . ,  n) sont des nombres constants quelconques, 

mais tels que 

(I25) ~ t # o ,  

satisfont bien s l'6quation (2), doric sont des solutions de cette 6quation. 

Ces solutions sont lindairement inddpendantes. 
En effet, on v6rifie facilement qu'un mineur d'ordre quelconque de l'6qua- 

tion (1) s'6vanouit identiquement si deux paires quelconques de ses arguments  

haut ou bas sont les m~mes. De 1s 

et par suite 

uh (x, y) -- { ~ pourP~ X=ah,X=ag' y~--bg' g # h 

b 

a �9 

o pour x=ag, y=bg, g # h ;  
I pour x=ah, y=bh. 
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Cela fitant, admettons que ua(x, y) soient l indairement liSes, c'est-s que 

les hombres constants its, ~ . . . .  , ).~ exis~en~ non tous nuls et tels que 

~IUl(X, y)~-~]U~(X, y ) '~  "'" -~aUn(X,  y ) =  O. 

Mais cela est impossible, parce que, si l 'on multiplie cette 6galit~ par qD(t, an, bh), 

en y ayant  remplac~ x et y par t et an, et si l 'on int~gre ensuite par rapport  

t de a s b, on trouve 

Zh = o ( h =  I, ~ , . . . ,  n), 

ce qui prouve notre assertion. 

Nous avons donc le th~or~me suivant: 

Th~or~me 5. (Second thdor~ne fondamental). Si )~-~c est une racine d'ordre 

k et d'indice n de l'dquation D(~)=o, lYquation homog~ne 

(I26) 

b 

(l  

admet n solutions uh(x, y) ( h = I ,  2 , . . . ,  n) lindairement distinetes. 
Ces solutions uh(x, y) ont  encore cette propridt~ importante que toute autre 

solution de lYquation homog~ne (I26) est une combinaison lindaire & coefficients con- 
stants de uh(x, y) (h- - I ,  2 , . . . ,  n). La  ddmonstrat ion de cette propri~t~ repose 

sur le th~or~me suivant. 

Th~or&me 6. 

l' dquation 

(127) 

o~ 

(~28) 

l'oute sotution u(x, y) de lYquation (2) est aussi une solution de 

b 

u(x, y ) =  )2 f u(s, t)co(s, t, x, y)dsdt,  
a 

~(s ,  t, x,  y) = ~(s ,  t, x) ~( t ,  x, y) - ~ ( s ,  t, x,  y) 

b 

+ z f  ~(s, t, o)~o(t, e, x, y)dO, 
a 

lp(s, t, x, y) dtant une fonction arbitraire int~grable de s, t, x, y. 
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La  d4monstrat ion de ce th4orbme est trbs simple. 

de l'6qun.tion (2), de sorte que 

b 

u (~, y) = z [ u (t, x) ~o (t, ~, ~) d t 
q t ]  
(1 

159 

Soit u(x, y) une solution 

est une identi tC On peut  encore 4crire 

b 

u(t, x) = ~, f u(O, t) ~o (O, t, x)dO 
a 

et subst i tuer  cette expressio n de u(t, x) dans l 'identit~ pr~c~dente, ee qui donnera  

(I29) 

b 

u (x, y) - Z ~ f 
a 

Prenons  encore 

u (O, t) 99 (O, t, x) qD (t, x, y) dO dt. 

b 

u (O, t) = Z / u  (s, t) qD (s, O, t) ds, 
a 

multiplions eette identif~ par ~-~ (0, t, x, y) et  int4grons le r4sultat  par rappor t  s 

0 e t t  entre les limites a et  b: nous aurons 

b b 

a a 

En a jou tan t  cette identit~ "~ (i29) , on obtient  (I27) , off to (s, t, x, y) est d4fini par  

l'4galit4 (x 28). 

D4montrons m a i n ~ n a n t  la propri4t4 des solutions uh(x, y) mentionn4e 

plus haut.  

Soit u(x, y) une solution de l 'dquation (z) pour  2 = c  diff4r',mt des solutions 

uh(x, y) (h-~  I, 2 , . . . ,  n). Posons 
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~,(~, t, z ,  u ) =  ~o(,% t, x) ~o(t, x,  u) - 

--  Z qD (s, t, an)qD (t, an, bn) 
h=1 

D ( al, b~ ; . . . ;  x, y ; . . . ; a n ,  bn 
i 

c~ , d~ ; .; ch , dh ; .; c~, d,~ 
D (at ,  b~; " " ;  an, bn] c ) 

\e l ,  dx; ; on, dn 

b 

a 

(x o1 bl; ; b,,, c) 
~o (s, t, O) t, O; c~, d~ ; c., d .  dO. 

D (a, ,  b~; . . . ;  an, b.] c ) 
el, dl; ., en, (ln 

e) 

En subst i tuant  ici s la place de 

D ( x ' y ; a l ' b ~ ; ' " ; a ~ ' b " ]  )c 
t, 8; c~, d~ ; ; c,,, d,  

son expression tir~e de la relation fonctionnelle (Io4) , nous trouvons 

I D ( X , y ;  a,, b~; . . . ;  a,,, b , ! e ) ,  
(s, t, x, y) = ~i s, t; el, d~ ; ; cn, d,, 

off z/ est la quantit~ d~finie par l'dgalit~ (i23). Done, on peut remplaeer dans 

l'6galit4 pr~e4dente le quotient  de deux d~terminants sous le signe de l ' int~grale 

par ~p (s, t, x, y). Faisons cette substitution et tenons compte des ~galit~s (122), 

(I23) et (I24), nous obtenons une nouvelle expression pour ~p(s, t, x, y): 

n 

u, (~, t, ~, u) = ~o (,~, t, x,  u) - Y,  q~ (~, t, an) ~o (t, an, t,~),,,, (.% U) 
n = l  

b 

+ 

a 

~p(t, O, x, y)dO. 

Substituons 

a u r o n s  

(I3o)  

enfin eette expression pour ~p(s, t , x , y )  dans l'~galit~ (I28) et nous 

n 

(,% t, ~,  u) = y ,  ~ (~, t, an) ~ (t, an, bn) ,,h (x, y) .  
h ~ l  
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Par  supposition, on a ident iquement  

b 

u (x, y) = cfu(t,-- x)qD (t, x, y)dt ,  
a /  
a 

donc, par le th~or~me 5, on aura, en prenant  pour o~(s, t ,x, y) l 'expression (I3o), 

u (x, y) : oh (x, y),  
h = l  

off 
b 

Ch -- c ~ t u (s, t) 9~ (s, t, ah) qp (t, ah, b,,) ds dt, 
a ]  
($ 

ce qu'il fallait  d6montrer. 

Nous appelons les nombres c, raeines de l '6quation caract6ristique D ( ~ ) =  o, 

valeurs caractdristiques ou nombres fondamentaux; les solutions de l '6quation ho- 

mog~ne correspondante sont les fonctions caract6ristiques, ou fonctions fondamentales, 
ou solutions fondamentales. 

Consid6rons encore l '6quation 

b 

( I 3 1 )  V(z,y) = ), t ~fl(X,y, t) V(V , t) dt  
a 

qui sera dire dans le suivant l '~quation associ~e de l '~quation (2). 

On s'assure sans peine que son d6terminant  et ses mineurs sont les m~mes 

que pour l '6quation (2) et que, ~ =  c ~tant une racine d'ordre k et d'indice 

n ~ k, elle a l e s  solutions 

I (al, b , ; . .  "ah, bh; . . . ;a,~,b, , Ic) ,  
vh (x, y) - 3 D ' 

~cl, dl; ., x,  y; .; cn, d, 

( h =  I, 2 , . . . ,  n) 

off d est toujours la quantit6 d6finie par l'~gMit6 (123) et diff~rente de z~ro. 

Ces solutions sont lin6airement ind6pendantes et route autre solution de l'~qua- 

tion associ~e (I 3 I) est une combinaison lindaire ~ coefficients constants de vh (x, y). 

On d6montre encore tr~s facilement le th6or~me suivant: 

Th~or~me 7. Les solutions des 6quations homog~nes (2) et (I3I), appartenant 
aux diverses racines de l'6quatian D (4)= o, sont orthogonales l'une 5 l'autre. 

2 1 -  3298. Ac~ ma~hcma~ic~ 59. Impr im6  le 6 ma i  1932. 
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Soit u (x, y) une solution de l '~quation (2) pour ). = c et v (x, y ) u n e  solution 

de l'~qua~ion associ6e (I3I)  pour ). = c~, e~ r c. " 

Alors on a ident iquement  

b 

a 

b 

(~, .,i) = ~, f q~ (~, y, t) v (~, t) d t. 
a 

Multiplions la premiere 

int~grons les 

f 
a 

f u (x, y) v (x, y) dx  dy = c,f 

de ces identitds par  v (x, y), la seconde par  u (x, y) et 

r~suRats par rappor t  ~ x et y de a s b, nous aurons les ~galit~s 

b 

~ (x, ~) v (% ~1 dx d~ = ~ f ,, (~, ~1 ~ (~, x, ~) v (% ~) d t dx d~, 
a 

b 

u(~, y)~  (~, .~t, t) v(y, t) ,~lt d~ dy, 
a a 

off les secondes int~grales sont identiques. Donc, comme c ~ Cl, on a en effet 

b 

f 
(l 

u (x, y) v (x, y) d x  d y  = o, 

ce qui montre  l 'or~hogonalit~ de u(x, y) et v(x, y). 

12. R~solution de l'~quation inhomog~e Tour D ( Z ) =  o. Nous avons vu 

comment  on peut  rdsoudre l '~quation (I) dans le cas D ( Z ) ~ o .  Nous allons 

maint~nant  voir comment  on la r~sout dans le cas contraire  et quelles sont les 

conditions pour  que cela soit possible. 

Th~or~me 8. (Troisi~me th~or~me fondamental.) Soit Z = c u n e  racine d' ordre 

k et d'indice n de l'dquation D(Z~= o; soie~t 

vh (x, y) (h = I, 2 . . . .  , n) 

les solutions de l'~quation a.gsocide 
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b 

(I32) v(x, y) = c f q~ (x, y, t) v(y, t )dt  
a 

appartenant ~ cette racine. Alors, pour que l'dquation 

(x33) 
b 

u(x, y) =f (x ,  y) + ~ f u(t, x)~(t, x, y) dt 
a 

admette une solution, il faut  et il suffit qu'on ait 

b 

(~34) f f(~, y) vh(x, y) dx dy = o 
a 

( h =  i ,  2 , . . . ,  n ) .  

Ces conditions dtant remplies, l'dquation (i) a une solution 

(~35) 

b 

f Uo(X, y) : f ( x ,  y) + c f ( t ,  x)cp (t, x, y) dt 
a 

b 

+ ~ f (s ,  t)D x,y; al, bl; . . . ;  an, c d s d t  
\ s ,  t; C l , d l ;  , ,  cn, dn 

a 

\e l ;d1;  .; cn, dn 

et toutes les autres solutions sont contenues dans l'expression 

( ~ 36) u (x, y) = Uo (x, y) + ~ chuh (x, y) , 
h = l  

Ch ~tant des constantes arbitraires et uh (x, y) les solutions fondamentales de l'dquation 

b 

a 

d~finies par les ~galit~s (I22). 
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I1 est tr6s facile de d6montrer  la n6cdssit6 des conditions (~34). En effet, 

si u ( x , y )  est une solution de l '6quation (I33), on obtien~, en la mult ipl iant  par 

vh (x, y) et en int6grant,  

b 

f 
b 

u (x, y) vh (x, y) d x  dy  -~ ff(x, ~) ~ (x, y) d x  ,~y 
a 

b 

+ cf~(t,  xlqD(t,x, ylv~(x, yldtdxdy, 
a 

on encore 

b 

f f(x, y) vh (x, y) d x  dy  = 

a 
5 

g 

b 

f ~(x,y,t)~,;(y,~)d~] dxdy 
a 

: o  ( h =  I, 2 , . . . ,  n), 

car vh(x, y) sont  les solutions de (I32). 

Pour  d6montrer  la suffisance des conditions (134) nous ferons voir que 

l 'expression (I35) est bien une solution de (I33), si l 'on suppose que les condi- 

tions (134) soient satisfaites. 

En effet, cette supposit ion 6rant admise, consid6rons l 'expression (I35) en y 

d6veloppant 
D [ X ,  y; a,, bl; . . .; an, bn c~ 

I ! ~s, t; el,d1; ., cn, dn 

an moyen de la relation (1o4'); ce qui nous donne 

b 

% (x y) =f(x, ~) + c ff(~, x) ~ (t, x y) dt  
a 

b 

--~O0(Cl, d l ,  X,y)  D (  ~1' bl; a,, b,; . . .; a~, b,,ic ) 
xs  , t ; c~, d2; .; c,, d,~ 
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Mais 

q-(--I)n~o(gn, dn, x, y)D( al' b~; . . . ;  a,,-1, bn-1; an, b;I c) 
e 1,d 1; .; Cn--X, dn-1; s , 

b 

+ c f .O( O'x; al '  be; . . . ;an ,  bnlc) qD(O,x,y) dO]dsdt"  
s, t; cl, da; ., c,,d,~ 

a 

1 (al, b~;.. "ah, bh; . . . ;an,  bn I ) (s,t), 
L I D  "' c = v~ cl,dl; ., s ,  t ;  .; cn, dn 

donc, en tenant compte des conditions (I34) que nous supposons satisfaites, 

(I37) 

b 

u o (x, y) - f ( x ,  y) + c f f ( t ,  x) qD (t, x, y) dt 
a 

b 

+ c. f s ( s .  ,) ~o (s. t. x. y) <.  a,  

b 

c3 f (O,x; al' bl; " ' ;  an, b"]c) qD(O,x,y)dsdtdO. 
+ ~ f(s ,  t) D \s, t; c,, d~; ., cn, dn 

a 

Substituons maintenant (I35) dans (i33): nous aurons 

b 

f(x,  u) + c f f(t, x) ~ (t, ~, u) dt 
a 

b 

\s ,  t; cl;d,; ., e,,,d,,' 
a 

b 

= f ( x ,  y) + c f f ( t ,  x) 9~ (t, x, y) dt 
a 

b 

+ c, f f ( s ,  ,) ~o(s, t, x,,,) ds dt 
a 

b 

cS f (O,x; al,bl; . . . ;  a,, bn]c) q~(O,x,y)dsdtdO, 
+ 9 f ( s , t )  D s, t; c~,dl; .; cn, d,, 

f$ 
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ce qui se r6duit s une identit~ 's cause de (i35) et (137). Donc, Uo(X,y), d6fini 

par (135), est bien une solution de (133) quand les conditions (134) sont remplies. 

Soit enfin 

u (x, v) = ,,0 (x, v) + u (~, v) 

une solution queleonque de (I33). En la inerrant dans (i33) on verra imm6diate- 

merit que U(x, y) doit satisfaire 's l '6quatiou homog6ne 

b 

U(x,y)~-c f U(t,x)qo(t,x,y)dt 
Ct 

done doR ~re  de la forme 

n 

h = l  

Par  suite, dans 

formule g6n6rale 

le cas consid6r6, route solution de (I33) est contenue dans la 

(x, y) = ,,0 (x, v) + Y, c~ u~ (x, v). 
h = l  

Ainsi, le troisi~me th6or~me fondamental est compl~tement d6montr& 

13. Liaison des dquations intdgrales lindaires transgressives ,'t deux variables 
avec les ~quations int~grales de Fredholm. Notre exposition pr6c6dente montre 

au quel degr6 la th6orie de nos 6quations in~grales est analogue ?~ celle des 6qua- 

tions int~grales de Fredholm et tout naturellement se pose la question sur la 

liaison entre les deux classes d'6quations int6grales. Sans nous approfondir 

dans ce problSme, nous nous contenterons ici de d6montrer quelques th6orSmes 

les plus simples dont le but principal est de montrer que la th6orie des 6qua- 

tions transgressives ne peut pas 6tre enti~rement rdduite .s celle des dquations 

de Fredholm. 

Quelque soit ~ pour lequel D ( ~ ) #  o l'6quation 

(i) 
b 

u(x, u) u) + f u(t, (t, u) dt 
O, 
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admet une seule solution continue. Done, en eomprenant s o u s u  (x, y) cette so- 

lution, portons duns (i) 

I1 vient 

(i38) 

b 

u(t, x ) = f ( t , x )  + z f 
a 

u (s, t) q9 (s, t, x) ds. 

b 

u (x, y) = f ( x ,  y) + Z ff(t, x) ~ (t, ~, u) dt  + 
a 

b 

+ Z ~ f u ( s ,  t) 9%(s, t, x, y) ds dt ,  

�9 d'ofi il suit que u (x, y) est en m6me temps une solution de eette 6quation inhomo- 

g6ne de Fredholm s d e u x  variables. 

Si D($)----o et que l'6quation (I) admette des solutions, routes ces solutions 

sutisfont aussi ~ (138). 

De mgme, si l'6quution transgressive homog~ne 

b 

a 

admet des solutions non nulles, l'dquution homog~ne de Fredholm 

b 

(I39) f t U) d dt 
a 

est satisfuite par ces solutions. 

Les m6mes remurques s'appliquent, 6videmment, aux 6quations associ6es 

aux 6quations (I) et (I38), (2) et (i39) respeetivement. 

Nous voyons que les solutions des 6quutions transgressives (1) et (2) repr6- 

sentent e n  m~me temps des solutions des 6quations correspondantes de Fredholm 

(I38) et (I39). La conclusion inverse es~ elle vraie? Pour r6pondre s cette ques- 

tion, il faut auparavant ~tablir un thdor6me pr61iminaire. 
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Th*or~me 9. Soit Dt(g ~') le ddterminant de l'~quation de Fredholm (I38) et 

D (~), comme taujours, le ddterminant de l'~quation transgressive (I). Alors nous avons 

identiquement 

('40) D~ ()Y) ----- D (~,) 1) (-- ~,). 

En effet, 

du syst~me 

nous avons vu que D (g) est la limite du d6terminant J = / / ( g )  

n 

uk~ = ~ ~ Uhk 9hkZ (k, 1 = 1, 2, . . . ,  ~).  
h = l  

On sait aussi que D~ ()3) est la limite du d6terminant /I~ (&.o) du syst~me 

i--1 h = l  

(~:, l =  I ,  2 . . . .  , n ) ,  

off l'on pose, eonform6ment aux notations du n ~ 3, 

uk, = ~ ( x , ,  v , ) ,  u ,~  = ~ ( 8 .  t~), 

Par suite, pour 6tablir la relation (14o), il suffit de montrer que 

~ (~) = ~ (x) ~ ( -  ~). 

Mais cette relation s'6tablit tr~s facilement, si l'on multiplie les d6terminants 

z/(~) et J ( - - ~ )  en appliquant la r~gle connue et en ayant soin de multiplier les 

lignes de J(~) par les colonnes de J ( - - ~ ) ,  J(~) et ~/(--),) 6rant 6crits comme il 

est indiqu6 dans le n ~ 3. 

On voit de (14o) que l'6galit6 D() . )=  o entralne DI(~ ~) : o, mais que D~()~ "~ 

peut s'annuler sans que D (g) soit nul pour la m6me valeur de )., parce que cette 

valeur peut bien annulet D (--).) sans annuler D (g). 

Consid6rons donc les cas suivants. 

Premier cas: D(~) # o, DI(g ~) # o. Dans ce cas les 6quations (1) et (138) 

n'ont chaeune qu'une seule solution continue, donc, d'apr~s les remarques faites 

plus haut, ces solutions sont n6cessairement identiques et les 6quations (1) et (138) 

sont 6quivMentes: on peut r6soudre l'6quation (I) en r6solvant l'6quation (138). 

En m6me temps les 6quatio.ns homog~nes correspondantes, transgressive et 

de Fredholm, ont la m6me solution nulle, par suite sont aussi 6quivalentes. 
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D e u x i ~ m e  eas: D (it) ~ o, D t (its) = o. Dans ce cas on dolt avoir D (-- Z) = o. 

Pour  fixer les idles soit it----e la valeur considdrde de it, de sorte que D (c)r ~ o, 

D l ( c  ~ ) = o , D ( - c ) = o ,  et soit i t = e  une racine d'ordre k et d'indice n de 

l 'dquation D (-- it) = o. 

Alors l 'dquation homog~ne associde 

(t4I) 

b 

a 

, a n  solutions fondamentales  

(I42) 

Comme il a ~t~ remarqu~ plus haut ,  ces solutions sont aussi des solutions de 

l 'dquation homog~ne associ~e de Fredholm 

(I43) 

b 

v(x, y)= c~ f 
a 

9Po (x, y, s, t) v (s, t) d s  d t. 

D'apr~s (I4o), i t ~  e ~ est une racine d'ordre k de l '~quation 1)1 (its)= o et, 

d'apr~s la remarque de tout  s ]'heure, l 'indice de cette racine ne peut  pas ~tre 

moindre que n. Soi~ ~ cet indice. 

Si nx > n, l 'dquation (~43) a des solutions distinetes des solutions (I42) et 

ces solutions ne satisfont pas s l '~quation (14I), car au t rement  elles seraient 

l in6airement ddpendantes des solutions (I42). Soient 

ces solutions. Comme 

on peut poser 

(I44) 

v ' g ( x , y )  (g : I, 2, �9 �9  m; 

b 

a 

q~ (~, y, t) v'. (y, t) ~ v'. (x, y), 

b 

-e f q~(x, 
a 

:t, t) v'~ (x, y) = v'. (x, ~) + w.  (~, y) , 

off w~(x ,y )  (g ~ I, 2, . . . ,  m) ne s 'annulent  pas identiquement.  
2 2 -  3298. Ac~a mathemat i ca .  59. Imprim~ le 6 mai 1932. 
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La th6orie des 6quations de Fredholm nous apprend que l'6quation 

(145) 

b 

u (x,y)=f(x,y)  + ~ff(t,x) q~(t,.,v) dt 
{l 

b 

+ c" f , ,  (,, t) q~0 (., t , . ,  v) d .  a t 
. a  

ne peut avoir des solutions que si 

b b 

(,4~, j [ , ~ ( . ,  ,.,, + e f .r( , ,  x,~(,, x,.,,~,] ~, (x, ~, , , . ~  = o  
a a 

(h --  I, z , . . . ,  , ) ,  

b b 

(I47) f [f(x, y) + c f f(t,x)qD(t,x,y)dt]v'g(x,y)dxdy -- o 
a a 

( 7  = I~ 2~ . . . ,  ~ l ) .  

Or les conditions (I46) sont satisfaites identiquement. 

b 

e f f  (t, x) 
(1 

En effet, on peut 6crire 

9 (t, x, y) vh (x, y) dt dx dy ---- 

b b 

= f f(t ,x) d t d x . c  f qD(t,x,y)vh(x,y)dy 
( l  a 

b 

= - f f ( t , x )  vh(t,x) dt  dx; 
a 

en portant ce r6sultat dans (I46), on verra que notre remarque est juste. De la 

m4me mani~re, en tenant compte de (I44), on s'assure que les conditions (I47) 

sont 6quivalentes aux conditions 

b 

( I 4 7 ' )  f f(x,.~) Wg(X,y)  d x  d y  = o (g = I, 2 , . . . ,  ~ ) .  

a 

Les fonctions wg (x, y) sont ind6pendantes de f(x,  y) et bien d6termin6es. Evidem- 

ment on peut choisir une fonction f(x,  y) continue et te|le que les conditions 
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(I47') ne seront pas satisfaites, de sorte que, pour  cette f onc t ion f (x , y ) ,  l 'dquation 

(I45) n ' admet t ra  pas de solutions. Mais quelle que soit f ( x ,  y) continu, l '4quation 

b 

(t48) u (x, y) -- f ( x ,  y) + e f u (t, x) 90 (t, x, y) dt, 
LI 
a 

cause de D ( e )~  o, admet t ra  une solution, qui est aussi une solution de (I45), 

ee qui est eontraire  ?L la conclusion obtenue. 

On voit que la supposition n 1 > n est inadmissible, done on' dolt  avoir  

nl = n. En  d 'autres  termes, si ). = e est une racine d'ordre k et d'indice n de 

l'6quation D ( - - Z ) =  o e t  si D ( e ) ~  o, Z "~ -- e ~ est une ratine d'ordre k et d'indiee 

n de l'6quation D1 (23) ~-o .  

Dans le m~me temps les dquations 
b 

u(x,y)  =-- -  e t u ( t , x  ) qo( t ,x ,y)dt  
t ]  
a 

et 
b 

(~, u) = e' ~ u (s, t) ~o (s, t, ~, u) ds d t  

fL 

et leurs assocides ont les nu)mes solutions fendamentales, done sent ~quivalentes. Mais  

les 6quations (I45) et (I48) ne le sent pas, car l 'dquation (I48) a dans le cas eon- 

sid~rd une seule solution, tandis  que l '~quation (I45) en a une infinit& 

Troisig~me eas: D(e)---o,  Dl(e ~) -~ o, e ~tant une valeur fixe de ).. Quand 

D ( - - e ) ~  o, nous arr ivons au premier  eas, par  suite nous supposerons encore que 

D ( - - e )  = o. 
Consid~rons d 'abord les ~quations homog~nes 

b 

(i 49) v (~, u) = ~ f ~ (x, u, t) v (y, t) d t, 
a. 

b 

(I49') v (x, u) = - ~ f ~ (% u, ,) ~ (y, ,) a,, 
a 

(I  50) 

b 

(~, u) = c ~ f q% (~, u, s, t )v  (s, t) 
a 

dsd t .  
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Supposons que ), = c soit une racine d'ordre k et d'indice n de D() . ) -  o 
et d 'ordre 1 et d'indice m de D ( - g ) - - o .  Alors, d'apr~s les remarques f a r e s  

au commencement  de ce num6ro, l '6quation (I5O) aura comme solutions fondamen- 

tales au moins n + m solutions 

(15I) Yh(X,y) (h=  I, 2 , . . . ,  ~) et v',(x,y) (g = I, 2 , . . . ,  m) 

des 6quations (I49) et (I49') respectivement.  

Elle ~n'en pent  avoir plus que ce nombre." En effet, supposons qu'au con- 

traire, outre les solutions (15 I), elle a encore une solution w(x, y), l in6airement 

ind6pendante de (15I), et  consid6rons les 6quations inhomogSnes (~48) et (I45). 

Pour  que ces 6quations aleut des solutions on dolt satisfaire aux conditions 

b 

( s2) ff(x,v) vh(x,y) dx dv - - o  (h - -  I ,  2,  
t 
(1 

�9 .~ • )  

pour l '6quation (I48) et aux conditions 

b 

(I53) fr(x,y)vh(x,y)dxdv=o ( h - I ,  2,. 
r 

b 

(153' )  fF(x,y)v'.(x,v)dxdv=o ( q =  x, z ,  
a 

.~ m ) ,  

b 

(153") f F(x, y)w (x, y) dx  dy = o, 
a 

b 

�9 "(x, y) -----f(x, y) + c ff(t, x) (t, x, v) dt, 
fI 

pour  l '6quation (145). 

Or les conditions (I53), ~ cause de (I49), se r6duisent aux conditions ( 1 5 2 ) ;  

les conditions (I53'), 's cause de (I49'), sont  satisfaites identiquement.  Enfin on 

pent  6crire 
b cf ~ ( t , x ,y )w(x ,y )dy  - - w  (t,x) + ~ (t, x), 

a 
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off ~ ( t , x ) ~ o ,  car w(x,y) n'est  pas une  solution de (149'), et  alors la condit ion 

(I53") se t ransforme en celle-ci: 

b 

(,54) f 
a 

En somme, nous avons les conditions (152) et (I54), qui sont n6cessaires et 

suffisantes pour que l '6quation (145) air des solutions. 

Prenons  main tenant  la suite 

v,(x, u), v~(x, v), . . . ,  vn (x,v), ~ (x,v). 

Par  un proc6d6 bien connu, on peut  6crire une a.utre suite de fonctions 

v': (x, y), v;' (x, y), . . . ,  v:: (x, y), tO' (x, V), 

qui seront  ol4hogonales et telles que, pour tout  h, v~ sera une combinaison 

liu6aire s coefficients constants  des fonctions v~ , . . . ,  vh et ~ ' (x ,  y) sera une com- 

binaision analogue de v~ . . . .  , v,, ~p. On voit tout  de suite que les conditions 

(152) sont  6quivalentes aux condit ions 

b 

f " 
(I55) f ( x , y )  vh(x,y) d x d v = o  (h -- I, 2, . . . ,  n) 

($ 

et la condition (i54) ,s celle-ci: 

b 

(i f f(x, ix, dx dr = o. 
a 

Remplaqons dans ces ~galit6s f ( x , y )  par f ( x , y )  + ~'(x,y): les conditions 

(155) seront toujours  satisfaRes, s cause de l 'or~hogonalitd de ~V' "~ v'[, . . . ,  v~, 

mais la condition (156) cesse d 'etre satisfaite, car 

b 

f ~' (x, y) ~' (x, y) 
a 

dx dy ~ o. 

Cela signifie que, apr~s ce remplacement,  l '6quation (148) aura encore des solutions, 

tandis que l '6quation (145) n'en aura plus. Mais cela est impossible, parce que, 
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comme nous savons, route solution de l'6quation (I48) est aussi une solution de 

l'6quation (145), quel que soit f (x ,y)  continu. 

Nous arrivons de cette mani~re ~ la conclusion que l'~quation (I5o) n'a pas 

de solutions lin6airement ind6pendantes des solutions des ~quations (149) et (149'). 

mani~re, en consid6rant les conditions de r6solubilit6 des De la m6me 

6quations 

et 

b 

u (x, y ) - -  f (x, y) + c f 90 (x, y, t) u (y, t) d t 
L 
a 

b 

u(x,y) = f (x , y )  + o f t)f(y, t)dt  
a 

b 

+ c * f  90 (x, 
a 

y, s, t) u (s, t) ds d t, 

on s'assurera que, pour ~ = c tel que D(c)-= o et D ( - - c ) - - o ,  l'6quation 

q~o (s, t, x, y) ds dt 

a pour solutions fondamentales l'ensemble des solutions fondamentales des 6qua- 

tions 
b 

a 

et 
b 

f 
a 

On voit done que, dans le cas eonsiddr~, les dquations homogOnes transgressives 
et de IS"edholm ne sont pas dquivale~ztes, l'6quation homog~ne de Fredholm ayant 

parmi ses solutions fondamentales des solutions autres que celles de l'dquation 

homog~ne transgressive. 

Les raisonnements pr6c6dents montrent aussi que les 6quations inhomog~nes 

trunsgressives et de Fredholm ne sont pas 6quivalentes, l'6quation inhomog~ne de 

Fredholm ayant pour solution g~n6rale 
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n m 

~,o (X, y) + F,  c~ ~ (x, y) + "2 c ~ v ~ (x, y), 
h : l  g=:l 

u 0 (x, y) ~t~nt une solution commune s cette dquation et ~ l'dquation inhomog~ne 

transgressive correspondante, tandis que cette derni~re dquation s la solution 

g~n~rale 

~0 (x, y) + F, cA ~,, (~, y)  
h = l  

En r~sum~, nous voyons que les ~quations transgressives et les gquations 

correspondantes de Fredholm ne sont pas toujours ~quivalentes et que, par conse- 

quent, la thdorie des premieres, comme nous l'avons affirmS, ne peut pas dtre 

enti~rement rdduite "~ la th~orie des ~quations de Fredholm. 

I4. D~veloppement des ~oyaux itg~'ds. Soient 

CI~ C~ (~3~ �9 �9 ' 

les racines de l'gquation D ( ) . ) : o  rangdes dans l'ordre 

modules. Soient 

( I  ST)  ~ h l  (X,  y ) ,  l th2  (X, y ) ,  . . . ,  Uh,,],  (X,  y ) ,  

(| S S) Yhl (X, y), Vh2 (X, y),  �9 � 9  Vh n h (X, y) 

les solutions fondamentales des dquations 

(~59) 

b 

a 

b 

(~ 60) v (~, y) = c,~ f ~ (~, y, t) v (y, t) d t 
a 

grandissant de leurs 

respectivement, de sorte que nh est l'indice de la racine ch. 

Supposons que les fonetions u et v dans les suites (157) et (~58) sont telles 

qu'il n'existe aucune combinaison lin~aire s coefficients constants des ua~ qui soit 

orthogonale ~ tous les vh~ et inversement. On salt qu'en s 'appuyant sur cette 

supposition on peut remplacer les suites (i57) et (158) par des nouvelles s~ries 
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(I6I) ih  l (x, y), Y~2 (x, ~]), . . . ,  Uh,tl/, (x, y), 

(I62) Vhi(3c, y), Vh2(X,y),  . . . ,  Vh,|h(X,y), 

qui repr~sentent  un syst~me bior thogonal  et normal, les Uh et Vh ~tant des 

combinaisons lindaires des uh et vh respectivement.  Done nous aurons 

(I63) 

b 

f 
( t  

I I pour k - - l ,  
Uhk (x, y) Vhz (x, y) dx  dy = | o pour k ~- I. 

Evidemment  Uh et Vh seront  toujours  les solutions des ~quations (159) 

et (10o). 

Supposons  que ce proc~d~ de biorthogonalisat ion soit possible et soit aecompli 

pour routes les suites (I57) et (158), e'est&-dire pour h - -  I, 2, 3 , . . .  Nous  savons 

que les solutions des ~quations analogues 'k (I59) et (I6O), appar tenant  aux racines 

ca et Cg diff~rentes, sont orthogonMes. De 1s et des relations (163) il est clair 

que les sfiries 

Uh,(x,y),  . . . ,  Uh,h(x,Y) ( h =  I, 2, 3, .. .) 

Vh,(x,y) ,  . . . ,  Vh,,h(x,y) ( h = I , 2 , 3 , . , . )  

forment  aussi un systbme biorthogonal  et normal. 

Pour  simplifier l '6eriture, nous numdroterons les fonetions de ees s6ries et 

les dcrirons eomme il suit: 

(164) 

(I65) 

~;, (x, y), u,(~, y ) ,  . . ,  

v, (x, y), v~(x, y), .., 

en Ies  rappor tan t  aux racines 
# t l  

respectivement,  

aurons done 

(I66) 

oh c', c", .. , c (n,) sont tous 6gals ~ cl, et ainsi de suite. 

b 

f 
f t  

uh (x, y) vk (~, ~) d x  d r  = ] ~ pour  h - k, 
[ o  pour h ~ k .  

Nous  
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Cela 6rant, prenons l '~quation 

b 

u(x, y)-- c f u(t,x)qp(t,x,y)dt, 
f t  

off c est une des rueines c', e", . . .  Elle est satisfaite par U(x, y) correspondant, 

de sorte que nous avons ident iquement  

b 

u(x,.) = f 
a 

U(t, x) q? (t, x, y) dt. 

De cette identitY, de proehe en proche, on d~duit 

b 

u (x, y) = e ~ f u(s, t) 
a 

qDo (s, t, x, y) ds d t, 

b 

a 

qDl (s, t ,x ,y)  ds dt, 

et ainsi de suite, g~ndralement 

(I67) 

De m~me 

(I68) 

b 

U(x,y) = c~+~ f 
a 

u (~, t) ~ (~, t, x, y) d .  d t. 

b 

V (x, y) = e k+2 f qDk (x, y, S, t) V(s, t) ds dr, 
a 

quel que soit k entier positif. 

Les fonctions ~0, ~ , . . . ,  qui entrent  dans les identit~s (I67) et (x68), sont 

les noyaux itgr~s de l 'dquation int~grale consid~r~e que nous avons d~js ren- 

contres dans le n ~ 2 et qui sont d~finis par les relations rScurrentes 

2 3 -  3298.  Acta mathematlca. 59. I m p r i m ~  le 6 ma i  1932. 
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b 

~9m(8, t,x, ?])= f ~9 (8, t,~)~9m--1 (t, O, X, y ) d t  

f l  

b 

-- J'q~m_~(s, t,o,~)q~ (o,~,y) dt 

[m = I, ~, 3 , . . . ;  qgo(s, t , x , y ) =  q~(s,t,x)q)(t,x,y)]. 

Nous pouvons maintenant  d~montrer  le th~or~me suivan~ qui est bien simple 

et qui nous sera utile: 

Th~or~me 10. S'il existe un ddveloppement de qgk(s, t, x ,y)  en une s~rie de 

U~(x,y) ou Vi(s,t) uniformdment convergente pour s, t , x , y  contenu.~ dans (a, b), il a 

la forme 

u, (~, y) v~ (,9, t) u, (~ y)_vAs,t) +... 
(169) qok (s, t, x, y) = (c~)l.+~ - - -  + (c,,)~+~ . 

En effet, supposons que q~k(s, t, x, y) soit ddveloppable en une sdrie 

~k (,% t, X, y) = AI (s, t) U1 (x, y) + A~ (s, t) U~ (x, y) -~ "" 

uniformdment  convergent~ pour  x, y contenus dans (a, b). Alors, en mulfipl iant  

les deux cbt~s de ce d~veloppement par  b~ (x, y) et en int~grant ensuite par  rap- 

port  '~ x et y entre les limites a et b, nous obtenons, s cause de (166) et (168), 

b 

f v~ (~, to) A,,(~, t I, q~k (,r t, X, y) Vh (x, y) dx  dy = (ci,;))~ i. = 
a 

d'ofi le d~veloppement (169). 

15. Propri~t~s des noyaux stoeastiques. Nous ne poursuivrons plus loin les 

propri~t~s des dquations int~grales transgressives, mais nous considgrerons encore 

le cas des noyaux q9 ( t ,x ,y)  repr~sentant  la loi diff~rentielle de probabilitds, 

introduite au n ~ 1. Nous  les appelons noyaux s toc~ t iques  et rappelons que 

q9 (t, x, y) dy  est la probabilitd des in~galit~s y < X < y + dy dans une dpreuve 

quelconque quand on salt que dans les deux ~preuves prdcddentes on a eu X---- t  

et X = x .  
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Nous supposons, comme toujours, que 9 (t, x, y) est une fonction continue 

pour t, x, y dans (a, b). Suivant sa nature mSme elle n'acquier~ jamais des 

wleurs ndgatives et, suivant le th6orSme d'addition des probabilit6s, 

b 

(,70) f qD(t,x,y)dy = I .  

a 

Les noyaux stocastiques ont des propridt6s int6ressantes et importantes pour 

la th6orie des probabilit6s. Nous allons en consid6rer les plus remarquables et 

les plus importantes.  

Th@oreme 11. L'dquation earactdristique 

( I 7 I )  D ( ~ )  = 0 

d'un noyau stoeastique 9 (t, x, y) a toujours la racine 

Xo~l 

et cette racine, ~ l'exeeption d'un cas ~T~cial, est simple. Ce cas special toujours 

s'exelue si ~ (t, x, y) ne s'annule pas pour t, x, y dans (a, b) ou s' annule pour un 

ensemble de valeurs de t, x, y de mesure nulle. Toutes les autres racines de (17 I) 

d6montrer de plusieurs maniSres que 

sont de module >= I. 

51ous pouvons 

de (I7,) . 

I ~ . 

g0 ~ - I  est une racine 

Nous avons les relations 

b 

*'(~x: tv)= Am *o (:: tv)-m f *.-i (oj tx)9(0, 
a 

x, v) dO 

I r a q i ,  2 , . . . ;  @~ ty) = qv(s' t' x)qv(t' x' Y)] 

E n  les int6grant par rapport ~ x, y entre a e~ b e~ en tenant compte de (17o), 

n o u s  a u r o n s  

b 

= y = 

a 
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off 
b 

, .  ,, f *- (:: ;) dx dy. 

On en  obtient;  de p roehe  en p roehe  

m !  m! 
Am-1 + ( m ~ - 2 i  i Am-'). . . . .  + ( - - I )  .... l m ! I)m ml ~ AI + ( -  o!' 

off l ' on  peu t  omme~t r e  l ' i nd i ea t i on  des . a r g u m e n t s  s, t, ear,  e o m m e  on void, qgm(s, t) 

son t  cons tan t s .  I1 s ' en su i t  que 

b 

_(_ . , , .~ -  (-~)'~ j" v),~xdu, " T,,i- -m! j ~.,(;,,t 
a 

AI A~ "., An, 
I . . . . .  + . . . . . .  + ( - - I )  m !  i 2 !  

d 'of i  

ea r  [voir la  fin d u n  ~ 8] 

A1 
D ( 1 ) = l i m  I - - - - +  

m ~  I 
A~ ,)m A::q 
2! . . . .  + ( -  m ! J  

= lira ( - -  I) m ~v..~ 
m-- |  m ! 

"- -0~  

done  en effet  

b 

a 

M ~  I~(t, x, Y)l, 

l im ~v-~ m ~  m ! - -  o .  

2 ~ . Cons id6rons  le d 6 t e r m i n a n t  .4 du n ~ 3. E n  a jou tan~  ~ sa p r e m i e r e  

eo lonnes  rou te s  les a u t r e s  e t  en  le d 6 v e l o p p a n t  ensu i t e  s u i v a n t  les 616ments de 

la  p r e m i e r e  eolonne ,  on  ob t i en t  

[ zJ --k,/~=l I - -  ~{~ ra=l~Pklm ,~r 

d'ofi ,  p o u r  n ~ oo, 
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donc 

b 

a 

/)(i)=o. 

d x  dy  

On peut encore prendre la relation 

5 

~,t *' , , ,  ,~1,)= ~, (,)~o (,, ,,x,~)§ ,.f~t~ ,~,, , 
a 

~(0, x, v)d0 

et l'int6grer par rapport '~ x, y de a s b. Alors, ~ cause de (17o), 

b 

a 

3 ~ Consid6rons une matrice carr6e 

(I72) 

a l l ,  t~12, . � 9  a l n  

a21~ a.22, . . . ,  a 2 n  

a n l ~  a n 2 ,  �9 � 9  ann 

qui a les propri6t6s suivantes: 

a) Tous l e s  aih ne sont pas n6gatifs. 

b) Quel que soit i=-  I, 2, . . . ,  n 

Z a4h ~--~- I .  

h = l  

c) Dan8 chaque eolonne il y a au moins un 616ment qui est diff6rent de z&'o. 

J 'ai  appel6 les matrices ayant ces propri6~ds matrices stoeastiques et j 'ai 

consid6r6 en d6tail les propri6tds de leurs z6ros dans un m6moire infitul6 Sur 

les zdros des matrices stoeastiques qui sera publi6 dans le Bulletin de l'Acaddmie 

des Sciences de I 'U.R.S .S . ,  1932, en russe. 

On salt que les z6ros de la magrice (I7e) ne Song pas autre chose que les 

racines de l'6quation 
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( i 7 3 )  a (z) - 

I - ' )~a n --%ai2 . . .  -- )~aln 

-- g a n l  -- , ~ a n 2  �9 �9 �9 I " g a n n  

= O ,  

dike l'4quation caract6ris~ique de la matrice (I72). 

Or, j 'ai d4montr4 dans ce m4moire que cette 6quation a toujours la racine 

~o = I e t  que eette racine est simple, si la matrice (172) n'a pas la forme 

a l l ,  . . . ~  a l k ~  a l , k + l  �9 � 9  a l ,  n 

. . . . . . . . . . . .  . o . 

a k l ,  �9 � 9  a k k ,  a k ,  k + l  �9 �9 .~ a k ,  n 

O~ ~ . . ,  O ,  a k + l , k + l ~  �9 �9 .~ a k + l , n  

O ,  . . .~ O~ a n ,  k + 1 ,  �9 �9 .~ a n ,  n 

ou ne peut  pas ~tre 6crite sous cette forme apr~s une permutation identique des lignes 

et des eolonnes, o~ les carr6s non vides peuvent avoir de nouveau cette forme sp[ciale, 

et que routes les autres raeines de (173) sont de module >>- I. 

Ce r4sultat reste valable pour l'4quation 

(z) : o 

qu'on obtient en 4galant s z6ro le determinant du n ~ 3, si l'on a l e  soin d'y 

prendre pour ~shk les quantit4s q~(~i, ~h, W) relies que 

k = l  

ce qu'on peut toujours faire au moyen du ~h6orbme de la moyenne du calcul 

in~4gral e~ de la relation (I7O) et ce qui ne change pas la limite de J(Z) et de 

ses mineurs des divers ordres e~, g4n4ra/emen~, tous nos r4sulta~s ob~enus plus 

hau~ pour l'6quation (I)i Donc, en allan% s la limite, on volt que les propri4tgs 

des racines de (I73) sont valables pour les raeines de l'4quation (17I). Sans doute, 

on pourrai~ les ddmontrer directement, mais, pour abrdger l'exposi~ion, nous nous 

appuierons i c i e t  plus loin sur Ies r6sultats du m4moire cit6. 

On voit maintenant, quel est le cas sp6cial dans lequel Z 0 = i n'es~ pas 

une racine simple de (t7x)'e~ qu'il ne peut avoir lieu, si ~0(t, x, y) ne s'annule 

que pour un ensemble de valeurs de  t, x, y de mesure nulle. 
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Nous supposerons que ~ (t, x, y) satisfait  s cette d.erni~re condition. Alors 

---- I e s t  une racine simple de (I7I). 

Thdor~me 12. Soient U.o(X , y) et Vo (x, y) les solutions des 6quations 

b 

74) u v) = f u (t, x) (t, x, v) d t, 
a 

b 

(175) v(x, y ) =  f qg(x, y, t)v(y, t )dt .  

(1 

Alors, 4 =  I 6taut une racine simple de (I7I) Uo(X,y ) est une fonetio~z qui ne 

change jamais  son signe dans (a, b) et v o (x, y) est une constante. 

On voit imm6diatement  que vo(x , y) est une constante, ear l '6quation (I75), 

~t cause de (17o), se v6rifie par v(x, y ) =  1 et, 4 o = I 6tant une racine simple de 

(171), toutes  les aut-res solutions de eerie 6quation sont des constantes multipli6es 

par I. 

La  constance du signe de u o (x, y) se d6duit du r6sultat  suivant du m6moire 

citd plus haut.  

Supposons que la mat~ice (172) a le zdro 4 o =  I simple. Alors les nomlv'es 

x~, x ~ , . . . ,  x~, repr6sentant une solution non nulle du systbme d'~quations lin6aires 

Xh = ~ Xg ag h 

g=l 

sont de mbme signe. 

Ce r6sultat  s '6tend imm6diatement  au syst~me 

( h ~  I, 2, . . . ,  n), 

UEt --  ~ ~ uh~ qgn~.l (k, l =  I ,  2, . . . ,  n) 

qu'on obtient  en posant  dans le syst~me (II) d u n  ~ 3 f k t = o ,  4 =  I et, comme 

plus haut,  (phk: = qg(~h, ~k, ~2t). Ensuite  on verra sans beaucoup de peine que la 

limite de la solution non nulle de ce syst~me est, "~ un fa~teur constant  pros, 

u o(x, y). Pa r  cons6quent, u 0(x, y) ne change jamais  son signe, done peut  toujours  

~tre pos6 6gal ~ une fonction positive que nous d6signerons par p(x ,  y). 
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Remarquons encore que p(x, y) est d~termind ~ un facteur constant pros, 

donc on peut toujours supposer que cette fonct.ion satisfait ~ la condition 

(I76) 

b 

f p(x,  y)dxdy---- I. 
IZ 

Th4or~me 13. Si 9~ (t, x, y) ne s'annule que pour un ensemble de valeurs de 

t, x, y de mesure nulle, l'6quation D ().)~ o ~'a qu'une seule racine de module i et 

cette racine est ~o ~ I. 

Nous nous appuierons de nouveau sur le m~moire citd. On y trouve dd- 

montrds les r~.sulCats suivants. 

I. Pour que ) . ~ -  I soit un zdro de (a matrice (x72) il faut  et il suffit 

qu'elle soit de la forme 

o ~  . . . ~  o a l , k q - l ~  � 9  a l , n  

O ,  . . . :  0 a k ,  k + l ,  . . . ,  a k ,  n 

a k + 1 , 1 ~  �9 �9 .~ a k + l , k  O~ . . .~ 0 

a n ,  l~  . � 9  a~l ,k  O ,  . . . ,  0 

ou puisse ~tre ramen6e h cette forme par une permutation identique des lig~es et des 

colonnes. 

Soit ensuite 

(I77) ahh --~- 0 (h ~ I ,  2 ,  . . . ,  ~ )  

et 

(I78) at,.q ~ o  routes les fois que a.qh # o. 

Alors on pent toujours trouver dans la matrice (172) des suites de la forme 

a q~ ,~o ,  a l , , h ,~o , . . . , ah~ .  1 .q~o 

que nous appelons cycles de l'indiee k. La matrice (I72) sera dite matrice cyeli- 

quement homdomorphique et de l'indice k, si les conditions (I77) et (178) sont satis- 

faites et si les indices de tous les cycles de la matrice (I72) 0nt pour plus 

grand diviseur commun le hombre k # I. Alors on a l e  th6or~me: 



Sur une classe d'6quations intdgrales lin6aires. 185 

II .  Pour que la matrice (172) ait comme zSros le8 racine8 complexes de l'unitd 

d'ordre k 

2 ~ +  2 l ~  2 ~  + 21re 
~ t ~ c o s  /~ + i s i n  -k--  ( l = o ,  I , . . . , k - - I ; k - ~ 2 ; ~ = o o u  I), 

il fau t  et il suffit qu'elle soit cycliquement homdomo~:phique et de l'indice k (pour ~ ~ o) 

ou 2 k ( p o u r  ~ = I). 

En s 'aidant  de ces deux propositions on verra aisdment que le th6or~me 13 

es~ juste. 

En rdsumant les r6sultats de ce num6ro, nous pouvons dire que le noyau 

stocastique ~v (t, x, y), qui ne s 'annule darts (a, b) que pour un ensemble de valeurs 

de t, x, y de mesure nulie, a une seule racine de module un, )~o = I, que cette 

racine est simple et que routes ses autres racines sont en valeur absolue plus 

grand que un. 

II s 'ensuit  que, si, p o u r  un k, on a l e  d6veloppement uniformgmen~ con- 

vergen~ 

~0~ (8, t, x,  .v) = u ,  (~, .v) v~ (~, t) ~ (x, v) r~ (8, t) 
(~,)~+~ + (c,,)~.+~ ~ , 

on aura 
c' = i;  I c(h) I > i (h = 2, 3, . . . ) .  

De plus, comme nous avons remarqu6 plus haut ,  on peut poser U~ (x, y)----p (x, y), 

off p (x, y) est une fonction qui n 'est  jamais n6gative eL telle que 

b 

f p (x, v) dx dV = i. 
a 

Quant  ~ V1 (x, y) nous savons que c'est une constante arbitraire que nous pouvons 

donc poser 6gal 's un. Par  cons6quen~, on peut ~crire 

(i79) 
oo 

~ ( 8 ,  t, x, v) = p (x, v) * y ,  r/h (x, y) vh (8, t) .  . (cthl)k+~ 
h = 2  

La s6rie (I79) converge 6videmmen~ pour route valeur plus grande de k 

et converge uniform6ment,  - -  on en conclu~ que, uniform6ment  dans (a, b), 

(I 8o) lim q~k (s, t, x, y ) = p  (x, y). 

C'est un  r6sul~at d 'une grande importance pour la th6orie des probabilit6s. 
2 4 - -  3298. A a a  mathematica. 59. I m p r i m 6  le 6 m a i  1932. 



186 V. Romanovsky. 

En 

on a eu 

et 

effet, dans le probl~me de probabilit~s, qui a ~t~ posd dans le n ~ I, 

b 

pk(x, y )= f pk--,(t, X) q~(t, X, y) dt 
( l  

b 

a 

off pk (X, y) et pk (x) sont les lois diff~rentielles de probabilit~s des valeurs x, y et 

x de X dans le chalnon de num~ro k et dans la k-i~,me ~preuve respectivement quand 

les r~sultats de routes les autres ~preuves sont inconnus. De la premiSre de ces 

dgalit~s, de proche en proche, on obtient 

b 

(~ s ~) pk§ (x, y) - f po(~, t) q~k (~, t, x, y) d~ dr. 
a 

Donc, ~ cause de (18o), 
b 

limpk+2 (X, y) = f po (s, t)p (x, y)ds 
a 

dt 

= p (x, y ) .  

La seconde des ~galit~s nous donne alors 

b 

lim pk (X) ~ -  f ~ (~, t) ~ (~ t, ~) ds d t. 
k ~ a v  

a 

Or p (x, y), satisfaisant '~ l'gquation intggrale 

b 

p(x, y)~ f p(t, ~)~(t, x, y)dt, 
f f  

ne d~pend pas de la loi initiale de probabilit6s po(x,Y) et nous voyons que, dans 

nos conditions, ]es lois finales de probabilitds pour les chalnons et pour les 

dpreuves quand les rdsultats des autres dpreuves sont inconnus sont inddpendantes 

de la loi initiale Po (x, y). 
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Remarquons encore deux rdsultats simples qui d6coulent de notre thdorie 

des noyaux stocastiques. 

Comme ]c(h) I > I pour h = 2, 3, . . . ,  on tire de l 'dquation 

b 

(x, y) = c(o) f 
a 

la conclusion immediate 

Uh (t, x) qD (t, x, y) dt  

( ,s2) f Uh(x, y ) d x d y  = 0 (h = 2, 3 . . . .  ). 

Enfin, en posant 

b 

.... j ' P o  (183) .,lh (s, t) Vh(s, t ) d s d t  ( h =  2, 3, . . . ) ,  

a 

on obtient s l 'aide du d6veloppement (I79) et de la relation (181), en y remplaqant 

k + 2 par k, 

(~ s4) p~ (x, y) = 1, (x, y) + y,  A,, (~))-'~ U~ (x, y). 
b = 2  

I6. l~xtension de~v r66~ltats prdcddents. Nous avons considdrd dans le n ~ I 

les chalnes de 5Iarkoff qu'on pent appeler biconnexes, car les probabilitds des 

valeurs diff6renfes de X darts une dpreuve quelconque ddpendent des valeurs de 

X dans les deux dpreuves pr~c~dentes. La  g~n4ralisation naturelle du problgme 

q u e  nous avons consid6r6 consiste '~ consid6rer les chalnes de Markoff multicon- 

nexes, ce qui conduit  aux 5quations int6grales de la forme suivant~ 

( I 8 5 )  

b 

~ ( ~  . . . .  , ~ . ) = f ( x , ,  . . . ,  ~,,) + ~.fu(t, ~,,..., ~_,)~(t, ~,,..., x,)dt, 
a 

(I 86) 

b 

u ( ~ , , . . . ,  ~,,)--~. f ~(t, x, . . . .  , x ,_ , )~  (t, ~, . . . .  , x,) dr, 
(z 

05 u ( x , , . . . ,  x,,) est une fonction inconnue s v variables, ~ un param~tre et 

f ( x j ,  . . . ,  x,) et 9~ (t, x l ,  . . . ,  x~), le noyau de ces ~quations, des fonetions donndes, 
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que nous supposerons continues pour t, x ~ , . . . ,  x~ contenus dans l'intervalle 

fini (a, b). 

Nous appelons ces ~quations dquat ions  in tdgra!es  l indaires  t ransgre s s i ve s  ~ 

var iables .  

Dans la th6orie des  dquations de Fredholm, comme duns celle des dquations 

consid~r~.s plus haut, le r61e fondamental est jou~ par les ddterminants de ces 

dquations, leurs mineurs, les relations fonctionnelles entre les mineurs de divers 

ordres, les relations entre les d~rivdes du ddterminant par rapport s Z et les 

mineurs et, enfin, par le thdorSme sur la possibilitd de former pour l'~quation 

homogbne des noyaux arbitraires 4quiwlents l'un ~ l'autre duns un certain sens 

(th~orSme 6, n ~ I I). Par  cette cause nous n'dtablirons dans le suivant pour les 

dquations (~85) et (~86) que ces points fondamentaux; le reste en ddcoule :tout 

fair comme pour les dquations d~js consid~r~es ou comme pour les ~quations 

de Fredholm. De plus, la th~orie des ~quations (~85) et (~86) est dans un tel 

degrd analogue s celle qui est exposde plus haut que nous pouvons abr~ger notre 

exposition et n'en d~crire que les points les plus importants. 

Comme point de d~par~ nous prendrons de nouveau le probl~me alg~brique 

correspondant et considdrons le systSme 

(I87) 

off 

~ k ~  . . . k .  : f k ~  . 

(~1, 

k, + Z ~ u ~ k  . . . .  k,_l~hk . . . .  k, 
h : l  

. . , k , ~ I ,  2, . . . , n ) ,  

Ukl...kv ~ U(Xlkl, �9 �9 .~ X ~ , k v ) ,  

U h k  . . . .  k , _ _  1 = U ( t k ,  X l k , ,  � 9  *, X~'--l,k,.__i), 

e t c . ,  

X~o, X~l, �9 .., x~ (1--~ I, 2, . . . ,  u); to, tl, . . . ,  t~ (Xlo-~  a, x l n :  b, t o : a ,  t n : b )  dtant les 

points d'une subdivision ~quidistante de l'intervalle (a, b) telle que 

~ xu  - -  xt, i -1  ~ tt - -  t i - i  

e t  
X l i~ - -x2 i  . . . . .  X , i ~ t i  pour i-~-o, I , . . . ,  n. 

Nous pouvons encore ~crire (187) sous la forme 

(I 87') uq -~  f q +  Z~ ~ upapq, 

P 



en  p o s a n t  

 omme  

(I88) 

( I88 ' )  apq 
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q : k i  . . .  k , ,  P - = l l  . . .  1,, 

pour  r ou t e s  les n" vuleurs  de p ,  si nous  e o n v e n o n s  que 

avq = ~l,k .... k, p o u r  l~ =/61  . . . .  , l, : k , - - l ,  

: 0  p o u r  1 2 ~ k i ,  ou 1 s ~ k , , . . . ,  ou l , r  

N o u s  d i rons  que duns le cas (I88) les indices  p e t  q song c o n g r u e n t s  e t  qu ' i l s  

song i n c o n g r u e n t s  d~ns le cas (I88 ') .  I1 es t  c o m m o d e ,  c o m m e  on cons tu t e ru  plus  

loin,  d 'dcr i re  le g r o u p e  k~k.2 . . ,  k,  soit  duns  l s  f o r m e  k l k '  1 soi t  duns  la  f o r m e  

k' , /~,  en posun t  k ' l - - k ~ k a . . ,  k~ e t  )b'~----k i k ~ . . .  ~ , - I .  N o u s  6cr i rons  

(189) 
l ' l  : k ' ,  si l~ : ]el, 13 : ]c2, . . . ,  l~ : k , -1 ;  

1'1 ~ k', si 12 ~ / %  ou l s ~ k~, . . . ,  ou  l, ~ k,-1. 

Alors  les cond i t ions  (188) e t  0 8 8 ' )  p e u v e n t  s 'dcr i re  e o m m e  il sui t  

/ fh~ ' ,k ,  p o u r  l' 1 = k ' , ,  
(I90) a~G Ik'.k. = 

[ 0 p o u r  l '  1 • k',,. 

On vo i t  que les cond i t ions  (I89) song les cond i t ions  de  c o n g r u e n c e  e t  d ' incon-  

g r u e n c e  des indices  mu l t i p l e s  /1 l ~ . . .  l, e t  k l k ~ . . ,  k , .  

Cons id6rons  m M n t e n a n t  le d g t e r m i n u n t  

( I 9 I )  A :  lepq- i~az, I 

du sys t~me  (187), en  p o s i n g  epq = I s i p  e t  q song iden t iques  e t  %q = o s ' i ls  ne  , 

le song pus. 

Le  d d v e l o p p e m e n t  de d seru, e o m m e  t o u j o u r s ,  

( I92)  J = I  - -  - - ~  D + ~--_~ ~ D . . . .  
I P i  p,, p~ \ P l ,  P2 / 

eg, p o u r  t r o u v e r  sa l imi te  q u a n d  n ~ ~ ,  on do i t  t r o u v e r  les l imi tes  des s o m m e s  

(,93) v 
p . . . . . .  . ~  \ P l ,  ", P , . I  
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(I94) 
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�9 I 
p ~ = k l i k 2 i . . ,  k , , i=kl ik ' l i :=k' , . ik , . i ,  

et la somme doit ~tre prise pour chaque pi, en donnant "s chacun des indices 

kli, k2 i , . . . . , k , . i  les valeurs 1 , 2 , . . . , n .  

Comme plus haut on peuL sdparer dans la somme (I93) sa pattie prineipale 

qui consiste de la somme des ddterminanLs (I94) ddpendant de m indices variant 

ind@endumment. La limite de la pattie principale de (I93) est un hombre ddfini 

diffdrenL en g~n5ral de zdro et la limite de la somme de tousles autres membres 

est dgale '~ z6ro. 

Pour que (I94) ne soit pus idenLiquement nul il faut que duns chaque ligne 

et duns chaque colonne se trouve au moins une paire d'indices congruents. 

Le plus grand hombres des k;h ( / = I ,  2, . . . ,  v; h - I ,  2, . . . ,  m) variant inddpen- 

damment pour lequel eela se vdrifie est m. On peut le voir de la mani~re 

suivante. 

Un membre quelconque du d6terminant (I94) cst, sauf le signe, 

(195) ap, p', ap2p'... �9 �9 . ap,,v'rn, 

Off p / ,  p~', . . . ,  p'm esL une permutation des indices Pl, P~, , �9 �9 pro. Ces indices, 

pf et p';, se partagent dans des groupes cyeliques, t~ls, par exemple, que pa Ps, 

PsPs,  P~Pl, si l'on permute eonvenablement les facteurs de (195). Voyons 

quelles conditions doivent 6tre satisfaRes pour que chacun de ces cycles contienne 

le plus grand nombre d'indices kin ind6pendants et (I95) ne soil pus z6ro, 

c'est-?~-dire que LouSes ses paire~ d'indices soient congruentes. 

Commengons par le eas le plus simple: par un cycle tel que PlP~. On volt 

imm6diatement que pa n'est congruent ~ lui m6me que quand il consisLe de 

indices simples idenLiques, c'est-~-dire quand il est de lu forme p~--k~ k~ . . .  k~. 

Prenons ensuite le cycle p~p~,p~pt.  On v~rifie que p~p~ et p~p~ sont con- 

gruents en m~me temps quand 

P l = k l k ~ k ~ k ~ . . .  eL p~=:k_ok~k~k~... 

et duns ce cas seulement, si l'on s'efforce de conserver le plus grand nombre des 

indices kin inddpendants. 
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G6n6rMement, le cycle PtP~, PsPa , . . . ,  P, Pi ne sera compos6 de pMres con- 

gruentes et ne contiendra le plus grand hombre d'indices ind6pendants simples 

que quand on aura 

P l  = / q  k~ . . . k ,  k,/c~ . .  k~ . . . . .  

p ~  = k,2  . �9 �9 k ,  kl ks . �9 �9 k ~  l q  . . . ,  

(I96) . . . . . . . . . . . . . .  

p~ = k~ ~, . . .  g~_~ ~ k, . . .  ~,,-1 . . . .  

Nous 6crirons ces 6gMit6s et leurs analogues sous la forme abr6g6e 

0 9 7 )  ~01 : (k l  ~2 ' ' "  ~/~), ~02 ~---- (]~2 �9 �9 �9 ~ .  ~1), " " ", P .  = (klu)~I �9 " " ]C/x--l), 

en indiquant dans les parenthgses les cycles dont consistent les indices multiples 

Pl, P~, �9 �9 P~. 
On volt par ce rMsonnement que (i95) ne peut pas contenir plus que m 

indices kih ind@endants g condition de ne pas &re identique g zdro. De 

plus, on volt que le d~veloppement du d~terminant (I94) ne peut avoir qu'un 

seul membre diffdrent de z&o et contenant m indices kih inddpendants. Cela 

d~coule de ce qu'un indice p~ ne peut ~tre congruent qu'g un indice qui le suit 

dans un cycle d~fini. 

D~finissons maintenant l'0p~ration C comme il suit�9 On prend un membre 

quelconque 

+_ (kl ko~)(k~ k ~ ) . . .  (k~ kom) (I98) 

du d&erminant  

\ k  i, k 2, ., km 

et on l'arrange suivant ses cycles 

k l  ]C1 ~1 k 2 ' ' *  k l  km ] 

k. kl k2.k2. . .k~ k.~] 

( I98 ' )  

+_ (~, ko, ) . . .  (~,~ ~ ) =  +_ (~; k,;)(k; k ; ) . . .  (k'  < )  

. . . . . .  . ok" k"~ ( <  k,)(k, ks) , . .  ,, 

Alors l'op6ration C, appliqu~e g ce membre, consistera, par d6finition, dans 

l'assoeiation h ce membre du hombre 
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ap'~p%, ap%.p':~ . . .  ( lp 'p~p'a 

(Ip"~p"~ a p ' , 2 p  % . . . a p " t , ~ p "  ~ 

pr i s  avec  le s i gne  du  m e , n b r e  (~98) e t  c o n t e n a n t  les ind ices  

r t 

p, = (kl k: . . .  ~;,,), 

p; = (k; . . .  ~i,, k;) ,  

p;,= (k; ~,', . . .  ~ , ; , _~ ) ;  

~ = ( ~ ; ' . . .  ~,, ~,;), 

" (k" k" 

etc.  

E v i d e m m e n t  (2oo) es t  ~gal  ~ 

(~oo')  
-t- ~ , 'k '~: '~ . .  k '  ' _. . . /,,)~V(k',...k'~, r,) . . .  ~O-k'~, k .. . .  r e , _  ~" 

�9 ] ~ r t  , A F  . r f  �9 ~ 9 ( k ' x k " 2 . . .  , , ) ~ ( k % . . . k " l ~  k"x ) �9 . . ~D k l~  k . . . .  1:."~__1) 

(k '~k '~ . . .  k',,), ( k ' 2 k ' s . . .  k',,k'~) etc.  d d s i g n a n t  iei les i nd i ces  (~+  1)-iples f o r m , s  

avec  les cyc les  k'~ k'~ k' . . .  t,, etc. ,  de so r t e  que  

(k'l k'2 �9 . �9 k't~,) = k ' l  k'2 �9 �9 �9 k'~, k ' ,  k'~ . . . ]"t~. �9 �9 �9 

etc. ,  la  p a r t i e  d r o i t e  e o n s i s t a n t  de  ~ + i  i n d i c e s  s imples .  

D ~ s i g n o n s  m a i n t e n a n t  p a r  

L ~kl, ., km 

la  s o m m e  des  quant i~ds  (2oo')  o b t e n u e s  a u  m o y e n  de  t o u s l e s  m e m b r e s  d u  ddve- 

l o p p e m e n t  d u  d ~ t e r m i n a n t  ( i99)  p a r  a p p l i c a t i o n  de l ' o p ~ r a t i o n  C ,L c h a c u n  d ' eux .  

A l o r s  il es t  c la i re  q u ' o n  p e u t  dcr i re  
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Sur une elasse d'~quations int~grales lin~aires. 

A~ - l i m ~ m  ~ D(p l ' ' ' ' ' p~ )  
n ~ |  ~Pl, ., pmI 

Px . . . . .  Pm 

n [ 1~1, . . . ,  ~ : ) ]  
= lira ~ C A ~kl, ., ~ 

n ~  k~, . . . .  k m =  l 

b 

=fd(x"'"'*m)a.i ...a37;~, 
\ X l ~  .~ X m l  

a 

, ~ ( X l ' ' " , X m ) = C [ A ( X i , * " , x m ) ]  

~ X l ,  .~ X m l  \ X l ,  ., Xta " 

Par exemple, pour v=4,  re=I ,  2, 3: 

A (x~) = C[A (X~)l = qv(x. x~, x .  x~, x,); 
X 1 X 1 

(" ")= (" ")1 = , ( -  ( -  - ,  - ( -  - ,  (--,, \X D X, 2 \Xl~ X$ 

= ~(x, ,  . , ,  < ,  x,, x , ) ~ ( . , ,  x,, x,,  x,,  . ,)  

- -  ~9(Xl, X2, Xl, X2, Xl) ~(X2, Xl, X2, Xl, X2) ; 

. . . ) ]  
~ X  1, X2, X 3 \ X l ,  X2, X 3 

= ~ [(-1 xl)(*~ *~)(x3 *2) - (*, x,) (.~ 3?8) (3?3 *~) 

+ (*1 *`2)(*`2 *8) (*8 371) - (-1 *`2) (37~ -1)(x~ xO 

21- ( '1 *3)( '3  *`2)(X`2 Xl) - -  (X 1 X3)(X 3 "1)(X`2 3?`2)] 

= ~0(*1, 371, Xl, Xl, "1)~0(X`2, X`2, "2, "2, X2)~9('3, X3, 3?3' *3' X3) 

- -  ~9(Xl, *I, "1, Xl, Xl)~0('2, X3, 3?'2, *3,  X3) ~ ( X 3 ,  *`2, X3'  X`2, X3) 

-~ ~)(Xl, X2, X3, *1, *`2)~0(9/~`2, X3, Xl, X2, X3)(p(*3, *1, X`2, X3, Xl) 

- -  ~9('1, *2, Xl, X`2, Xl) ~9(X`2 , Xl, *`2, Xl' X`2) ~[9(X3' 3?3' *3' "3' X3) 

+ ~ ( < ,  x3, 3?`2,-1,-3) ~(-3,  *,, x .  *3, x`2)~(~, x,, *3, x~, 371) 

- -  ~9 (Xl' 3?8' "1, "2' Xl) ~[9 (*3' Xl' X3' 371' X3) ~9(37`2, *2' X2, X`2, 3?2)" 
Aata m a th ~a t i ea .  59. Imprim6 le 6 mai 1932. 
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Revenons au d6veloppement (I92). On obt ient  ~ l 'aide de (20I) 

(203) 20 (~) ---- lim J - - - - =  i - -  - A 1 + - -  A~ . . . .  
n ~  I I �9 2 

et  on ddmontre  uisdment que lu s6rie s droi te  reprdsen~e une fonct ion entibre 

de ~. 

Envisugeons main tenan t  le syst~me (I87). Sa solution peut  ~tre raise duns 

la forme 

$tir . . . .  lq ~ -  Up = ~ Z , f f  pq f q 

Pq 

" "Jk t . . . k ,  rik~.. . l% ..jk 

( 2 0 4 )  

+ ~ Jk, . .k, . I t ,  t" . . . .  k,_~fi ,  k . . . .  ~-~_~ 

I t =  1 

+ ~ Jkx . . .k ,  l l,~k ... .  k,._2fi,~,k . . . .  k,--2 
11,/~=1 

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

n 

- Z + j J k  . . . .  k~.~l . . .  1 , ._~k, f~  . . . .  t~._~k, 
11, T 

. . . ,  t~,__l~. 1 

+ - ~  J ~ .  . . . .  k~,!l . . . .  1~.~.5 . . . .  ~., 

l~, . . . Lv ~ l 

off ~ '  d6signe que duns chaque sommation on exclue les membres d6j~ contenus 

duns les sommes pr6c6dentes,  y inclus l e p r e m i e r  membre 

I 

zik .... k, I k .... k,, Jk  .... k,.It,~.., k,, etc. d6signant  les mineurs  d e  ~t. 

Supposons qu.e D(~) # o. 

P a r  un ra isonnement  tou t  ~ fair  pureil ~ celui qu! nous u condui t  ~ (2oi) 

et  (uo2), on 6tablit  les limites suivuntes: 
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z / / k w . . ,  k , .  ik~ . .  �9 k , ,  

l i m  ,4  f i  . . . .  k, - -  f ( x l ,  �9 �9  X,,); 

b 

I , f l i ra  d ~-a l i e  . . . .  *,i, ,k . . . .  Ir  . . . .  1%_1---it f ( t l ,  X,,  . .  �9 , x , - 1 )  9 ( t l ,  x l , . . . ,  x , ) d t ,  

l im ~I ~ ' J k  .... a',it, l,k . . . .  a',, .2,/5,',k . . . .  ~" . . . .  
I t ,  12 

= z' f f ( t , ,  t2, 

(2o5) e tc . ,  

x . , . . . ,  x,.-2)qD(t,, t~, x , ,  . . ., x , . _ , ) 9 9 ( t 2 ,  a q ,  . . ., x , , ) d t ,  t i t 2 ,  

l im  I Z t "~kl  k~,]lll . . . .  / , v - - 1  k l  f i l  / . . . .  I ~ . - - l l , ' t -  

l D  . . . ,  l ~ - -  I 

b 

-- z ' - '  f f ( t .  .. 
a 

I 
l i ra  

I i ,  . . . ,  l~, 

off 

(206) 

., t , _ , ,  x , ) 9 ( t ,  . . . .  , t , _ , ,  x , ,  x ~ ) 9 ( t , , . . . ,  t , _ ~ ,  x , ,  x ~ , x ~ ) .  . . . 

�9 q D ( t , - 1 ,  x j ,  . . . ,  x , ) d t l  . . .  d t , - - - 1 ,  

~-a' ate . . . .  ~',,l . . . .  q , f ,  . . . .  t~ 

- - Z '  . , t , ) d t ~ . . . d t ,  

b 

f D(x,,...,*,. \ t t ,  . ,  t :  

1)(z) 
a 

it) f ( t . . .  

x~ . . . .  , x .  ( _ ~ ) ~  q~,~ , 
D t~, ., t , '  ~ = m !  \x~,  . . , x ,  

m = 0  

(207) 

b 

. . . .  ( _ i , . _ l . f t ,  ,~ 
\ X  D .~ X ~  X 1 . . .  X~, 01 ,  . ,  Om 

a 

(208) 

e t  

X 1 . . . X ~ ,  

(ore) )1 ~j 0 , , . . . ,  = t l . . .  t,. C A t , , 0 1 , . .  0,~ 

0,, ., 0m X~ X. ~X~, 0 .  ., 0m 

t I �9 �9 �9 t l .  

X 1 . . . X ~  

o, 
~x~, O .  ., 0.~ J 
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ddsigne la 

ment  du d6terminant  

(2o9) A 

pris avec son signe, l 'op6ration 

d6finie comme il suit. 

Soient 

somme qu'on obtient en appliquant ~ chaque membre du d6veloppe- 

( t,, 01, . .. ,  0~) , 

xl, 01, ., 0~ 

C, 
X 1 . . . X ~  

A' = _+ (C x~)(010~) (0~ 0~)(03 01) . . . .  

A t ' =  +_ {t, 01) {0102) {0 lx l ) (~803)  �9 �9 �9 

des membres quelconques du d6veloppement du d6terminant  (2o9). Alors 

C[A'] ---- ( - - i )  , - l  [ •  ~o(t~, t~ , . . . ,  t,, x~)q~(&,..., t~, xl, x~) . . .  9 ( t , , x , . . .  x~). 
X 1 . . . X ~  

�9 ~(el ,  e~, 08, o1, o~, o ~ , . . . ) ~ ( o ~ ,  08, ol, o.~, o~, & . . . ) ~ ( o 3 ,  e ,  03, 08, o ,  o., . . . .  ) 

t l . . .  t~ C[A"] = ( -  i) '-~ [+_ cp{t~, t~ , . . . ,  t,, O,)9(t ~, t~ , . . . ,  t,, 01, O~)- 
X 1 . . .  X~ 

�9 q % ,  t~ . . . .  , c ,  ol, o~, & ) q ~ ( & , . . . ,  t,, ol, o~, x , ,  x ~ ) . . .  9(o.~, x , ,  x~ . . . .  , x~)-  

�9 ~(o3, o3, o 3 , . . . ) . . . ] .  

Cette d6finition de l 'op6ration consid6r6e d6coule du fair que, par exemple, 

les seuls membres non ident iquement  nuls dans le d6veloppement du d6terminant  

.D (q, , ' ,  . . ., r,~) 
~ p ,  r l ,  ., rm 

m = > , , -  I) 

sont ceux qui cont iennent  des quasi cycles 

(q,"l) ( ,"1/~) �9 �9 �9 (r'~p) 

avec a _>-- v - -  I, et de la condition qu'on consid~re seulement ceux des d6terminants 

~2D} r I } .~ 
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qui d~pendent du plus grand hombre possible d'indices inddpend~.nts, les indices 

p ef~ q 6tan~ supposes fixes. 

Remarquons que le mineur (2O6) s 'obtient comme la limif, e du d6veloppemen~ 

Jpq:~(~ [aqp -- ~- ~r, ~ �9 "D (qP: rlr') -t- !)'!)~r,~r,'D (q-p: r'' :'C) r,, "" "]' 

divis6 par (~d)"; ce d6veloppemenl;, pour k2 # 11, /ca # l~ . . . .  , k, ~ 1,,-l, com- 

mence par le membre 

( ) ( -  ~)"-1(,_ i) ~ D q,, ' , . . . ,r._l 
�9 I p ~  r l~ P,~-.-l l 

h �9 � 9  * - - 1  "~  

t o u s l e s  membres pr&c~denl;s ~tant n~cessairement nuls. 

On d~montre ais~ment que (206) repr&sente une foncl;ion enti~re en ;( pour 

x I . . . .  , x,., tl, . . . ,  t, contenus duns (a, b). 

Les quanl;it~s A,~, q),~ el; le mineur  (2o6) satisfon~ aux relations 

(2  1 O) 

b 

 . l=AiAm-mio. l X',xl 
a 

(2II) q),~ tl . . . . .  t~ __ A m q ) o  
~X 1~ .~ X~ \ X  1~ .~ Xv 

_ m  f w(t l ,  . . . ,  t,, O) o , , _ l  ( t~ . . . .  t,,, O ) 
\X D �9 .~ Xv--l~ X~, 

dO 

\ X l ~  .; :}C~, 

\ 0 ~  Xl~  . . . ,  X ,v . - - l]  

qp(O, xl  . . . . .  x,) dO, 

(212) q)o : ~( t ,  . . . .  , t,, x , )~( t~  . . . .  , t , ,  xl ,  x~) . . . r x,, ..., x,); 
.~ X ~  
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2 1 2 )  

X , . . . ,  X ~  

D ti  ' . ,  t ,  i 

b 

f (o,~,,...,x,-,~)~o,x,,.. x,),o + )~ D tt,  t ,  . . . .  , t , ,  "' 
a 

- - .  ~,) .>o f',,.,,, . . . .  . '"), . .  

IJ 

+ ,. f ,  (,,,..., ,; , ,,,)(-,,..,., ., ,,,_,, ; ) , , . , , . ,  
a 

Au moyen des relations (212) on d6montre que l '~quation (185) a une seule 

solution continue, donn6e par la formule 

b 

u(x ,  . . . .  , x , ) -  f ( x , ,  . . ,  x,) + z f f ( t , , x ,  . . . ,  x , _ , ) ~ ( t , , x , , . . . ,  x , ) d t ,  
($ 

b 

+ ) ~ f f ( t  t~ ,x~ , . ,  x,._2)qD(tl, t , , x l , . ,  x,._l)qp(t2, x l , . .  x , ) d t i d t ~  
a 

( 2 1 3 )  

si 

4- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

b 

+ ~, i j>(,,,  
t2 

b 

+ z,, f f ( t , , . .  
a 

., t , - , ,  x,) ~ ( t , , . . . ,  t , . - - l ,  x , ,  x ~ )  . . . ~ ( t , , - 1 ,  x i  . . . .  , x , . )  d t l  . . . d t ,  a -  

D(X,, . . . , x ,  z) 
tl, ., t, d t l .  . . dt ,  , ., t~) D (~) 

D (z) ~ o. 

Pour d6terminer les mineurs de l '6quation (185)d 'ordres sup6rieurs nous 

introduirons des notations simplifi~es, et nomm~ment  nous d~signerons les ensembles 

de variables tels que 

X i l ,  X i 2 , . . . ,  X i ~  O U  thl, t a 2 , . . . ,  th, 
par 

Xi ou T,,. 
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Alors,  en cons id4ran t  la l imi te  du  d6ve loppemen t  
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oo 

m! ~.] D 
W+--O r l ,  . . . ,  t ' t? 1 

ql, �9 . . ,  q~, r l ,  . .  ' ,  rm~ 
! Pl, ", PlY, rl,  ., rm 

d 'un  m i n e u r  d 'o rd re  n - - #  du  d 4 t e r m i n a n t  A, off p~ et  q; sont  les indices  mul t ip les  

k i i , . . . ,  k,.i et  l l i , . . . ,  l , i  tels que l , i r  ( i =  I, 2 , . . . ,  !t), on  pa rv i en t  aux 

r6sul t~ts  su ivants  : 

(2 1 4) 

l im J v , , { i l . . . : p , % _  D ( X I ,  . . . ,  Xl, ).) 
,,~ ~ (). d) ~'' T. ., L , '  

( 
m ! X1, 

W 2 = 0  

.,T,q 
. ,  X~,] ' 

(2,5) ~ X , ,  ., X t, 

off 

(~i6) 

b 1 j(0,, 0.) 
"'" ~ " ' dO~.. dora, 

X1 01, ., Om " 
a 

(o,,..,oo) o,)] 
X1 X~, J 0~, .,Ore = 7 ' 1 " ' ' T ' ( ' +  A h,., t2,.,. . . . . . .  

X 1 X t t  ~ X l l  , x 2 1  , . ,  X / ~ l ,  0 1 ,  . ,  Om ' 

l ' op6ra t ion  T~ . . .  I'~+ C 4rant  appl iqu6e s tous  les membres  du d4ve loppemen t  du  
X1 X~+ 

d & e r m i n a n t  plac6 sous le s igne de cet te  op4ra t ion  et  su ivan t  une  rbgle qui  es t  

c laire  de l ' exemple  su ivant :  

Tt . . .  T~  
x ,  x .  c[.+ ( h , , , )  (t+,~,)(t~, O(o1%) (o,~,t) (o~o:,) (o,%) (%o~)...] 

= (--I)(,---l)re [-+ 09 (tit , t,12 . . . . .  tl ,., Xit) 99 (tl+ . . . .  , tx ~, Xlt , XlZ) �9 �9 �9 ~0 (tx v, Xt 1 , ' '  ', Xl ,,). 

�9 ~ (t~,, t , , . . . ,  t~,., x~,) ~ (t,2,..., t~,., x~,, x~,). . .  ~o (t~,., x~,, . . . ,  x~,). 

�9 9 (tin, ts~_,...,.t3,, O,) ~ ( t ~ , . . . ,  t:,,., O,, 02) 9 (t3s, . . ,  t3,,, el, O,, z , , ) . . .  9 (O,, z2,, �9 �9 x2,) .  

�9 +o (o., 08, o, , . . . ,  o~) +o (o,, %, o,, %, . . . )  ~o (%, o,, %, o , , . . . ) . . . ] .  
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On peug derire (216) eomme il suit: 

oo)= 
X1 2i~ 0 .  ., 0,, 

t 4 �9 ~ t 2 , , . . . ,  t/,, ti+l.,,  . . . ,  t~,, 01 , . . . ,  
C , - : I ) i - l ( t l * x i l ' A \ x l ,  ' ., ,, ., 

- -  X 1 Xl$ xi--i, Xi+l, ~, ,, X#, ,  01, Om 
i=l 

-~( t ,o~)_~ o~, t , ,  ...,t,,,, o,,...,o~_~,o~+,,...,oo 
h = l  ' \ X l l ,  Z2v, ., X/~qo, 01, ., Oh--l; Oh+l, ., Om 

d'ofi, en ~enant compte de (215), on obtient 

I Tl~ �9 

(217) " 

., X #  = i=lZ ( -  I ) i - 1  ~ 0  X i  ~)m X1 ' ., X i - 1 ,  Xi+l ,  ., Xl~ 

b 

- -  m f ~ ( t i n  �9 �9 
a 

"' X j  " X ~ , .  . , X ~  

Pareillement on ~rouve: 

(217') 
b 

-mfo.l(o: 
a 

r• ; T~,..., T~) 
X l l  , �9 Xl,,--1; X 2 ,  ., X #  ~o (0, Xl l  , . . 

�9 , x l , )  de.  

De ees deux relations on obtient les relations fonetionnelles pour les mi- 

neurs (214): 

(218) 

D ~TI,[XI"'"X"Iz., T~ =Z(--I)i- lq)~ X i  ~T~, ., Ti ,  r/+l,  ., T, 

b 

q- /1, 9o(tH,..., tl,,0) D tl~, . . . ,  t,~, 0; T2, ., T, 
a 

" (T,)gIX~, . .  ,x,, x,§ 
~--- Z (-- I)i--1 (100 X 1 ~T1, . , T i - I ,  Ti+I, 

i ~ l  
b 

a 

�9  X~ ) 
. . ,T~ Iz 

~0 (0, X l D . . . , X l ~ , ) d O .  



A n  

pour la d~rivde D'(~): 
b / (x1). 1 - 1/(~) - - -  A,D(~) + ~ D XI 

n 

(9. I9) 
(d X 1 --~ dWll d x l ,  . . . dXl,). 
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moyen de la relation (2xo) on trouve faci lement rexpression suivante 

En g~n~ral, en par tan t  de la relation �9 

z~IXl' " ' ") X)~4''I = C[AIXl' "" "'Z'IAIXk+I .... ,Xk..[-m 1 
~ X  1' . ,  O~m-Fk/ ~ X l ,  . ,  X k ]  ~ X k T 1 ,  . ,  X k + m ]  

- S~ y ,  A x~, . . . ,  x ~ - ~ ,  ~ A x,,, x~+~, . . . ,  x~+.. 
f~=k+l ~Xl '  . , .Xk--1,  Xi,] ~Xk, Xk+l ,  ., Xk+m] 

+ ( - i )  ~ A '"  A ' " '  , 
tz, ~>tl .... .  ik>ik__ 1 l ") Xtk \ X l )  .~ Xk) Xk-~l) .) Xk+m 

on obtient, en effectuant l 'op6rution C et en int6grant  ensuite le r6sultat par 

rapport  s x l , . . . ,  x~+~ entre les limites a et b, 

b 

a 

b 

/ + ( - i )  k i n ( m - l ) .  . ( m - k + 1 )  @~-k vl, , uk 
a 

off 

De lh 

(220) 

Uh -~  xh, yh, xh,  yh, �9 �9 .; d U^ ~ d x h  d y h  

b / (" ( - , )*  D(*> (Z) = Ak D (Z) + ~ A ~ ,  Z D U ,  

a 

§ �9 .. 

b 

+ (- i),~ xk f 
a 

d UI �9 

(h=: I ,  2 ,  . 

D ( UIuI, . . . .  "; Vkvk Z ) d  U 1 . 

. d U ~ ,  

. ,  ~ ) .  

�9 d U k .  

Enfin on peut d6montrer le th6or6me suivant:  
2 6 -  3298. Ac2~ mathemat/ca. 59. Imprim6 le 7 mai 1932. 
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Th~ior~me 14. Toute solution de l'~quation 

221)  

b 

U ( X l ,  . . . , X.) = z f ,  ( , ,  =,,. . . . .  X~. - -1)  (]9 ( t ,  Xl, . . . ,  X,) d t  

f l  

est une solution de l'~quation 

( 2 2 2 )  

o~ 

( 2 2 3 )  

b 

, ,  ( = , , . . . ,  x , )  - -  z. f .  ( , , ,  . .  
a 

., t,) o~ ( t , , . . . ,  t,, = , , . . . ,  x , )  d r , . . ,  d r , ,  

~, (t, . . . .  , t,, =, ,  . . . ,  x , )  - -  ~o ( t , , . . . ,  t,, =,)  qo ( t , , . . . ,  t,, x , ,  = , ) . . .  ~ (t,, ~ , , . . . ,  x , )  

- ~0 ( t ,  . . . ,  t , ,  x~ . . . .  , x , )  

b 

+ zf~(t,,.. 
a 

., t , , e ) ~ ( t , , .  . . , t , ,  e , x , , . .  . . , x , ) d e ,  

(tl . . . .  , t,, xx, . . . ,  x,)  dtant une fonction arbilraire intdgrable dans (a, b). 

En effet, en uti l isant (22I) plusieurs fois on trouve d 'abord qu'en m~me 

temps que (221) l '6quation 

(224)  

b 

U(X 1 . . . .  , X~,) = )," f u ( t l ,  . . 

a 

., t,) ~o ( t , , . . . ,  t,, x , ) . . .  ~o (t,, x ,  . . . .  , x , )  t i t , . . ,  dr ,  

es~ satisfaite. Ensuit~, en mul~ipliant l '6quation 

b 

u (tl, . . . , t,) = ~. f u (0, ,,,..., ,.--,), (O, ,,,..., ,.) dO 
a 

par ;l'~p(tl, . . . ,  t,, x x , . . . ,  x,), en int~grun~; le r6sultat  par rappor t  ~ tl, . . . ,  t, de 

a ~ b et en ajoutan~ ce qui r6sulte "s (224), on obt;ient (222), off oJ est d6fini 

par  (223). 

Ainsi nous avons grouv6 routes les relations fondamen~ales desquelles on 

d6duira sans peine pour  les 6quations (I85) et (i86) ~ous les th6orbmes pareils '~ 

ceux qui ong 6 ~  d6montr6s plus haut  pour les 6quations transgressives 's deux 

variables. 
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x7. Liaison des dquations (,85) et (I86) avec les dquations correspondantes de 

Fredholm. Application aux cha~nes multiconnexes de Markhoff. Prenons l'dquation 

transgressive ~ v variables 

b 

(I85) u ( x , . . . ,  x . . ) = f ( x , , . . . ,  x,) + 2 t u ( t , x , . . . ,  x , , _ , )qg( t , x , . . . , x , )d t  
a 

et l'6quation homog~ne correspondante 

(,86) 
b 

, (x , , . . ,  =,) = z f , ( , ,= , , . . . ,  x,_,)~( , ,x, , . . . ,  x,,)dt. 
a 

Par la m&hode de substitutions successives on trouve que route solution 

de chacune de ces dquations est aussi une racine des 6qua~ions de Fredholm 

correspondantes 

(228) 
b 

u (x, , . . . ,  = , )=  F(x,,  ..., x,; x)+ z , f ,  (,,, ..., , ,) ~o  ( , , ,  . . . ,  , , ,  x , ,  . . . ,  x,) dt, . . ,  dt, 
a 

et 
b 

(226) u (x / , . . . ,  x,) ~- ~ , " f  u ( t , , . . . ,  t,,)qDo ( t ,  . . . . .  t,., x , , . . . ,  x , ) d  t , . . .  d r , . ,  

(t 

off l ' o n  a pos~ 

b 

F ( x , , . . . ,  =,; ~) - f ( x , ,  . . . ,  =,) + ~. f f ( t , ,  x, . . . .  , x,_,) r (t,, x,, . . . ,  x,.) dr, 
a 

b 

+ x' f f ( t , ,  t , ,  x, . . . .  , x , ._2)  9~ ( t , ,  t~, x ,  . . . .  , x,._,) go (t,, x , , . . . ,  x,) d t ,  d r ,  

a (227) 
+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

b 

+ ]O'-l f f ( t l , . .  
a 

., t , - , ,  x,) qD (tx, . . ., t , - , ,  x , ,  x2)  . . . qD ( t , - - , ,  x , ,  . . ., x , )  d t ,  . . 

et 

d t~---1 

(228) ~o ( t , , . . . ,  t,, = , , . . . ,  = , ) =  ~ ( t , , . . . ,  t , . ,x,)  ~ (t~, . . . ,  t , , x , , x ~ ) . .  . ~ (t,., x , ,  =~, . ., x , ) .  
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L'inverse de cette proposition n'est pas toujours vrai, ee qui se prouve 

comme plus haut ,  dans le cas des ~quations transgressives ~ deux variables. 

Nous"-nous contenterons donc de ddmontrer seulement le thSorSme suivant qui 

est n6cessaire pour l'~tmde approfondie du problSme posd. 

Th~or~me 15. Soient D1 (Z") le ddterminant de l'dquation de Fredholm (225), 

D (Z) le ddterminant de l'dquation transgressive (185) et ~o une des racinespr imi t ives  

de l'dquation 

OJ ~' ~ I . 

Alors 
D~ (]~') = D (4) D (to ~) D (to ~ ,~) . . . D (o," 1 ~). 

Pour ddmontrer ee th~orgme remarquons d'abord que, par la mgthode 

d'approximations successives, pour 

I 
Izl  < M(b--a~)' I~(t ,  x , . . . ,  z , ) l  _-< M, 

on peut obtenir la solution unique de l'6quation (I85) dans la forme 

(229) 
u ( x , . . . ,  x~) = F ( x , . . . ,  x, ,  Z) 

b 

f f(t. . 
a 

., t,) r ( t , , . . . ,  t,, x ,  . . . ,  x ,;  z) d t , . . ,  dt~, 

off la rdsolvente F es~; ddfinie par les ~galitds 

(230) 
00 

r ( t l , . . . ,  t,, x, ,  . . . ,  x , ;  z) = y ,  z'~ q~,~ ( t , . . . ,  t,,, x ,  . . . ,  x,)  
m=0 

b 

~Om-I-l(tl, . - . ,  tv, Xl ,  . . . ,  Xv) = f ~ o m ( t l , .  � 9  tv, O, Xl ,  . . . ,  Xv--1) ~0 (0, Xl ,  . . . , x v )  d O  

(231) a 
b 

f = q, ( t l , . . . ,  t,, o) ~,,, ( t~, . . . ,  t~, o, x , , . . . ,  x,) dO 

a 

( m  = O ,  I ,  ~., . . . ) ,  
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la sdrie ddfinissant F dtant  uniformdment  convergente par rapport  s t~, x~ darts 

I 
(a, b) pour tout  2 de module ne surpassant pas M ( b - - a ) "  

Pour  un tel Z les solutions (229) et (213) doivent 8tre identiques, donc 

(xl x)) 
D t:, .,t,. IX = F ( t ,  . . . .  , t , . , x , . . . , x , ; Z ) D ( Z ) .  

En remplagant ici t~ , . . . ,  t, par x~ , . . . ,  x,  et en intdgrant ensuite par rapport  

x l , . . . , x ,  de a s b, on obtient, en tenant  compte de (219) et (23o), 

- -  D '  (Z) - -  A, Z) (Z) = (C, + C,Z + C,Z'  + . . . )D(Z) ,  

ou 

b 

C~ ~- f qDm--1 (Xt, . . ., X,, Xl . . . .  , X,) d x  x . . .  d x ,  (m - -  I, 2 , . . . )  

D'(Z) 
.D(Z) -- A1 - -  Z Cm Z m-l. 

~ 1  

De 1's la relation 

(232) 

d'ofi 

D(Z)=e 

-- ~ /tvk 
Cvk T 

.D() . )D(oJZ). . .  n (o)  , -1  ) . ) =  e k=l 

Mais on sait que pour l 'dquation de Fredholm (225) a place la relat ion 

- ~ C,k-k-- 

.DI(~ ~) = e k=l 
Par  eonsdquent, 

(233) 

- -  la relation cherchde est ddmontrde. 

Nous concluons ce mdmoire par une remarque br~ve concernant  le probl~me 

stocastique qui est in t imement  li~ aux dquations transgressives s �9 variables. 

Soit X une variable aldatoire continue dont  les valeurs sont contenues dans 

un intervaUe fini (a, b). Comme plus haut,  nous donnerons aux 6preuves avec 
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cet te  variable les num6ros I, 2, 3, �9 . .  et appeUerons les ~preuves ~, 2, . . . ,  v chalnon 

initial, n ~ o; les ~preuves 2, 3 , . . . ,  v + l  chalnon n ~ I; et ainsi de suite. La  

suite infinie de ces chalnons const i tuera  une cha'ine mult iconnexe de Markoff, si 

l 'on aura satisfait  les condit ions suivantes. 

Les valeurs Xl, x 2 , . . . ,  x ,  de X dans le chalnon init ial  dtant  assujett ies s 

une loi diff6rentielle de probabilit6s P0 (x~, x2,.  .... x,), dire la loi initiale, la loi 

diff6rentielle de l '6galite X ~ x,  dans une ~preuve quelconque est donn6e par  

une fonct ion q~ (t, x ~ , . . . ,  x~--l, x,), s condit ion que dans les v ~preuves pr4c6dentes 

on a eu 

X - - t ,  X = x l , . . . ,  X : x , - - - 1 .  

Evidemment ,  on doit  avoir  

b 

f ~( t ,  x l , . .  
{t 

., x,)  d x ,  - -  i. 

Eu dgsignant  par  p k ( x i , . . . ,  x~) la loi diff~rentielle de probabilit~s des 

ggalit~s 

X = = x l ,  X ~ x ~ ,  . . . ,  X - - x ~  

dans le chalnon n ~ kl '~ condit ion qu'on ne sait r ien sur les r~sultats de routes 

les autres ~preuves, o n  aura  la relat ion 

(234) p,+1 ( x , . . . ,  x.) = 

b 

f p~ (t, xl,. �9 
a 

., x ~ l )  q9 (t, x~, . . ., x,) d t 

dont  la liaison avec les ~quations transgressives homog~nes s ~ variables est 

6vidente. 

En d6signant  ensuite par  pk (X) la loi diff~rentielle de probabilit~s de l'6galit~ 

X = x dans la k t~m~ 6preuve, ~ condit ion que les r~sultats de routes les autres  

6preuves res tent  inconnus, on obt ient  

(:3s)  
b 

= fp -,-I (t , , .  
a 

., t,) ~ ( t , , . . . ,  t , ,  x )  d t ~  . . . d t , .  
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De la relation (234) on obtient facilement ls relation 

(236) 

b 

= , )  = . . . .  , t ,)  qgk (t, . . . .  , t , ,  x , , . . . ,  x , ) . d t l . . ,  d t , ,  

a 

off 9k est d6fini par (23I). Or, comme plus haut,  en supposant que p o ( X l , . . . , x , )  

et 9 (t, X l , . . . ,  x,) sont continues duns (a, b), 9 (t, x~ , . . . ,  x~,) ne s 'annulant  que pour 

un ensemble de vuleurs de t, x , , . . . ,  x,  de mesure nulle, on trouve le d6ve- 

loppement 
r 

( 2 3 7 )  q~k(X, , . . . ,X,)=p(xt , . . . ,  Xv) -{- Z U~(Z1 ~Xr r~(t,, 
h = l  C~/:+ ~ 

si ~k (Xl , . . . , x , )  pent 6tre d6velopp6e en une s6rie uniform6ment convergente 

dans (a, b) suivant les fonetions p, U j , . . .  ou V o =  I, V1 , . . . ,  ces fonctions re- 

pr6sentant les solutions des 6quations 

b 

. ( x , , . . . ,  =,) = x f .(t,  =, , . . . ,  =,,_,)q~ (t,=, . . . .  , x.)dt 
a 

b 

v (x, x,) = f 
ft 

qD @1 . . . .  , x , ,  t) v (x~, . . ., x , ,  t) d t 

pour les racines g =  I, % cz . . . .  de l '6quation D(;~)= o. La  premiere de ces 

l~eines est simple et les autres ont  les modules > I. La  fonction p ( x t , . . . ,  x~) 

n'est  jamais n6gative et est telle que 

b 

f p (x~,.. 
a 

., X, )  d x  I . . .  d x v =  I .  

(238) 
et 

(239) 

Au moyen des relations (235), (236) et (237) on trouve: 

lim pk (xl, �9 �9 x,) --= p (xl, . . .  , x,) 
k ~ 0 o  

b 

limp~ (x) = f p  (t,, 
6 

., t,) 9 ( t , , . . . ,  t,, x) d t , . . .  d t,. 

Ces limites sont 6videmment ind6pendantes de la loi initiule Po @1 . . . .  , x,). 
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On arrive donc s ce r~sul~a~ fondamental pour les cha!nes multiconnexes 

de Markoff: 

Si  la fonctio.n q~ (t, x l , . . . ,  x,), loi de la chaine, ne s'~vanouit dans (a, b) que 

pour un ensemble de valeurs de t, x l , . . . ,  x ,  de me~ure nulle et repr~sente une loi 

continue et telle que, pour un k ddfini, l'it$ration q~k (tl, �9 �9 t~, x l , . . . ,  x,) admet le 

ddveloppement uniform~ment convergent (237), les lois pk (x) et pk(xl . . . .  , x,) tendent 

avec k -~ ~ aux lois finales ddfinies (238) et (239) qucl que soit la loi initiale continue 

p0 (x , , . . . ,  x,). 
Remarquons encore le d~veloppemen~ 

Ah 
(240) p k ( X  1 . . . .  , X~,) = ~ ( X l , . . . ,  X,)"~- Z e~ U h ( X I ' ' "  "' X~,), 

h~l 

qui a lieu dans les mSmes hypothSses et dans lequel 

b 

A h =  f P o ( t , . . . ,  t,) V h ( t , . . . ,  t ~ ) d t l . . ,  dt,. 
al 
a 


