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Introduction. 

La formule sommatoire d'Euler:Maclaurin est susceptible de deux applications 
�9 p �9 p � 9  

essentielles et distinctes, qui sont le calcul approchd d'une antegrale defime et la 

recherche, dans le calcul aux diff6rences finies, de la somme d'une fonction. Ce 

n'est que dans ce second probl~me qu'intervient la propri6t6 traduite par l'identit6 ~ 

Xn--i 
A ~ (x) - -  (,, _ ~)!'  

tandis que, dans la formule sommatoire, ce sont les formules 

R,I (x)  
~ ' ~  = B . _ ~  (x) ,  

d x  

B n ( x )  = B n ( o )  ~- B,~ = ( - -  x)'~B,~ 

dont on a ~ tenir compte ~. En particulier, le fair que les nombres de Bernoulli 

d'indice impair > I sont nuls est essentiel. 

Or ces propri6t6s subsistent lorsqu'on multiplie la suite des polyn6mes de 

Bernoulli par une suite constance limitde 

[~]: 2~,o,O, 2m,2 ,o , . . .  Am, 2k--2, o , Z ~ , 2 k , o . . .  ~,~,2k:O pour 2 k > m .  

B~ (x) 
1 Cela suppose qu 'on d~signe par  Bn(x) ce que la p lupar t  des auteurs ddsignent par  ~ . ~ - - .  

Par  exemple, ef. N. E. NSrlund: ,,Sur la ~(Somme,) d 'une fonction,,, p. I - - 6  (M~morial des 
Sc. Math. fase. XXIV). 
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La  suite des po lyn6mes  

Ren~ Lagrange. 

( x )  = (x) 
2 ~ '=0  

ainsi formds appar t ien t  s la classe des suites que j 'ai  appeldes 1 <,suites de poly- 

n6mes bernoull iens d'interpolation>>, et la suite de leurs valeurs pour  x ~ o et 

pour  x--~ I a tous ses termes d'indice impair  nuls s par t i r  d 'un  certain rang. 

Cette suite est fonct ion du hombre  ent ier  m et  du choix de la suite [~m], 

et fourn i t  une formnle sommatoire  analogue ~ celle d 'Euler-Maclaurin,  pouvant  

servir s ~valuer Une intSgrale d6finie s l 'aide des valeurs prises par  les d~riv~es 

de la fonct ion int~grde aux extr~mit~s de l ' intervalle d ' intdgration.  

En examinant  le genre d 'approximat ion fournie par  cette formnle, on sera 

tou t  na ture l lement  amend s lui imposer certaines conditions qni permet t ront ,  

pour  chaque valeur de m, de ddterminer  le fac teur  [~,~]. On obt iendra  ainsi les 

formules sommatoires ~que j 'appellerai  <<spdciales>>, et dont  la dSterminat ion et 

l '~tude sont r o b j e t  de ce travail.  

Le chapi t re  I expose comment  l 'on pent  gdngral iser  la formule sommatoire  

d 'Euler-Maclaurin,  et le probl~me auquel condui t  la recherche de la meilleure 

approximat ion,  pour  une valeur donnde de m. Le chapi t re  I I  est consacr4 ~ la 

r~solution de ce probl~me, c 'est  s dire s la d6terminat ion de la suite [~] et des 

hombres et  polynbmes correspondants .  

Dans le chapitre  I I I ,  la question est reprise s un point  de vue moins syn- 

th~tiqne. La  formule sommatoire  sp~ciale d ' indice m e t  d 'ordre  n comporte  en 

effet un  dgveloppement dont  les termes se par tagen t  en deux groupes bien dis- 

tincts.  Le premier  groupe est consti tu$ par  les m premiers termes, le denxi~me 

par  la somme de n --  2 m ~ermes et  d u  r e s ~  reprgsent~ par  une certaine int6grale 

d~finie. Les termes qni sembleraient  devoir occuper les rangs m § I, m + 2 . . . .  

2 m -  I entre  ces deux groupes sont  nuls dans la formule sp~ciale; il en rdsulte 

une coupure qui n ' appara i t  pas dans la formule  d 'Euler,  qni n 'es t  autre  que la 

formule sommatoire  sp$ciale d ' indice m-~--I. La  somme des termes du premier  

g roupement  repr~sente alors la valeur de l ' intSgrale lorsqu 'on substi tue s la fonc- 

t ion int$grde le polyn6me de degr$ 2 m -  I qui coincide aux extrdmitSs de l'in- 

tervalle, ainsi que ses m --  ~ premieres ddrivdes, avec cette fonct ion et ses dgriv~s 

de m~me rang. ~ Le second gronpe de termes repr~sente l 'erreur  faite, et il suffit 

i Cf. Rend Lagrange, ,,M~moire sur les suites de polyn6mes,,, Acta math. t. 5I, p. 258. 
2 Pour m = I ,  cela revient ~ substituer la corde ~ l'arc~ c'est ~ dire h ~valuer l'int~grale 

par la m~thode des trapezes. 
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de faire n ~ 2 m - -  I pour  que sa valeur  soit repr~sent6e par  l ' int6grale d~finie 

du reste seule. Or, sous cette forme particuliSre, cet te  formule e s t  la formule 

de dgveloppement 

m ( - - ' ) ~ - 1 ( / )  [~0(v--1)(I)+(--I)V--l~0(v--1)(O)] 1 

v=lZ 2 m ( 2 . ~ - -  I) ' (2re--,v-J- I) - - - } -  
o 

1 

+ ( 2 m ) ~ J :  d x  '~ 
0 

due s Darboux.  l~gciproquement, on peut  d~velopper cette derni~re int6grale 

pour  obtenir  la formule sommatoire  sp~ciale d' indice m e t  d 'ordre  n > 2 m --  i, 

de la mSme fa~on Flue le d~veloppement de l 'e r reur  fournie  par  la m6thode des 

trapezes condui t  ~ la formule  sommatoire  d 'Euler-Maclaurin.  On dolt  s Pau l  

Ldvy I un tr~s intdressant  proc6dd d 'approximat ions successives pour  effectuer ce 
p "  , , �9 

developpement,  et  imagine j u s t e m e n t  par  son auteur  pour  ra t t acher  la formule 

d 'Euler-Maclaurin s la m~thode des trapezes. C'est ce proc6d6 que .i'utilise au 

troisi~me chapitre  de ce t ravai l  pour  re t rouver  e t  ~tudier la formule sommatoire  

sp6ciale d' indice m, s par t i r  de la f o rmu le  de Darboux.  Ce proc~dd permet  de 

compldter l '~tude des polyn6mes B~,n(X) et de certains nombres et polyn6mes qui 

s'y ra t tachent .  

Enfin le dernier  chapitre est consacr~ s l '~tude du reste de la formule 

sommatoire  spdciale e t  ~ quelques applications des valeurs majorantes  trouv6es 

pour  ce reste. 

C H A P I T R E  I. 

Probl~me de l'~valuation approch~e d'une int~grale d~finie. 

I. Consid~rons une su i t e  [)~m] dont  les termes ~ , n  sont constants  et tels 

que ~ , o - ~ I  et 

Zm,~ ~ 0 pour  n impair  ou n -  m. 

m dtant  un  hombre ent ier  posRif, on pourra  supposer que le terme Z~,n dont  

l ' indice n est la part ie  paire de m --  I (n ~ 2 k --< m --  I < 2 k + 2) est essentielle- 

ment  diff6rent de zgro, sans quoi la suite se r6duirai t  s une suite [Z~,] avec 

Cours d'Analyse de l'Ecole Polytechnique, p. 84--89. 
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m ' <  m. Avec les notat ions utilis~es dans un m~moire ant~rieur 1, nous pour- 
p . 

rons ecrlre 

[,~,,]:,L~,0 = I, o, L,,,2, o, ,~m,*, . - . ,  o, )*~,2k, 0 , . . .  2 k  < m. 

Soit d'au~re par t  la suite newtonnienne  r~duite ~ 

[~ ,  o ] ,  _ [ i ,  o ]  - -  ~ , i ~ 

2. 3 ! ' 4 -  

Le quot ient  de ces deux suites 

( I )  I B m ]  = [J~m]" [ I , O ] ' ( - l ) : B m ,  0 , .Bm,  l , B m ,  2, �9 �9 �9 

est une nouvelle suite constante  qui a l e  mBme caraetBre de g~n~ralit6 que [)~m]. 
Pour  les valellrs partic111iSres m - -  I ou 2, [Zj] --=- [L2] se r~duit s son premier  

terme, et [B0] = IBm] n 'est  rien autre  que la suite [B] des nombres de Bernoulli ;  

en effet (I) s'~crit 
[ B ]  [~, o]' = [Z0] 

011 

(2) I 

~ 0  

0 n =  I ,  2,  3, �9 �9 �9 

Pa r  cons6quent la suite IBm] la plus g6n6rale est le produi.t homog6ne 

(3) [~m] = [B].  [z~] 

de la suite [Ez] et de la suite de Bernoulli.  

(3) s'~crit encore 
2 k~ ~t--I 

b - - 0  

si l 'on se rappelle que les nombres B,I 

I 
Bl = -  2'  on conclut de (3') que 

d'indice impair  sont tous nuls, saul 

i Cf. *M6moire  s u r  les su i t e s  de p o l y n 6 m e s %  Aeta  m a t h .  51 (1928), p. 203- -242 .  

X'tt 
~" ( x ' ~  = n l' e t  [xl] es t  l~ su i t e  616mentaire:  o ,  x ,  o ,  o , . . .  
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I 
Bm, 2 k + l ~ - - -  ~m, 2k, 

2 

et, en particulier, que les termes B~,, d'indice impair sup~rieur '~ m sont nuls. 

2. Le produit  homogSne de la suite constante [B,~] et de la suite newton- 
nienne [x,o] est une suite de polyn6mes  bernoulliens d ' in terpolat ionl ;  cette suite 

(4) 

est telle que l 'on air 

(5) 

(6) 

et enf in  

(7) 

[B~(x)] = [B~]- Ix, o] 

[Bin(o)] = [Bm] 

[B,,,(x + y)] IBm(x)}. (y, o], 

dx J =[B~(x)]" 

On d6duit  encore de (6) que 

(8) [B~(x + y)] --  IBm(x)] : IBm(x)]. [[y, o] --  1] 

: [Bm(x)]- [y, o ] "  [y,], 

off [y,o]'. est la suite newtonnienne r~duite 

[y, O ] ' =  [y '  O] - -  I y .~2 
[y,] ~ , -  _ 

2 ! ' 3 ! '  

En divisant les deux membres de (8) par y = [Y0], et faisant  tendre y vers 

o, on retrouve (7). Pour  y = I ,  (8) donne encore 

(9) 

(io) 

[A B~(x)]  = [Bm(x + I ) ] -  [B~(x)] = IBm(x)].  [I,  o] t" [Ill 

= [Zm]. [x ,o ]  �9 [I,] 

= [z~,]- [(~, o),,_.,]. 
En particulier, 

Bm, n (I) - -  /~m,n (0) = ~m, n--l, 

I1 r~sulte de (9) et de la nullit~ des Xm., d'indice impair que AB,,, ,(x) est 

un polyn6me en x dont  les termes sont de la parif~ de n - -  I. En changeant  

loc. cit., p. 258. 
48--3298. Ac2a ma~e~mt/ca. 59. Imprim6 le i4 juitlet 1932. 
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x en - - x ,  il vient done 

A B m ,  n(I - -  x) = B, . , , I ( - -  x) - -  Bm, n(I - -  x) = (--  I)" A B~,.  (x), 

et, par cons6quent, 
Bin,.(,--x)=(-- ,)"Bm,.(x)+ 

la d~rivation des deux membres, compte tenu de (7), entralne la m~me identit6 

d'ofi la constante a disparu, ce qui donne 

( I I )  Bm, n(I - -x )=( - -  I)nBm, n(X). 

particulier, B m , , ~ ( ~ ) = o  lorsque n est impair. Enfin, pour x = o ,  En (IO) e t  ( i i )  

conduisent s l'identit6 

(12) ( ( - -  I) n -  I)Bm, n:~m,n-i. 

On retronve ainsi, sans faire intervenir les propri~t6s connues des nombres d e  

Bernoulli, la propri6tg des Bm, n 6nonc6e s la fin du paragraphe pr6c6dent. 

La suite bernoullienne d'interpolation [B,,~,,(x)] possSde done quelques unes 

des propri6tSs essentielles des polynSmes de Bernoulli, propri6t~s que traduisent 

(6), (7), (I x). Quant s (9), elle correspond, sous une forme plus compliqu6e, ~ l'iden- 

~it6 essentielle 
Xn--1 

A - ~ n  ( / ~ ) -  ( . _  I)!  

que v6rifient les polynSmes de Bernoulli. 

3. Ceci pos6, d6signons par Bm,~ (x) la fonction pdriodique 1, de p6riode I, 

6gale ~ B,m,,~ (x) darts l'intervalle o --< x < x. Elle est continue pour les valeurs non 

enti6res de x. Par couture, lorsque x es~ un hombre entier, il vient, grace ~ (IO), 

( I3 )  Bm, n(x + o)--Bm, n(x--o)=Bm,.,,--B~n,n(X)=--,~m,n-1, 

de sorte que les seules fonctions B,n, n (X) qui sont discontinues pour les valeurs 
�9 �9 �9 �9 

enti~res de x sont cel]es dont l'indice n e s t  impair et mfemeur s m + x. Enfin, 

il r~sulte de (,,) que /~ .~ , . ( - -x )=( - - I )nBm,  n(X). 

1 Nous utilisons ici un raisonnement employ~ par N. E. NSrlund pour dtablir la formule 
sommatoire d 'Eu le r  et de Maclaurin. Cf. ,,M6morial des Sciences Math.,,, fasc. XXIV:  Sur la 
,,Somme,, d'une fonction. 
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Consid6rons main~enan~ une fonction ~(x) admettan~ routes les ddrivdes 

continues qui nous seront n6cessaires, eL formons l ' int6grale 

1 

(I4)   =,onf B..(h-z)9(,, ,(x+ ,oz)az o<_h<_ I 
0 

En supposant d 'abord o < h <  I, l ' int6gration par parties de (14) donne 

Rn = [ ,on- ,  ~,n,  n (h - -  ~) ~"-')(x + ,o ~ ) ] L o  + 

"~ [ ('On-1 B~/t, ?1 ( h  - -  Z)~19 (/~-1) (X -[- 0.) Z)lo h-O "~- /~n - - I  ; 

en posant; 

A 9 (x) -= ~_(_x__+ ~o) --  ~ (x), 
to O) 

�9 on a done, compte-tenu de (I3) , 

( I 5 )  ]?~,t = (on-Bm, n (h) A q9 (n- l )  (X) - -  Zm, n--1 ~,,--1 ~9(n--1)(X + tO h)  + II~n--i . 
to 

La con~inuit6 des fonctions Rn, R . -1 ,  Bm,,~(h) eL 9(n-l)(x) permet d'6tcndre cette 

identit6 's l ' intervalle ferin6 o--< h ~< I. 

En int6grant  par parties aussi souvent qu'il  est possible, on abouti~ enfin 

l 'expression 
2 r -<2 n--1 

(I6) R , , =  co'Bm.,(h) Ag('-I)(x)-- ~_~ Z,~,2rto~ + ~oh) + Ro, 
o) ,t,--1 r--0 

off l 'on a tenu compte de la forme de la suite [)~], et off 

1 

(,7) f + 
0 

l~tous avons ainsi obtenu une g6n6ralisa~ion de la formule sommatoire d 'Euler  

1 
2 r ~ n - - I  f n Z Zm'2r~176 ~(x + eoz)dz +Zeo~Bra,.(h) AqP('--I)(x)--/{n; 

to 
r~O ',t,=: 1 

0 

poar m ~ I ou 2, (I8) n'est  rien autre que la formule sommatoire d'Euler,  et, 

r6ciproquement, elle se d6duit ais6ment de celle-ci. 
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Remarquons que, pour n ~ m, la somme au premier membre de (~8) se r4duit 
2 r~,m--1 

Plagons-nous dans ee cas, et ~crivons (18) sous la forme 

1 

(19) f qD(x + coz) d z - -  
0 

2r~m--1 n 

uJ 
r ~ 0  v : - I  

cette identit6 fournit  un moyen d%valuer l ' in~grale  au premier membre en fonc- 

$ion des valeurs de ~ (x) et de ses n -  I premi6res ddrivdes aux extr~mitgs de 

l'intervalle d'int~gration, avec une erreur reprdsent6e par R , .  

4. Supposons que h soit  nul; (19) peut s'6crire 

1 

j 'q~ (x 
0 

v=~q- 1 

la seconde somme au second membre disparaissant lorsque n - - m .  La formule 

(I2) permet de ne conserver au second membre que des coefficients B . . . .  ; le 

crochet qui s'y trouve devient ainsi 

B~, ,+I  [((-- , ) '+'  - -  ~)~(')(x) + ~(')(x) - -  r  + ~)] = 

-~- - - B i n , , + ,  [~9(')(x -[- co) ~ - ( - -  I)" ~o(')(x)]. 
Nous  poserons 

r + ,o) + ( -  ~)" ~(') (~), [] ~v(') (~) 
fD 

ce qui nous  permettra de donner "s notre derni6re identitd la forme . 

1 
f m 2r$n  

(201 + (x + eo z) dz ~= -- Z .Bm. ,  to" D ~('-l)(x ) -  ~ -Bm, 2r{~ a qv(2r-l)(x) -+ ir~,, ., 
( o  (,) 

�9 ~I 2 r - - > m + l  
0 

avec 
1 

/ (2,)  R ~ - - ~ -  B=, n ( - -  z) ~(n> (x + ~z)~ .  
0 



Sur le calcul approch~ des int~grales d6finies. 381 

Le second membre de (20) se compose de trois parties. La premiere somme ne 

contient que les d~riv~es de q~ (x) d'ordre inf6rieur h m; la suivante ne se compose, 

au contraire, que de ddrivdes d'ordre sup~rieur ou dgal s m; le dernier terme 

est le r e s t e .  

Au lieu de consid~rer comme valeur approehde de l'intdgrale au premier 

membre la somme des deux premieres parties du second membre, l'erreur 6rant 

repr~sent~e par Rn, on peut dvaluer cette int6grale en l'dgalant seulement ~ la 

premiere partie, l 'erreur ~tant alors repr~sent~e par l'ensemble de la somme sui- 

vante et de R~. L 'approximat ion  ainsi envisag~e peut 8tre consid~r~e comme 

d'autant meilleure que le d6veloppement 

2 r ~ n  

Qm = - -  Z Bm, 2ro)2r /~9(2r-i)  (x )  + / ~ n  
o) 2r>~mq-1 

du reste commence par des puissances plus 41ev~es de a), supposd inf~rieur s I 

en valeur absolu. 

Ainsi, on peut espdrer amSliorer l'approximation en accroissant m; reals, ce 

faisant, on introduit un plus grand hombre de termes dans  l'expression de la 

valeur approchde 
m 

= - Z 0)" [ ]  
o) 

Par contre, on pourra am~.liorer l'appr0ximation que fournit Era, sans changer m, 

donc sans augmenter le nombre des t.ermes dont se compose cette valeur approch~e, 

en choisissant la base [~] de notre formule sommatoire de fa~on que les premiers 

des coefficients Bm,2~ d!indice 2 r  > m soient nuls. Le hombre des'~ldments 

essentiellement arbitraires dont se compose la suite [)~] est la partie enti~re 

~h de m - - ~  Par cons6quent, on pent se proposer de choisir cette base de 
2 

fa~on que les ~h premiers coefficients B~,2~ d'indice e r > m soient nuls, savoir 

B~,~+I = B~.m+~ . . . . .  B~,~.~-2 = o m impair, 

[ B~,~+2 : B~,~+~ . . . . .  B~,2m-~ : o m pair. 

C'est le probl~me que nous allons rdsoudre dans le Chapitre suivant. Nous 

utiliserons, dans ce butl la remarque suivante. Lorsqu'on applique l a  formule 

sommatoire (zo) ~ un polynSme Q (x) de degr~ --< z m -  I, elle se r6duit, pour la 

valeur n = z m, 
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1 m 2 r  ~ 2 m - - 2  

f ' , �9 ~ = 1  to 2 r ~ m + l  to 
0 

car Q(2m)(x)=o et Qm~-~) (x )=C re. I1 r6sulte de l'~ que les conditions (22)song 

6quivalentes s la validit6 de l'identit~ 

(23) 

1 

, v = |  
0 

pour tout polyn6me Q(x) de degr6 ~ 2 m - -  I. Ce sera le point de d6par~ de la 

r6solution du probl~me que nous nous sommes pos6. 

D'une mani~re g6n~rale, la base [~,~] 6tang ainsi choisie, si le polynbme 

Q (x) de degr6 ~ 2 m -- I e t  la fonction q~ (x) coincident, ainsi que leurs d6riv6es 

d'ordre I, 2 , , . . .  m -  I, aux extr6mit6s o, I de l'intervalle d'int6gration de z, 

c'est ~ dire pour les valeurs x et x + r de leur argument, la valeur approch6e 
1 

E~ de f Q (x 

0 

(24) 

e t  l'erreur 

est 6gale s 

+ to z) dz est 6gale s 

1 Em=j'Q(x 
0 

+ oJz) dz ,  

1 

e., = f [~ (x + ,~ ~) - Q (x + ~ z)] d~ 
0 

2 r ~ n  

(26) e m =  --  ~ B,,,2r ~o 2~ & q~12r-1)(x) + 15,,. 
2 r - - 2  m 

D'ailleurs cette derni~re somme disparuit lorsque n e s t  inf6rieur ~r 2m. 

Ces formules fournissent une interpr6tation 616mentaire de la valeur approch6e 

-Era de l'int6grale (20). Cette valeur s'obtient en substituant "s ~ (x) le polynbme 

de degr6 ~ 2 m - -  I qui coincide, ainsi que ses m - -  I premieres d6riv~es, avec 

q~(x) et ses d6rivdes de mgme ordre aux deux extr6mitds de l'intervalle (x ,x  + w). 

I1 sera utile de qualifier de ~sp6ciales>> les formules sommatoires (20), et les 

suites [B,,], [Zm] correspondantes qui satisferont s ces conditions. 
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C H A P I T R E  II .  

Les for lnules  sommato i res  sp~ciales. 

5. C'est un r6sultat classique qu'il existe toujours un polyn6me et un seul, 

de degrd - - < 2 m - - I ,  dont  les dgriv6es d'ordre o, 1 , 2 , . . . m ,  I prennent  des 

valeurs donn6es en denx points donngs. C'est un cas limite de la formule d'inter- 

polation de Lagrange.  En voici une d4monstrat ion directe. En supposant que 

les deux points en question sont les points --  I e t  + I, ce qui ne restreint en 

rien la gdn6ralit6, mettons le polynSme inconnu Q(x)  sous la forme tr~s gdn~rale 

2 m--1 
(I) Q (X) = Z qi (X -t- I)i (X - - I )2~- - l - - i  

i=0 

I1 vient tout  de suite 

(2) Q(I)  = 22~n--1 q2m--1, Q ( - -  i ) =  - -  22m--1 qo , 

de sorte que la eonnaissance de Q(I) et Q ( - I )  entrMne eelle des coefficients 

extremes qo et q2,~-1. La  d6rivation de Q(x)  donne alors 

2 m--2 
(3) Q ' ( X ) :  Z q~l)(x 4 - I ) i ( x - - I )  2m-2-i, 

off 

(4) q~l) = ' ( 2 m  - - I  - -  i )q i  + (i + I)q,+,;  

les valeurs de Q' (~) et Q' ( -  I ) fourn igsen t  donc celles de q(o 1) et a2m--2'f/(1) et par 

cons6quent celles de ql et q2~-~ puisqu'on connait  d~js qo. et q2~-~. Observons 

mgme que ql et q2~-2 sont affect~s de coefficients dgaux ~ I dans les formules (4) 

qui permettent  de les caleuler. En raisonnant  sur Q' (x) comme on vient de faire 

sur Q (x), et ainsi de suite, on formera suceessivement les d'6riv4es 

2m--l--~ 
(S) Q(')(x) = ~ q~')(x + I ) ~ ( x -  I) 2~-~- ' - i  

i=0 

. avec 

(6) q~') = (2 m - -  ~, - -  i) ql? '-1) + (i + ,) a (''-1)" :1i+ i 

~ 2 ,  3 , . .  �9 m- -  I, 
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la connaissance des valeurs Q(')(I) et Q ( ' ) ( - I )  entralne la d~terminat ion d e  q~') 

et o(,) �9 si l 'on suppose que les valeurs ant~rieures ~ ~ ont  permis de connal t re  ~2 m - - l - - ~  ' 

qo, q,, . . . q~_,, q~X), q~l), �9 " " q!1>2, �9 " " ~0~ q?-2)q(o,-,) ,  la connaissance de q(o ") 

perme~ de remonter ,  par  les formules analogues ~ (6), ~ q~,-i), q~,-2).,, q,; de 

la m~me fa~on, on ddmontre par  rdcurrence que l ' o n  connait ,  s r a ide  des for- 

mules (5) et (6) d ' ind ice  o, x, 2 , . . .  v, les coefficients q~m-,, q : ~ - ~ , . . ,  q ~ - , - , ,  

q(1) n(~) a(~) o(') Pour  v ~ m -  ~, tons les coefficients de 2 m - - 2 ~  ~ 2 m ~ 3 '  " " " ~ 2 m - - 1 - - ~ '  " " " ~ 2 m - - 1 - - ~ "  

Q(x) sont ainsi d~termin6s, de mani~re unique, et cela queues que soient les 

v~leurs a t t r ibu tes  s ce polynSme et s ses d~riv~es d ~ o r d r e ~ m  ~ ~. 

6. Ceci rappel~, ~crivons main tenan t  ce polynSme Q (x) sous la forme 

2m- -1  / ) 

C 
+1  

et  ~valuons l ' intdgrale f Q(x)dx. On trouve immddiatement  que 

- - 1  

+1  

f z( ) ) m--1  2 m - -  i ~t t2k+l  _ _  I 2 m 

(8) Q(x)dx-=-2 2k-t - I  2 m - 2 k - - i  m 2 k - ~  I /~2k+1. 
k~---O k~O 

- -1  

Cette int~grale s'gvalue donc ~ l 'aide des seuls coefficients ~i d ' indice impair,  

qu'il  s 'agit  .iustement d 'expr imer  ~ l 'aide des valeurs que p rennen t  Q(x) et ses 

dgrivges aux ext~r~mitgs de l ' intervalle d'in~grat~ion." Or on a 

 (2o- QO'-l)(x) (2m-- I ) ( 2 m -  2)- - ( 2 m - v  + I) i 
�9 " i ~ 0  

et, par  suite; 

(9) [] Q(,-i)(_ i) " Q(~'I)(I) + ( -  i )~IQ~' - I ) ( -  i ) =  
2 2 

= ( 2 " ~ - -  I1 (2  m - -  2) . . .  ( 2 m - - y  + i )  Z ~ 2 ~  -~- i J  ~ 2 k §  

k = 0  

# i  X 2 m--~,--~, 

�9 = 1 , 2 ~ . . .  m .  

On verrai t  de mSme que les coefficients ~i d ' indice pair  in te rv iennent  seuls dans 

les expressions de 
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Q(') ( , )  - ( -  , ) ,  
V ~ O ,  I~ 2 ,  . . . ~l - -  I .  

La donn6e des valeurs des quantit6s (9) et (IO) 6quivaut ~ la donn6e des wleur s  

des d6riv6es Q(~)(I) et Q(~)(- I) ( v =  o, I, . . . m - I); celle-ei d6terminant  le poly- 

n6me Q(x), et cela de maniSre unique, on conelut de ce qui pr6cSde que le 

systSme des valeurs prises par les premiers membres de (9) d6termine toujours 

les coefficients /~,+~ (k = o, i ,  . . . ,  m - -  I) de Q(x), et cela de maniSre unique. 

Nous avons ainsi d6montr6 que l'61imination de ces coefficients /~2,+~ est possible 

entre (8) et les 6quations (9); on obtient ainsi une relation de la forme 

(,,) 
+1 

m f @(x)dx 
--1 

dont  il s 'agit  de d6terminer les coefficients Am,~. 

Le probl~me de cette d6termination est 6quivalent au probl~me pos6 au w 4- 

D'ailleurs, la comparaison de (I I) s la formule (23) Ch. I off l 'on fair x = --  I, co = 2 

fournit ,  entre les Am, ~ et les coefficients Bm,~ cherch6s, les relations simples 

(I2) 2" Bm,~ - -  Am,,  
2 m ( 2 m  -- I ) . - .  ( 2 m - - v  + I )  ~ - ~  I ,  2 , . . .  m .  

7. La  d6termination des coefficients Am, ~ est une cons6quence de la remarque 

que les coefficients des 616ments inconnus /~2k+~ aux derniers membres de (8) et (9) 

se t rouvent  6galement dans les identi~6s classiques 

 1(2o :) 
(13) c h ~ x s h ( 2 m - - v ) x :  ~ 2k + e h 2 m - 2 k - l x s h 2 k + i x  v = o ,  1 , 2 , . . . ;  

k : 0  

l'61imination des termes ch2m-2k-lxsh~k+lx entre les m + i premieres 6quas 

(I3) fourni t  donc l ' identit6 

(14) s h 2 m x ~  ~ A m , ~ c h ~ x s h  ( 2 m - -  v)x, 

oh les Am,, sont les coefficients cherch6s. Nous sommes donc conduits ~ d6- 

montrer  qu'il  n'existe qu'une identit6 de la forme (I4) et ~ trouver une pareille 

identit& Le second point ne pr6sente aucune difficult@; en effet, 61evons ~ la 

m e puissance les deux membres de l'identi~6 
49--3298.  Acta mathematical 59. Impr im~ le 15 juillet 1932. 
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I = e~(2 e h x .  e~); 

il vient 

I = e m X ( 2  e h x  - -  ez) m 

~ =~0= 2"ch'xe(2*~-')z(-- I)m-~' 

et l ' identification des parties impaires des deux membres donne tout  de suite 

( m )  (--  2)" ch" x sh (2 m - - , )  x,  

sh2mx~---~ (m)(--2)'ch'xsh(2~--v)x, 
ou encore 

(~5) 

de ee t t e  forme, changeons, par 

qui est bien de la  forme (I4). 

Pour  d6montrer  l'uni~6 d'une identit6 

exemple, x en i x ,  de sorte que (I4) devient 

sin 2 m x = ~ Am, �9 cos" x sin (2 m --  v) x; 

multiplions maintenant  les deux membres par sin 2 a x et int6grons de o h z .  

En supposant  que a est un nombre entier posi t i f ,  il vient ainsi 

(i6) .m, ag=2~.Am,.feos'xsin(2 
o 

m - -  v) xs in  2 a x d x ,  

oh e ~ , ~ = I  ou o suivant  que a : m  ou a # m .  En remplagant  le produit  des 

l [ c o s ( 2 m _ v _ 2 a )  x _ c o s ( 2 m _ v +  2a) x] et se sinus au second membre p a r  

rappelant  la formule de Cauchy 

f cos" x cos (2 
0 

n - - v ) x d x  = 
2 " / ' ( .  + I ) / ` ( V - - n  + I)' 

(16) devient 
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~mj (z 
2" I F ( m -  

v! 
a +  I )F (v - -  m + ( z +  I) 

_ _  v [  ] .  
r ( m + ~ +  I ) I ' ( v - - m - - a  + I) 

La premiere fraction 

6gal ~ m - - a ,  

r6duit s 

entre crochets ne diff~re de z6ro que s i v  est au moins 

et la deuxi~me est ici toujours nulle. Par cons6quent, (16) se 

Z ' = $ m , a  a :  I,  2, . . . m .  ( I 7 )  m - -  a 

Soient les m -  I 6quations d'indices a = I, 2, . . . m -  I off sont consid6rdes 

comme inconnus A m , ~ - i  A ~ , m - 2  A ~ , I .  le d6terminant de leurs coefficients 
2 m - 1  ' 2 m--2 ~ " " " 2 

se r6duit an produit des 616ments de sa diagonale principale, qui n'est pas nul, 

et par suite le syst~me des 6quations (I7) ne peut &re qu's solution unique ou 

incompatible; nous savons que l'incompatibilit6 est s 6carter, et l'unit6 de la 

relation (I4) est ainsi d6montr6e. 

L'identification des coefficients de (I4) et de (15) donne enfin 

(I8) A m , , =  - - ' ( m t ( - -  2)' .  
\ V l  

8. La d&ermination des B~,, (v--< m) et de la base [~] s'ensuit imm6diate- 

ment. (I2) donne en effet 

(:) * (I9) B i n , , :  2 m ( 2 m - -  ~ . - - ( - 2 m - - v  + I) v ~ -  I, 2 . . . .  m ,  

et cette valeur convient encore pour v = o, si l'on assimile alors ~ I le d6nominateur 

r ( 2  m + I) 
2 m ( 2 m - -  I) -.- ( 2 m - - v  + I ) = r ( 2 m  + I) 

[1 r6sulte ensuite de (I2) oh. I que 

2 ) (  m 
(2o) 2~,~,2~-= - -  2B,~,2~+1 = 2 m ( 2 m - -  I ) -  �9 ( 2 m - -  2 n  2 n  + 

( ~  - ~ - I ) ( ~  - ~ - 2 ) . . .  ( ~  - 2 ~) 
= ' 2 n ( 2 n +  I)i ( 2 ~ n - -  I ) { 2 m - -  3 )" ' "  ( 2 m - -  2 n  + l) 

i) 
2 n - ~  m.  

On salt que les termes Bin,, (m < v < 2 m) sont nuls. Par contre, le calcul 

des Bin,, d'indice v--> 2 m ne conduit plus s des r6sultats aussi simples. Pour- 
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Lank, il se pr~sente des simplifications qu'il parait int~ressant d'exposer, ce qui 

nous permettra simultan5ment de donner les expressions des premiers d'en~re ces 

coefficients. (1) ch. 1 s'dcrit en effet 

B m ' ~ ' ( n - - y  -~- I)! : Z m ,  n, 

done pour les valeurs de n ~ 2 m, compte tenu de 

il vien~ 

, :~ (~  - *  + ~)! 

Bm,~-~-o v ~ m  -~- I ,  ~n -t- 2, . . . 2#~ - -  I ,  

,:0 ( ' ' ~  § ' ) ~ ( ~ -  1). �9 (~ ,~-~ + 1) 

Le premier membre ne contient que les coefficients B~,,  inconnus et permettra 

de les calculer de proche en proche en donnant ~ n les valeurs successives 

2m, 2m + 1 , . . . ;  mais ce qui f a r  l'int6rS~ de ces 6qua~ions est la forme simple 

que l 'on peut donner au second membre. La somme qui s'y trouve s'~crit en effet 

, : o  (2 m)] (m - -  , ) !  , ]  (n - -  ~ ~- i ) ! - - ( 2 m ) ! ( n  ~- i ) !  ?~ \ m _ ~  / ( -  I)"  

- - ( 2 m ) ! ( n  -~ 1;! - - T t - -  i ~- y y ~ ~t~,--V ] '  
~=0 

cette derni~re somme s'dvalue imm6diatement en appliquant l'identit6 de Jansen 

et il vient ainsi 

~ x + ~  ~ ~ m - ~ /  
~ 0  

(211 (, - ~ +  1)! - (2 ~n)!(~ + 1)! m 

=(--I )~+' (~) .T~ u 1)! n ~ 2 m .  

Enfin n'oublions pas que les Bin,, inconnus d'indice v impair sont nuls, ce 

qui nous permet d'6crire les seules relations (2!) d'indice n pair. Le calcul des 

B~, 2 �9 (v>--m) pourra done 8tre effectu6 assez aisement s l'aide des 6quations successives 
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(22) " Bin,2. l)m+ 1 (m!) ~ ( 2 n - - m )  
Z ( 2 n - - 2 v +  I)! ~-~-(- (2m)!(2..+ i)! m 

n > m .  

On trouve ainsi, pour les premiers de ees coefficients, les valeurs 

.(23) 

Bm, 2m = ( - -  I)m+l (2 

B,,~,2.~+2 -- (-- I) m+2 (2 

Bm, 2 ~ + t  = ( - -  I)m+a(2 

B.~,2 m+8 --  (-- I) m+~ (2 

m! 
, - . t  I (2 m). 

�9 m(2555 

(ml) ~ 
m ) ! ( 2 m +  I)!' 

m! (m + I)! m 
m)l(2m + 3 ) 1 3 - 2 l '  

ml(m+2)!  m ( 7 m +  13) 
m ) ! ( z m +  5)! 3 " 5  "4! ' 

m!(m+ 3)! m ( 3 I m  2 +  I59 m +  I88) 
m)!(2m + 7)1 3" 71 ' 

m!(m + 4)1 m(I27 m3 + I214 me + 3657 m + 3402) 
m)!(2 m + 9)! 3 " 5 " 8! ' 

(m + 5)! 
(2m+ i i ) !  
m ~ + 38426m 3 + 2o73olm s + 47Io46m + 375216) 

3" I I !  

En partieulier m = I ou m = 2 donnent  

e'est ~ dire 

I I I I 

i~ I 5 BI~= I 69I 
Bs 9 i ' BI~ I I l 6 '  I 3 ! 2 I o '  

I I B 4 -  I I B G _  I I 
B ~ =  2! 6 ' 4! 3 ~ 6[ 42'  

I I B 1 0 =  I 5 B I _  = I 69I 
B a =  8!3o '  IO!66'  I2[273o '  

qui sont bien les hombres de Bernoulli, mais diff6rant de ceux habi tuel lement  

consid6r6s par un faeteur 6gal ~ l 'inverse de la factorielle de l'indice. Remar- 

quons s ce sujet que si l 'on pouvait  d6t;erminer une loi simple pour la formation 

des Bin, 2,, on en d6duirait une loi de formation simple des nombres de Ber- 

noulli eux-mSmes. La  question se r6duit ~ chercher la loi de formation du 
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polyn6me en m de degr6 v - - m - -  I qui se t rouve dans l 'expression de B~,2~, 

mais celle-ci ne parai t  pas ais6e ~ t rouver.  

9. Notre  formule interpolatoire  exige encore la connaissance des polynbmes 

B~, ,  (x). De mSme que les 2 m premiers  termes de la sui te  [B~], les 2 m premiers 

de ces polynbmes sont re la t ivement  simples; plus part iculibrement,  les expressions 

de B ~ . ~ ( x )  et  B ~ , ~ ( x )  sont remarquables.  On a en effet 

2 m ^-2  

B~,2~(x) = ~ B~, , (em_J,) l .x-  
q ~ O  

~ I- ; (:) = Z  2m(2m-- I --J x2m--~' 

~ ' ~ 0  

_ x m m ( 

';'~0 

et enfin 

(24) B m ,  2 m (X) - -  
x ~ ( ~ -  I) ~ 

(2 m)! -I- B m ,  2 m , 

+ B,~, 2 m 

On en d6duit  que, pour  n < 2 m, 

i d ~ ' - "  [~ (~ - -  ~)]" 
(25) B ~ , .  (x) = (2~) !  d x  ~'~-'~ 

ek en particulier,  que 

par cons6quent 

I d m [ x ( x -  I ) ]  m 
B ~ ,  ~ (x)  - -  (2 m)!  d x  "~ ' 

B,~,,~ = 2m(2 m)! d x  ~ 

o_<n_<2m--i,  

n'est  r ien autre  que le polyn6me de Legendre  P ~ ( x )  "s un fac teur  constant  pr6s; 

d 'une mani6re pr6cise, on a 

(26) B 
[ x  + l \  m! 

Signalons encore que les polynbmes aux premiers membres de (2 5 ) so n t  

hyperg6om6~riques. En effet, si o--< n ~< 2 m -  I, il vient  encore 



Sur le calcul approch6 des int6grales d~finies. 

~ 0  

= ( -  ~)~=o 2 ~,~(2 ~. - ~ ) : : : - ( ~ -  ~ + ~ + ~)~n - ~ !  ;;i 

~ ~ ( 2 , ~  - ~)-.. (~ , ~ - ~  + ~) 

( - ~ ) ( - ~ +  , ) . . .  ( - ~ +  ~ -  ~)(2 ~ , - ,  + ~)(2 ~ - ,  + 2)... (~ ~ - .  + ~) 
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X ~ 
~ 0  ,! ( ~ - ~  + ~ ) ( ~ - ,  + 2).-. ( m - ,  + , )  

et par consequent 

(27) Bm, n(x):Bm, nF(--n, 2w,,--n+ I ,m- -n+ I ;x )  o<-n<--2m--~. 

CHAPITRE III .  

Les formules sommatoires sp6eiales (Suite). 

Io. Nous allons retrouver les r~sultats qui precedent en nous pla~ant ~ un 

point de rue different. Considdrons l'int6grale 

+ 1  

(I) I~ : f Pm (x) qo (m) (x) dx, 
--1 

off m est toujours un nombre entier positif, ~0(~)(x) la d~rivde d'ordre m d'une 

fonction r possddant autant de d~,riv6es continues qu'il sera ndcessaire, et 

P~ (x) le polynbme de Legendre de degr~ m. En int~grant m fois de suite par 

parties, il vient encore 

Im= IBm (x) ~(m--1)(x) - -  Ptm (x) fpCm--2)(X) ~- ' ' "  ~- ( "  I) m-1 .p~m-1)(X) 99 (X)]__+ll ~- 

Sachant que 

+1 

~- ( - - I ) m  f ~O{:) (X) 

- - 1  

(x) d x .  

2 n n! 
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m+n p(n) P(mn)( - I )= :  ( - -  I) - m  (I), 

~ 2 )  (x) - -  c ~ = (Z "~)~ 2ram! ' 

on a donc  
+1 

Ira---2~(--I)m--~nTn--~)([) [ ]  (p(*--l)( - .  ~ I ) q -  ( -  2 ml)m(2gn)'f '? '  q~ (x) dx. 

On extrai~ de 1~ l ' exp res s ion  de la  de rn ibre  i n t6g ra l e  ddfinie 

(2) 

+1 

f ( - ' "  = (7) v=, 2 m (2 m - -  I )  -- (2 ~ / - -  y + I) ~ q~('-l) ( -  I) + dr~ ' 
--1 

avec  
j ,  _ ( -  I)m 2~'~1 i,,,. 

(~ ,n)! 

On r e t r o u v e  t o u t  n a t u r e l l e m e n t  les coeff ic ients  <<sp6ciaux>~ B,,,~ d ' ind ice  v --< m.  

D 'a i l l eurs ,  il suff i t  de r e m p l a c e r  x pa r  - -  I + 2 z  p o u r  que (2) p r enne  la f o r m e  

(z') 
1 

f 
0 

qp(-- I - } - 2 ~ ' ) d g - - -  Z 2 m ( 2 m _ i ) . . : ~ 9 , 1 _ v  + I) ~ ~ ] 9 9 ( ' - l ) ( - I ) + e [ m  

avec 
1 

2"m! f t, (_ Jm = ! -  (I~:~)l 
0 

i + 2z)9(~)( - ~ + 2z)dz, 

's r a p p r o c h e r  de la  f o r m u l e  (20) ch. I ,  off l 'on  fa i r  x . . . .  I, ~o ~ 2, n = m.  I1 

es t  b ien  c la i r  que la  seule r e s t r i c t i on  effect ive es t  celle qui  concerne  la  v a l e u r  

de n. Mais  n ' o u b l i o n s  pas  que les coeff ic ients  au  second m e m b r e  de (2o)ch .  I ne  

son t  pas  n 6 c e s s a i r e m e n t  des coeff ic ients  B ~ , ,  <<sp6ciaux)). Enfin,  en r emp laqan t ,  

daats (2'), 9~ ( - -  I + 2 z) pa r  ~o (z), il v i e n d r a  encore  

(3) 

1 

f 
0 

(_ i,. (:) 
9(x)dx= --~-~ 2m(2m---ii-..(2m --v-+ x) ~ ~~ (~ + J'm, 

'v-~l 
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avec 

(4) 
1 

Jm ( - - - I ) m  ;dm[x(x--  I)]m~(m)(x) dx. 
(2m)] J d x  '~ 

0 

On peut t ransformer  J,~ s l 'aide de m nouvelles integrations par parties; en re- 

marquant  que les d~riv6es d'ordre m - - I ,  m - - 2 ,  . . .  I, o de x ~ ( x  - I) ~ s 'annulent  

aux deux extr~mit6s de l ' intervalle d ' int6gration, il vient ainsi 

(5) 
1 

= l 
0 

Ce r6sultat exprime que la formule interpolatoire (2) est une formule <,sp~- 

ciale>>. L 'uni t~  d 'une formule de cette sorte pour chaque valeur de m ayan t  

~t~ d~montr6e au w 5, les coefficients au second membre de (2) sont les coeffi: 

cients <<sp~ciaux>> Bm.~(I --< ~ ~ m), de sorte que nous pouvons considgrer les cal- 

culs de ce paragraphe comme un nouveau mode de d~termination de ces coeffi: 

c ients .  Cette formule n 'est  d'ailleurs, sous eette forme, qu 'un cas particulier 

d 'une formule sommatoire due s Darboux ~. 

I I. Quoi qu'il en soik nous n 'avons retrouv~ jusqu'ici que les 2 m premiers 

coefficients sp~ciaux B~, , .  Les suivants vont  apparaitre,  ainsi que les polyn6mes 

correspondants, en d~veloppant le reste R2~ suivant un  proc~d~ dfi ~ Paul  Lgvy ~. 

Remarquons que, le polyn6me au second membre de (5) ayan t  un  signe constant,  

la formule de la moyenne g6n~ralisge permet  d'~crire 

1 

f xm (x .  I)m 

0 

Posons 
1 

;xm(x--  I )  m ( - -  I ) m ( m ! )  ' (6) j 

d x  o < ~ <  i. 

m B ~ ,  2 m 

1 Journal  de Math. (3) II  (I876), p. 296. Cf. ~galement Whi t taker  and Watson:  A course of 

Modern Analysis, p. I25. 
2 loc. cit. 

5 0 - - 3 2 9 8 .  Acta mathematica. 59. Im p r im 6  le 15 jui l let  1932. 
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sans nous pr6occuper pour l ' ins tant  de la signification attribu6e pr6c6demment 

�9 ~ cette notation. D'autre  part,  on a 

1 

f 9 2,.) (x) d x  

0 

= / ~  9 ( 2 m - 1 )  (O) = 9 (2m) ( ~ ' )  O < ~ ' <  I; 

on est ainsi conduit  s adopter, pour valeur approch6e de R2~ l'expression 

1 

(7) K2,. -= -- Bin. 2,. A 9 (2~-~) (o) -= --  B~. 2~ f 
0 

l 'erreur 

9 C'') (x) dx,  

(8) R 2 m + l = R 2 m - - K 2 m  

6rant alors repr6sent6e par l ' int6grale 

1 

(9) +B,.,2m] 
0 

9(~') (x) dx.  

�9 ^ 
bIous sommes ainsi amen6s tout  naturel lement  "s consid6rer le polynome 

(IO) Bm, 2m(x)-- x m ( x -  I)m +Bm 2m, 
(2 m)! 

de valeur moyenne nulle dans l ' intervalle (o, I) et tel que l 'on ait 

(I i)  

enfin, (9) s'6crit 

(9') 

B,.. 2m (I) --= B,". 2m (o) ~--- B,,. 2,"; 

1 

B2,.~ 1 -- f Bin, 2,. (x) 
0 

9(2,.1 (x) dx. 

Ce polynSme B,..2,. (x) n 'a  pas un signe constant  dans l ' intervalle (o, I), mais 

deux int6grations par parties suffisent pour exprimer R2,"+1 par une int6grale sur 

laquelle on pourra raisonner comme on a fair sur (5). Pour  cela, nous poserons 

(I2) 
x 

f B,,,. 2,. (x) d x = B,.. 2,.+1 (x), 
1 
"2 
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puis 

(13) f . B m ,  2m+1 (X) 

0 

d x  -:- D,~, .,n+~ (x) .  

I 
Le polynSme B.,.~(x) grant symgtrique par rappor t  ~ la valeur x - ~ - ,  

2 
Bm, 2m~l (x) est~ sym~r ique  gauche; en outre, il r~sulte de (6) que 

1 

fx 
m ( X  - I )  m I 

B . , . ~ + i ( i )  -~ - B~, ~.~+, (o) = (2-~)!--- dx  + -B~2 ,2., = o. 

J 
2 

Par  consequent, 

et tel que 

I 
le polynbme Dm, 2mt2(x) est une fonc~ion paire de x -  , 

2 

D ~ ,  ~ 2  (o)--- 9 , ~ .  ~,~ ~(~) = o .  

Ceci posd, il vient, s l 'aide de deux integrat ions par  parties successives, 

Re~41 ~ - -  ['Bin, . ~  + , (x) q~(2m + ,) (x)  d x  

=f 

(,4) 

Nous poserons encore, afin d'unifier r~criture,  

1 

0 

et nous allons voir que le polyn5me au dernier membre a un signe constant  dans 

l ' intervalle (o, I). Remarquons  tout  d 'abord que Bm,~,~ est du signe de ( - - I )  m+~, 

a v e c  

I 

2 ~ m (2  m)! 
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N o u s  p o u v o n s  a lors  r e p r & e n t e r  les va r i a t i ons  des 3 p o l y n 6 m e s  Bm, 2,~(x), 
Bin, 2~+1 (x), Din, 2~+2 (x) dans  le r  

IB I 
-X 2 I 

i 

- -  + - -  m pa i r  

Bin, am(X) m,2ra 0 " ~  (--I)m-I-Bm, 2n. '~o Bm 2.  

/~.,,~+,(x) 

2~" (2 m)! 
+ - -  + m i m p a i r  

- -  + m p a i r  

0 0 0 

+ - -  m i m p a i r  

0 0 

m p a i r  

+ �9 m impa i r .  

�9 L a  propr i~f~ annoncge  es t  a ins i  v&ifi~e, e t  nous  voyons  mSme  que  le s igne  

c o n s t a n t  de Dm,2~+2(x) es~.celui  de ( - - i )  m+1. E n  r u i s o n n a n t  sur  l ' in. t~grale (14) 

c o m m e  on a f~ i t  sur  (5), nous  pose rons  

(x6) 

puis  

(17) 

(I8) 

1 
f D,,,, 
0 

2~+~ (x) dx = -- Bin, ~m+2, 

B~, ~+~ (x) = / B~,,,~+~ (x) d~, 

D.,.~+, (x) = f B~.~+~ (~) dx. 
0 

Grgce  '~ deux  i n t d g r a t i o n s  p a r  paa4ies successives,  il v i endra  a lors  
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On posera 

1 

-_ f (x) (x) d x  - -  B,~,2m+2 A ep (2~+1J (o) 

0 

1 

= f Dm,~,~+,(x) q~(~'~+')(x)dx --  Bm.2m+2 A q~(2~ 1)(o). 

0 

1 

K 2 m + 2  ~ -  - -  B m ,  2m+2 A q)(2m+l)(0) = - -  B m ,  2m+2 f 
0 

1 

0 

de so~e  que l 'on a u ~  

q)(2m+ 2) (x) d x  , 

I),~, ~,~+, (x) qD (~m+') (x) d x ,  

R2,n = K2,~ + K2,~2 + R2,,+4. 

Pour  ddmontrer  que D,~,2,~+~(x) a un signe constant  dans l ' intervalle (0, I), il 

suffit de raisonner comme pour Dm,2m+2(x), aprbs avoir v6rifi6 que B,n, 2m+2 satis- 

faig • une double in6galit6 analogue '~ (15). Or il r~sulte de la variation de 

B,n, 2m(x) que, dans l ' intervalle (0, I), on a 

I 

(i 2) entraine donc l 'in~galit6 

I'1 
IB- ,2m+l(X)[  < 2-~m (2 m~!; 

par consequent  

- -  D I 

I 

2 ~+~(2 m)! 

1 
2 

< ~ , n ( s  X - -  
0 

d x  

On dgduit enfin immgdiatement de (16), eompte tenu du signe connu de 

Din, ~,~+2 (x), que 

I 
0 < (--  I)rn B~n, 2m+2 < - - -  

2 ~ + ~  (2 ~)i" 
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Signalons encore que eette 6rude des var ia t ions  des trois polyn6mes B,,.2m+~_ (x), 

.Bin, `2~+3 (x), D,~, 2,~+4 (x) mont re  que Bin, 2~-~ ,2 (x) s 'annule  deux lois dans l ' intervaUe 

(0, I), que B,~.2,~+~(x) s ' annule  seulement  pour  les 3 valeurs x ~ = o ,  ~, I, eg enfin 

I 
que D,~,2m+~(x), sym6tr ique par  l~pporr s x = - ,  ne s 'annule  qu 'aux  extr6mi~ds 

2 

de l ' intervalle .  

D 'une  mani~re ggn6rale, supposons que nous ayons obtenu  le d6veloppement  

(21) . ]{2ra--  K`2m + K`2m+2 + -- .  + K2m+2,v-`2 + .R2m t--2,,, 

ayec 

(22) K`2~§ =- - -  B,,, 2,,+2,, A ~0 (2m+~"-1) (o) n = o, I, . . .  v - -  1, 

e t  

(23) 
1 

- -  f -  o o ,x, ( 0 - , . . ,  (x) dx; R`2m+..~,-1 I { ~ m ~ , , - -  J)m,.ra+.,,I ).T 

0 

supposons en outre  que Dra, 2m+2~(x) est un polynSme en x, de degr6 2 m + 2 r ,  

I 
sym6tr ique par  rappol~ '2 x = -  

2 
, eg adme~tant  le t ab leau  des var ia t ions  suivant  

X 

/)m,2m+2 r (9c) 

I 

O 2 I 

+ m + v pair  

0 0 

avec 

(241 

(25) 

o<(-,)'~'D.,~m§ (~)< 
Nous poserons alors 

I 

1 

j 'Dn,,2m+~,,(x) d x  

0 

m + v impair ,  



(26) 
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x 

(27) Bin, 2m+2~+1 (x) ~- f Bm, 2m+'~,, (X) dx, 
1 

et enfin 

x 

0 

(29) 

On vgrifie tou t  de suite que 

2 ~"' +~" (2 ~n)!'  
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I 
que Bm, 2m+2.(x) es~5 une fonct ion paire de x - - -  de valeur moyenne  nulle duns 

2 

(o, I), que B~,2.~+~.+l(x) est une fonet ion impaire et  D., ,~+2~+2(x) une f o n c t i o n  

p a i r e  de cet a rgument ;  ce sont d'ailleurs des polynbmes dont  le degr6 est 6gal 

au second indice, et leurs variat ions dans l ' intervalle (o, I ) s o n t  reprdsentdes 

duns le tableau 

X 

- -  + 

B m , 2 ~ + 2 ,  o m ,2m+~ ,  2 + B m , ~ m + 2 ,  O 

+ - -  

0 o 0 

+ - -  

, o D i o 

I 

- -  m + v pair  

'+ m + ~ impair  

ra + v pair  

m + ~ impair  

m + v + i impair  

m + ~ +  ]pa i r .  
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Ce dernier polynbme varie done de la m~me fagon que D~,2~,.~,(x), et le maxi- 

mum de sa valeur absolue-v6rifie la double in6galit6 analogue s (24) 

(;) , o < ( -  ~)~+'+'/)~,~+~,~ < 2~m~-~,~(2 m)!' 

ce dernier fair r6sulte en effet des in6galit6s successives 

IB.,,~m+~.(x)l < 2~,n+~(2 m)!, 

et enfin 

IBm,+.,,+..+~ (x)l < 2 ~'~+:'" (2 m)!'  

1 
2 

0 

Ce proc6d6 r6eurrent de formation des polynbmes B~,2,n+2,(x), .Bm, 2m+2,+l(X), 

Dm,~m+2,+,.,(x) fournit done des groupes de trois polyn6mes dont les tableaux de 

variation sont les m~mes, avec conservation de la triple in6galit6 (29). En outre 

leurs d6finitions et leurs propri6t6s pormettent de transformer l'expression (23)de 

R~.m+2, comme nous avons fair pour R,~,~; en prenant pour valeur approchde, 

gr's "s la constance du signe de D,,,2m+'2,(x), l'expression 

1 

K2m+.2, - - -  Bin, 2 m + 2 ~  f 
0 

il vient 

avec 

/ ~ 2 t a + 2 ~ , :  K2m+2~ "31- ~2m+-2v+l ,  

r (x)dx, 

et deux integrations par parties successives, compte tenu de ce que B,n, 2m+~,+i(x) 

et D~,2,,,+.2,+2(x) s'annulent aux extr6mit6s de l'intervalle (o, l), donnent 
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/~2mq-2++l = - -  f Bm, 2m+2~,+l(X)~O (2m+2"+l)(x)dx 

o 

t~2m+2,+2 ~ f Dm,'2m+2,+2 (x) r d x .  

On aura donc de nouveau un d6veloppement de R~,a tout s f a r  semblable 

(2I), off v serait remplacd par. v + I. Nous pourrons donc dcrire 

2 ~  

(3 o) 1~2m = -- Z Bm' 2r ~ ~(2r--1)(O) -~- R2 n+l 
2r=2m 

avec 

(30 
1 1 

"R2n+l = f Bm, 2n(x) qg(2n)(x)dx~ -- f Bm, 2n+l(x) qD(2n+l)(x)dx 

o o 

1 

0 

12. Ceci 6tabli, portons l'expression (30) de R2m = J~n dans la formule inter- 

polatoire (3). Celle-ci prend la forme 

(32) 
1 

f m 2 n 
~ ( x ) d x  = --  Z B = , ,  EJ 1 ~0(~)-1) (0) - ZBm' ,2r /~  ~)(2r--1) (O) ={- /~,n:}-2, 

+=1 2r~2m 0 

off nous savons ddj~ que les B~. ,  appar~enant s la premibre somme au second 

membre sont les coefficients <<sp6ciauxi> introduits aux chapitres prdc6dents. 

D'ailleurs, prenons pour ~p (x) un polyn6me arbRraire de degr6 2 n -  I, et appli- 

quons lui cette formule interpolatoire (32), ainsi que la formule (2o) Ch. I off 

l'on remplacerait x par o, co par I et n par 2 n; l'identification des deux seconds 

membres exige l'identit6 de t o u s l e s  coefficients Bin,, au second membre de (32) 

avec les coefficients spdciaux introduits pa.r les autres m~thodes. Les nouveaux 

polyn6mes B~, , (x) (v  > 2m) sont 6galement identiques s ceux d6sign6s d6j~ par 

cette notation, puisque leur suite poss~de la double propri6t6 
51--3298. Acta mathematica. 59. Imprim6 le 15 juiUet 1932. 
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(33) 

{ B,~,, (o) = B=,,  
d B z ( x )  -- B~, ~ , - - 1  (X,) 

v = -  2 m ,  2 m  -I- 1 ~ . . . ,  

V : 2 ~ /  + 1~ 2 m + 2 ,  . . .~  

et qu'il y a identitg, d'apr~s (m), entre les deux premiers polyn6mes Bm, 2.,(x)de 
ces deux suites. Remarquons que dans ce chapitre, les polyn6mes B~,.  (x) d'indice 

inf~rieur ?~ 2 m ne sont pas intervenus, mais il suffit de prolonger les 6galit~s 

(33) vers les indices infgrieurs ~ 2 m pour retrouver ces polyn6mes ainsi que les 

coefficients Bm,. correspondants. En outre, nous avons mis en ~vidence que le 

polynfme B~,~m+2n(x) est tel que 

(34) B~,2m+.(x) -- B~,2,~+.(n > o) 

a un signe constant dans l'intervalle (o,  ~), et est une fonetion paire ou impaire 

I 
de x - -  suivan~ que n est lui m~me pair ou impair. Mais cette propri6t6 ne 

2 

subsiste pas pour les polyngmes 

d "  d" x ' ( x -  I)" 
B m ,  2m---.n(x)-~- a ~ n  B ~ 2 ~ { x ) ' - d x "  (2m)l  n : I , 2  . . . .  2 m .  

d x  ' 

13. Proposons-nous maintenant de pr~ciser les expressions des polyn6mes 

C;) (;) (34), et, en partieulier, celles des nombres B~,2~+2n, D~,~m+2n , Bm,~m+~ 

(n-~- 1, 2 , . . . ) .  NOU$ poserons 

B,~ 2,.+2n = E,~,2m+~., 

de sorte que l'on a 

E,~, 2m+ 2n = Din, 2m§ + B , . ,  2~+ ~. . 

^ Tous ees polynomes ont 6t~ d~finis s partir du polyn6me initial 

~ 2 o ,  ( x ) "  ~ (x  - i ) , .  �9 

~ ( _  i ~ _  ~ m 

w_I)'~ (;')/ i\~' 
-'1- Bqt~Z, 2 ta  �9 
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On en d6duig Sour d 'abord q u e  

e~ 

0 

dz 

- ,=o (2 ~)!  2 ~ - "  (2 �9 + i )  
- -  + Bin, 2m - -  , y+l ;t 

(-,,.-.(:) 
Dm, 2m+2(x) = (2m)! 2~-~2"(2v + I)(2 v 4 2) --  + 

~ 0  

( + B~,2~ x - -  + D~ 2~+2. 
2 

D~,2~+a est alors donn6 par Dm,2m+2(o)=o,  c'est g dire par 

(35) o :  ~o(2 m)~ 2 ~ ~  i)(2 v+2) 
Bm 2m 

- -  + ~ + D~,2~+2, 

eg ensuite (I6) fournig 

..(m) ( - I ) -  
(36) B~ 2~+2 : 22m+2(2 ~ 1)(2V + 2)(2 ' - -  = o ( 2 m ) !  + v + 3 )  

B~l t ,  2 m 

2~" 3! 
Din, 2 m + 2  �9 

L'61imina~ion de Dm,2,~+2 entre ees deux dermeres 6quations donne alors 

m -Bn~, 2 ~  

(37) B~  ~ + ~  = y ,  (2m)! 2~+~(2  ~ + i ) ( ~ +  3) + - -  , 2 . 3 [ '  

tandis que (36) s'6crit encore 

(:) (-  1)m" 

(3 8) -Em, 2m+2 = --~.Jo(2m)122m+2(2v+ 1) (2v+ 2)(2v + 3) - -22  .'3~" 

403 

On peut  alors former 
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(39) 

_ _  m - - ~  m 

Bm,2,~+2(x) + 

" X ~ + .Era, 2m+2. 
2 

Pour rendre l'6criture plus homog6ne, nous conviendrons d'6crire 

-E?nj 2//t ~ Bm~2~. 

S u p p o s o n s  alors que nous ayons obtenu, d 'une manibre g6n6rale, l 'expression 

suivan~e de B m ,  2m:4-O~r--2 (r > I) 

(40) B~.~+~-~(~) = ~  (~ V)., ~ -  + 

i/2r--2+2~ 
. . .  

+ ~o(2ml!22"--2~'(2v+ I ) ( 2 v + 2 ) . . - ( 2 v + 2 r - - 2 )  

e~ montrons qu'elle est encore valable pour Bm, 2m+2r(X). 
I1 vien~ en effe~ 

(4I) 
f r--1 E . ,  2m-~-2r--2--2. t I~ 2"+1 B~,~.+._~(~)= B.,~.+._~(x)ex= Z G-;~v),.- :~x-# 
1 

C)( 
+ ~o(2m)122m--2"(2V+ l)(2v + 5 ) - - ' ( 5 , +  2 r - - I ) '  

puis 

(45) Din, 2m+2 r (X) 
"-~E l ~)2,+2 

m, 2 m + 2 r - - 2 ~ 2 v  i 

m m--~' m 

+ Y ' ( ~ ) ! 2 ~ - - , ( 2 , +  g ( 2 , +  ~)...(~,+ ~r)  
~ 0  

Ajou~ons Bm, 2m+2r aux deux membres, e~ adjoignons s 1~ premiere somme au 

second membre le terme B~,2.~+~r + Dm, 2~+2r~Em, 2~+2~; en subs~ituant v ~ v + I 

dans cease somme, on obtient enfin 
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(43) B,., 2 , .+ .  (~) - (~ ~)! 

+ ~ ( ~  m.)t ~ ; u  ;) (S;:~ ~) : : : ( ~  + ~,.)' 

qui est bien de la forme (40). Cette formule est done gdn6rale ,  et d6~ermine les 

polyn6mes B , ~ , ~ + 2 , ( x )  d~s que l 'on salt d6terminer  les hombres E~,2~+~,. La  

formule (42) d6fini~ D~,2m+2r(X) pour routes les valeurs positives de r e n  foneti0n 

de ces mSmes hombres e~ de D~,2~+~r. Pour  d6~erminer ceux-ci, 6crivons (I6) 

e~ D~,~m+2,(o)= o; on d~dui~ ainsi de (42) que 

(44) 
~ - E m ,  2m+2 r--2~ 

B ~ , 2 ~ + ~  = - -  D~,2~+2~ - -  (2 v + x)! 2 5', 

m , n - ,  m 

- ~o(2 m)! 2 ~ + ' ( 2  ~ + ~)(2 ~ + 2). . .  (2 ~ + 2r + ~)' 

(45) 
Em, 2mq-2r-2~ 

0 = D~,2,,,+~,- + (2~,)! 22, + 

~ 

+ _ (2 m)t 22" +2~ (2 v + I) (2 V if" 2 ) " "  (2 V -~- 2 r ) '  

la premiSre de ces 6quations fourni~ une relation r6currente d6finissant les 

E~,2,a+2,; en faisant  passer le terme --Din, am+at au premier  membre,  il vient 

en effet 

(46) 
.Em, 2m+2r_2v 

�9 ~ (2 ~n/! 2~'+2r(2,, + II (2,, + 2). .-(2, ,  + 2r-~-11' 

que l 'on peut encore 6crire 

(46') f.ao ( f~  7 ~).V ~ 7  ~0(2 m)] 22,,+,,(2 v + ,) (2 v + 2). . .  (2 v + 2 r + i ) �9 
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L'dlimination de D~,~,,,+2, entre (44) et (45) 

hombres E,,,2m+2,, et l'on a 

d~finit B ~ , ~ + ~  en fonction des 

(47) 
~ 2~Em, 2m+2r-2~, 

, - i)~ 

,=o (2 ~ ) !  2 2 '~+~ (~ ~, + ~) (2 ~ + ~ ) . . .  (2 ,, + ~ r + ~) 

Enfin (45) ddfinit les nombres D~,2~+2~ s l'aide des E~,2m+2,, mais l'on sait 

d'ailleurs que D,~, ~m+~r = E,~, ~m+2~ -- B~, 2~+~- 

I4. Etant  donn6 l'importance des nombres B~, 2,~+~,, il est int6ressant de 

d6duire de ces identit6s une formule de r6eurrence ne contenant point d'616m~nts 

interm~diaires. [1 s'agit d'61iminer les nombres Em,2m+2, entre l'~quation (47) e t  

les 6quations (46') d'indice I, 2 , . . .  r - - I .  Or cette 616ruination se fair ais6ment 

en utilisant les nombres de Bernoulli. Pour simplifier l'dcriture, nous dgsignerons 

par K2~ et J2~ les derni~res sommes 6crites dans (45') et (47), de sorLe que les 

r 6qu~tions enh'e lesquelles l'6limination dolt se faire s'dcrivent 

E r a ,  2 m + 2 v  _ 
(46") ~o(2 s _ . ~ - T ~ ) i 2 ~ 8 _ 2 , -  - -K~,  s =  I, 2 , ' , . .  ~ ' - - I ,  

r--1 (2r--2v) Em, 2m+u~ 
~ ' ( : r - ~ +  ~)! : ~r-~'= B~'~+" - J "  

dcrivons encore cette derni~re 6qua~lon 

r - -1  r-.-1 Era, 2 m + 2 .  E m ,  2 m + 2 ~  

~.Jo (2 r _  2 y _{ - i),22r_2~= .~jo (.2 r _ _  2 Y) , 2~r_2~ ~ J2r - -  Bm.  2m+ 2r , 

ou mieux, sous la forme plus sym~trique 

Ceci pos6, multiplions les r 6quati0ns (46") et (47') par les coefficients respectifs 

B~-2~(s= I, 2, . . .  r - -  I, r), et ajoutons les. I1 vient 
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+ .Bur--us-Em,2m+u~, -Era, Um+2~ --  Bm Um+Ur 
= Z ( 2  r 2 , ) ! 2  ur--2~ , 

~ 0  
r--1 

+ Ju~'--~_jBu~-u. Ku,, 

ou encore, apr6s addit ion uux deux membres de Bu~E~ u.~=Bu~Br.,2~, 

( 4 8 )  Z ( 2 s _ _ 2 v  ~ ~ - - - u  - -  (2 r _  2 v)! 2ur-u~ + Su~Bm, u'~--B'n, Um+~r 
s : O  'v=O 'v :O 

r - - I  

S=I 

La double somme au premier  membre s'dcrit 

2 ur-u" s ~ ' J ( 2 8 - - 2 , +  I)! 
~ 0  

~ E  r--~ ,m, ~m+uy ~ Bus 2 us 

2 u'-u" ~ - ~ ( 2 r - - 2 v - - 2 s +  I)! 
�9 : 0  $ : 0  

Cette dernigre somme se r6duit ~ l'unit6 pour v = r ;  pour v < r, elle s'6cri~ 

r-,~ B u s  2 us 

~ ( 2 r - 2 ~ , - 2 s +  i)! 
8=0 

2r--2,  B k  2/~ 2 B 1 

= ~ ( ~ , - - ~ , , - k +  ,)! - (? , - -  ~,1! k ~ o  

2r--u~_, Bk 2 k ' �9 

- .= ( u r - 2 ~ - k + , ) !  + ( 2 r - 2 ~ ) ! '  

or des formules de NSrlund 1 nous apprennent que 

(49) k~O.(T $ U'k2k 2nA. l[Bn+l(~)__U,n+l]=2( I - -  2 n + l )  B , i + l ;  = 2 - ~ u  = 

par cons6quent , pour v < r ,  

r--~ B2s 2 us 

~ o ( 2 r - - u v - - 2 s  + I)! 
I = 2 (I --  22r---2.+1) Bu,~2,+l +" 

(2 r -  2 v)! 

I 

( 2 r - 2 ~ ) t '  

' ,Mdmoire sur les po lyn6mes  de Bernoulli% Acta math. ,  tome 43 (t92o), P. I36- - I89-  
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l'6galit6 du premier et du dernier m e m b r e  subsistant d'ailleurs pour v ~ r. On 

volt ainsi que le premier membre de (48) est 6gal s l a  premiere somme au se- 

cond .membre, eg il res~e l ' identit~ remarquable 

ou encore, en explicitant le second membre, 

(50) B,~,u~+u~--B, ,B~,2~= ~.a (2m)! 2 u~+2r" 
9 = 0  

I Bus 2 us 
�9 ( 2 v +  I ) ( 2 v + 2 ) . - . ( 2 v + 2 r ) - -  = ( 2 v +  I ) ( 2 v + 2 ~ - - : ~ - v + 2 r - - 2 8 + I )  

La  quantit6 entre accolade peut 6tre mise sous une forme plus simple. Re- 

marquons en effet que pour r>~I, elle s'6crit 

I 

et par cons6quent 

2r--1 .Bk2 k 2 B 1  "~, 
k~O(2V + 2r--k+ 1)! + (2v+2r)!J 

ur--1 Bk 2 k 

- (2 ~)t ~o (2 v + 2 r - k +  ~)!; 

d'uilleurs la formule (49) de NSrlund permet de lui donner encore la forme 

29+2r Bk 2 ~ 
- ( 2 , / !  ~, ( 2 , + 2 , - - k + i 1 !  

k = 0  

29+2r Bk 2 k 

+ (2V)l k~2r(2V+2r__k+i)[= 

29+2r Bk 2 k 
= - -  2 (2 V)! (I - -229+2r+1) B 2 , + 2 r + l  + (2 v)t T ,  = 

�9 k--~= r ( 2 v + 2 r - - k +  I)! 

29. B2r+k 2 2 r+k  

En dgfinitive, (50) s'dcrit encore 

(51 ) B,~,2~n+~r--B2rB,n, 2n~-- Z ( 2 / ) !  22m J29, 2r 
9 = 0  
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avec 

2r--1 /~ 2~ ~ /e 
L'k 2k ~ 

(52)  j 2 %  2 r ~  - 22r Z I  k=0 ( 2 v +  2 r - - I t + l ) ]  k~'JO(2V-~-dI)]~2r+k2 r ~ i " 

15. Ces identitit6s ne peuvent pas 6tre consid6r6es comme pratiques pour 

calculer les hombres Bm,2m+~r puisqu'elles font intervenir les nombres de Ber- 

noulli, dont l'expression est inconnue, et des sommes pour lesquelles on ne connait 

point non plus d'expression simple. Le seul proc6d6 pratique dont nous disposons 

est toujours eelui expos6 au w 8. Pourtant  il est intdressant de comparer ce que 

d o n n e n t  les deux proc6d6s pour les premieres valeurs de r. fie me contenterai 

de faire le caleul pour r----- I; les valeurs suivantes de r ne fournissang que des 

r6sultats qui se d6duisent ais6ment du premier. Pour  r = I, les deux premieres 

6galit6s (23) donnent au premier membre de (5I) la valeur 

(-- I)mm! (m + I)!m 
B,~,2,~+2--B~B,~,2,~= 6(2m)!(2 m +  3)! 

( - = - i ) m ( ( m +  I)! )  ~ " 

2 ( 2 m ) ! ( 2 m +  3)!' 

+ ( - -  I)m (m[)  ~ 

I 2 ( 2 m ) l ( 2 m +  I)!  

on a donc l'identit6 

) y ( - -  I ) m ( ( /  -{- I)[)  ~ 

~:o(2m)12~(2v+I)(2v+ 3) ~-  2 ( 2 m ) l ( 2 # ~  + 3)l  

ou encore 

,=o (2v+ I)(2v+ 3) 

= ( ( m +  I)!)  2 2 ~m+2 

(2m+3)!  

Le premier membre s'6crit encore  

) I ~ m I I 
2 +I 2 +3' 

o [(:)( )] __ + ( - ; ) "  
I 

52--3298. Aet.a mathematiea, b9. Imprim~ le 15 juiHet 193'2. 

- -  I )  m 

2m +3 
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: I + A..J~ V + (__ i)m+ 1 _  m ~ l ( - -  I) ~ m + I , 

2 v + I  2 m +  3 2 v + I  

et notre identit6 prend enfin, apr~s le changement de m e n  m -  1, la forme 

remarquable 

,(~ 
m ( 2 )  ~' (m!) ~ 2 ~m 2 -  4"  6 . . :  2 m 

( 5 3 )  Z 2V+I --(2m+I)!--3.5.7.. .(zm+I ) 
*'~-0 

On peut ~tendre cette identit6 aux valeurs non enti~res de m, e t  la rattacher 

ainsi: s des d6veloppements en s6rie de New~on. 

Posons m = x - -  1. La foncti0n au second membre de (53) s'6crR 

2~-~ r ( x ) ~ _ V ~  v(x) 
r(2~) ~ 2 r ( x + ~ )  ~ 

de SOlVe que, pour les valcurs enti~res de x ~ . I ,  (53) peut s'6crire 

oo 

(54) V ~  f i x )  = ~ ( -  ~), ( x - i ) ( x - 2 ) . . . ( x - , )  
2 F X +  ~=0 

Or la fonction au premier membre est nne fonction de la variable complexe 

x holomorphe duns le demi-plan ~ (x)> o, son p61e le plus s droite duns le plan 

de x 6rant l'origine; en outre, sa valeur asymptotique s l'infini du demi-plan 
1 1 

d'holomorphie est de l'ordre de x 2, ou, en P0sant x = r e  i~ de r 2. I1 r6suRe 

alors d ' u n  th6or~me de Carlson, pr6cis6 par N5r lundl i  que cette fonction est 

d6veloppable dans le demi plan en question en s6rie de Newton, les coefficients 

de cette s6rie 6rant d6termin6s par les valeurs que prend la fonc~ion en question 

pour les valeurs enti~res et positives de x. cet te  d6terminution est unique, donc 

l'identit6 des deux membres de (54) pour les valeurs enti~res d e x -  > I entralne 

leur identit6 pour routes les valeurs de x de pa t t i e  r6etle >o .  On v6rifie d'ailleurs 

imm6diatement que la s6rie au second membre de (54)converge ubsolument pour 

(x) > o. 

Cf . N . E .  NSrlund: Lemons sur les s6ries d'interpolation, p. I31. 
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Ce d6veloppement en s6rie est un cas particulier de la formnle g~ndrale 

(5~) ~ (~ ,  X)--r(~)F(X) ~ . ( - - I )~(X - I )X--2) ' " (X--Y);  
r (x  + ~) - ~ / +  ~ ~! 

en effet pour ~ = - ,  F ~ V-~; d'autre part la fonction au premier membre 
2 

es~ holomorphe dans le demi-plan ~ ( x ) >  o, et sa valeur asymptotique est, dans 

ce demi-plan, de l'ordre de x -  ~, c'est-~-dire de l'ordre de r-~(~ I si x = r e  i~ 

On sait done qu'eUe est dgveloppable suivant la s6rie de Newton 

~ i) (X-- I) B(~, ~) = y,  A s (~, ( x - ~ ) - . - ( x - , , )  
v! 

au moins aans le demi-plan ~ (x)> o, ~ (x)> I__ ~ (a). 
2 

suite qne 

donc 

et 

Or on v~rifie tout de 

A B (a, x) = -- B (a + I, x) 

B (., x )=  (--i)" B (~ + ~, ~), 

�9 r (~  + ~) F(I)  _ (-- i)" 
A B ( a ,  i ) = ( - - i )  * F ( ( y d - ~ l ) )  ~d -~ '  

ce qui dgmontre (55). L a  s~rie au second membre converge d'ailleurs absoln- 

ment dans le demi-plan ~R(x)> o, et repr~sente done la fonction au premier 

membre dans tout ce demi-plan. 

Enfin par un calcnl et un rais0nnemen~ analogues, on d~montre qne l'on a 

(5 6 ) 
r(~)r(x+~) ~ (~I) 'F(~+a)(z--I)(X--2). . . (x--~')  

r (8+  i ) r (x§  ~ ~ b u  ;i. 

dans le demi-plan ~(x) > ~(--f l ) .  Cette identit6 se d~duR d'ailleurs de (55), 

pour fl entier > o, en prenant la diff6rence finie d'ordre ~ des deux membres 

de ce d6veloppement particnlier. 

Par le procgd6 des diff6rences finies, on peut d6duire de (54)beaucoup 

d'autres d6veloppements en s~rie de Newton. Contentons-nous de signaler encore 
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ceux que l'on obtien~ avec les diff6rences finis, relatives s la var iable  a, d'6cart 

a. On a en effet 1 

I __ ( - - I ) r r !  
]~Va + a ( v + a ) ( v + 2 a ) " ' ( v + ( r + I ) C 0  r = o ,  I, 2, . . . ,  

et, par cons6quen~ 

(57) Ao r(~)r(x) (-- I)r--Y r! (X-- I ) ( X - - 2 ) ' ' ' ( X - - V )  

~o(V+oc)(v+2g)'"(v+(r+ I)g) v! 

I6. Cette dernibre formule peut 6tre utilisde pour remplacer les sommes 

que nous avons d6sign6es par K28 par d'autres expressions. La comparaison des 

I 
seconds membres de (46') eg de (57) off l 'on remplace a par - donne en effe~ 

2 

(ss) 

~v~ (~0,-- I ) ' ' '  (m - -  v -I-- I) 

v !  

(-- I) m [ ~  I'(a) _r'(m + i ) ]  
=(2m)~(2s)i2 ~+-§  ~ ~ ~ i j l ~ = ~ -  

On peut encore expliciter ce dernier membre s l'aide de l'identit6 

I I)'-" f ( x  + , co), A f(x)  = ~; ( -  ~o 

et il vient ainsi 

(59) K2s= (2 m)! (28)! 2 2 m + 2 * + 1 Z  -4-I 
�9 =0 r ( ~  2 + m + . I )  

- -  ( - - l ) m . ~ !  ~ ( - - I )  ~ I 
(2 ~'~)l 2 m+28 ~! (2 8 m P)! (V+ I) (~+ ~) ' �9 " (P+ 2 m-{- I) 

~'~0 

r--1 
' On pose A f ( a ) = / ( a  + (o)--f(a),  Af(a)= A Af(r162 

t~ r to oJ to 
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Cette nouvelle expression est plus avan~ageuse que la somme au second membre 

de (45') pour les valeurs de 2 s inf6rieures s m. On transformeraR de mSme 

J2r ~ l'aide de l'iden~R6 

(60) 
m m--*, ~ '  ,_i) (.) 

J2~ + K2~= ~_~ (2 m)! 22'~+2~(2v+ I ) ( 2 v + 2 ) . . . ( 2 v + 2  r) 
~ 0  

ou encore, en explicitan~, 

(6I) J2r + K 2 r =  ( - - ' l ) m + l ~ / !  2 r - - 1  ( - - I ) "  " I 

(2re)t2 ~+2~ ~ '  v ! ( z r - - I - - v ) ! ( v + I - ) ( v + 3 ) . - . ( v + 2 m + I )  
~ 0  

CHAPITRE IV. 

]~tude du reste ct applications. 

17. Les in6galit6s d6mon~r6es au ehapitre pr6e6deng permettent d'obtenir 

une valeur majorante du reste de la formule sommatoire sp6ciale (2o) ch. I 

(~) 
I 

f ~9(X "4.- (DZ) d z  -~- --- Z B m " ~  v [] 99 ( v - I ) ( x )  - -  
to 

0 r 

2r<_n 

- ~ B = , .  ~ r  A ~(~-" (~) + R~,.,  
to 

2 r - - 2 m  

off, aprbs une 16g~re modification de la d6signation du resge, 

0 

(2) 
1 

0 

eL mSme, du res~e de la formule g6n6rale (19) ch. I 
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(3) 

off 

1 
f 2 r~m--1 . 

~(,~ + ~ ) d ~ =  y, ~ . ~ ' ~ - ) ( x  + ~ h ) -  
0 2 r ~ O  

-- ~ B~,, (h) co" A 9('-~)(x) + R~,. (h), 
to 

1 

(4) Rm,.(~) = ~ . f B . , . ( ~ -  ~)~,.)(~ + ~ ) ~  o_< ~ ~ .  
0 

b a n s  les deux cas, on suppose n-->2 m, de sorte que, si n est pair, on a 

I 
(5) I B~,~(h-z)l < a~__~ n pair ~ 2 m ,  

2 ~ 2 ( 2  m ) !  

et, s'il est5 impair, 

(6) IB--~,n(h--z)l < a,~-x)-2,~ < ~n-~,,~-~ 
2 ~ ( 2 m ) !  2 ~ (2m)!  

n impair > 2.m, 

o<_h eL z - -  < I. 

II est clair que l 'on peut  se borner ~ consid6rer les valeurs impaires de n darts 

le cas oh h = o .  

Si l 'on d6signe par M(n)(x, x+no) la borne sup6rieure de ]9(")(z)] clans r in- 

~ervalle (x, x+co),  nous aurons donc, pour les valeurs paires de n, 

(7) ]R~, . (h) ]<  M(~)(_--x~: + c0)o" n pair, 

et, lorsque n e s t  impair, 

MI~) (x, x + oJ)IoJI ~ 
(s) I R ~ , .  ~h) l < 3 . - 2 ~ - ~  

2 2 (2 m)! 

1 /I i I 
2 ~ (2 m)!  

0 

Les valeurs majoran~es ainsi trouv6es ne d@enden~ pas de h, e~ s'appliquen~ teUes 

quelles au res~e (2). 
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On conclut de 1~ que l'intdgrale d~finie au premier membre de ( I ) p e u t  

~tre d~veloppde suivant l'une ou l'autre des deux s~ries 

1 

f 2 r~  ~rt--1 a~ (9) q~(x+toz) dz-~- E )'m, 2rw2~qg2r)(xH-wh)--Z B~''(h) e~ 
2 r = O  ~ = i  0 

~ -  - -  .Bm,~ to ~ [ ]  ~ ( ~ , 1 ) ( x )  ~ Bm, 2r (.02r /~ ~(2 r--1 (X), 
oJ {9 

~ = 1  r = m  

lorsque 

(io) lim M(n)(x, x + o~) o n 
3~ 

n ~ r  2 T  

~ O .  

Cette m~me condition de convergence es~ suffisante pour routes les sdries som- 

matoires sp~ciales. Elle est satisfaite, en particulier, s'il existe un nombre k 

positif, infdrieur ~ 2 V2, tel que, ~ partir d'un certain rang n, on air soit 

soit 

n k 

M (~+1) (x, x + a) k 

I8. On peut obtenir, lorsque h = o ,  une valeur majorante du reste de 

forme nn peu diff~rente. En changeant ~ (z) en r (x + toz), on d~duit en effet 

de (3I) ch. I I I  que 
1 

( I I )  ~m, 2n+l= ll~m, 2n+2=o)2n f -Bm, 2n(~lq)(2n)(x~-o~z)dz 
0 , 

i 

: --W2n+l fBm, 
0 

~+i (z) 9(2n § + ~oz) d z  = 

1 

- - -  ~0 2 n + 2  fDm, ~n+~ (z) q9 (2'~+2i (x �9 coz) dz. 

Le signe de D,~,2~§ 6rant constant dans l ' interwlle (o, I ) ,  la formule de ia 

moyenne g6n6ralis6e permet d'6crire 
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(i2) 
1 

0 

-~  - -  Bin, ~.  co2~ 9(2~) (x  + 0 co) o < O < i .  

Mais on peut encore utiliser l'imparit6 de B~,2,~+~(z) par rappor~ s z - - -  

et la constance deson signe dans l'in~ervalle (o, ~).  On peut ainsi 6erire 

1 

Rmi2.= __co, n - i f  Bm, 2~i_i(z)~(2n-1)(x + coz)dz -- 
0 

1 

__co~n-lfB.,, 

I 

2 

Oll 

( I 3 )  

~_,  (~) v(~ n-! ) (x + cox) d~ 
1 

1 

j 032 ~',--1 IBm, 2 , , -1 (z) ~0 (2 n--l)(X "~- CO g) + B~, ~._~ (I  - - z )  ~o (2n-1) (x  -{- co - -  coz)] d z ,  

1 

R~,~. = co~"-~fB.,,~n_l (.) [~(~--1) (X + co - -  (9 2 ' ) - - 9  (2 n-- l)(X + CO Z)] d z ,  

o 

D'ailleurs la formule de la moyenne g6n6ralis6e donne encore 

1 

�9 / -~m, 2"n --- CO2n--1 [~0( 2 n-- l ) (X "~ OJ - -  0(.0) - - 9  (2 n- - l ) (X "~- 0CO)] B~,2,~-1 (z) dz 

o 

c'est ~ dire 

( I 3 ' )  Rm, 2 n =  Dm, 2 n c o 2 n - ' [ ~ ( 2 n - 1 ) ( x + c o - - O w ) - - 9 ( 2 n - 1 ) ( x + O c o ) ] .  

En posant 

Mr(2 n--i)(X, X + 03) = borne(o, ~, 19C2n-1) (x + co--z)--co 9{2 n-l)(x + z)], 

O < 0 < I ,  

on d6duit de (24) ch. I I I  que 
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M'(~ ~-~) (x, x + ~) ~2 
23 n - -m (2 m)!  

On peut transformer de mani~re analogue l'inffigrale au 3 ~ ou au 5 ~ membre de 

( I I ) .  En ehangean~ z en i - - z  et se rappelant que D~,2.(z)~Dm, 2 n ( I - - Z ) ,  il 

vient~, par  exemple, 

1 

( I5)  Bin, 2n = oj2nj'D~,2n(z) qg(2n)(w+e~176 , 2  
0 

et, par suite, 

~ )  (x + o~) + 9c ~-) (x + ~ -0o~) 
(I5') R ~ , ~  : - - B ~ , ~  ~ 2 ~  o < 0 <  I. 

2 

On "en d6duit que 

(i6) M'(2")(x, x +  o~) ~2. 
2 (2 "0l 

avee 

(i7) M'{~n)(x, x +  to)= borne I f(2n) (x+z) + q~ (x+ r �9 
�9 (o ,  ~ )  [ 2 

I9. On peut 6videmment consid6rer les formules sommatoires ( I ) e t  (3) 

comme des formules de d6veloppement d'une fonction; il suffit de poser q~(z)=f(z). 
Par exemple, upr8s multiplication des deux membres par oJ, (I) prencl la forme 

(is) f ( x  + ~o)--f(x) = -- ~ Bin,. of [f(')(x + ~) -- (-- I ) ' f  (') (x)] - -  

2 r ~  

- -  ~ ,  B ~ , , ,  ~2r If( ,  r) (x § w) - -  f ( '  *) (x)] + w R~, , .  
2 r : 2 m  

La remarque faite par Darboux 1 que la formule sommatoire de Maclaurin est 

une formule de d6veloppement d'une fonction impaire s'&end s routes les for- 

mules sommatoires (I8). Supposons que n soit pair, et prenons le reste sous' la 

�9 forme (13) , c'est ~ dire que 

loc. cir., p. 3oo. 

53--3298.  Acta mathemat, ica. 59. Imprim6 le 15 juille~ 1932. 
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1 

= ~,_, (~) if(2 ,o (x + co_ oJz) _ f(2 ,o (x + coz)] dz .  

0 

En faisan~ ensuite ~o - - 2 X ,  (I8) devient  alors 

f ( - - x )  - - f ( x )  = - -  Z B ~ , ,  (2 x)" [(-- I)*f(*)( - x) --f(*)(x)] --  
~-~1 

2r<~2n 

- -  Z B~a, 2r (2 x)2r{f  (~r} (--X) __f(2 el (X)] 
2 r ~ 2 m  

1 

+ (2 2 ~--1 (~')[f(2")(--X+ 2 XZ) --f(~*)(X -- 2 XZ)] dz ,  

0 

et, par suite, en d6signan~ par F(x)  la fonetion impaire f ( - - x ) - - f ( x ) ,  

2 r<~2n 

(I9) F (x )  = --  Bm, . (2x) 'F( ' ) (x )  - ~_j 
�9 ~ 1  2 r = 2 m  

off 

(20) 

On en d6duit que 

B m ,  2 r ( 2 X )  2 r E  ( 2 r ) ( x )  + / ~ m ,  2 n ,  

1 

f 1 ~ ,  ~ . = (2 x) ~" B~ ,  ~ . - ~  (z) _~") (x - -  2 x z) d z  

0 

= D r ,  ~. (2 x)2 ~ F(2") (0 x) o < O < x .  

x 2 n borne I F  (2'0 (z) l, 

et, par cons6quen~, que r o n  peut d6velopper F(x)  suivant la s6rie 

(20 
oo 

F (x) = - B ~ , .  F(.) (x) (2 x) "" - ~ B ~ , . ~  ~(2,.)(x) (2 x )"  
�9 ~ 1  r ~  m 

lorsque, dans l ' intervalle (o, x) on a uniform6ment  

(22) ,,--| [~-)  F( '  ") (z) --~ o. 



Sur le calcul approeh6 des int6grales d6finies. 419 

2o. Appliquons ees rdsultuts ?~ la fonet ion ~0 ( x ) :  e ~. Pour  eette fonetion, 

M(") (x, x + w) est constant,  et le dgveloppement en s6rie (9) s 'applique lorsque 

Ir < 2 1#2. En mul~ipliant les deux premiers membres  par ~oe -z, le premier 

de ces d~veloppements donne 

2r~Y~--i ar 

er176 I = ewh Z Zra'2rf'O2r +i - -  (e~ - -  I ) Z  B m , , ( h )  off , 

2 r:O v=l 

ou, en se rappelant  que B~, 0 ( h ) =  I, 

ewh 2r<-m--1 

(23) 8 t ~  Z Zm' 2r Oj2r+l = ~_~B~,,(h)r 
2 r~O '~=0 

La fonct ion au premier membre est done une fonetion g~n~ratriee des polyn6mes 
O} e oh 

= - - ,  fonet ion g~n~ratriee des poly- B~,~(h). Pour  m I, elle se r~duit ?~ e ~ -  I 

eo e o h  

- -  est multipli6 par  un polyn6me n6mes de Bernoulli. Dans le cas g~n4ral, e ~ -  i 

pair  dont  le degr6 est dgal ?~'la partie paire de m - - I .  En posant  

(23) s%crit 

(24) 

2r<--m--1 2r~m--1 

2 r~O 2 r=O 

2 m ( m - -  i ) . . . ( m - -  2 r )  2 

2m(2m--i)...(2m--2r)(2r-k I)!' 

co e ~ h 

~ 0  

En remplagant  la fonetion au premier membre par son d4veloppement en s4rie 

enti6re en co, l ' identification des deux membres  de (24) fourni t  l 'expression du 

polyn6me B~,~(h) s l 'aide des polyn6mes de Bernoulli;  cette expression rdsulte 

d'ailleurs imm6diatement  des pr~liminaires du premier chapitre, puisque (3) 

ch. I e t  (4) ch. I donnent  immddiatement  

[B~ (x)] = [B]. [s [x, o] = [)~] "[B (x)]. 

Si l 'on avait utilis6 le d6veloppement (3), on aurai~ obtenu, avec n ~ 2 m, 

1 

fDn+ 1 f (26) ~~ II,~(~o)= B~ ~(h)oJ ~ B~ ~(h--z)e~dz.  
e ~ -  I ' e t ~  I ' 

~,=0 0 
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Lorsque h = o ,  l'dgalig~ 

(v = + I, + 2, . . . )  donne 

ou enfin 

des r6sidus des deux membres au p61e 

1 

0 

1 

= (-  I)n+~(z~,:r.i)"fB,.,.(z)e~'"~dz, 
0 

1 

f B=, ,~ (z) 
0 

e~,,~i .d z = ( - -1 )  '~+l Hm(2  vzei) 
(z ~ ~ i ) "  

o~ 2 r~ r i  

D'ai l leurs on obt ient  la mSme identit~ q u e l  que soit h. En donnan t  s n des 

valeurs paires ou impaires, on conclut  de 1s que, pour  ~--~ I ,  

1 

f Bm, 2n(z) cos 2vz~zdz-- ( -  l)n+l 

0 

1 

f B,,, 
0 

~,,+l(z) sin 2~7~zdz-- 
--- i )n+ 1 

n~_m, 

les deux int6grMes obtenues en permutan~ le sinus eg le eosinus grant nulles. 

Remarquons  q u e  le dernier  te rme an second membre esg rgel, et. que ces r~sul- 

tEa~s se ragtaehent,  par  (25), ~ la forme qu'ils p rennent  pour  m = I, c'es~-s 

aux r6sultats elassiques relatifs  aux p01yn6mes de Bernoulli .  

Les valeurs de ces int6grales fournisseng les d6veloppements en s6rie de 

Four ie r  de B~, ,  (x), savoir I 

(zT) 

2(-i)"+' ~/I,~(2,,~i) 

2 ( - - I )  n + l  o~ J - I m ( 2 v ~ i )  . 

�9 = Z s m  
v = l  

1 N ' o u b l i o n s  p a ~  q u e  

1 

f Bm, n (x) dx = 
0 

o , n ~ 2 m .  
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en particulier, lorsque n crolt ind6finimen~, on volt que 

(2 z / .  (2 i) cos 2 x ,  

B,~,~,,+~ (x) -~- )~-~  l I~(2~i )  sin2~rx. 

On peut d~duire de 1s une condition ndcessaire pour que l'intggrale (I) soit dd- 

veloppable suivant~ une sgrie (9); en effet, il est ngcessaire que le t;erme g~n~r~l 

de eette s~rie 

:~+ to  

E 

t endeve r s  z6ro lorsque v crolt ind~finiment, et, pax cons6quent, que 

(.0 P" 
(29) lim ~(--1 A qg(n-')(X) ~-. O. 

Cette condition est inddpendante de m, et est s rapprocher de la condition 

suffisante (to) 

O) n 

lira [ - - ~  borne I~o(n)(z)l~---O. 

En r~sum6, routes les remarques que l'on est conduit s faire sur la s6rie 

d'Euler-Maclaurin peuvent gtre reproduites pour la s~rie gdndrale (9) que nous 

avons obtenue iei, et il serait fastidieux d'insister. 

2I. Jusqu'ici, nous n'avons examind clue ce clue devenait une mgme for- 

mule sommatoire sp6ciale lorsqu'on la prolongeait ind4finiment. On peut se 

proposer encore de faire tendre l'indice m lui-m~me vers l'infini. Remarquons 

que 9a revient s examiner ce que devient dans ces conditions la formule de 

Daxboux (3) ch. I I I .  Le r6sultat n'est pas nouveau, ~ et il nous suffira de rup- 

peler sommairement ce que l'on ob~ient. En nous reportant ~ cet~e formule, 

supposons que J~  tend vers z6ro lorsque m crolt indgfiniment, ce qui a lieu, 

par exemple, en vertu de (5) ch. I I I  et (5) ch. I I I ,  si 

1 Cf. Whittaker, loc. tit., p. I~5. 
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done si 

au t rement  dit, si 

(30) 

(m!) ~ 
.~--= borne I w(~,.) (~)1 = o,  lim (2m)! (2m + I)! (o, 1) 

e / 2m+l 
~ - - |  b o r n e  I~( ~ ~)(x) l - - -  o, l im \ ~ I  (o, ~) 

borne I~( ~ ~> (z)l = o 
(o, 1) 

On peut  6erire, dans ces conditions, 

1 

(3I) f 9~ (x) dx = - -  l im ~ Bin,, []  q9 (~-~) (o). 
~ t ~  z0 1 

0 ,v=l  

D'aut re  part ,  [orsque m crolt  ind6finiment, v res tan t  fixe, on a 

limBm,~ - ( - I ) ~  lim F(m+IJF(2m--v+I)--(--I)~ 

et  B~, ~ tend vers cet te  limite par  valeurs absolues cr0issantes, comme le montre  

le rappor t  

Bin, ,v 
_ (m+ 7)(2 m - v +  7)(2 m -  ~ + 2 )  

(m--~' -{- i)(2 ~/1+ i)(2 m+ 2) 
__ ( 2 m - - v +  I ) ( 2 m - - v +  2) 

(2m--2vA-2)(2m+ I) 

= (2m)  2 -  (2v - -3 )2m+(v- - I ) (v -2 )  
(2 m)~--(2 v--3) 2 m--2 (v--I) 

v (V- I) 
= I -~- 2 ( 2 m + I ) ( m - - v + I )  

> I  

puisque m > v; et l 'on a 

IBm. , [  < 2 ,  v[ m ~> v. 

En appl iquant  le th6or~me de Tannery ,  on peut  donc remplacer  (3 I) par  

1 

f 9  | 
( 3 2 )  (X) dx  ~. ~d ( -  I ) ~ + 1  

2 ~ i _  [] ~(~-,)(o), 1 
0 ~=1  

pourvu que la s6rie au second membre soit absolument  convergente.  


