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Introduction. 

Pour  6tudier l '6tat  d 'un  gaz on in t rodui t  duns la th6orie cin6tique des guz 

1s fonct ion de distr ibution des vitesses 

F(x,y,z,~,V,~,t) 
qui est d6finie de mani~re que 

/~(x, y, z, ~, v,~, t) dv d~ 

d6signe le nombre des mol6cules dont  les centres ~ l ' ins tant  t sont compris duns 

l'616ment de volume dv ~ d x d y d z  et dont  les vecteurs de vitesse (~,V, if) abou- 
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tissent dans l'~16ment dw ~ d~d*ld~ de l'espaee des vitesses. En supposant que 

les molecules soien~ des sphSres parfaitement ~lastiques de diamStre d et que les 

composantes des forces ext6rieures soient X,  Y, Z, Boltzmann a d6montr6 que 

F doit satisfaire ~. l'~quation int6grodiff~rentielle non lindaire 

OF 

Ot 
~o_F oF ~o~" oF roF  o~" 

- -  + ,-Ob + '~g;,j + ~-O~- + X ~ -  + ~-~+ZO-~= 

S -(21 

do. 

Dans le second membre on a pos6: da-~ 616ment de surface d'une sphSre S de 

rayon un (lZ+ m ~ + n ~ =  I), d w l ~ d ~ l d ~ t d ~ l , - Q I  6rant l'espace 

entier, 

"vl 

F~ = F ( x ,  u, z, ~ ,  ,~,, ~ ,  t) 

F ' = _ F ( x , V , z , ~ ' , V ' , ~ ' , t )  
v ~V 

F' ,  = F ( x , v , z ,  ~ ,, , / , ,  ,~ ,, t), 

off les quantit~s ~', ~7', ~', ~'x, Y'I, g't, W sont d6finies par les formules 

= ~  + l W ~ - - - - ~ - - l  W 
v t 

~ ' - - ~ + n W  ~ ' ~ = ~ - n  W 

w = l (~, - ~) + ~,, (,~, - v) + ,, (~, - r 

Ajoutons que la fonction F doit satisfaire s certaines conditions aux limites 

lin6aires sur la surface qui limRe le gaz consid6r& 

Malgr~ les rdsultats classiques de BolSzmann, Maxwell, Lorentz etc. et 

malgr6 les travaux importants de M. Hilbert  et de ses successeurs nous pouvons 

dire que l'6tude math~matique de l'~quation de Boltzmann es~ 8rop peu avanc6e 

pour donner une base solide de la th6orie cin6tique d'un gaz qui n'est pas en 

6quilibre. 
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l~ous nous proposons d '6tudier  d 'une mani6re r igoureuse l '6quation de Boltz- 

mann et de ddmontrer  l 'existence, pour  routes les valeurs positives de t,  d 'une 

solution positive unique qui se r6duit,  pour  t = o, s une fonct ion positive F o 

donn6e. Pou r  simplifier l 'exposit ion nous t ra i terons  dans ce m6moire pr61iminaire 

le eas part ieul ier  off F est ind6pendante  de x,  y, z et  ne d6pend que de t et de 

~ + ~ + ~s. Les m6thodes utilis6es s 'appl iquent  aussi dans le cas g6n6ral que 

je me propose d 'dtudier  dans un travai l  prochain. 

F o r m u l e s  fondamen ta l e s  elassiques. 

Si l 'on suppose que F soit u n e  fonet ion F(r,t) ne d6pendant  que de 

r ~ l / ~ +  U ~ + ~ et de t, on obtient  par un calcul facile que l '6quation de 

Bol tzmann prend la forme suivante:  

ao ~ r 

(I) 0~- = 2 [/~ ( V  ;'~ s in  ~ 0 

o 0 0 

off Ion a pos6 

+,,'= cos~ 01, t) F(Vr: sin2 O, + r~ cos~O, t) - -  

,2 
- -  F ( r ,  t) -~' ( r l ,  t)] V ( r ,  r l ,  O, 0 1 ) ,  1 dO dO 1 d r  1 

V(r ,  r~, O, 01) = 1"~ cos 01 - r cos O l s in  0 s in 0~. 

En in t roduisant  la t ransformat ion  

r '  cos O' = rl cos 01 r '  sin O' = r sin 0 
(2) 

r'~cosO'~ r cosO ' " ---- sinO~ = r 1 sm 0' 1 rl  

qui t ransforme les variables r, rl, 0, 01 en r', r ' l ,0 ' ,  0'1, et en rempla~ant  F pax 

F 
2 ~  d~, on t rouve l '6quation simplifi6e: 

oF f f f (Fo.,t)~,(,, t)_F(r,t)F(,.1,t))V(r,r~,O, O1),.~lOdO,~,.. (3) Ot  - -  
0 0 0 

Nous abr6gerons encore l '6eri ture en 6erivant 

(4) 

P �9 ~(r', t) = F' ,  F ( r  ~, t) = F'~, F(,'~, t) = F~ 

o o, f f f (F F, _ FF,) do dO 1 dr 1 . 
0 0 0 
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On  v&ifie f ac i l emen t  la f o rmu le  

]D(, .',,.',,o',o',) I _  ~,.~ 
(5) ~-~(,.,~; o,o,) I ,.,,q 

N o u s  pouvons  eons iddrer  le second m e m b r e  de (3) eomme  une  t r a n s f o r m a -  

t i on  fonc t ionne l l e  T(F) .  Ceei posd nous  a l lons  &ud ie r  l ' i n t6gra le  t 

if* T (I:') r~ d r 

0 

off 6D ~ q)(r ,  t) est  une  fone t ion  de r et  de t. 

On  t rouve  

ao ae oo ~ 

f f.l[ f 
0 0 0 . 0  0 

q) -~ F'I ~ " V r  r~dOdOt d r l d r - -  

0 0 0 0 

dO dO~ dr1 dr.  

E n  ef fee tuan t  le e h a n g e m e n t  de var iables  (2) et  en u t i l i san t  la fo rmule  (5), 

on  t rouve  que le p remie r  t e r m e  du  second  m e m b r e  est  dgal  ~r 

ffff ,..r, ,. . . . .  = 
r r , dO 'dO ' ,d r  dr j  

0 0 0 0 

0 0 0 0 

On a done  

(6) 
r  z c  o~ ~ 

0 0 0 0 0 

E n  6 e h a n g e a n t  r et  r l ,  O et Ot, on  en d6dui t  

t Nous supposons que toutes les intdgrales consid~r~es dans ce paragraphe soient absolument 
et uniformdment convergentes, 
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(7) f f f f f d,'<. 
0 0 0 0 0 

En eombinant les formules (6) et (7) il vient 

(s) / 
0 0 0 0 0 

----* f f f f Vr',.:aoao, a,.a,, 
0 0 0 0 

- -  F ' F *  1 17vF1) ( ~  ' + q~'~ q ) -  q),) VrS,,dOdO~drdr, .  
�9 - b j  j . ]  j 

0 0 0 0 

(9) 

Si l'on pose q)-~ I ou q ) - ~ r  ~ on trouve 

q)' + q ) ' t -  q } -  q)l 
I1 s'ensuit 

T (F) r * 

0 

(m) / r ( F )  r' 
0 

quelle que soit~ F.  

En posan~ q)-~ log F il vient 

f log F .  T (F) r~ dr ~- 

0 

d r = o  

d r = o  

iffff,  ,_l 4 
0 0 0 0 

(if) 

~ 0 .  

�9 F 'F '~  
F F~) l o g  ~ Vr  ~ r~ dO dO1 dr d r  1. 

Comme la fonc~ion sous le signe d'int.dgration dans le second membre est 

toujours non ndgative, on trouve 

(,2) f logF T(F) rSd, .<_ o .  

0 
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Corollaires: Soit F ( r ,  t) une solution de l'~quation de Boltzm~nn 

O F  
Ot - -  T ( F ) .  

On ddduit de (9) et (Io) que les intdgrales 

cw ~r 

o 0 

conservent une valeur constante ind~pendante de t. 

La formule (I2) montre que l'expression 

av 

H= f FlogF. ,. dr 
0 

ne peut pus augmenter lorsque t crolt. C'est le cdl~bre H-thdorbme de Boltz- 

mann. pour le cas particulier qui nous occupe. 

On peut aussi utiliser la formule (If) pour rechercher routes les solutions 

positives de T ( F ) - ~  o,  c'est-s routes les fonctions de distribution des vitesses 

qui correspondent s l'~tat de l'~quilibre. Pour que le second membre de (II) 

soit ~gal ~ z~ro il faut, en effet, qu'on air 

F '  I'"~ - -  F F~ = o  

quelles que soient 8,~?~,r,rj. On en d~duit aisdment 

F ~  ( ~ e  - c c r ~  

off C e t a  sont des constantes. 

Transformation de l'~quation de Boltzmann. 

Nous allons dans ce num~ro transformer l'~quation (3) en une forme qui 

jouera un rble fondamental pour les recherches qui vont suivre. Posons d'abord 

dans l'int6grale 
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o o o 

sin * 0 + r~ cos '~ 0~, t ) /7  (V-r] sin "~ O, + r ~ cos  * O, t)- 

�9 I rl  cos 01 - -  r cos 0 1 sin 0 sin 01 r~ dO dO 1 dr1 

x ----- cos O, y = cos 01. On  obl;ienl; a insi  

0 --1 - -1  

oo 1 1 

= fff 
o 0 0 

" t) r (Vr  " , , i /  + ,-  ; ,  t )  F ( V r ~ _ r ~ x *  + ~ , y - ,  ~ .,_ ~ ~ ., 

, ( ] r , y - - r x  I + I r , y  + r x [ ) r~  d y d x d r ~ .  

P r e n o n s  mainl;enanl; les quanl;il;ds 

_ _  .2 .2 _ _  y 2  r 2 X 2 u ~ V r" r2 x~ + ~i Y~, v ~- V ~l r~ + el; y 

c o m m e  nouvel les  var iables  d'inl;4gra.l;ion. E n  effecl;uant les calculs  on  l;rouve 

(I3) J = 4 / / G ( r , u , v ) u v F ( u , t ) F ( v , t ) d u d v  

0 0 

o~t G esl; une  foncl;ion sym~l;rique de u el; de v d~finie c o m m e  il suil;: 

G ~ o  pour  u S + v  2 - ~ r  ~ 

G - ~  I ~ u ~ r ,  v ~ r  

(I4)  G -~v- ~ u>---r, v < _ r  
r 

U 

r 

G -~ V u 2 + v ~ -  r ~" )~ u 2 q- v 2 ~ r  2, u ~ r ,  v-----r. 

(Cf, le d i a g r a m m e  ci-joinl;.) 

1 3 - - 3 2 5 1 1 .  A e 2 a  m a t h e m a ~ i v a .  60. I m p r i m ~  |o  23 n o v e m b r e  1932. 
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~ - - _ V "  

r 

Fig.  I. 

On ob~ient d'une mani~re analogue 

ff,,,oosO,--,cosO,s,nOs,nOl ,O O, Pl' 
0 0 

off la fonction symdtrique P e s t  d6finie par les formules 

P ( r , r l ) = 2 r  + 2 , )  pour r l~<r  
3 I* 

2 1,2 
P (r, r~) ----- 2 r 1 + - >) J ' l  ~ -  ~' .  

3 ri 

En posank pour ~br@er, F(u ,  t) ~ F(u), F(v ,  t) = F(v) nous pouvons donc 

~crire l'~quation de Boltzmann sous la forme 

o o  

~ 
0 0 

c~ 

-- f "~ dr1. e( , ' , ,~ , , ; ) , , , ,F(u)F(v)d, ,d , ,  F(,') P( , ' , , '~)F(r , ) , ,  

0 

Dans les cas off il est utile de sousligner que l'expression J ,  ddfinie par lu 

formule (I3) , d~pend de F nous dcrirons dans la suite 
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J (F) = 4 f / G  (r, u, v) u v F (u) F (v) d u d  v. 

0 0 

99 

Nous utiliserons aussi la notation 

(~8) 

ar ao 

0 0 

Indiquons finalement deux transformations de l'expression 

f .2 dr~ L = L (F) = P (r, r~) F ('h) ~, �9 

0 

On d~montre facilement 

L :,. f .=,,(,. )<+ 2 l r {F ( r l )d , . 1  2 l ( , . l _ r ) a r l F ( r l ) d r l .  
= ~' ~ 3  31"J 

0 0 r 

L : 2 r f /? (rl), t ~ d,'l q- 2 ~ f r : F  (,,, f It,-, - r ) '  ~t-(rl--r) r 1 .~-r:] 
0 0 r 

rl F( r l )dr l .  

En introduisant les notations 

(I9) f Fr2dr=-A, 
0 

(20) 
c~ 

f Fr4 dr =- B, 
0 

(2i) 
r 

S ( F )  = r~ F ( r l ) d r  1 + ~ [(r  ! - r )  $ -J- ( r  1 - -  r ) r  1 -~- ,'2l] r 1 ~ ( r l )  d r  1 

0 r 

nous pouvons donc ~crire l '~quation de Boltzmann sous les deux formes suivantes: 
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122) + (2A, + = +  'lrl f r, _,)3 
r 

OF 
(23) 0---~+ [ 2 A t +  S(t/)]!,'--=J(!~'). 

rl F(rl) dr1, 

w  

]~tude d 'un  sys t6me d '6quat ions dif f6rent ie l les  non l in~aires.  

Si l 'on remplaee la variable continue r par un indice qui ne prend qu'un 

nombre fini de valeurs on est condui~ ~r comparer l 'dquation (I6) ~ un  systbme 

d'dquations diffdrentielles de la forme 

- - -  Z - ~  b (pi x Xr  p I 2 ,  n .  (24) d t  + Xp  a p q X q  qr  q ~ -  ' " " " 
q ~ l  q = l  r = l  

Pour pousser l 'analogie avec l '6quation (I6) plus loin nous supposerons que les 

coefficients b(~ ) soient tous positifs et que l 'dquation (24) admette  une int6grale 

premiere de la forme 

(25) ~ a,, x,  = eonstante 

off les a, sont des quantitds positives. Ces hypotheses suffisent pour ddmontrer 

que tout  systbme de solutions qui prennent  des valeurs positives pour t = o est 

prolongeable d 'une mani~re continue dans tout  l ' intervalle o --< t < ~ et que ces 

solutions sont positives et borndes dans tout  l ' intervalle o--< t < ~ .  D6montrons 

d 'abord que les solutions xp(t) ne peuvent s 'annuler  dans un intervalle off elles 

sont continues. Supposons, par impossible, qu'on air 

x ,  ( t o ) =  o to > o 

x,(t) > o o - - < t < t o  Y =  I ,  2 ,  . . . n .  

On a donc n6cessairement 
' (to) < o Z p  

et, par cons6quent, s cause de (24) 

Y, z ~  ~ b~p)~ x~ (to)xr (to) _< o .  
q ~ l  r = l  
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Comme t o u s l e s  termes du premier membre sont positifs ou nuls il s 'ensuit  

x , ( t 0 )  = o ~ =  I ,  2 ,  . . . ~ .  

Mais ces conditions entralnent  que x,  (t) sont ident iquement  nuls ee qui contredit  

notre hypoth~se sur les valeurs initiales. I1 s'ensuit, en tenant  compte de (25), 

que les solutions x ,  (t), dans tout  leur domaine d'existenee, sont comprises entre 

deux limites finies et ind@endantes de t. Ceei entraine, d'apr~s un th6orbme 

bien eonnu, que les solutions existent et sont continues dans tout  l ' intervalle 

o < t <  ~o. 

w 

Bornes sup6rieures des expressions T(F), J(F), J(F, 0).  

Nous d6montrerons dans ee paragraphe quelques lemmes sur les expressions 

T(F) ,  J(T3,  J ( F ,  0) .  

L e m m e  I: Soit F(r)  une fonction mesurable pour o < r < ~ et satisfaisant it 

l' in6galit6 
C 

IF(r)l < r.(~ + r) t~ o < a < 3 ,  a + f l > 4  

(c ~ constante). Ceci 

gentes et l'on aura 

(26) 

posd les expressions J ( F )  et 

k 1 c 2 
I T(~')I < ~(~  + ,-)~-~ 

T(F)  sont absolument conver- 

oie kl est une constante qui ne d@end que de a et de ft. 

Pour  la d~monstration nous remarquerons d 'abord que 

IT (F) ]  ~< J ( [ F ] )  + ] F ( r ) l .  L( IFI ) .  

En uti l isant  l 'in4galit6 
o < P ( r , , ' l )  < 2(r + rl) , 

on trouve imm6diatement  

f ':(+ r,)#d,, ) f ~:~__.2 ( ! d L(IFI)<2c i r l  " < 2 c ( I  + r  + ~--qZrl)t~: i r l .  
0 0 

I1 s 'ensuit  
F ,  c ~ 

I F ( r ) l  L(I F I ) <  ~( i  + r)~ -1 
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off k'~ ne ddpend que de a et de ft. Pour  trouver une borne sup4rieure de J ( [ F [ )  

nous allons remplacer G(r,u,v) par une majorante  G~(r,u,v) d4finie de la 

manibre suivante: 

Gl(r ,u ,v) -~o pour u < 1/_~-2, v < V 2 '  

(J1 { r ,  U,  y } , ,  = I ;> u > t/-2-~- ~, v > ------ |/ 2' 
V V r 

G, (,-, . ,  ~) = -,. ,, ~ > i / - , ~ < V ~ ,  

e , ( , ' , ~ ,  v) *' r ," ,- V-~' V2~" 

I1 s 'ensuR 
r 

| 1-~ / 

{ i f  u u 
J ( [F [ )  < 4c  ~ u~(i + u)~du + u,(-~7-u?du,  u,~( ' + u) ~ ] 

r 0 r 

r 2 r~ 

d'ofi l 'on conclu~ l 'existence d 'une constante k'[-~ k'~' (a,/~) telle qu'on air 

c ~ k'[ 

En posant k 1 ~ k', + k'(, on trouve finalement 

~1 c2 

C. Q. F. D. 

Pour  t rouver  une autre borne sup4rieure de J(F) 
remarquerons les in~galitds 

et de J(F, q~) nous 

G ( r , u , v )  ~ u  pour 1/r ~ - u  ~ < v < r ,  o < u < - -  
r V~ '  

G ( , ' , u , v )  <-- ~- 
r 

r 
)~ Vi " ~ - - v ~ - < u < r , o < v <  

V~ '  

e (,., u, v) _< , ,, V ~ < u < , . , i y ~ < v < r .  

On obtient ainsi: 
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(27) 

V~ r ~ r 

,f f f I J ( F , a ~ ) l _  r IF(u)lu ~ ] , ~ ( v ) i v d v d u +  Ira(vii v' [ F ( u ) ] u d u d v +  

0 y ~ _ u 2  0 yr~__vZ 

r ;, /, +4f lF(u)luau. ] O ( v ) i v a v +  4 F ( u ) [ u d u .  O ( v ) l v d v +  

~" r r r 

r o0 r a o  

0 r 0 r 

I1 s ' ensu i t  1 

(2s) 

r 
v~ 

(r ,)f [ J ( F , ~ ) I ~  ~ ~ xlO(v) I F ( ~ ) l ~ d u  r ~ 

7' 

+ r  ~. M~xl/?(u �9 v l O ( v ) l d v  

~,'~ r 
r?  

r ~ 

+4 f f , 
0 r 

I~non~ons m~inten~nt~ le  l e m m e  f o n d a m e n t a l  s u i w n t .  

r 
v~ 

)f + r M~x ] F (u) ] ] @ (v) ] v '  d v 

~ o 

+ 

o@ o o  

+ 4ftr(u)l~du fl*(v)l,av+ 

0 r 

udu.  

L e m m e  II: Si les fonctions F et (P saris font  aux in~galit& 

C 
(29) I F ( , ) I  < (~ + ~)~ 

(30) I ~(r)  l < - -  
t 

C 

(I + r)" 

z > 6  

il  existe une constante k = k (x) ne ddpendant que de x telle qu'on ai t  

4r f l~(v)lv'av 4~' IF(u)lu'du 
o o k (~) co' 

( 3 I )  [ J ( ~ ' ~ ) l ( ( x - - 2 ) ( I  ~- r )  u - 1  + ( x - - 2 ) ( I  + r )  u - 1  + ( I + r )  z 

b 
1 Nous d6signerons par Max f(u) le maximum de f(u)  dans l'intervalle (a, b). 

a 



104 Torsten Carleman. 

Cette formule s'obtient immediatement de l'in6gMit~ (28) si dans les quatre 

premiers termes on remplace F et q) par les seconds membres de (29) et (3o) et 

si on cMcule une borne sup~rieure des deux derniers termes au moyen des 

in6gMit~s suivantes 

f ]  )' (i I ' (, I i ; ~ ) f '  )' F ( u  u ~ d u =  - + i  + + + r ( r  + I)~ .. - F ( u  u ~ d u  

0 0 

r r 

< I / I F ( u ) l u : d u +  " . . . . . . . .  < r +--~ (r + I) ~ + o - -  ( r - q -  I )  2 - -  

0 

<% . . . . . .  

<_ 

/ (f i ) c u u 2 
r -~  I I  IF(u) l u ' d "  -~- (;.--@ ij ~ (I + t,)~du -1- (i ~ ~ d  

o o o 

f l~ ( - ) l  
r 

oo 

u d u  <--e . i - +  ~ t ) ; - ~ i d u = ( z  - -  2)(I -~- r) x-2 
r 

w  

Propri~t~is g~in~rales des solutions de l'~quation de Boltzmann. 

In t~gra le s  p remiere s .  Soit F ( r ,  t) une solution de l'6quation de Boltzmann 

O F  
ot - T(F)  

O F  
continue ainsi que la d~riv~e f f f  dans le domaine 

o < r <  oo 

t o ~  t < t~ 

et satisfaisant aux in~galit~s 

c 
(3~) o -< F(, , ,  t) < r"(~ + rV 

off c est une constante. 

Ceci pos4 d~signons par h (r) une fonction telle que 

o ~ a < 3 ,  a + f l > 6  
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f i Ih(r)l~(~ + ,.)~_~dr 
o 

converge. Cette condit ion entralne lu convergence uni forme de 

i OF h (r)-o~ dr 
o 

d'ofi l 'on conclut 

d f h(r)F(r,t)dr- ih(r)T(F)dr-~ dt 
0 o 

/ / /  ~-4 h ( r )  G(r,u,v)uvF(u,t)F(v,t)du 
o o o 

c~ o~ 

-- f 12 
0 0 

A cuuse de 19 convergence ubsolue nous pouvons effectuer d 'ubord l ' intggrution 

par  rappor t  ~ r duns le premier  des termes du second membre. On trouve uinsi 

19 formule  

h(r)F(r,t)dr= Q(u,v) F(u,t)F(v,t)dudv 
o 0 o 

off lu fonct ion sym~trique Q (u, v) est d6finie pur lu relat ion 

~) '~1, u ,U, 2 -{- V 2 

(f f h(r) Q(u,v)--4uv h(r) dr+ v dr+ 
0 V ~t 

_ e ( . , v ) h ( " )  v~ + h(v)u ~ 
2 

p o u r  v ~ u .  

Si duns cet te  formule on pose h(r)= r ~ ou h ( r ) :  r ~ on obt ient  

I1 sensuit que les int6grales 
1 4 - - 3 2 5 1 1 .  A c t a  m a t h e m a t l c a .  60. 

Q (u, v) = o .  

I m p r i m ~  le 23 n o v e m b r e  1932. 
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f r* F(r, t) dr et f r4 F (r, t) dr 

0 0 

restent ind~pendantes de t dans tout intervalle t o <-% t <--t 1 , o~) la solution F( r ,  t) 

satisfait g, une in~galitd de la forme 

c 
- - ([F(r't)[<l~ i +r), ~ o < ~ < 3 ,  a + f l > 6 .  

3[ajorantes des solutions F( r ,  t). Nous nous proposons maintenant  de re- 

chercher des bornes supdrieures de F ( r ,  t) valables dans l ' intervalle (o, tl) e~ ne 

ddpendant  que des valeurs initiales fo(r) que prend F ( r ,  t) pour t = o .  

D6signons les invariants 

f r2F(r, t) dr e~ f r*F(r, t)dr 

0 0 

par A respect ivement  B e t  6erivons l '6quation de Boltzmann sous la forme (voir 

formule 23) 
OF 

+ .4,. + s (F) ]  F = J ( F ) .  

cause de l 'in6galit6 S(F)>--o il s 'ensuit  

OF 
- -  4- 2 A r F < ~ J ( F )  
# t  

d'ofi l 'on conclut, en intdgrant,  

(33) F(, ' ,  t ) ~ f o ( , ' ) e - ~ " ~ '  + 

t 

f ~--2A 

0 

D'aprbs les in6galR6s du w 4 nous avons 

r 

0 r 
V~ 

d u + 4  

r (t--,)J(F(r, ~))d,. 

ao 

u u du  -< 

r 

-- u F ( u  d u + 4  u F u  u �9 

2 V2 
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En utilisant les relations 

(34) 

f ~F(u) 
r 

r~ 

ar 

f u F(u) du 
1, 

r~ 

d u ~  V 2 / u 2 F ( u ) d  u <_ A |52 
1" r 

7. 

V '2 

i ;  
r ~ u ' F ( u )  d u - < - -  

2 B F  2 
i. a 

on en d6duit 

(35) 
A_ 2 

J (F )  ~ 8 (l/2 + i) r~ 

(36) J (F)  _< 16 V2r ~ A B + 32~:~B ~. 

107 

I1 est ais6 de voir que ces in6galit~s entrMnent l'existence 

C(A,B) ne d6pendant que de A et de B telle qu'on air 

c (A, B) 
(37) J (F)  < r2(i + ;:?. 

d'une constunte 

En portant cette majorante pour J duns le second membre de (33) on trouve 

l'in6gaiit6 importante 

c (A, B) 
(38) F(r ,  t) ~ fo( r )  + 

2 A r 3 (I + r) ~" 

Si, duns la formule (33), on remplace la fonetion exponentielle sous le signe 

d'int6gration par I i l  viendra d'une mani~re analogue 

(39) 
C(A, B) t 

F(r, t) ~<f0(r) + iy(i + r) e- 

La formule (38) met en evidence le fair important suivant: Chaque solution 

F(r,t) qui satisfait uux in6galit6s (32) udmet une mujorante ind6pendante de t 

et ne d~pendant que des valeurs initiales de F(r ,  t). 

Nous nous proposons maintenant d e  d6montrer le th~or~me suivant. 
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O F 
Thdo,'~me I :  Soit F( , ' , t )  une solution de l'6quatio,, ~ { =  T(I:') satisfaisant 

pour o <-- t < t~ aux in6galitds 

C 
o_--< F( r ,  t)--< r ~ ( ; ~  r p o - - < a < 3 ,  a + f l = 7 > 6  

et prenant pour t = o des valeurs initiales fo (r) soumises aux conditions 

a 

o <- L (,') <- r~ ~ >- Z > 6 

o~'~ a e t  C sont des constantes. Ceci posd il existe u.ne constante K : K (a, A, B, z) 

~e d@endant que de a, A, B ,  x telle qu'on ait 

K 
F (r, t) -< r ~ 

pour o <-- t .<- tl. 

Pour  la d4monstration nous allons introduire la notat ion 

M(O, a) = borne sup4rieure de r " F ( r ,  t) 

dans le domaine 0 < r < ~ ,  o < t < tl. 

D4.signons en outre par K1, K~, . . . etc. des constantes ne d4pendant que de 

a, z, A, B. 

On d6duit de la formule (33) l 'in6galit4 

(40) F ( r ,  t) ~ f o ( r )  + ~-: Max J ( F ( r ,  t)). 
2 A t  t = O  

En posant dans (28) q ) =  F et en uti l isant  les in@alit6s 

r r 

r 

B" 2 ]/-2 
~43 

on trouve ais4ment la relation 
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(41 ) 

J(F)<--4B M a x F ( u  + 
r IL r j 

v~ 

oo  

+ - -  F ( u ) u d u =  
r 

r162 

- -  " X U + ' U  
r 

V~ r 

or 

[i __K~ M xF(u + F(u) udu + 
r 

V ~  r 

u d u  + - -  SAfF() u u d u .  
r 

r 

En portant eette expression duns l a  formule (40) et en remplagant f0 ( r )pa r  
a 

- -  nous obtenons 

(42) f f ( r , t )<~ra+ MaXTr~ I F ( u , t ) u d u +  Maxl, ' (u, t)  + K ~  F ( u , t ) u d u  . 
t=o t "  d 

U ~  
r 1/2 r 

3~ 
situ6s dnns les intervMles 

cheque nombre positif e nous pouvons d6terminer des nombres I" e t t  

telles qu'on air 

o < t < t ~ ,  e < r < o o  

F(,-,  t) > M(e ,  ~) - * 
r ? 

Ceei pos6 on ob~ient par 1~ formule (42) 

M(e,r)--~ <_ . 4 M(e,r) K~(g?) ~ (~-2 ) rr r ~ + + . 3 I  ,7 + K.~ M(e,7) 
7 - -  2 r 7 r ? + 2  y - -  2 r7+2 

Comme M(e,7) =< M ( ~ , 7 ) o ~  e~ a4auit 

(43) M (e, 7) --  ~ < r~-rA- + r _4 2 M (e, 7) + 7~ M ,7 

off l'on ~ pos6 

K~ 
K' 

7 - - 2  
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r 6taut  > q il suit de la formule (43) 

7 - - 6 M ( 0 , 7 ) _ ~ <  a + -M ,7 
7 -  2 q~-'; 

Ceci ayant  lieu quelque petit  que soit ~ on t rouve finalement 

K', [ 0 
! 

off e~ et K '  1 sont  des eonstantes ne d6pendant  que de a, Y, A, B. 

En i t6rant  cette in6galite n fois de suite il viendra 

off l 'on a pos6 

K'~ = K ' I  2 '-' ' 

On a 6videmment .~I~(|j2);~+i, 7 G.M(o,  7). Si l 'on prend n plus g rand  que 

z - 7 _ i on voit qu'il existe une constante C' ind6pendante de Q telle qu 'on air 
2 

C' 
M(e. 7) < " 

I1 s 'ensuit  

C p O ~ r ~  
F ( r ,  t) < -- 

rZ o <  t < t  i .  

Cette formule montre  que M(r  ,z) est fini. N o u s  pouvons done appliquer l'in6- 

galit6 (44) pour y - - z  et nous obtenons, en posant  el = K~, K'I-~-K; 

( 4 5 )  M(e,,.)-<K0 ~ + ~ +  p -  ~ + . . . +  ~ !  ~1+~+ . . . . .  1 + 

M ~ - 

On en d6duit pour  q > V K  7 
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~t (n+l) [ ~IST~'~'+lM (( 0 ) ] 0  2 ] - -  

(46) M((,,,~) <_ ~ ~ K0 + V~) , ,+  . ~ �9 

O n  a &idemment~ 

M( -q(]/~)~+~, ~) < M(q,~) + M/~x (r~ F(r)) .  
? 

Or il existe d'aprbs (38) une eonstante K s telle qu'on air 

/ • 8  a 
(47) F (r, t) < 7 + 0" 

Done 
Q 

(V~),~+.  ~ < M ( o ,  ~) + K~ 0 ~-~ + a 

e~ par consequent ?r cause de (46) 

M('~ ~ -[ K6+a + ~r (M(e'z)+ Ksq~-5) 

n (n+ 1) 
( 'n {2.q-1 ~) ~(K7 '~:,z+l t n (nTi) KsKn+l  . 2 2 

Prenons main tenant  pour n un nombre entier > x - -  7 eg fixons apr6s un nombre 
2 

K 9 tel qu'on air 
n(n+l) IK,~n+l I 

I - - 2  2 ~(~1 >-2 pour ( ~ > K  9. 

II s 'ensuit  

n (n+l) 
(,o, ~) < ~ (g0  + a) ~ + 

n (n+ 1) 
2 K s K ~  +1" 2 - -~ -  

pour Q > K 9. 

Si l 'on remarque que, d'apr~s (47), la borne sup~rieure de r~F(r,t) dans l 'inter- 

valle o < r < K 9 est inf&ieure s 

K s K ~  - 5  + a 

on trouve donc finalement 
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n (n+ll 
?~,(n+l) 2 K s K 7  n+l" 2 2 

M ( o , z ) < K s K : - 5 + a + 2 ( K 6 + a ) 2  2 + - K ~ n + 7 _ i - -  

pour routes les valeurs de Q. En d6signant le second membre de l'in6galit6 

pr6c6dente par K nous obtiendrons 

M(r ,z)_<K_ o < r <  or 
F (r, t) --< - - - -  pour 

r~ r* o ~ t < t l 

C. Q. F. D. 

Les bornes sup6rieures de F( r ,  t) que nous avons obtenues jusqu'ici tendent  

routes vers l 'infini lorsque r tend vers z6ro. Nous allons main tenant  d6montrer 

le th6or~me suivant qui montre que F ( r ,  t) reste uniform6ment born6 mSme dans 

le voisinage de r =  o lorsque f0(r) est born6. 

O F  
Th&r~me I I .  Soit  F( r ,  t) une solution de l'~quation ) ) t  = T ( F )  sa t i s fa i san t  

aux  i.n~galit& (3 2) dans le domaine o <-- t < t, et p renan t  pour  t = o des valeurs 

ini t iales  fo (r) soumises aux  conditions 

(I 
(48) o <-- fo(") <- (i + r) ~ z > 6 

oh a est une constante. 17 existe  une constante c ind~pendant  de t et ne dgpendant  

que de a, A ,  B ,  z teUe qu'on ai t  
c 

F ( r ,  t) < ( I  + r) z" (49) 

Remarquons d 'abord que 

f F(r, t) r 3 dr 
0 

reste supdrieure g u n  nombre positif 3 E qui ne d6pend que de a, A, B, z. Nous 

avons, en effet, en tenant  compte du th6or~me I, 

B ~ f A~rr dr ~ l f Fr3 dr -~ - 
0 0 

00 

f = 1 F r  a d r  + (z - -  5)) ~-~~ 

0 

o~ ov 

l 0 1 



Sur la th6orie de l '6quation int6grodiff6rentielle de Boltzmann. 113 

Si l 'on prend  

on t rouve  

(50) 

1 

~= B(~--5 

-2 ~ B  (z - -  51] = 3 E .  
0 

En pa r t an t  de l '6quat ion (23) et en t enan t  compte  de l ' in6galit6 

2/ 
S(F) >_ -3. ,.~ F(, , , ,  t) ,~,-1, 

r 

qui d6coule imm6dia temen t  de la formule  (2I), on obt ient  

av 

OF 2 ; Fr.~ dr �9 F <-- J(F).  
-or + 3 J  

r 

I1 s 'ensui t  ~ cause de (50) 

r 

o~ + ~ E -  F _< J ( F ) .  
3 

0 

Nous avons  
r 

2 f F r 3 d r <  2r f Fr  ~ . . . .  

3 
0 0 

Si l 'on  prend  11 = 3 E 2 A on a donc 

OF 
(5~) o t  

I1 s 'ensui t  d 'apr~s (35) 

dr_~ - - .  
2 A t  

- - -  + E F  <- J(F) 

OF A ~ 

pour  o < r < l  I. 

En mul t ip l iunt  par  ~:2 et en . in t6gran t ,  on t rouve 

(52) 
r 

ofF+ 
0 

Ot 

] 5 - -  3 2 5 1 1 .  A c t a  m a t h e m a t l c a .  60 .  

d r  
r 

+ EfF,.~d,.<_ 8(V~ + I ) A ~ r  

0 

I m p r i m 6  l e  2 3  n o v e m b r o  1 9 3 2 .  

o - < r < l  I . 
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On dgduit  de 1s 

F r  ~ d r  <-- e -  • fo  (r) r ~ d r  
L 

0 0 

I . . . .  e - E t  

m .. . . . . . . . . . . . .  8 ( | / 2  + I )A~r  o <  r < 11 
' E 

eL enfin 

(53) r 
0 

F r  2 dr  ~ b l r o < r < l a 

off b t est une constante  ne d6pendanL que de a, A, B, z. Nous util iserons dans 

les formules suivantes les symboles b.~, b3, . . . etc. pour  ddsigner d 'autres  constantes 

ayan t  1~ mSme propri6t6. Nous pouvons employer l ' indgalit6 (53) pour  t rouver  

une nouvelle borne sup6rieure de J (F) .  

On a 

f, f (54) ~ (~,),,du <- f( , , )  
r r 

]~crivons 

A 
u d u  + ll 0 < r < l , .  

to (r) -~ f F ( u ) u  -~ d u  

0 

eL inLdgrons par  part ies dans l ' int6grale du second membre:  

St 11 

r r 

f du  <-- bj + bl u 

f. 

< b~ l o g  211. 
I "  

En uLilisant l ' indgalit6 
r 

f [f l (56) J ( F )  <-- F ( u ) u ~ d u  " l r  + 4 F ( u ) u d u  

0 r r 

V~ V~ 

qui s 'obtient  au moyen de la fonct ion Gl ( r ,u ,  v) du paragraphe  4, on t rouve 

b~ o < r < l~. 
' r 
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En nous reportant  ~ la relation (~I) il s 'ensuit que l'indgalit6 (52)peut  8tre 

remplacde par 
Ow <b~r ~ 
O-t + E ~o 2 

d'ofi l 'on eonelut 

(57) 

Si dans la formule 

trouverons 

(r) < b5 r ~ r < 11. 

(55) on remplace o~(r) par le second membre de (57) nous 

f F(u) udu  < b 6 
r 

et s cause de (55) 

On a donc d'apr~s (5I) 

et en int6grant 

J(F)  < b 7 r < ll. 

OF 
- 0 t  + E F < b  7 pour r < l  I 

F < b  s pour r < l l  

off bs et ll sont des constantes qui ne d6pendent que de a, A, B, z. I1 suffit de 

combiner ce r6sultat avec le th6orbme [ pour avoir la ddmonstrat ion complete 

du th6or~me II .  

Minorantes de F(r,  t). Nous nous proposons de trouver aussi une borne 

inf~rieure de F( r ,  t) en supposant que les conditions du th6or~me I I  et l 'in6galit6 

(58) fo(r) ~ ]c > o pour r o <:--" r --< r o + d 

soient remplies. En appliquant l 'in6galit6 (49) on trouve 

L = f P ( r ,  r l ) F ( r l ) r  ~ dry< A i r  + B1--  L1 

0 

Off A 1 et B 1 sont des constantes finies qui ne d6pendent que de la fonc t ionf0( r  ). 

I1 s 'ensuit  
OF 
~-t- + (A1 , '+ B1)F >-- J(F)  

et par cons6quent 
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F > fo (,.) e -  (a. ,* ~.), ~- 

d'ofi l 'on eonclut  

(59) 

(60) 

t 

f e-(;', ~+~,~ ('--r , ) ) d ,  

0 

]q*l ~-- f O  (~*) e--(AII'AFB1) t = f O  e - - L I  t 

t 

e-(.','+',)' f 
o 

La formule (59) donne dg.i's une minomnte  entigrement ddterminge par la con- 

naissance de fo(r) mais celle-ci a la d~savantage de s 'annuler pour t > o lorsque 

fo(r) s'annule. Nous pouvons obtenir  une nouvelle minorante  en rempla9ant  

F(r ,~)  dans le second membre de (60) par fo(r) e--(A'r+B')% On trouve ainsi 

(61) 

t t 

0 (, 

J(./'oe-L,t) dv = 

~4te--(Alr+l~')t ( f  G(r'u'v)uvf~ 
0 0 

Soit  y un nombre satisfaisant g l'in~galit~ 

(62) I ~ ~ < | 2 

et d&ignons par b la borne inf&ieure  de G (r, u, v) dans le domaine 

r r 

7 7 

Cela posd on d4duit  de (6I) 
~c 

(63) 1,'>_ 4bte-(a,~+~,) t e-(A,"+~,)tfo(u)udu �9 
r 

7 

Cette formule montre, si l 'on t ient  compte de l 'hypoth~se (58), que l , ' ( r ,  t) ne 

peu~ pus s 'annuler pour o g . r  < 7 (% + d), t > o. Pour  t rouver  une borne infdrieure 

dans un domaine plus ~tendu n o u s  partagerons l ' intervalle (o, t ) e n  n parties 

dgales (n ~tant un hombre  entier dont  la valeur sera precis~e plus loin)e$ appli- 

querons successivement les infigalit~s 
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(64) 
2 [f ((v-I)t)du] F r, >4-- bnt e--(&.+.,)~ e -(&u+B')~,F u, n u 

r 

I~ 2~ . . . n 

qui  d6cou len t  de (63). On  t r o u v e  d '~bord  en p o s a n t  y r  o = rl 

> 4bt--e--(A'r'+B')~[roke--(a'('~ '= k, 
n 

p o u r  o < r < r 1 

P r e n o n s  m a i n t e n a n t  u n  n o m b r e  a s a t i s fMsan t  ~ux in~gMit6s  

(66) 

eL posons  

E n  s u p p o s a n t  

o n  

Fir 

off l 'on u pos6 

(67), 

I < a <  7 

7 

o < r < a r  1 

7' 1 

[f ]' > 4 b t e - - ( a  . . . .  +Bt) t e - - (&. ,+B, ) t k ludu  
n 

b te--a(A'~r'+B')t 
> 4 -- �9 [klfl(]  - - f l ) r ' , ] '  = 

l - - 3 A i r 1  ~ t -  ~ 2  
= t t e  n / Q  = ~ 

t 2 - - 3 B i t  

P o u r  v = 3 on ob~ient  de (64) 

> 

F 

a 7" 1 (r,~)>4b~-e--(Aia2rt+Bi)~tf e--{At~zrt+JJt):z,2.d.]'> 
t 

> 4 b-t e-a(a"%+')~ [fl(l -- ~) a-~,'~ k_~]' = 
n 

t 

= h a ~ e - a a , " ' , . k  ' ' = ]C a 

pour  o < r < a~ r 1 . 
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Pa r  le m~me proc6d6 on trouve, d 'une maniSre g6n6rale 

(68) 

.~( , - ,~)  >k~ po,~ o < , . <  , '-~,.,  , , =  1 , 2 , . . . . .  

t --3Al~xr rl 
k.+~=ha*~"-~)e ~ .  k ~  t , m  I ,  2 ,  . . . n - -  1 .  

En ddsignant  par g~, g~, . . . etc. des constantes positives finies qui ne d@endent  

que de to(r) nous pouvons 6crire (d'aprSs (65) et (67)) 

(69) 
t t 

logk~ > l o g  - - g i n - -  g~" 

n t  
t 

(70) l o g h > l o g  - ~ g 3 n  -g~. 

Comme a est > I on d6duit de (68) 

t 
logk,.+x > l o g h -  ~g~n e" + 2 logk,. 

On tire de 1s 

V---I,  2 , . . .  ~ I. 

n--1 I ( I ) 
(7I) Z r  ) 2 I--- 2n__ ~ [ogh t , ~  ' U I +  ?~ gs~ ~ 2; \ 2 /  ~ :logk,, 

et  par cons6quent 

On ~ 6videmment 

I t I 
2 I lo~ ~,~ > ~ log h + 2 log k, - ~0 ~, - 2- log h. 

2 

l o g h < l o g t  +gT.  

I I t +gT" 
2,ilog h < 27~1og n 

I1 s 'ensuit  "~ cause de (69) et  (70) 

I 1 ( 1 )  t t 
2~ o g k s >  ~ - - ~  log~ - - g s n - - g g >  

( > I - -  log - - g s n - - g 9  > 

t t t t 
> log i:i --  i~ - gs n - -  g9 > log - -  (g8 + I )  t --  gg. 
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Prenons  main tenan t  pour  n un nombre ent ier  > I sat isfaisant  s l 'in~galit6 

~n--1 r l  ~ r .  

On volt qu'il  existe une constante  g~0 telle que cette condit ion soit remplie  si 

l 'on prend n = le plus grand ent ier  qui ne ddpasse pas 

log (r + ~) 
+ g~o. log a 

> l o g t - - ( g s +  I) t - -  gg - -  log \- l o g a  +g l0  2 l ~  

I /!oom'(r -+ I) 2glo(i" i)loga. 
- -  log 7 -~- (g8 -~- I ) t -~ go -k l o g  \ l o g  a q- gl0 + 

En remarquan t  que a peut  ~tre choisi aussi voisin de }/2 que l 'on veut  on volt 

que cette formule conduit  an th6or~me suivant. 

Th6or&ne I I I .  Soi t  F ( r ,  t) uue solution non n6gative de l'dquation de Boltz-  

ma,nn sa t i s fa isant  aux  conditions du th&r&ne I I  pour o < - - t <  t~ et se r6duisant  

pour  t = o & une fonct ion continue fo (r) qui n 'est  pas  ident iquement  nulle. J~tant 

donn& deux  hombres pos i t i f s  e e t t  o aussi  pet i ts  que l'on veut, on a 

(7 2 ) lOg~-~(r, t) > - -  Cl(I  q- r) 2+s 

pour 
to <-- t < t~ 

o~ cl est une coustante f in ie  ne d6pendant que de fo (r), t o, tl et ~. 

En combinant  les in6galit6s (49) et (72) on trouve 

(73) I l o g F ( r , t ) l < c ~ ( x  + r )  2+~ t o < - t < t ~  

off c~ est une constante analogue g c 1. 

Cela entralne que les int6gmles 

H =  f ~ F l o g F ,  r 2d r .  
. ]  
o 

f(lo F+  )r(F)r'dr=.flogF 
o o 

On t rouve ainsi 

log F ( r ,  t) > log k .  > 
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sont absolument  et uni form~ment  convergentes.  

d~rivde par  rappor t  h t et que l 'on a 

I1 s 'ensuit  que H admet  une 

dHdt -- f T(F)r~  dr.  

o 

L'in~galitd (73) entra ine  aussi que les conditions de convergence qui sont nd- 

cessaires pour  arr iver  s la formule (I I) w I sont remplies. On obt ient  ainsi une 

ddmonstra t ion r igoureuse du H-th~or~me de Boltzmann. 

Signalons finalement le corollaire suivant du thdor~me I I I :  Si, s l ' ins tant  

initial, les vitesses de routes les moldcules ,du gaz sont comprises dans des inter- 

valles finis on t ronvera  n~anmoins que ins tantan~ment  apr~s routes les vitesses 

seront repr~sent~es dans l 'ensemble des vitesses des moldcules. 

Continuit~ uMforme de F ( r ,  t). P o u r  l '~tude qui fera  l 'objet  du paragraphe  

8 nous aurons ~ nous servir du thdorbme suivant:  
O/,' 

Thdor~me I V .  Soit F(r ,  t) u~e solution2 de l'~q~ation ~ t  ~ T ( F )  sati,~hisa~t 

aux co~ditions du tMorbne I I  dans tout l'interv(dle o <-- t < ~r et se rdduisautpour 

t = o it une fo~ctio~ fo(r) co~ti, tte pour o g r <  ~z. T)taut do.n~d un ,~wmbre posi- 

t i f  ~ aussi pet i t  que l'on veut nous pouvons trouver u,~ ~wmbre p o ~ t i f  ~ tel qu'o~ ait  

pour 
] F ( r ' ,  t) - -  F ( r ,  t)[ < e  

] , . ' - , - ] <  ~ 

O ~  p ~ o o  

o ~ .  t ~  or 

Pour  la ddmonstra t ion nous allons dcrire l '~quation de Bol tzmann sous la forme 

O F 
(74) 0~  +" L ( F ) F  = J ( F ) .  

A fin d ' indiquer  explici tdment que les expressions L ( F )  et J ( F )  d~pendent  de r 

et de t nous util iserons les notat ions  

Poson s 
L (F) = L ( F  I,', t), J ( F )  = J ( F  I ,', t). 

F ( , ' ,  t) - -  F ( , " ,  t) = ~ .  
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En remplagant dans (74) r par r '  et en re t ranchant  l 'gquation ainsi obtenue de 

(74) nous obtenons 

0 ~  
(75) O t + L ( F ) ' Q = J ( F I r ' t ) - - J ( F ] r " t )  + 

+ F (r', t) (L (Fir ' ,  t) -- L (F l r, t)) = 

off ,o est une valeur comprise entre r et r'. Nous avons 

(76) 
r 

6 ~ L ( ~ [ r ' t )  f (  2F~7~(J '1 )  y21 dr1 

o 

~e 

+ 3 4 r J * F ( r ~ ) r  t d r  1 

r 

(77) 
O J ( F ! r ,  t) 

Or 

~r av  

4ff ,l , - -  r ~'~ U ~  V 

o o 

, ,v  F(u) F(v)  du  d v  = 

r ao r r 

f f cf r ,:'8 F(,,)u~du. F(~)vdv- -  ~ F( ,~) , , jVu. ,  + .... ~-_,.. ,  F(,~)v dv d,,. 
0 r 0 ] re__u=, 

En prenant  les valeurs absolues et en remplaqant F par le second membre de 

l'in4galit4 (49) on trouve que les valeurs absolues des expressions (76) et (77) 
restent  inf&ieures g des constantes finies et ind@endantes  de r et de t. I1 

s 'ensuit que le second membre de (75) est inf&ieur  

k l r - - r '  I 

off k est une constante finie ind~pendante de r et de t. 

part, d'apr~s les d&eloppements  aux p. p. 99 et i i  3 

L ( F i r  , t) > /~1 

Nous avons, d 'autre 

off k~ est une constante positive ind@endante  de r et de t. Cela pos~ on trouve, 

en int~grant  l '~quation diff&entielle (75) qui est lin~aire en s 

k 
It2 t < Jfo(r)--fo(r ')]  § ~-Jr--i r'J. 

D'apr~s nos hypotheses nous pouvons d~terminer un nombre 6, tel qu'on air 
16--.~2511. Acta mathematlca. 60. Imprim$ lo 25 novembre 1932. 
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IL (") - f o  ('")I < ~ 
2 

pour I'" - '"1 < s , .  

En prenant  6 6gal au plus petit des nombres 6~ et 2k" on trouve donc 

[F ( r ' ,  t) --  F ( r ,  t)[ < e pour [," < r[ < (~, 

ce qui d6montre notre proposition. 

w  

Th~or~mes &existence et d'unieit~. 

Pour  d6montrer l 'existence de solutions de l '6quation de Boltzmann nous 

allons appliquer un proc6d6 d 'approximations successives qui permet en m6me 

temps de  conclure que la solution obtenue est positive. 

Soit fo(r) une fonction continue de r sat isfaisant  aux indgalit6s 

t/ 
o -< fo (r) - ( I -T ;i ~ (~ > 6) 

et d6finissons successivement une suite de fonctions /~,, = F,, (r, t), (n -~ o, I, 2 , . . . )  

par les relations 
F o (r, t) -~ e~ tfo (r). 

[ ~F~ 2u [2A t  -~- ~*(F.-1)]F.= g(F.-1) 
( 7 8 ) ) u t  n = I ,  2 , . . .  

I F .  (,-, o) = fo (r). 

Cela pos6 nous allons d 'abord chereher une borne sup6rieure de F ,  (r, t). On a 

J(Fo) = e 2 r t j ( fo) ,  S (Fo) --> o. 

I1 s'ensuit, en int6grant  l '6quation (7 8) pour n = I 

(79) 

t 

o <_ F, <_fo(,.)e-~"r'+ fe-~'~r("-~)e'~J(fo)d~ <-- 
o 

t 

--<fo (r) e - 2 a  ~t + e, t f e - "  A r(,-~)e'l~ J( fo)  d~ = 

o 

= fo(r) e - 2 a r t  + j ( f o ) e ,  t e~  _ e - 2 A  rt 
A t + 7  
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Appliquons main tenant  le lemme I I  (p. IO3) "s J(fo) en util isant l'in~galitd 

C 
(8o) fo  (r) < (~ + .r)~ 

off c e s t  la eonstante qui figure dans la formule (49) du th6or8me I I  (p. 112). 

En posant 

f fo  ( r ) r  ~ d,.  = A 

o 

nous trouverons Mnsi 

et, par eons6quent, 

8 A c k (x) c 2 
J(fo) <- (z -- 2)(I + r) *-1 + (I + r) ~ 

J(fo) < 4 
(8I) 2 A r +  7 z - - 2  

Posons 

c k (~.) c 2 

(I + r )  ~-1 r + ~  

4 
- -  I - - ( z .  

Z - - 2  

I1 suit de la formule ( 8 I )  que nous pouvons d6terminer un hombre 7 ne d6pen- 

dant  que de c, A et • tel qu'on air 

(82) J(s < ~ - -  
2 A t + 7  ~ 2 1 ( ~ + r )  ~ 

On trouve ainsi g cause de (79), (80) et (8I) 

ce~t (e -(2Ar+?)t [ I  r+y) t ]  . 

En d6signant par d la solution (par rapport  s t ) d e  l 'dquation 

( I - -  ~ ) e  ' t =  , 

on tire de (83) l'in6galit6 
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e (ff t 
F1  < ii---+ ~:}:':" [e--{2*t r+]')tA_ (I - - e - - (2Ar+g) t ) ] - - -  

x / 

C e "/t 
(I + r) * pour o ~ t - - ~ 5 .  

Calculons maintenant  une borne supdrieure de 

j ,  ~ = llOr,,..~ l ' i r - d r - -  A j j  o t  d r d t .  

0 0 0 

En uti l isant la formule 

o F ,  = J ( l~o)  - (2 A r + s ( ~ o ) ) l , ;  
0 t  

et les indgalitds @tablies ?r la page (1o3) on trouve 

I I( ) ( f Ot I < e2"tc2 J (! ~ ri ~ A- (I -~-/') ~ 21" i i  .+. F)zd~" 
0 

I 

o~ Cl(z) est une constante qui ne ddpend que de z. On en ddduit 

off l 'on a posd 

] / ~ l r 2 d r - - A [ < t e 2 " , ' t c  ~-C~(z) 
0 

~c 

f(, "~ (~ (z) =- Ca (~.) + r),~_ ~ dr.  

0 

Soit 5' la solution (par rapport  s t) de l '6quation 

te"Tt c'z C~(z) = a- A 
2 

et d6signons par 5x la plus petite des quantit6s 6 et 6'2 Nous avons ainsi obtenu 

les in6galit6s suivantes pour la fonction T' l(r, t) 
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C e 7 t 
o -<- FI < (i +~-)*' 

A ( 1 -  : )  < f F , , - ' d , -  < A (, + : )  
0 

pour o ~ t - - < d ~ .  

Je  dis que les mSmes indgalit6s sont valables aussi pour routes les fonctions 

s t). Nous pouvons d6montrer cette proposition par induction de la manlere 

suivante. Supposons qu'on air 

e eTt 
(84) o --< T',~--i < (I + r) * 

ao 

(as) .a (l - :) < f F,,-~,.~a,. < A (, + :) 
o 

pour o~<t--<6~. 

En tenant  compte de l 'indgalit6 S ( / ' ; , -~ )~  o on d6duit de (78) 

(86) Fn ~-- fo(r)e -2d~t  + 

t 

f 
o 

t 7 e -2Ar(t-v) J(/~,,-1) d*. 

En appliquant  l 'in6galit6 (3I) nous trouverons 

or 

o k (~) d e ~  ' 
J(F.-1) < (~ _ 2)(1 + r) ~-~ + (~ + r) ~ <" 

6 e 2 :  r t 
(X - - -2)( i  + r) x-1 + (I + ") J "  

On en d6duit (en uti l isant que le second membre de (8i) est inf6rieur au second 

membre de (82)) 

t 
f e -2Ar(t-~) J(En-1) dz  < err(err --  e--2Art) 

2 A r  + 7 
0 

' ~_(X ~ - 2 i ( i  + r) x 1 + -(i + ~  < 

4 c k (z) c "~ ] 

1 )I ] ~(I  4- r )  ~-1 -~ ( I % - r ) X ( 2 A r  ~-~) + ~  
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ce?t ( e # - - e  -2Art )  I + I - -  < 
< ( ~  +,-)~ 

< ( I + r )  x 

Nous avons done en vertu de (86) 

.-'[ ( :)] -Fn< (I + r) ~ e- - (2Ar+7) t  + [I - - e  - ( 2 A r + r ) t ] e  7t I - -  < 

e e ;'t 
< ~ - ~  p o u r  o --< t --< ,~,. 

Nous avons aussi en vertu de (78) et (8o) 

< e2rtc ' J ~7~r);~ + (-i~-r) ~ 2, . . . .  (I + r )  ~dr  + S < 

o 

Cela pos6 l 'in6galit6 

I 
< e 27re' ~I (X)(I "~ r) x_l" 

~ c  

. (,_ ~) < f,..,..,. ~. (, + :) o_<,<,, 
o 

s'6tablit exactement de la m6me mani6re que l 'in6galit6 correspondante pour 2 '  1. 

Notre proposition est donc vraie pour 2"n si elle est vraie pour 2",,-1. 

Nous pouvons r6sumer le r6sultat obtenu de la mani~re suivange: Les 

approximations successives ddfinies par lea dquations (78) satisfont aux in~galit~s." 

e ert 
(87) o _< ~;, < ~ : - ~ ,  

~ i •  
n ~ I ~ 2 . . .  

(88) (,--:)a< f ,.:,"d,'< (, + :)A 
0 

19our o < t <-- ~1 

oft 7 et ~1 sont des constantes qui ne d@endent que de x, c, A .  
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Convergence de la suite ~'n. En rer les deux 6quations 

Ot 

Ot 
- -  + [z A r + S ( F ~ _ x ) ]  F .  = J(F.-,) 

on obtient 

(89) 
0 (F.+,  - F . )  

0 t  
+ (z A r + S (F~) ) (F~+a  - -  F,,) = J (F ,~  + -~n-1,  ~ n  - -  ~n--1) - -  

Posons 

e(r+ fl) t 
(9 o) ~ ' .  - -  F . - ~  = ~ , , . t  + r) z~ 

(91 ) 

or 

f l ~'. (u) - F ._ I  (u) l~ ~ d .  = ~,~ ~+~) ' .  
0 

Soien~ co,~ la borne supgrieure de 19~,,1 duns le domaine o < r <  ~r o--< t--< 61 

e~ 0,~ la borne sup~rieure de ~;~ pour o ~< t ~ d t. 

En portant  l 'expression (9o) duns le premier membre de (89) on obtient 

(9e) 
~ 0 n + l  

O t + (2 A r + fl + 7 + fonction positive)~o~+~ = 

= e--(7+~)t ( I + Y)g [J(J~n "+ F n - - l ,  F n  - -  -~n--1) - -  F n ~ - ~ ( F n  - -  F n - 1 ) ] ,  

En utilisan~ les indgali$ds 

I ~  + F . -~  I < - -  
2 c e  ~t 

(I -~- y)x' 

+ ~)~, 

0 

[ F .  - -  F , ._~  ] r ~ d r  = ~p, e(r+O )t ~< 0,, e/~+O~t 

0 
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o n  t r o u v e  en  ver tu  du l e m m e  i I  (p. lO3) 

F F ~ _ IJ(~. + Fn-1, , , -  . - 1 )  1 < . J_ __ r)z--1 + (7.-- 2)(I + ,')"-' ' (7- 2) (I + 

2 k (z) e w n  e (2"l+13) t 

+ (~ + ~.)~ 

N o u s  a v o n s  auss i ,  ?~ cause  de  la f o r m u l e  (2I), 

r 

[; l( I s ( f , , - f , , - ~ ) l  <- r :,: i :1] ;dr '  
0 

r 

f \7~drl 1 < -{- 2 (I N- rl)  .] 
0 

< C 3 (Z) (.O n e (?+~)t 

off Cs(z ) e s t  u n e  e o n s t a n t e  qui  ne  d6pend que de z .  L a  va leur  a b s o l u e  du 

s e c o n d  m e m b r e  de (92) es t  d o n c  infdrieure  fi 

8 ( I -~-  2) A~n(I + r) 8cO, e v , h ( i + r  ) 

z - - 2  z - - 2  

E n  i n t 6 g r a n t  l ' 6quat ion  (92) o n  t r o u v e  

(93) I ~,,+,1-< ~o, \lz. - ~)(~A i. + ,s + z) + 

N o u s  a v o n s  auss i  

2 k ( z )  ceTJ', + c C  3(x) eT'h| 

2A,:~,sj~ " l + 

8ee: '~ , (I  + r) 

(94) 

l l ~ , , ~ l " ~ d ,  < 
o,,+~_< j (7~ ;:): - 

0 

[ ( : )  f 8 I -[- A ( I  ,-~- ~') 1 
2k(z )ce~  ~, + cC~(~ )a~ , /  r ~ + 

2A, .  + . ~ +  z ] ( ~  i:) ~ d ' +  

+ ~"j(~. - 2)(2A,. + ~+ 
0 

r 2 
- dF. 

z) (~ + r) ~ 
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Les valeurs maxima des coefficients de w,~ et 0,~ dans (93) tendent  vers 

respect ivement  

( : )  (, :) o 4 
I +  = ( I - - g )  + < I - -  

Z - - 2  2 

4 C e ? d~ 
K A (~ -- e) 

lorsque fl t end  vers + ~ .  On voit, d 'autre  part ,  que les coefficients de w~ et 0, 

dans l'in~galitd (94) tendent  vers z~ro pour  fl--~ ~ .  Nous pouvons donc fixer 

un nombre positif  fl de mani~re qu 'on air 

(95) 
0n+l  -~ ~e (0)n .-1- 0n) ,  

&ant  un nombre donn~ aussi pet i t  que l 'on veut. On ddduit  de (95) 

r -~- - - O n + l  ~ I - -  - -P ~ - - - - - |  r 
I - -  2 

En prenant  pour  e un nombre posit if  sat isfaisant  aux in~galit~s 

on trouve 

~ n + l  + - -  

2eK <et _ _  _ ~ < 3 _ ~  

I - - •  4 '  4 

2K 
1 - - g  

+ 
II s 'ensuit  

(96) co~+ 2 K  0 n < h  I - -  
I ~ - g  

off h est une constante.  

(96) entralne l ' indgalitd 

La  s~rie 

17--32511. A cta mathemat ica .  

2 K  0.). 
I - - ~  

y (F. (,., t) - F . _ ,  (r, t)) 
60. Imprim~ le 25 novembre 1932. 
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admet  done la majoran te  

he('3+')t ( I --4)" 
Z (I -{- ~:): 

d'ofi l 'on eonclut  que F,(r, t) tend uni formdment  (pour 

limite F ( r ,  t). 

En ut i l isant  l 'in~galit~ 

( 4 h e(~ +:') t [ __ 41 
4 ~ . . . .  I F - - ~ , , I  < . . . .  %(~  + ,.)~ 

on ddmontre  ais~ment 

hm J ( t  ,,) = J(1,O, 

lira S (Fn) = S (F) 

o ~ t - - < 6 ~ )  vers une 

uni form~ment  -dans 

F ( r ,  t) = lim i~', (r, t) 

l ' intervalle o --< t --< (l 1. Cela entralne s cause de (7 8) que 

OF 
admet  une d~riv~e cont inue 0 t  qui satisfait  aux relat ions 

OF  
Ot 

+ [2 A r + S (F)] F = J(F), 

F(r, t ) = f o  (~'). 

Nous avons ainsi trouvd une solution non n~gative de l 'dquation de Boltz- 

mann valable dans l ' intervalle o--< t ~ d~ et  prenant  pour  t = o les valeurs don- 

ndes f0 (r). 

Remarquons  ma in tenan t  que nous avons, d'aprSs le thdorSme I I  (p. I I2) 

C 
o -< F(r, ~,) < ( i ~  r)*' 

f F(r, 61) r2 d r = A 

0 

oit c et A sont les mOmes constantes qui figurent dans les caleuls precedents. Cela 

posd, si ] 'on forme les approximations successives qui correspondent  ~ la fonct ion 

initiale F ( r ,  61) on obt ient  un prolongement  de la solution dans l ' intervalle 

61 -<-t ~< 2 6~. En r~pStant le mSme proc~d~ n fois de suite on t rouve une solu- 
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tion duns l'intervulle o <-t--< n ~ .  Comme n e s t  urbitmire il r~sulte que lu 

solution est prolongeuble d'une muniSre continue pour toutes les valeurs posi- 

tives de t. 

Unicitd de la solution. - -  Nous nous proposons de d~montrer que lu solu- 

tion F(r ,  t) que nous venons d'obtenir est lu seule qui prend les valeurs f0(r) 

pour t-= o e t  qui sutisfuit s une in~galitg de lu forme 

C 
(9s) I ~' (~, t) I < v~ I +i 73-~' z > 6 (C = constante) 

? )  

duns un intervulle o --~ t < t~. Supposons, par impossible, l'existence d'une uutre 

solution @ sutisfaisant s ces conditions. On a 

0 ( 1 + -  ~) 
(99) 0 t 

Posons 

+ ( 2 A r q -  S ( F ) ) ( F - -  q ) ) = J ( F +  O , F - -  @)-- q ) S ( F - - ~ ) .  

ei3 t 
F - - q ) - -  

(I + r) ~ f '  

f i E -  a~l,~ d, " =  ~ ~ ,  
o 

~o = borne sup6rieure de I~01 pour [o--< t--< t~ 

O = b o r n e  sup~rieure de ~ pour o--<t--<t~. 

L'~quation (99) peut muintenant s'@rire 

09~ 
Ot 
- -  + (2 A r  + fl + S(F))q~ = e - ~ t ( i  + r)~(J(F + O , F - -  @)-- O S ( F - -  q~)). 

:Nous trouverons en uppliquunt le lemme I I p .  (Io3) 

I J ( F +  o , F -  ~)1 ~ I J (2F ,  F - -  a))[ § I J ( F -  ~)l 

8 A oJ e~ t 24 0 Ceil t 4 k (z) Cw el~t 
(~ - 2 ) ( i  + ~-)~-' (~ - 2 ) ( i  + r) ~ - '  (J + r) ~ 

d'ofi l'on eonclut 

e-fl t(I  + r )~]J (F  + @, F - -  @t] -< ( 8 A z _ 2  ( f  +- r) + 4k(z)C)  ~o + 24 z--2C(I + r).  0. 

On a aussi 
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2 

r 

r 4 

f(i +,./~d' 
0 

ac 

f,3 ] + ~ (i § ;:)~d" < 
0 

~,3 

0 

= C t s  

En tenant  compte de l'in6galit6 S(I")~> o on tire de l '6quation diff6rentielle (99) 

(IO0) [~1 < I f l [ 8 A ' I  d- r) + 4 k ( x ) ~ + C '  ] (y, 24C( I  + r )  }( ) 
-- 2Ar  . . . .  z - - 2  o) + _2" '2Ar  + ff'O" 

Nous ~vons aussi 

~c ,a 

r "  

<_ f ( V+--r)~ l ~ l ,"" <-- 
0 

l |s A!~ • + 4~(~.) c§ c,,] ,~- (10I) ~ O J j  I_ Z --  2 i2~4r +-fl)(i + r )  ~dr  + 
0 

~c 

24 C f ~'~ 
, O . z _  2 j ( ~  + r)x~i()~,. 4~)d,.. 

0 

Les bornes sup~,rieures des coefficients de ~o et 0 dans l'dqu~tion (Ioo) tendent  

vers les limites 

4 . . . .  I - - ,  et I 2 C  - - K '  
Z - -  2 . 4  (Z 2 )  

lorsque fl tend vers l'infini. On trouve d 'autre pa r t  que les coefficients de w e t  

de O dans (Ioi)  tendent  vers zdro pour f l -* ~ .  Nous pouvons donc ddterminer 

un nombre positif fl tel qu'on air 

w<--(I - -~)w+ zK'O, 

a o - < ~ + ~ .  
II s 'ensuit 
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d'ofl l 'on conclut 

0_< ~K,~O. 

- -  - -  - -  - ~ o - - -  I - -  ~o 
4 

0 ) ~ 0 .  

C'est-s F = q )  pour o < t ~ < t  L. C . Q . F . D .  

Nous r6sumerons les rgsultats ob~enus duns le th6or~me suivant. 

donnde une fonction continue fo(r) assujettie aux conditions 

E tan t  

a 

o < f 0 ( r ) ~ < ( i + r )  *' pour o - - < r <  oo ( x > 6 )  

O F = T ( F )  continue dans tout le domaine il existe une solution F( r ,  t) de l'dquation O t  

o _ < r <  ~ ,  o _ < t <  oo et se rOduisant pour t = o  c'e la fonction fo(r  ). F ( r , t )  

satisfait aux indgalit~s 

e r 
o < F ( r , t ) < ( T + r ~  ~ pour o < t  < oo 

oit c est une constante ind@endante de t et de r. I I  n'existe pas d'au~re solution 

prenant les mOmes valeurs initiales et satisfaisant ?tune indgalitd de la forme 

C 
IF I< + @, (C = constante,  z > 6) 

dans un intervalle o <-- t < t I . S i f o  (r) n'est pas identiquement nul on a 

F ( r , t ) > o  pour t > o .  

w  

Etude d'un probl~me du caleul de variations. 

Nous nous proposons de d6terminer le minimum de l ' int6grale 1 

I ( f ) =  ~ f l o g f .  r ~ d r  
. ]  

0 

1 Si f = o  nous  poserons f l o g f = o .  



1 3 4  T o r s t e n  C a r l e m a n .  

lorsque f parcourt l'ensemble des fonctions mesurables (dans l'intervalle o < r < or 

qui satisfont aux conditions 

f (r )  >-- o, 

f f r  ~ dr = A ,  

0 

f f r ~ d r < - - B ,  

0 

off A et B sont des constantes positives donn6es. 

Si nous posons, pour simplifier, 

I 0 2 )  F3 3 ..... 
- -  x ,  f 0  j 3 x)  = ~ (5) 

3 

les formules ci-dessus seront remplac6es par les suivantes: 

c~ 

I ( f )  = I  1 (qp) -~ f q~ log r dx ,  

0 

(x) >- o, 

/ ~ dx  ~ A,  

0 

qpx~ d x  <-- B 3-a-~-B1 . 

0 

Ddsignons par w(s) la mesure de l'ensemble des points x pour lesquels 

q~(x) > s. w(s) est une fonction non-croissante de s. On d6montre qu'il existe 

une fonction non-croissante ~*(x) qui est >>equimesurable* ~ r  c'est-s 

admet la m~me fonction w(s) que ~(x). 1 ~* (x) est d&ermin6e d'une manibre 

unique si l'on ajoute la condition q)* ( x ) =  q~* (x + o). I1 est clair que nous 
a v o n s  

i Voir  G. H. H a r d y  and  J .  E. Li t t lewood,  Acta ma ten l a t i ca  54 (I93O) P. 8 t - - I I 6 ,  et  F. 

Riesz, T he  J o u r n a l  of  t he  L ondon  m a t e m a t i c a l  Society,  Vol. 7, P- I o - - I 3 .  
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/ / ~* (x) dx = ~ (x) d~, 
0 0 

f q~* (x) log q~* (.) d .  = f q~ (~) log ~ (x) dx. 
O 0 

2 

Comme x ~ est une fofiction eroissante  on t rouve 

f q~* (~) xl dx <_ q~ (x) f i  dx 
0 o 

l '6galit6 n ' a y a n t  pas lieu g moins que q~ (x) soit 6gale g q~*(x) presque par tout .  

I1 s 'ensui t  

f ~* (x) x~ dx _< B1. 

0 

Pour  r6soudre le problgme qui nous oeeupe il suffit donc de cons id&er  des fone- 

t ions q~ (x) non croissantes. 

Cela pos6, soit  9~1(x), q ~ ( x ) , . . .  ~ ( x ) , . . .  une suite de fonet ions  telle que 

/1 (q~,~) t end  vers la borne inf6rieure de I 1 (T). Les fonct ions q~ (x ) son t  un i fo rm& 

merit  born6es pour  d < x < ~ {d > o). Nous  avons, en effet, 

A = / ~ , ,  (.) d .  : x r (x), 
0 

Bx --> / r (.) xl dx >_ 3_ .~ q~ (x) 
5 

0 

d'ofi l 'on  conclut  

A 
(m3) ~,~(x) < 

X 

(I04) ~n (X) G 5-~'?:~ 
3 x~ 

D 'apr~s  un th6or~me connu il est  doac  possible de choisir une suite d ' indices  

n~, n~, . . . n~, . . . telle quela l imite  
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lim 99,,,. (x) = ~ (x) 

existe pour  routes les valeurs de x dans l ' intervalle o < x < ~ .  I1 est clair que 

~(x)  est une fonct ion non n6gative et non croissante. L'in6galit6 (IO4) mont re  

que 99n,(x) admet  une majoran te  ind6pendante  de v e t  int6grable dans l ' intervalle 

(d, ~), d > o .  
Lesbesgue 

(Io5) 

I1 s 'ensuit  {t cause d 'un  thdorbme fondamenta l  de la th6orie de 

l im j  99,,,(x)dx=f ,(x)ax (d > o). 
r ~ o c  

d d 

Nous avons aussi, par  un tdorbme de Fa tou  

lim f 99., (x)x~" dx >-- /~(x)x~ dx 
o o 

d'oh l 'on conclut  

f (IO6) Ip (X) X "~ d x  <-- B , .  

o 

+ 

In t roduisons  ma in tenan t  le symbole log99 de la mani~re suivante 

+ 

log 99 = log 99 pour  99 >-- I , 

+ 

log 99 ---- o pour  o~<99--< , et pour  qg~- oo. 

Nous pouvons 6crire 11 (99,,) sous la forme suivante. 

( '07) ( i + + I 
11 (99,,) = 99n log 99,, d x  - -  99,, log 99,~ d x .  

0 o 

II est clair que I1 (99,) est inf6rieur ~ une constante  C ind@endante  de n. 

est de mgme de 

f . + 1 99n log - -  dx .  

o 

I1 en 

Nous avons, en effet, en t enan t  compte de l ' in6galit6 
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+ I I 
l o g -  ---- - 

o o  a v  

f + ~ f~ . lo~ .  q% log ~,~ dx <-- Q-e + .... dx.  

o o 

Soit q 1~ solution positive de l 'dquation 

5 B i  
3 x ~ e 

+ I 
En remarquant  que ~ l o g  est une 

I 
o <  9 ~ < -  on trouve en vertu de (Io4) 

e 

fonction croissante de 9 ~ dans l ' intervMle 

/ +' l ,x, +,,log ~ d x <_ .5 log ;-~dx . . . .  i /  
d 3 x.~ o r 

'2 
5.  

I1 s 'ensuit  

(ios) 
9v 3 ,~ 

f + '  , .~r  + ( -VJe ' :~  9 ~ n l o g ~ d x _ _  < [5 -3  J eI 214 : ~ - ~  

0 

d'ofi l 'on conclut, en vertu de (Io7), 

f+ ~,~ log ~,~ dx ~ C + CI ~ C~. 

0 

En d6signant par Es l 'ensemble des points x pour lesquels q~ ~ s > i on tire de 

cette in6g~lit~ 

f ~ dx <-- C. .  log s 

I1 s 'ensuit 

1 8 - - 3 2 5 1 1 .  Ac ta  mathemat ica .  60. 

d 

f qgndx < C~ + sd. 
- -  l o g  s 

o 

I m p r l m 6  lo 25 n o v e m b r e  1932. 
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I 
Supposons d < I e t  posons s ~ -1 / i i .  On trouve ainsi 

d 

f q~,,dx<-- 2C,~ +i/- a 
I 

o log 

d < I .  

Nous pouvons donc d&erminer  un nombre positif d tel qu 'on air 

d 

f ~,, (x) dx < 
II 

quel que soit n, e &ant  un nombre positif  donng aussi pet i t  que l 'on veuk En 

combinant  ce r~sultat  avec la relat ion (Io5) on obt ient  �9 

(m9) A = lim,_~ f ~,, (x) dz  -- V' (x) dx. 
o o 

Les formules (Io7) e t  (Io8) mont ren t  que lu borne inf~rieure de I 1 (~) est finie 

eL --> - -  C 1 , 

La  fonet ion 
+ I 

~,~ log~ 

admet  une majoran te  

Nous avons, en effet, 

I1 s 'ensuit  

inddpendante  de n int~grable duns l ' intervalle (o, ~ ) .  

+ I I 
~,~log ---< pour  o < x < Q ,  

~,,. e 

~ "  l~ ~o,, 3x~ \5 B1] 
pour  x ~> Q. 

f f+I + I d x =  galog dx.  lim~._| ~ ,  log ~,,~ 

o o 

+ 

Comme r  log ~0n,, est >-- o nous avons 
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Donc 

([ IO) 

f + lira q~,~ log ~n, dx ~ ~p log ~p dx.  

0 0 

f + + I /~ = ~--lim~/1 (qg~,) ~ ~ log ~p d x  - -  ~p log ~ dx -= ~p log ~p dx. 

0 0 0 

Comme la fonction ~p(x) satisfait  aux relations (Io9) et (m6) nous avons, d 'autre  

part  
oo 

f ~ l o g ~ d x  > _ l~. 
0 

En combinant  cette relation avec (I Io) on trouve finalement 

j ~plog ~p dx  - - k .  

0 

I1 est donc d6montr6 que la borne inf6rieure de 11 (9~) est a t te inte  pour une 

fonction non ddcroissante ~p(x) satisfaisant aux conditions 

V-' (x) >-- o, x) dx = A,  g, (x) x~ dx  <-- B1. 

0 0 

Je  dis qu'il fau t  prendre le signe d'~galit6 dans la derni~re relation. En effet, 

si nous supposons par impossible 

ar 

f g, (x) x~ dx = B~ < B1 
0 

nous trouverons en posant~ ~ ( x ) = a  gJ (a x), ~ = \B~! 

f ~Pl (x) dx = A,  
0 

ov 

f ~p~ (x) x~ dx = B~. 
0 
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j ,~,(~x)(log~(~x) + log~)dx = 
0 

zc ~c 

0 0 

L (~) + A log,~. 

a 6rant inf6rieur s I il s 'ensuit  

/1 (g,~) < / 1  (/p). 

Or cette in6galit6 est impossible '~ cause du fair que I 1 (~p)est la borne inf6rieure 

de I(T).  I1 faut  donc que la relation 

iii) 

air lieu. 

Cela 

variations 

a~ 

f ~ (  
x) x ~ dx  = B~ 

0 

pos6 nous pouvons appliquer les m6thodes habituelles du calcul de 

pour d6terminer la fonction W(x). Soient ~, ~1, ~ trois points quel- 

conques off la fonction ~p (x) est positive et continue. Soit h, (x) la fonction sui- 

vante 

Posons 

(II2) 

h~ (x) ~ I p o u r  I x [ ~ {~, 

h,(z)  -- o pour I x I > ~. 

T (x) = ~p (x) + ~ h~ (x - ~) + fl h~ (x --  ~1) + 7 h~ (x -- ~) 

et prenons fl et 7 comme fonctions de a de manibre qu'on air 

Cela entralne 

(1~3) 

f 
0 0 

~ O ~  

=.+8 ~1+3 ~..,+~ 

a f x~dx + ~ f x~dx + 7 f x~dx:o. 
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On a, aussi 
~ +~ 

f § I ) d X  § dc~ ( l o g ~  § I ) d x  § 

:&. + d' 

~--~ 

+ ~ ) d x = o ,  

E n  d@ivan t  les 6quat ions  ( I I 3 )  par  r a p p o r t  ~ r on en d6dui t  

f iog dx, f 
~--(~ ~, ~ ~--~ 

~+ct ~ c t  ~.~+ d' 

f f f 
.2 2 "2 

x ~ d x ,  x :~ d x ,  x ~ d x  
t 

~ O .  

En  d iv isan t  pa r  gs e t  en fa i san t  t end re  d vers  z6ro on ob t i en t  

log ~ (g), log ~ (~1), log ~0 (~) 

I I I 

"2 2 .2 

~---O. 

Si nous  laissons les points  r e t  r invar iables  il s ' ensu i t  

(I 4) 
o 

log ~p (~) -= - -  a ~ + b, 

o6 a et  b sont  des cons tan tes .  

eon t inu i t5  off ~(~) est  posit ive.  

valeurs  finies e t  posi t ives de x.  

te l  qu 'on  au ra i t  

Cet te  fo rmule  est  valable  en tous  les po in ts  de 

J e  dis que @ (x) est  posi t ive pour  rou tes  les 

Sinon il ex is te ra i t ,  en effet,  un  nombre  fini l 

~p(x) = o.  pou r  x > 1. 

En  supposan t  dans  (I I2) ~ > 1 nous  ob tenons  pou r  d su f f i samment  pe t i t  

/1 (T) = I 1 (~p + ~ h~. (x - -  r -4- Z h~ (x - -  ~.2)) + 2 a log a .  d. 
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La  ddriv6e par  r appor t  '2 a du premier  te rme dans le second membre  est born~e 

dans le voisinage de e~ = o  tandis  que la ddrivde de c~loga,  d tend  vers - -  

lorsque a tend  vers z6ro par  des valeurs  positives. I1 s 'ensui t  q u e / 1  (W)d6crolt  

lorsqu 'on fair  croi tre  a en pa r t an t  de ~ = o. Or cela est en contradic t ion  avec 

l 'hypothbse  que I 1 (~) soit la borne infdrieure de /1 (99). 

I1 est ainsi ddmontrd que la re la t ion (I I4) a lieu en t o u s l e s  points  de con- 

t inui td  de ~p(~), c 'est-s presque par tout .  La  borne inf6rieure k de /1(99) est  

donc a t te in te  pour  une fonct ion de la forme 

.) 

(I  15) 8~-- ax:2 + b. 

Les valeurs de a e t  b se d~terminent  au moyen  des re la t ions (Io9) et ( I I I ) .  

Si nous convenons de considdrer deux fonct ions  qui ne diffbrent que sur  un 

ensemble de mesure  nulle comme identiques nous pouvons aff i rmer  que la fonc- 

t ion (IIS)  est la seule qui donne h I ~ ( ~ ) s a  valeur  min imum.  Cela est  d6js 

ddmontrd si l 'on se borne s considdrer des fonct ions non croissantes.  Or une 

fonet ion 9o qui n ' es t  pas non croissante  (si l 'on exclut  s ' i l  y a lieu un ensemble  

de mesure  nulle) ne peu t  pas donner  "~ I 1(99) sa valeur m i n i m u m  k. En  intro- 

duisant  la fonct ion ~v":: non croissante et dquimesurable  s 99 nous aurions,  en 

effet, dans ce cas 

(~ ~6) k = _r~ (99) = / 1  (~".':). 

Si 99* 4= 99 sur un ensemble de mesure  non nulle nous avons 

99* x ~ d x  < B~. 

0 

Or cela ent ra ine  d 'aprbs  un r6sul ta t  etabli  ~ la page  I39 

I1 (99*) > k 

ee qui est en cont radic t ion  avec la re lat ion (II6) .  I1 f au t  donc que chaque 

fonct ion qui donne s I 1(99) sa valeur  min imum coincide presque pa r tou t  avec la 

fonct ion associ6e non croissante 99* (x). 
8 

En revenan t  s la var iable  r =  [ 3  x nous t rouverons  le th6or6me suivant :  

Le minimum de l'fnt4grale 
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I(f) = f f togf  . ,.'~ d,. 
0 

lorsque f pareourt l' ensemble des fonctions mesurables (pour o < r < ~ ) qui satisfont 

aux conditions 

(I 17) f ( r )  >-- o, 
ao oo 

0 0 

est fini et s'obtient pour une fonction f de la forme 

(If9)  f =  Ce - a ' e  

of, C e t a  sont des constantes ddtermin&s par les relations (i~8). La fonetion (II9) 

est la seule fonetion continue qui donne ~ I ( f )  sa valeur minimum sous les eondi- 

t i o , 8  (IiT), (II8). 

w 

Allure de la solution pour t -*  ~?. 

Nous ,  nous proposons d'6~udier l 'aliure pour t -+  oo de lu solution F ( r ,  t) 

dont  nous avons &abli l 'existence duns le w 6. Consid6rons la fonction de 

Boltzmann 

t t( t)  = I F(r,  t)log F( r ,  t)- r '~ d r .  
. ]  
0 

Celle-ci est, d'aprSs les rgsultats 6nonc6s g la page (I2O)une fonction continue de 

t admet tan t  (pour t > o) la d5riv6e continue e t ' n o n  positive 

H'  (t)-= 

En tenant  compte des relations 

f log F -  T(F) r ~ dr. 

0 

120) f ~ ' ( r ,  t ) r ~ d r  = A, f F(r, t)r'd,'= B 
0 0 
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off A et  B son t  des c o n s t a n t e s  nous  savons  pa r  les r6su l t a t s  du  w 7, que H( t )  

a d m e t  une  bo rne  in f~r ieure  finie. I1 s ' en su i t  (en t e n a n t  c o m p t e  de la  r e l a t ion  

H '  (t) ~ o) 

(I2I) lira H '  (t) = o.  
t ~  ~c 

N o u s  pouvons  done  ehois i r  une  sui te  tl, t , . , . . ,  t , , , . . ,  te l le  q u ' o n  air  

(I22) l im H '  (t,) ~- o. 

E n  n t i l i s a n t  le t h6o rbme  I V  (w 5) on voi t  qu ' i l  es t  poss ib le  d ' e x t r a i r e  de 

t~, te . . . .  t , ,  . . . une  su i te  pa r t i e l l e  t , ,  (v = I, 2, . . .) de m a n i 6 r e  que l"(r, t,,,) con- 

ve rge  u n i f o r m 6 m e n t  vers  une  f o n c t i o n  con t i nue  f ( r )  lo rsque  r t e n d  vers  l ' infini .  

N o u s  a v o n s  '~ cause  de (12o) e t  l ' in4gal i t~  (49) 

(I23) 

0 o 

Je dis que l ' exp re s s ion  

J" f , - -  f f ,  = f ( r ' ) f ( r ' , )  - -  f ( r ) f ( q ) ,  

p 
off r '  e t r  1 son t  les quan t i t 4 s  i n t r o d u i t e s  d a n s  le w I e s t  i d e n t i q u e m e n t  nuUe 

dans  t o u t  le d o m a i n e  g q u a t r e  d i m e n s i o n s  d4fini p a r  les i n 4 g a l i t &  

r 0 
(I24) o <  < oe, 0 G  < , w .  

I" I 01 

Si non,  en effet,  on p o u r r a i t  t r o u v e r  un  d o m a i n e  D de m e s u r e  pos i t ive  off 

f '  , 1. f l - - f f ~ ]  > e > o 

q g ran t  une  

v 0 tel  que 

( ,25)  

cons t an te .  On  en conc lu t  qu ' i l  es t  poss ible  de chois i r  un  h o m b r e  

I F(, . ' ,  t,,.) F( , - ' , ,  t.,) - F( , . ,  t , , , )F(,-~,  tn,)l > .o 
2'  

dans  D p o u r  v > v 0. En  a p p l i q u a n t  la  f o r m u l e  ( I I )  ,~ I on ob t i en t  

f f f f[ (I26) H'(t , , . )  < - - I  (1," F '  1 - -  F F ~ ) l o g  Vr"r~  d O d O l d r d r  ~. 
4 1 ~t=tn~ 

D 
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D6signons 

o ~  t ~  ~ .  

par M la borne sup&ieure de F ( r , t )  duns le domaine o < r <  m,  

Cela posd nous avons en vertu de (I25) 

F~],=,,,, 

duns D. 11 s 'ensuit  ~t l 'aide de la formule (I26) 

f f f f 
D 

On en ddduit  en fa isant  tendre v vers l 'infini 

D 

ce qui est impossible. II est donc ngcessaire qu'on air 

f ( r ) f ( r ' l )  - -  f ( r ) f ( r l )  = o 

pour routes les valeurs r, rl ,  O, 0 L qui satisfont aux indgalitgs (I24). Or nous avons 

d~jg remarqud que cette relation entraine 

( , 2 7 )  f ( r )  = C e  - ~ "  

off C e t a  sont des constantes d&ermin6es par les relations (I23). 

Nous pouvons main tenant  d6montrer que /?'(r, t ) t e n d  vers C e  -~r~ lorsque 

t tend vers l 'infini d 'une mani~re quelconque. Dans le cas contraire on pourrait ,  

en effet, t rouver une suite %, % , . . .  , , , . . .  ind6finiment croissante telle que 

F ( r ,  ~)  converge uniform~ment vers une fonction non n~gative ~p (r)diff&ente de 

C e  - ~ 2  lorsque u tend vers l'infini. Soit k la borne inf~rieure qui figure duns le 

probl~me du culcul de variations trait~ dans le w 7. I l  suit du r&ul ta t  que 

nous venons de d~montrer que 
lim H ( t ) = -  lc. 

~OUS a v o n s  d o r i c  

lim f F ( r ,  ,~)log F( r ,  ,~). r ~ d r  = k. 

o 

On a, d 'autre  part, par les ruisonnements exposdes aux pages 138 et 139 (formule 1 Io) 
19--325i l .  Acta mathematica. 60. Imprim6 le 14 d~cembre 1932. 
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(, 28) k =lim_ fF (,., ~,)log F(r ,  , , ) .  ,.~ dr  >-- 

0 

f ~p log~p, r~dr .  

0 

D'aprgs l'in6galitd (49) nous pouvons dans les relations ~videntes 

lira f F (r, , ,) r "~ d r = A, 
0 

0 

effectuer le passage s la limite sous le signe d'int~gration, ce qui donne 

/ ~pr~ d r  = A, 

0 

f ~pr4dr =- B. 
0 

I1 faut donc d'aprbs le th6orbme 6none6 "~ la page (I43) que le signe d'6galit6 

air lieu dans la relation (128) el 

~p = C e ~ r  ~ 

contrairement s l'hypoth~se. 

I1 est done ddmontrd que la solution I"(r, t) de l'~quation de Boltzmann tend 

uniformdment 1 vers la fo~ction de Maxwell 

~)OUI" t --) or 

Djursholm le 2 Juillet I932. 

C e - a  r2 

1 L 'un i fo rmi t~  de la convergence  es t  une  cons6quenee  de la con t inu i t6  u n i f o r m e  de _h'(r, t) 
(voir p. I2O). 

A 


