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Einleitung. 

Ziel der vorliegenden ArbeR ist es, eine Axiomatik der Wahrscheinlichkeits- 

rechnung zu geben und die Konsequenzen dieser Grundlegung bis zum Beweis 

der wichtigsten S~itze lfickenlos zu verfolgen. Eine solche Arbeit schien mir nicht 

unnStig, da bisher die Wahrscheinlichkeitsrechnung wohl das axiomatisch am 

schw~ichsten fundierte Gebiet der Mathematik ist, ein Mangel, der bei der dauernd 

wachsenden praktischen Bedeutung des Gebiets wohl der Abhilfe bedarf. 

Da die Front der an der Wahrscheinlichkeitsrechnung Interessierten yon 

den Philosophen fiber die Mathematiker bis zu Vertretern der beschreibenden 

Naturwissenschaften reicht, glaubte ich, der beiden Fliigel wegen fast lehrbuch- 

artige Ausffihrlichkeit wfihlen und alle Hilfsmittel in der Arbeit selbst kurz dar- 

stellen zu soUen, so dass sie ohne Heranziehung weiterer Literatur und ohne 

spezielle Vorkenntnisse lesbar ist. Ich glaubte aber auch den Mathematikern 

gegeniiber diesen Weg w~hlen zu diirfen, da er nur die Hinzunahme der drei 

ersten verhiiltnismiissig kurzen Paragraphen erforderte, die also naturgemfiss dem 

Mathematiker nur altbekanntes wiederholen. 

Wo ich bekannte S~itze der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf axiomatischer 

Grundlage beweise, babe ich nur selten die z. Zt. allgemeinste Formulierung dieser 

Siitze gew~ihlt, da die grSssere Allgemeinheit meist durch analytische aber nicht 

prinzipielle (~berlegungen sich ergibt und den Umfang der Arbeit nur vermehrt 

hittte, ohne prinzipiell Neues zu bringen. 

Andererseits aber habe ich die Hoffnung, auch wissenschaftlich einige neue 

oder wenigstens bisher nie genfigend betonte Sachverhalte im Laufe der systema- 

A n m e r k .  Wenn ich das, was man gemeinhin unabh~ingige Ver~nderliche nennt ,  als as- 
soziierte u bezeichne, so beabsichtige ich keine :~nderung der wissenschaft l ichen Ter- 

minologie, sondern wiinsche nur  aus didaktischen Griinden das Wort  >,unabhiingig>, fiir die Unab- 

h~ingigkeit von Versuchen aufzusparen. 
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tischen Entwicklung aufzudecken. Yon ihnen seien die meiner Ansicht nach 

wichtigsten hier kurz angedeutet: 

Es sind verschiedene Wahrscheinlichkeitsrechnungen logisch einwandfrei 

durchffihrbar, ~hnlieh, wie es verschiedene Geometrien gibt (~w Io, I7). Durch 

einen Vergleich, der nicht hinkt, sondern genau die Situation trifft, sei dies 

erlautert: 

Die P~ANO-JoRDA~Sche Inhaltstheorie, ffir lineare Punktmengen z. B., kann 

zu wesentlich verschiedenen Inhaltstheorien erweitert werden, d. h. zu dem K5r- 

per der Mengen mit P~ANO-Jo~DAN-Inhalt kann man eine Menge, die keinen 

solchen Inhalt  hat, adjungieren und ihr nach Belieben irgend eine Zahl als 

>>Inhalt>> zuordnen, die zwischen ihrem inneren und ~tusseren Inhalt  liegt, ohne 

in Widerspriiche zu kommen. Man erh~lt so gr5ssere KSrper yon Mengen mit 

Inhalten und alle Mengen des GrundkSrpers haben stets den gleichen Inhalt,  

wi~hrend der der anderen Mengen des erweiterten KSrpers sowohl von der Wahl  

der adjungierten Menge, als auch yon der Wahl des der adjungierten Menge in 

den genannten Grenzen willkiirlich beilegbaren >~Inhalts>) abh~ngt. Genau ent- 

spreehend ist es in der WahrscheinlichkeRsrechnung. Hier kann man einen im 

Vergleich den PEA~OJORDA~schen Inhaltsmengen entsprechenden kleinsten Be- 

reich mit KSrpereigenschaft yon Eigenschaften abgrenzen, die Wahrscheinlich- 

keiten haben und in dem das Gesetz der grossen Zahlen gilt und kann diesen 

kleinsten Bereich durch Adjunktion nicht in ihm liegender Eigensehaften, denen 

man in weiten Grenzen willkfirlich Zahlenwerte als Wahrscheinlichkeiten zuord- 

hen daft, erweitern. Die gemeinhin ohne Begrfindung geiibte Art der Erweiterung 

wfirde im obigen Vergleich der zu dem wKSrper aller LEB~SGVEsch messbaren 

Mengen en~sprechen. Sie ti~uscht dann eine zwangl~ufige Eindeutigkeit der 

Wahrscheinlichkeitsrechnung vor. In dieser Richtung liegen z. B. die bekannten, 

sch5nen S~tze yon A. KHINTCHI~E ~ und A. KOL~OGOROFF ~ fiber das ))Gesetz des 

iterierten Logarithmus)), die in dem genannten kleinsten Eigenschaftsbereich - -  

in dem wie gesagt das Gesetz der grossen Zahlen schon gilt - -  nicht beweisbar 

sind, aber bei gewissen Adjunktionen zu diesem Bereich beweisbar werden, 

w~hrend sie bei anderen Adjunktionen falsch sind. Ganz krass kann man den 

Sachverhalt so herausstellen: Das Gesetz der grossen Zahlen ist sowohl voll- 

vertr~glich mit tier fiblichen Annahme (Richtung--~ Masstheorie im Vergleich), 

1 A. KHINTCI-IINE: , ( Jber  das Gesetz der grossen Zahlen,,. Math. Ann. 99. 

A. KOL~OGOROFF: ~Uber das Gesetz des i terierten Loga r i t hmus . .  Math. Ann. Io I .  

31 --32511. Acta mathematica. 60. Imprimd le 21 ddcembre 1932. 
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i 
dass fiir einen richtigen Wfirfel ~jede Seite Wahrscheinlichkeit ~ die Wahr- 

# 

scheinlichkeit dafiir o ist, dass in einer unendlichen Wurfserie yon irgend einer 

freibleibenden Stelle ab nut  noch die 3 f~llt, als auch mit der entgegengesetzten 

Annahme, dass diese Wahrscheinlichkeit x ist. 

Man kSnnte nun denken, dass es sich hier um eine zwecklose mathema- 

tische Spitzfindigkeit handelt. Abgesehen davon, dass es in Grundlagenfragen 

so etwas nicht gibt, sind die AnwendungsmSglichkeiten ffir die verschiedenen 

Wahrscheinlichkeitsrechnungen bereits in der Zahlentheorie vorhanden (w I7)und 

es ist anzunehmen, dass dort im Laufe der Zeit einer der ausgedehntesten Am 

wendungsgebiete der Wuhrscheinlichkeitsrechnung sich auftun wird und dass die 

verschiedenen Wahrscheiniichkeitsrechnungen auch noch physikalische Anwen- 

dungen finden werden. Die MSglichkeit, strenge Beweise zuhlentheoretischer 

S~tze durch Wahrscheinlichkeitsrechnung zu fiihren, schien mir prinzipiell be- 

deutungsvoll, deshalb ist sie in w I7 kurz behandelt. 

Als weiterer Punkt  sei alas hier gefundene Ergebnis in Sachen ~>H~ufigkeits- 

theorie>> erw~hnt. Es hat zwei Seiten: Den Gegnern der H~ufigkeitstheorie gegen- 

fiber ist es ein Erfolg dieser Theorie, soweit sie, wie z. B. I. M. KEYN~S 1 be- 

zweifeln, dass die H~ufigkeitstheorie die sogenannten Umkehrs~tze liefern kSnne. 

Da hier parallel zu den mengenthe0retischen Theor ien- - - sozusagen  uls An- 

schauungsmaterial (w 9) - -  H~iufigkeitstheorien restlos durchgefiihrt werden, ist 

die Irrtfimlichkeit dieses Einwurfs erwiesen. F f i r  die Anh~nger der H~ufigkeits- 

auffassung dagegen ist das Ergebnis vernichtend, sofern sie irgend ein mathe- 

matisches Plus dieser Auffassung vor der mengentheoretischen behaupten, denn 

es hat sich gezeigt, dass die Hiiufigkeitstheorien, die hier durchgeffihrt werden, 

eineindeutig isomorph zu mengentheoretischen Theorien sind, und es scheint mir 

sicher, class falls es fiberhaupt noch undere einwandfreie H~iufigkeitstheorien geben 

sollte, immer das gleiche gelten wird, n~mlich eineindeutige Isomorphie mit einer 

mengentheoretischen Theorie. 

Ferner sei erw~hnt, dass w 8 die yon H. BRuss eingefiihrte und yon R. 

v. MisEs durch Sammlung weiterer F~ille erg~nzte Vorstellung der >>Operatiom> 

durch den Begriff der wahrscheinlichkeitstreuen Abbildung systemutisch vollendet. 

0be r  die Kapitel IV, V ist als vielleicht bemerkenswert nur die allgemelne 

Fornmlierung des Gesetzes der grossen Zahlen (Satz I3, 5) und des Integralsatzes 

1 I. M. KEYNES: ,,Treatise on probability% London 192x. 
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(Satz I4, 2) als Umkehrs~tze zu erwiihnen, die den direkten Sehluss (Poissonsehes 

Gesetz, etc.) als SpeziMfall enthalten. 

Auf Fragen der Anwendungen einzugehen lag nicht in meiner Absicht 

und eriibrigte sich umsomehr, als kiirzlich ein gerade in der Behandlung dieser 

Dinge ungemein reichhaltiges Buch erschienen ist. 1 Dasselbe gilt fiir his~orische 

Fragen. ~ 

An der Entstehung dieser Arbeit ist Herr  W. FELLER, Kiel, insofern sehr 

wesentlich beteiligt, als er mit mir zusammen die Masstheorie yon w 5 zu an- 

deren Zwecken entwickelt hat, eine Arbeit, bei der wir yon H e r r n  Tm KALUZA, 
Kiel, sehr durch seinen schSnen Beweis des unentbehrlichen Satzes 5, I gefSrdert 

wurden. u der oben nicht erw~thnten Gedanken und Ansiitze finden sich, 

ailerdiugs oft sehr unvollst~ndig~ in friiheren Arbeiten des Verfassers, jedoch 

liessen sich solche Wiederholungen kaum vermeiden, ohne das Ziel dieser Arbeit 

zu gef~hrden, das eben eine liickenlose Darstellung der ganzen Theorie erforderte. 

K a p i t e l  I. 

Hilfsmittel  aus der  M e n g e n l e h r e .  

Mengensysteme. 

Sind ~ und ~ zwei Mengen, so versteht man bekanntlich unter der S u m m e  

?[ + ~J die Menge der Elemente, die mindestens einer der beiden Mengen ange- 

hSren, unter dem D u r c h s e h n i t t  ~l~ aber die Menge der Elemente, die jeder 

der beiden Mengen angehSren. Die D i f f e r e n z  ~ - - ~  wird nur fiir den Fall 

erkl~rt, dass die Menge ?1 jedes Element yon ~ enth~lt und sie ist dann die 

Menge der Elemente, die zu ~[ aber nicht zu i~ geh5ren. 

Die Erkl~rung yon Summe und Durchschnitt liisst sich offenbar auf be- 

liebig viele (auch iiberabz~hlbar viele) Mengen ausdehnen. 

Wie man miihelos einsieht, gelten fiir die Summen-und  Durchschnitts- 

bildung folgende Rechenregeln: 

t R. v. MISES: WahrscheinlichkeiSsreehnung. F. Deuticke, Leipzig i931. 
F. M, URBAN: Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Teubner, Leipzig I923. 
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',)[ + `3 ~- `3 + ?{ 

.~{`3 = `3~,{ 

(?{ + `3) + (~ = ?~ + (,3 + (~) 

(,.){ + `3)~ = ,.)t ~ + `3 

,.)~ ~ + (~ __- (,.)[ + (~)(`3 + ~) 

i kommutative Gesetze. 

assoziative Gesetze. 

i distributive Gesetze. 

Diese Gesetze gelten offenbar auch fiir unendlich viele Mengen. 

Definition 1, 1. EiJ~e Menage, dereu Elemet~te Mengen sind, heisst ein Me~gen- 

system. Ein ]let~gensystem ~ heisst ein Rit~g, wen~ mit je zwei Mengen a~ts 

a~ch ihre S~mme and ihr D~rchsch~itt zt4 ~ gehSrt. Ei~ Ring ~ heisst ein KSr- 

l~er, we,J~7 mit je ztcei Me~ge~ a~s 5, deret~ ei~e die a~dere entha'lt, auch ihre 

Differenz zu ~ geh6rt. Ein Ring heisst ferner a-Rip, g, wenn mit je abzShlbar 

vielen Mengen des Ringes auch ihre St~mme, dagegen ~-Ring,  wenn mit je abz(ihl- 

bar vielen ]Iet~gen des Binges a~ch ihr Durchschnitt ibm angehSrt. E~tsprechend 

heisst ein KSrper a-K6rper,  we~m mit je abzh'hlbar vielen ~le~gen des K6rpers 

auch ihre Summe, dagegen ~-KSrper, .wen~ ,~it je abzlihlbar viele~ Mengen des 

KS~Ters auch ihr D~rchsch~itt ibm angeh6rt. 

Man erkennt leicht, dass die Definition des KSrpers dahin eingeschr~nkt 

werden kann, dass mit je zwei Mengen eines Mengensystems auch ihre Summe 

a n d - - f a l l s  sie e x i s t i e r t -  auch ihre Differenz dem System angehSren soil. 

Der Durchschnitt zweier Mengen nfimlich ist stets durch Summen and Dif- 

ferenzen ausdriickbar, wie folgende Gleichung lehrt 

~ ` 3 = ` 3  - {(?~ + ` 3 )  - -  ?~}. 

Er gehSrt also von selbst zum System, falls man dieses durch Summen-und  

DifferenzbiIdung nicht verlassen kann. 

hls Beispiel fiir diese Begriffe sei zun~ichst das System 2 aller Teilmengen 

einer beliebigen Menge genannt. 2 ist offenbar Repr~isentant jeder der ange- 

fiihrten Systemtypen. 

Es soll jedoch noch fiir ~ede der Typen ein ihr charakteristisches Beispiel 

angegeben werden: 

I) Ring, der weder a-Ri~g noch ~-Ring noch K6~Ter ist. 

~g~ sei die Menge der dutch n teilbaren natiirlichen Zahlen, n ~  I, 2, 3, . . . .  

sei die Gesamtheit der Summen yon je endlich vielen ~[, wobei jede Summe 
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mindestens einen Summanden enthal ten soll. ~ enthi~lt also nieht  die leere 

Mange. Dass ~ Ring ist, ist Mar. KSrper ist 2 nicht, weil durch Subtrakt ion 

einer Menge aus 22 von sich selbst die leere Menge entsteht,  d-Ring ist 2 nicht, 

well offensichtlich 911 91~ ~[3 �9 �9 �9 leer ist. a-Ring ist 2 nicht, weil 91~ + ?1 3 + 9~ 4 + .-. 

alia natiirl ichen Zahlen bis auf die r enthiflt und jade Summe yon endlich vielen 

?/,~ (n ~ I) offenbar unendlich viele natiirl ichen Zahlen nicht  enthiilt. Die eben 

genannte  Summe li/ss~ sich also nicht  als Summe yon endlich vielen Nn darstellen. 

2) d-Bing, der weder a-Ring noch Kd"Jd)er ist. 

~[,~ = (~, 2, 3, . - . ,  n), n ~ I, z; 3 . . . . .  22 sei das System aller ~[,,. Wie  man 

sofort sieht, ist ~ e i n  d-Ring. KSrper ist 22 nicht, wail es nicht  die leere Menge 

enthglt,  a-Ring ist 22 nicht, da 911+912+~a+""  nicht  zu ~ gehSrt. 

3) a-l~ing, der weder d-Bing noah Kdrper ist. 

~[n ~ (n, n +  I, n + 2 ,  . . . ) ,  n - -  ~, 2, 3 . . . . .  2 sei das System aller 91n. Wie 

man sofort sieht, ist 22 ein o-Ring. KSrper ist 2 nieht, weil es nicht  die leere 

Mange enthiilt, d-Ring ist 2 nieht ,  well ~11~[~[2 . . .  leer ist. 

4) KS~p~;, der weder a- noch d-KSrper, ist. 

?[ sei eine beliebige durch 2 Rationalzahlen begrenzte Zahlenmenge inkl. 

der linken, exM. der rechten Grenze, 2 sei das System aller Summen yon je end- 

lich vielen ~l und ferner enthalte 2 die leere 31enge. 

( ') d-KSrper ist 2 nieht, wie die fo lge  91,,= o, I + 2n lehrt;  d a s s  2 nieht  

a-KSrper ist, ist trivial. 

5) d-KS~per, do" nicht a-Kb'~per ist. 

sei das System a l le r  endliehen Teilmengen einer unendliehen Menge. 

Dies Beispiel bed~rf keiner Erliiuterung. 

Wie der Lese r  selbst iiberlegen mSge, sind hiermit  alle MSglichkeiten bis 

auf  eine ersehSpft. Es fehlt nur noch ein Beispiel fiir einen a-Kb'rper, der nicht 

d-KSrper ist. Der fo!gende Satz lehrt, d a s s  es ein solehes Beispiel niehg gibt. 

S a t z  1, 1. 
B e w e i s :  

Ferner  ist 

u n d  

~'1 ~'~ 9A'3 . . . .  ~1'1 - -  

Jeder a-Kb'rper ist d-Kb'rper. 

Is t  {91~} eine l~Iengenfolge des a-K5rpers, so gehSrt ihm auch an 

91'n= ~191~ " ?In, n =  I, 2, 3, . - .  

911 ~ 913 . . . .  91'1 ?~'2 91'3 . . .  

% )  + ( % -  + (91'  - 91'4) + .  }. 
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Die Richtigkeit dieser Gleichungen mSge sich der Leser selbst klar machen. Da 

die rechte Seite der letzten Gleichung eine Menge des a-KSrpers darstellt, gehSrt 

ihm nach der vorhergehenden G[eichung auch ? { ~ ? { ~ . . .  an und der Satz ist 

bewiesen. 

Wir wollen nun zeigen, dass jeder a-KSrper auch noch gewisse andere mit 

Hilfe seiner Mengen erkl~rte sehr wichtige Mengen enth~lt. Sie fiihren wir 

ein durch 

Definition 1, 2. Ist {?{n} eine Me~ge~folge, so ist 

lira ~.{~ resp. lim ~.[,~ 

die ]lenge der Elemeate, die ))fast allen)) (allen bis au f  endlich vide) resp. u~e~d- 

lich vielen ~{~ angehb're~. Falls gilt 

lira ?{~ = lira ~,, 

heisst die .Me~genfolge konvergen t  u~zd ~nan schreibt 

lira ?{~ ~ lira ~ ~- lira ?{~. 

Wir geben zun~chst Beispiele fiir diese Begriffe. ~A sei die Menge der 

Dezimalbruchentwickelungen der Zahlen zwischen o und I. ?{,~ sei die Menge 

der Elemente yon ?[, die bis zur n-ten Stelle nach dem Komma (diese inkl.) die 

Ziffer 2 eine gerade Anzahl yon Malen aufweisen. (o soll nicht als gerade Zahl 

gelten.) Dann ist 

lira ~{,~: Menge der Elemente yon ?[, die die Ziffer 2 eine gerade Anzahl 

von Malen enthalten. 

lira ?[~: Menge der Elemente yon ?[, die die Ziffer 2 eine gerade Anzahl 

yon Malen oder unendlich oft enthalten. 

Diese Folge {o.[n} ist somit nicht konvergent. 

Wir betrachten noch ein Beispiel fiir eine konvergente Mengenfolge. 

Wir gehen yon derselben Menge ?[ aus und setzen fest: ?t'~ sei die Menge 

der Elemente yon ?{, die bis zur n-ten Stelle inkl. nach dem Komma die Ziffer 2 

genau 7-real enthalten. Dann ist lira ~A', ~ lim ?{',~ = lira ?['n: Menge der Eie- 

mente yon 9g, die die Ziffer 2 genau 7-real enthalten. 
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Wi r  beweisen .~etzt einen Sa~z, der einen Zusammenhang yon gr5sster Wichtig- 

keit  zwischen diesen Limesbegriffen und den a-K5rpern aufdeckt .  

S a t z  1, 2. 

gehb'rt sowohl 

ebenfalls zu ~. 

B e w e i s .  

[st 2f ein a-Kb'rper und {?[~} i~yeudeine Mengenfolge aus Y,, so 

lim ?I~ als auch lira ~[,~ 
7t  ~ ov  n ~ r 

W i r  setzen 

7n - -  -9In q- ~[/tq-1 + ~)[?l-~2 -~- " ' "  

~lach Satz I, I sind dies ~d[engen aus :~. 

Nach  Definition I, 2 folgt  sofort  die Giilt igkeit  nachs tehender  Gleichungen 

lim ?l,, = 71 7-~ 73 ""  

lim ~[n = 8'1 + 8'~ + 8' 3 + . . . .  

Da  beidemal die rech~en Seiten Elemente  yon ~ darstellen, ist unser  Satz be- 

wiesen. 

Offenbar enthiilt  dieser Satz den vorigen als Spezialfall. 

Die wichtige Eigenschaf t  der a-KSrper, die wir kennen  gelernt  haben,  ist 

eine gewisse Abgeschlossenheit ,  die darin besteht,  dass man durch diese Grenz- 

prozesse und auch die e lementaren mengentheore t i sehen Operat ionen nie aus 

dem a-KSrper herauskommt,  wenn man in ihm zu operieren beginnt.  Die Situa- 

t ion iihnelt der beim KSrper  der komplexen Zahlen, in dem man bekannt l ich 

auch fas~ uneingeschri~nkt reehnen kann, ohne ihn zu verlassen. 

Zum Abschluss dieses Pa ragraphen  beweisen wir noch einen auf  die Defini- 

t ion I, I beziiglichen Existenzsatz.  

Satz  1, 3. Zu jedem vorgegebenen Mengensystem 1~ gibt es einen eindeutig 

bestimmten kleinsten Bereieh ~' jeder der in Definition I, I genannten Typen, der 

enthh'lt; 2' ist dann also in jedem Bereich des gewffhlten Typs, der 2 enthh'lt, 

auch enthalten. 

B e w e i s .  Die Existenz z: B. eines kleinsten Ringes ~' fiber ~ e rkennt  man 

so: S sei die Summe aller Mengen aus 1~. ~ sei das System aller Tei lmengen 

yon S. Offensichtlich ist dann ~ ein Ring, der ~ enthiilt.. W i t  bilden nun den 
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Durchschnitt :~' aller in ~ enthaltenen Ringe, die ihrerseits ~ enthalten. Aus 

Definition I, I folgt, dass ~' Ring ist und 2 enth~ilt. 2' ist uber auch der kleinste 

Ring dieser Art. Ist  n~imlich ~" ein Ring, der ~ enth~ilt, so ist der Durchschnitt 

~ Z "  ein Teilring aus ~ ,  der ebenfulis :~ enth~lt, l~ach Erkl~irung yon ~' ent- 

h~ilt somit ~ "  auch ~', ~ fortiori ist also ~' in 2"  enthalten. 

Dieser Beweis gilt wSrtlich auch fiir jede andere der in Definition I, I ge- 

nunnten Typen, da ~ .~u Repr~isentant aller Typen ist, und der Durchschnitt yon 

Systemen eines bestimmten Typs wieder ein System dieses Typs ist. 

2 .  

Grundbegriffe der Punktmengenlehre.  

Definition 2, 1. Eine Menge 9).~ heisst ein m e t r i s c h e r  R a u m ,  wenn jedem 

Elementpaar (x, y) der lllenge eine reelle dutch x y  bezeichnete Zahl  als E n t f e r n u n g  

so zugeordnet ist, dass gilt 

ct) Z X  ~ 0 

fl) xy-~- y x  > o f i ir  x # y 

7) x y  + y z  >= x z .  

Die Elemente yon 9.)~ pflegt man dann P u , k t e  zu nennen. 

i n s  dieser Definition folgt unmittelbar, dass jede Teilmenge eines metrischen 

Raumes auch metrischer Raum bei der urspriinglichen Entfernungsfestsetzung ist. 

Als Beispiel w~ihlen wir fiir ~ etwa die Gerade and nehmen als Entfernung 

zweier Punkte ihren Abstand. Diese Festsetzung geniigt offenbar den Bedin- 

gungen a)--7) und macht die Gerade zu einem metrischen Raum. Als weiteres 

Beispiel wiihlen wit fiir 935 die Ebene and erkliiren die Entfernung zweier Punkte 

als ihren Abstand. Auch dies gibt einen metrischen Raum, denn 7)bedeutet  

hier nur, dass die Summe zweier Dreiecksseiten nie kleiner als die dritte ist. 

(Daher nennt man 7) auch das Dreiecksaxiom.) Entsprechend ](ann man beim 

dreidimensionalen Raum vorgehen u. s. w. 

Kapitel I I  wird uns dann ein ganz anderes Beispiel eines metrischen Raumes 

kennen lehren, das erst so richtig die voile Allgemeinheit dieses Begriffes hervor- 

treten l~sst. 

Definition 2, 2. 
je~igen Punkte y vo~ 

R a d i u s  Q. 

Is t  x ein Punk t  aus 932 und 0 > o, so heisst die ~lenge der- 

~3~, f i ir  die x y  < Q ist, die U m g e b u n g  yon x m i t  dem 
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Es ist selbstverst~ndlich, dass fiir einen P u n k t  x die Umgebung  vom l~adius 

r davon abh~ngt,  als in welchem Raum liegend x angesehen wird. Be t rach ten  

I 
wir auf  der Geraden den P u n k t  x ~-~ I und setzen Q ~ ,  so besteht  die Um- 

gebung yon I vom Radius I I 3 
- aus allen P u n k t en  ~, fiir die gilt  2 < ~ < - Be- 
2 2 

t r ach ten  wir jedoch nur  die ganzzahligen Punk te  der Geraden als metr ischen 

Raum 9)~, so besteht  je tz t  die entsprechende Umgebung  nur  aus dem P u n k t e  r 

selbst. 

Mit Hilfe  dieser Begriffe wollen wir nun  die Punk te  der Tei lmengen eines 

metr ischen Raumes klassifizieren. Dazu dient  

Definit ion 2, 3. Es sei 9..)~' eine Teilmenge von ~ und x sei ein Punkt  von 

~)~'. Gibt es eine Umgebung von x in bezug au f  .9)~, deren Punkte alle zu ~)~' ge- 

h6ren, so heisst x ein i n n e r e r  P u n k t  yon 9)2', a~derenfalls heisst x ein R a n d -  

p u n k t  von ?Og. Die Summe der Randpunkte yon 9Jg und yon 9)~--~2' heisst die 

B e g r e n z u n g  yon 9)~'. 

Die Begrenzung ist offenbar symmetr isch zu 9)~' und 9 ) ~ - - ~ '  erkli~rt, so 

dass also stets die Begrenzung yon 9)~' auch Begrenzung yon 9)l--912' ist. Da  

diese Begriffe mit  Hi l fe  des Umgebungsbegriffs  erkl~irt sind und dieser yon der 

W a h l  yon ~Z abhing, ist zu vermuten,  dass auch sie yon der W a h l  yon ~)~ ab- 

h~ngen werden. W~hlen  wit  z .B.  fiir ~ einen Kreis  der Ebene saint Per ipher ie  

definieren die En t f e rnung  als Abs tand  und setzen 9)~ ~-9)2', so ha t  9)~' nur  innere 

Punkte .  W~ihlen wir aber fiir TJ~ die ganze Ebene  und ~ '  wie eben, so sind 

je tz t  die Punk te  der Per ipher ie  Randpunkte .  Bei der ersten W a h l  war  die Be- 

grenzung yon O]~' leer, bei der zweiten W ah l  ist sie die Per ipher ie  desselben 

Kreises. 

W i t  geben noch ein Beispiel fiir diese Begriffe: Es sei 9.)~ die Gerade und 

9~Jg die Menge der Rat ionalpunkte .  Dann  ist offenbar jeder  P u n k t  yon ~2' Rand- 

punkt  yon ~ '  aber  auch jeder  Punk~ yon 9J~--9)~' Ran d p u n k t  dieser Menge. 

Die Begrenzung yon ~ '  ist somit die ganze Gerade. 

Die Klassifizierung der Punk~e der Tei lmenge ~)~' yon 9]2 in innere und 

Randpunkte  ermSglicht  nati ir l ich auch eine Klassifizierung der Tei lmengen 9.3~' 

yon ~ danach,  wie ihre Punk te  beschaffen sind. Man erkl~irt 

Definit ion 2, 4: Enth f l t  die Teilmenge ?02' vo~ ~ kei~?en Randpunkt, so heisst 

0)~' eine in  ~2 o f f ene  Menge .  

~ selbst und die leere Menge sind somit stets in ~)~ often. 
32--32511. Acta mathematica. 60. Imprim~ le 29 d~cembre 1932. 
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Da die Oftenheit  mit  Hiffe des Randpunktes  definiert ist und dieser Begriff 

yon der W a h l  von 9.)~ abhing, wird auch die O f e n h e i t  ein Relat ivbegriff  sein. 

So ist im ersten Beispiel zur vorigen Definit ion der Kreis  9)~' eine in 9)~ offene 

Menge, w~hrend derselbe Kreis  bei der dann folgenden W a h l  von ~ nicht  in ~ 

often ist, weil je tz t  seine Per ipher ie  aus Randpunk ten  besteht.  

Fiir  die in 9.)~ offenen Mengen gilt 

Satz 2, 1. Ist  v e i n  System yon in 9)2 o.ffep~en Me~gen, so ist auch die Summe 

der Mengen aus ~ eine in ~)~ qtl~ene Me~Tge. 

B e w e i s .  Jeder  P u n k t  x der Summe liegt  in mindestens einer der • engen  

aus ~.  In  9.)~ hat  er eine Umgebung,  die ganz dieser Menge aus ~ angehSrt ,  

da er ]a kein Randpunkt ,  somit ein innerer  P u n k t  ist. Diese Umgebung yon x 

liegt aber auch ganz in der Summe, x ist somit innerer  P u n k t  der Summe. 

Satz 2, 2. Der Durchschnitt ton zwei i~ 9)2 qO"ene~ ~le~Tge~ ist eine in 9)~ 

o ffe~e Menge. 

B e w e i s .  Is t  der Durchschni t t  leer, so ist der Satz richtig. I s t  aber  x ein 

P u n k t  des Durchschni t ts ,  so gibt es eine Umgebung vom Radius (~, die ganz zur 

ersten Menge und eine andere Umgebung  vom Radius 0', die ganz zur zweiten 

Menge gehSrt.  I s t  , o ' ~  ,o, so gehSrt  diese ganze Umgebung  yon x also auch 

dem Durchschni t t  an, der somit nur  inhere Punk te  enthiilt, also in 9)2 o f e n  ist. 

Diese beiden S:,itze ergeben zusammen: 

Satz 2, 3. Die i ,  0)2 q~'ene~ ]lengen bilde~ einen a-t?ing. 

Es is~ jedoeh zu beaehten, dass dieser Satz weniger  aussagt, als die beiden 

vorigen zusammen, da Satz 2, I lehrt ,  dass auch die Summe von i iberabz~hlbar 

vielen oftenen Mengen often ist, w~ihrend Satz 2, 3 dies nur  fiir abziihlbar viele 

oftene Mengen ausspricht.  

Um eine weitere wichtige Mengenar t  zu definieren benStigen wir einen 

neuen grundlegenden Begriff. 

Definit ion 2, 5. Es sei 9J~' Teilmenge yon 9).~ ~nd x ein Punk t  yon ~ .  Lie- 

gen in jeder Umgebu~g vo~ x noeh yon x verschiedene Punkte yon 9)~', so heisst x 
~) , ein H[iufungspunkt ton .0~. 

B e i s p i e l :  Is t  9)2 die Gerade und 9.)~' die Menge der Punkte  ~, fiir die gilt  

o < ~ <  I ,  so ist jeder  Pun l~  x mi t  o ~ x ~ I H~ufungspunk t  von ~ ' .  

Auch die Menge aller H~ufungspunkte  yon 9)~ ' - - j edenfa l l s  soweit sie n icht  

Punk t e  yon 9.)~' selbst s i n d -  hiingt yon der W a h l  yon 0)2 ab und kann  ev. dutch  
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Einschriinkung yon ~)2 verkleinert w.erden. Dies ist z. B. der Fall, wenn man im 

vorigen Beispiel fiir 9)2 nicht die Gerade withlt, sondern ~2-~ ~)~' setzt. Dann 

sind die Punkte o und ~, da sie ja nicht mehr dem Raum angeh5ren, auch nicht 

mehr Hiiufungspunkte yon O)~'. 

Definition 2, 6. GehSren alle Hiiufungspunkte der Teilmenge 0~' yon 9).2 zu 

9.)~' selbst, so heisst ~ '  in ~1.~ abgeschlossen. 

0)2 selbst und die leere Menge sind also stets in ~)~ abgeschlosseu. 

Auch dieser Begriff ist rel~tiv zur Wahl yon .9)~, da bei VergrSsserung yon 

OJ~ neue I-li~ufungspunkte yon ~)~' auftreten k5nnen, die nicht zu O~)~' gehSren, 

also die Abgeschlossenheit yon ~)~' zerstSren. So ist z. B. die Menge ~9)~' aller 

Irrationalpunkte der Geraden in der Menge 9)~ ~ ~)~' abgeschlossen, withrend sie 

das nicht ist, wenn man fiir ~.12 die ganze Gerade w~ihlt. Die Situation ist somit 

hier ebenso wie bei den offenen Teilmengen yon ~.)~, denn auch dort konnte die 

Oftenheit ev. durch u yon ~)~ zerstSrt werden. 

Wir  beweisen jetzt einen Satz, der den Zusammenhang zwischen den in ~ 

offenen und den in ~J~ abgeschlossenen 1Y[engen aufdeckt. 

Satz 2, 4. Die Differenz ei~wr i~ 9)~ offenen und ei,ner i~ 9)~ abgesehlossenen 

Menge ist eine in 9.)~ offene Menge. Die D(Orerenz ei~er in 9)~ abgeschlossenen und 

einer in ~32 offenen Menge ist ei~w in 9.)~ abgeschlossene Menge. Der Typus der grSs- 

seren Menge bleibt also erhalten. 

Beweis .  I) Ist  x ein Punkt  der Differenz, so gehSrt x der oftenen aber 

nicht der abgeschlossenen Menge an. Deshalb g.ibt es eine Umgebung yon x in 

9)~, die ganz in der oftenen Menge liegt und yon der kein Punkt der abgeschlos- 

senen angehSrt. Andernfalls hiitte n~imlich jede Umgebung yon x Punkte, die 

zu der abgeschlossenen Menge gehSren, also mfisste nach Definition der Abge- 

schlossenheig x selbst zur abgeschlossenen Menge gehSren, w~ire also kein Punkt  

der Differenz. Diese ganze Umgebung yon x, deren Existenz eben gezeigt wurde, 

liegt also auch in der Difterenz, die somit in 932 often ist. 

2) Es sei x ein Hiiufungspunkt der Differenzmenge, der ihr nicht angehSre. 

Iqach Definition des Hitufungspunktes ist dann x a fo r t i o r i  Hiiufungspunkt der 

linken abgeschlossenen Menge, also auch selbst Punkt  dieser Menge. Da nun x 

nach Annahme nicht zur Differenz gehSren soll, muss x auch Punkt  der oftenen 

Menge sein. E s  gibt daher eine Umgebung yon x vom Radius @, die der offenen 

Menge ganz angehSrt, yon der also kein Punkt  zur Difterenz gehSren kann. 

Diese Umgebung enthielte somit keinen Punkt  der Differenzmenge, x wiire also 
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entgegen der Annahme kein H~iufungspunkt der "Differenzmenge. Somit hat die 

Differenzmenge keinen H~iufungspunkt, der ihr nicht angehSrt, sie ist also in ~5 

abgeschlossen. 

Auf Grund des eben bewiesenen Satzes werden sich nun aus den S~tzen 

fiber oftene Mengen S~tze fiber abgeschlossene Mengen ergeben. 

Satz 2, 5. Ist ~ ein System yon in ~ abgeschlossenen ~Ienge~, so ist auch 

der D~rchschnitt der Mengen aus ~ eine in 9)5 abgeschlosse~e ~le~ge. 

Bewei s .  Ist  9~ eine Menge aus ~, so sei 9.)~--95==~. Da :~)~ often ist, 

ist nach Satz 2,4 ~ in ~D~ often. Es ist ~D~--~--~95. Der Durchschnitt aller 

dieser Differenzen ist aber oftensichtlieh die Menge der Punkte yon 9.)~, die keiner 

der Mengen ~ angehSren. Er entsteht also aus ").)~ durch Subtraktion der Summe 

aller ~. Diese Summe ist nach Satz 2, I in 9.)~ often. Nach Satz 2, 4 folgt also, 

da 9)~ in ~).)~ abgeschlossen ist, dass der Durchschnitt abgeschlossen ist. 

Satz 2, 6. Die Summe yon zwei in ~).)~ abgeschlosse~e~ Mengen ist vine in 9)~ 

abgeschlosse~e Merge. 

Beweis .  In der Bezeichnung des vorigen Beweises haben wir zu bilden: 

(0)5- 9 )+  (9)~--~'). Dies sind aber offenbar die Punkte yon ~ ,  die nicht zum 

Durchsehnitt ~ '  geh5ren. Da dieser nach Satz 2, 2 eine in 9.)~ oftene Menge ist, 

w~hrend .~)~ in '.))5 abgeschlossen ist, folgt nach Satz ~, 4 die Behauptung. 

Diese beiden S~itze ergeben zusammen: 

Satz 2, 7. Die in ~))~ abgeschlosse~e~ ~le~gen bilde~ ei~e~ ~-t~i.ng. 

Es ist jedoch zu beachten, dass dieser Satz weniger aussagt, als die beiden 

vorigen zusammen, da Satz 2, 5 lehrt, dass auch der Durchschnitt  yon fiberab- 

z~ihlbar vielen abgeschlossenen Mengen abgeschlossen ist, w~ihrend Satz 2, 7 dies 

nur ffir abz~hlbar viele abgeschlossene Mengen ausspricht. 

Wir haben ]~[engen kennen gelernt, die sowohl in ~ often als auch in ~5 

abgeschlossen sind, z .B.  ~)~ selbst und die leere Menge. Mengen dieser Eigen- 

schaft werden spi~ter fiir uns sehr wichtig sein, deshalb definieren wir 

Definition 2, 7. Ei~e Menge, die sowohl in 9)5 often als auch in O)~ abge- 

schlosse~ ist, heisst a-o-Menage in ~).~. 

Ffir die a-o-Mengen grit 

Satz 2, 8. Die a-o-Mengen in 9)~ bilden eine~ K6rper. 

Beweis .  Satz 2, 3 und Satz 2, 7 lehren, dass die a-o-Mengen einen Ring 

bilden. Satz 2, 4 zeigt, dass dieser Ring ein KSrper ist. 
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Die bisherigen S~tze gelten ganz allgemein fiir jeden metrischen Raum. 

Wir wollen nun noch einen ffir das folgende wichtigen Satz beweisen, d e r n u r  

in solchen metrischen R~umen gil~, die noch gewissen ~Tebenbedingungen genii- 

gen. Um diese formulieren zu kSnnen, miissen wir zun/ichst einige neue Begriffe 

einfiihren. 

Definition 2, 8. JEine Folge {xn}, ~ =  I, 2, 3 , . . .  yon P u n k t e n  des metrischen 

R a u m e s  ~ heisst eine F u n d a ~ e n t a l f o l g e ,  wenn es f i i r  jedes  vorgegebeue e > o 

ein re(e) gibt, so dass gi l t  

xm(~)x~ < ~ f i i r  jedes  n ~ m(~'). 

B e i s p i e l :  Wi r  wBhlen fiir ~.)~ die Punkte ~, fiir clie o < ~ < I ist. und 

se~zen x,~-~ I:  (n + I). 

Definition 2, 9. E i n e  Folge {xn} yon _Punkten aus 9.)~ heisst k o n v e r g e n t ,  

wenn es in  ~)~ selbst einen P u n k t  x gibt, so dass gil t  

lira x x n  ~ o,  

x heisst dann der L i m e s  der Punktfolge.  

Ehe wir zeigen, dass es h5chs~ens einen Limes geben kann, weisen wir auf 

folgendes hin: 

Ob eine Folge Fundamentalfolge ist oder nicht, h~ngt nur yon den Punkten 

der Folge selbst (und yon der Entfernungsdefinition) ab, abet nicht davon, wie 

der Raum, dem die Folge angehSrt, gew~hlt wird. Ob jedoch eine Folge kon- 

vergent ist oder nicht, kann yon ~ abhi~ngen. Die Folge des vorigen Beispiels 

ist in dem dor~ gew~hlten ~ nicht konvergent, da 93~ den Punkt o nich~ enth~ilt, 

sie ist jedoch konvergent, wenn fiir 9)2 alle Punkte ~ gew/ihlt werden, fiir die 

gilt: o ~ <  I. 

Wir  zeigen nun noch, dass eine in ~ konvergente Punk~folge genau einen 

es n~mlich zwei Limespunkte x und y, so gilt nach  Defini- Limes hat. GBbe 

tion 2, I 7): 

Wegen 
X Xn -{- X n y  ?> X y ~ O. 

lira x x n  = lim yxn  = o 

isb dies unmSglich. 

Auf Grund dieser Begriffe kSnnen wir jetz~ eine wiehtige Teilklasse der 

me~rischen R/~ume festlegen. 
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Definition 2, 10. Ei~ ~neb'ischer Rat,m ~)~ heisst v o l l s t d u d i g ,  wenn jede 

lJ'undamentalfolge aus 9.)~ konvergiert. 

B e i s p i e l e .  Die Menge 93~ der Punkte  ~: o ~ ~ ~ I bildet einen vollst~n- 

digen Raum, dagegen ist die Menge 93~ der Punkte  ~: o < ~ < I kein vollsti~n- 

diger Raum, well in ihm die Folgen x , , =  I :(n + I) und x ,  = I --  I :(n + I) z. B. 

nieht  konvergent  sind, t rotzdem sie beide Fundamenta t fo lgen sind. 

Ehe wir den angekiindigten Satz fiber vollstiindige Riiume aussprechen kSn- 

nen, miissen wir noch einen Begriff einffihren. 

Definition 2, 11. Eine Teilme~ge ~.)).~' des Raumes 9).~ (der nicht vollstiindig 

zu sein braucht) heisst be schr i i nk t ,  wem~ die Entfern~ngen der Punktepaare yon 

~ '  eine endliche obere Grenze haben. Diese heisst dam~ der D ,~rc hme sse r  yon 9)~'. 

B e i s p i e l e :  ~ sei die Gerade, 93~' ihre Rationalpunkte,  dann ist 9~' nicht  

beschritnkt. Is t  jedoch 9.)~' die Menge der Rat ionalpunkte  ~, fiir die gilt: 

o < ~ < ~, so ist 9.)~' beschriinkt und ha t  den Durchmesser I .  

Der Satz, ffir den diese Begriffe eingeffihrt  wurden, ist nun  folgender 

Satz 2, 9. In  einem vollstiindigen Baum 9).~ hat eine absteigende Folge 

~).~ ~ 9~. >= ~)~s ~ " beschrii~kter i~7 ').).~ abgeschlosse~er ~lengen, deren Durchmesser 

nach o konvergieren, gena~ ei~en gemeinsamen Pm~kt. 

Bewei s .  d,~ sei der Durehmesser yon 9.)~., x .  sei ein beliebiger Punk t  aus 

~.)~,,. Wir  betraehten die Punktfolge  {x.}. Sie ist eine Fundamentalfolge,  denn 

x,, hat  von jedem Punk t  x,+~., ). > o ,  der .~a wegen 9.)~>_--9)~,+z auch in 9)~,, liegt, 

h6chstens die Ent fe rnung  dn und nach Voraussetzung ist lim d n ~  o. Diese 

Fundamentalfolge ist aber konvergent,  da 9)~ ein vollstiindiger Raum sein sollte. 

Es gibt also in D~ einen Limespunkt  x. Wi r  wollen zuniichst zeigen, dass x zu 

jedem ~ , ,  also auch zum Durchschni t t  aller D~,, geh5rt, ffede Umgebung yon 

x in 9J~ n~mlich enthiilt nach Definition des Limes noch unendlich viele Punkte  

der Folge, also Punkte  aus unendlich vielen Mengen 93~,~ also der Monotonie der 

~)~n wegen Punkte  aus jedem ~ , .  D~ die 9.)~, in 9)~ abgeschlossen sind, liegt 

~lso x in jeder der Mengen 9)~,. Ausser x kann es aber keinen zweiten Punk t  

y gleicher Art  geben, well dann immer wiire: dn ~ x y ,  dies widerspricht der 

Voraussetzung lira d,  = o. 
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Stetige Abbildungen. 

Definition 3, 1. Line  Menge ~ heisst e i n d e u t i g e s  B i l d  einer Menge 9[, 

wenn jedem Element x aus 91 ei~deutig ein Element y aus ~ zugeordnet ist. I s t  

~ '  Teilmenge yon ~ ,  so heisst die ~Y[e~ge 9[' aller der Elemente vo~ 91, die Ele- 

menten yon ~ '  zugeordnet sind, das U r b i l d  von ~' .  

B e i s p i e l :  9[ sei die lVlenge aller unendliehen Dezimalbriiche, ~ die Menge 

der Dezimalbriiche, die nicht die Ziffer 5 enthalten. Die Vorschrift, dass jedem 

Element x yon ~ das Element y yon ~ zugeordnet werden soll, das aus x ent- 

steht, wenn jede seiner Ziffern ~ durch die Ziffer 2 ersetzt wird, gibt eine ein- 

deutige Abbildung yon 9[ auf 9d. Das Urbild yon o,~22 . . .  z.B. ist die Menge 

der echten Dezimalbriiehe, die nur die Ziffern 2 und S enthalten. 

Die Zusammenhgnge zwischen Bild und Urbild sind gegeben durch 

Ss, t~. 3, 1. Es sei 93 eindeutiges Bi ld  yon 9~, 93~, ~ ,  ~ , . . .  seien Teilmengen 

yon ~ ,  9[~, 9[.z, 9[~, . . .  seien Teilme~gen von 9[. ~(?[~) sei das B i ld  yon 9[~ (also 

Teilmenge vo~ ~)  und ~ ( ~ )  sei das Urbild yon ~.~ (also Teilme~.qe yon 9[). D a , n  gilt 

+ + . .  ) = + + . .  

. 

Beweis :  Die Formeln folgen unmittelbar aus Definition 3, I. 

Fiir den Fall, dass 9{ und ~ metrische R~iume sind, wollen wir aus der 

Gesamtheit der eindeutigen Abbildungen eine besonders wichtige Teilklasse her- 

~usheben : 

Definition 3, 2. Sind 9[ uud ~ zwei metrische Rh'ume und ~ eindeutiges B i ld  

yon 9[, so heisst die Abbildungsfunktion qD s t e t i g  im Punkte x von 9~, wenn f i i r  

jede gegen x konvergente Punktfolge aus 9[ die Folge der Bildpunkte aus ~ gegen 

q~(x) konvergiert. I s t  ~ in jedem Punkte yon 9[ stetig, so heisst q~ in 9[ stetig und 

heisst s t e t i g e s  B i l d  yon 9~. 

Bei sp i e l .  Bei dem zu Definition 3, ~ genannten Beispiel ist die Abbildung 

s~etig in ~ wie sieh der Leser selbst iiberlegen m5ge. (Die Entfernung ist als 

Abstand der zugeordneten Punkte der Zahlengeraden erkl~rt.) 
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Ist  ?[ eindeutig auf ~ und ~ eindeutig auf (~ abgebildet, so entsteht durch 

beide Abbildungen eine oftenbar ebenfalls eindeutige Abbildung yon ?[ auf (~. 

Sind beide Abbildungen speziell stetig, so gilt 

Satz 3, 2. Ist  ~ stetiges Bi ld  von ~{ und (~ stetiges Bi ld  yon ~ ,  so ist (~ 

stetiges Bi ld  yon ?[. 

Beweis .  Ist  l imx,~-~x und l i m y ~ : y  und l i m z ~ z ,  wo die x Punkte 

aus ~{, die y deren Bildpunlrte aus ~ und die z deren Bildpunkte aus (~ sind, 

so sind die z die Bildpunkte der x in (~ und somit der Satz bewiesen. 

Welche Mengen Urbilder yon in ~ offenen resp. in ~ abgeschlossenen 

Mengen sind, lehrt 

Satz 3, 3. Da~n und ~ur dan~ ist ~ stetiges Bi ld  yon ?[, wenn jede in ~ 

offene (abgescMosse~e) ~le~ge als Urbild ez'~e in ?{ o#'e~e (abgeschlossene) Menge hat. 

Beweis.  Wi t  beweisen zun~ichst das >)nur dann* und zeigen zu diesem 

Zweck: Ist  b aus ~)~ Bild yon a aus 9{, so gibt es zu jeder Umgebung V yon b 

eine Umgebung U yon a, sodass das Bild yon U ganz in V liegt, das Urbild 

yon V also U enth~lt. Das bedeutet, dass das Urbild jeder Umgebung von b 

den Punkt  a als inneren Punkt  enth~ilt. Ist  also ~1 in ~ often, so ist das Ur- 

bi ld  yon ~1 in ~[ often, da dann die Punkte you ~1, die ja Bilder yon Punkten 

aus ~{ sind, als Urbilder sfimtlich inhere Punkte des Urbilds yon ~1 haben, das 

somit nut  aus inneren Punkten besteht. 

Es sei also V gegeben. Wir  bezeichnen mit U~ die Umgebung von a vom 

Radius I:.n. Wir  nehmen an, dass in jedem U,~ ein Punkt  a,~ existiert, dessen 

Biid nicht in V liegt. Daun konvergiert zwar die Folge der Punkte a,~ gegen 

a, die Folge der Bildpunkte aber nicht nach dem Bilde b yon a, was der Stetig- 

keit widersprieht. Somit gibt es ein U., dessen Bild ganz in F liegt und das 

>>nur dann>) ist fiir die oftenen Mengen bewiesen. 

Ist nun das Urbild jeder in ~ offenen Menge eine in ~[ oftene ]~Ienge, so 

hat  speziell jede Umgebung V yon b eine oftene Menge als Urbild, es gibt also 

eine Umgebung U yon a, deren Bild ganz in V liegt. Ist  nun {a,~} eine Punkt- 

folge aus ~ ,  die gegen a konvergiert, so liegen fast alle ihre Punkte in U, also 

auch die Bilder fast aller in F, wie klein auch V vorgegeben sein mag. Es 

konvergiert somit die Folge der Bilder der a, gegen b, das das Bild yon a ist. 

Die Abbildung ist daher stetig in jedem Punkt  yon ?[. Somit ist der Satz fiir 

die oftenen Mengen bewiesen. 

Wir  zeigen jetzt die Giiltigkeit des Satzes fiir die abgeschlossenen Mengen. 
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Naeh Satz 3, I gilt 

. -  + = + 

also da die Summanden fremd sind 

= - 

W~hlen wir ~1 als in ~ often, so ist nach Satz 2, 4 ! ~ - - ~  in 9~] und ~ ) ( ~ ) - -  ~)(~1) 

in ?l abgeschlossen. Da jede in ~ abgeschlossene Menge als eine solche Diffe- 

renz ~ - - ~  geschrieben werden kann, ist also das Urbild jeder in ~ abgeschlos- 

senen Menge in 9[ abgeschlossen, falls das entsprechende ffir die in 9~ oftenen 

Mengen gilt. Indem man nun ~ als often und !~ 1 als abgeschlossen ansieht, 

zeig4 man ebenso, dass das Urbild jeder in ~ oftenen Menge in 9A often ist, falls 

die Urbilder der abgeschlossenen Mengen abgeschlossen sind. Somit ist der Satz 

in allen Teilen bewiesen. 

K a p i t e l  I I .  

D e r  N u l l r a u m .  

~ 4 .  

Einfachste Eigenschaften dieses Raumes. 

Wir werden in diesem Kapitel einen speziellen metrischen Raum genau 

untersuchen, da wir sparer sehen werden, dass die Wahrscheinlichkeitsrechnung 

eng zusammenh~ngt mit den Eigenschaften dieses Raumes. 

Gegeben sei eine Folge {3/1,} yon nicht leeren, hSchstens abz~hlbaren Men- 

gen, unter denen unendlich viele mehr als ein Element enthalten. Die Elemente 

yon ~V/i seien 

~(~) . e(ti)/ o < t~- < oo. lY][i~( e~ ~i , " ", i ~, ~ 

Wir betrachten nun die Menge B, die aus allen Elementfolgen 

P ~ e(e,)e(e~)e~e~), o < Qi < t~, i -~  I 2, 3, 

besteht. 

Diese lVIenge B wollen wit zu einem metrischen Raum machen dutch fol- 

gende 
3 3 -  32511. Acta mathematlea. 60. Imprim6 le 29 d~cembre 1932. 
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Definition 4, 1. Sind P und P' zwei Elementfolgen, die an den ( ~ -  I) ersten 

Stelle~ iibereinstimme,, sich abet an der n-te~ Stelle unterscheiden, so sei 

PP' = I : 'Jl 

die Entfernu~2 9 vo~ /9 und P'. Fer~er sei P / 9 =  o. 

Satz 4, 1. Die Definition 4, I ofiil l t  die Forderungen a)--7) yon Defini- 

tion 2, I. 

Beweis .  Fiir a) und /~) ist die Behauptung klar. Bewiesen werden muss 

also noeh die Ungleichung 
/9/9' + p ,p , ,  ~ / g F ' .  

Unterscheiden sich nun P und P '  erstmatig an der n-ten Stelle ~ und P '  und P"  

erstmalig an der m-ten SteUe, so sei z.B. m _--_ ~. Dann stimmen aber P und P"  

bes~immt an den (m--I)  ersten Stellen iiberein. DeInnach ist 

Also gilt die Ungleichung 

t t iermit  ist 7) bewiesen. 

P / / ' =  I : k ,  k ~ m .  

l + t  > I  

Definition 4, 2. Der metrische Raum B heisst der Ba i resche  Nu l l raum.  

Fiir die Zwecke der Wahrscheinlichkeitsrechnung benStigen wir einen all- 

gemeineren Begriff, der den Baireschen Nullraum als Spezialfall enth~lt. Die 

Punkte des Raumes, den wir nun definieren wol|en, sind ebenfalls Symbolfolgen 

nur wird jetzt erlaubt, dass die Menge der an n-ter Stelle eines Punktes zut~s- 

sigen Symbole davon abh~ngt, welche Symbole an den (n- - I )  ersten Stellen des 

Punktes auftraten. 

Definition 4, 3. B sei die 3lenge aller Folgen 

0 ~ r n  ~ ~r l r . ~ . . ,  rn__ 1 - -  

durchlaufen darf bei vorgegebenen t . . . . . .  m-l" 1Vird die Entfernung zweier ~Folgen 

wie in Def. 4, 2 erkldrt, so heisst B ein N u l l r a u m  schlechthin. 
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Wie wir wissen ist jede Teilmenge eines metrischen Raumes wieder ein 

solcher. Es sei hinfor~ ~ irgend ein solcher Teilraum yon B, den wir uns lest 

gegeben denken. 

Definition 4, 4. 

sei Anfangsstiick irgend eines Punktes yon ~ .  Dann heisst die Gesamtheit aller 

Punkte yon ~ ,  die ~E als Anfangsstiick habeas, ei~e Gru~dmenge  in ~ .  Diese 

heisst yon n-ter S tu fe ,  wenn E das 15ngste gemeinsame Anfangsstiick aller ihrer 

Punkte ist. ~ selbst soll Grundmenge  k le ins ter  S tu f e  in ~ heissen und auch 

die leere Me nge soll als Grundmenge gelten. Ihr  wird lceine Stufe zugeschrieben. 

Sate. 4, 2. Die Menge der Grundmengen aus ~ ist abzh'hlbar. 

Beweis .  Ordnet man der Zahl Qi allgemein die (0i + 1)-re Potenz der/- ten 

Primzahl pi zu, so wird jedes eine Grundmenge definierende Anfangsstiick einer 

natfirlichen Zahl zugeordnet, somit werden die Grundmengen so auf die natiir- 

lichen Zahlen bezogen, dass jeder natiirlichen Zahl hSchstens eine Grundmenge 

entspricht. Da nur die leere :~r und ~R selbst nicht yon der Zuordnung be- 

troffen wird, ist der Satz bewiesen. 

Fiir die Grundmengen in ~ gilt ferner folgender wichtiger 

Satz 4, 3. Haben zwei Grundme~,gen aus ~ einen Punkt gemeinsam, so ist 

eine der beiden Mengen in der anderen enthalten. 

Beweis .  Ist  P der gemeinsame Punkt, so ist sowohl der definierende 

Anfangsabschnitt aller Elemente der ersten Menge als auch der gr5sste An' 

faugsabschnitt aller Elemente der zweiten Menge Anfangsabschnitt yon P.  Des- 

ha l t  muss einer dieser Anfangsabschnitte auch Anfangsabschnitt des anderen 

sein, die Grundmenge also, die zu dem ersteren gehSrt, muss die andere Grund- 

menge enthalten. Is~ die eine der beiden Grundmengen ~ selbst, so gilt zwar 

dieser Beweis nicht, die Behaup~ung is~ dann abet trivial. 

Ferner gilt fiir die Grundmengen 

Satz 4, 4. Der Durchschnitt zweier Grundmengen aus ~ ist Grundmenge in ~ .  

Beweis .  Der Satz ist richtig, falls der Durchschnitt  leer ist; andernfalls 

aber ist er nach Satz 4, 3 die kleinere der beiden Grundmengen. 

Zu welcher Mengengattung d ie  Grundmengen gehSren sagt 

Satz 4, 5. Jede Grundmenge aus ~R ist a-o-J~lenge in ~R. 
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Beweis .  Fiir die leere Menge und ~{ selbst ist der Satz richtig. Ist  nun 

die Grundmenge yon /-ter Stufe, so sei E das Anfangsstiick der L~nge 1 eines 

Punktes aus ihr. Liegen nun in jeder Umgebung eines Punktes P yon ~ noch 

Punkte der Grundmenge, so muss das Anfangsstfick der L~inge 1 yon P mit E 

identisch sein, P liegt also in der Grundmenge, (tie somit abgeschlossen ist. Ist 

andererseits P' ein Punkt der Grundmenge, so haben alle Punkte yon ~ ,  deren 

I 
Entfernung yon P' hSchstens l~-~  ist, denselben Anfangsabschnitt der L~nge 1 

wie der Punkt P', sie liegen also alle in der Grundmenge. Diese ist somit often. 

Satz 4, 6. Jede Summe yon Grundmengen gleicher St.ufe aus sj~ ist a-o- 

Menge in 9~. 

Beweis .  Dass (lie Summe often is~, sagt Satz 2, I. Sind ferner die Grund- 

mengen alie yon /-ter Stufe, und ist P ein Punkt  yon 9~, der in jeder Umgebung 

noch Punkte der Summe enth~ilt, so muss der Anfangsabschnitt der L~nge l yon 

P mit dem Anfangsabschnitt der L~inge l yon Punkten aus mindestens einer der 

Grundmengen iibereinstimmen, P nmss also in mindestens einer der Grundmengen 

und daher auch in der Summe liegen. Diese ist somit abgeschlossen. 

Satz 4, 7. Jede Summe yon Gru.ndn~engen aus ~J{, deren Sb~fenzahlen nach 

oben beschriinl~t sind, ist a-o-Menge in ~ .  

Beweis .  Indem man die Summanden gleicher Stufe zusammenfasst erhi~lt 

man nach dem vorigen Satz eine Stunme yon endlich vieleu a-o-Mengen, die nach 

Satz 2, 8 eine a-o-Menge in ~ ist. 

Wir beweisen jetzt den wichtigsten dieser S~tze, der eine Aussage fiber die 

Darstellbarkeit yon in ~ oftenen Mengen durch Grundmengen in 9{ macht. 

Satz 4, 8. Ist ~ ei~e qffene ~lenge in 9{, so gibt es ein und nur ein System 

yon in ~ enthalte~en, paarweise verschiedenen, gr6ssten Gruudme~gen in sj{, so dass 

�9 die Sunrme der ~le~gen di~.es System ist. 

Beweis .  Nach Satz 4, 3 s ind zwei grSsste in ~ enthaltene Grundmengen 

aus ~R entweder gleich oder elementfremd. Die Summe der verschiedenen in 

enthaltenen grSssten Grundmengen ist somit ~ und der Satz ist bewiesen. 

Definition 4, 4. Die Darstelh~ng einer in 9{ o~enen Menge als Summe yon 

paarweise fi'emden gr6ssten Grundmengen aus ~ heisst die Normal  f o r m  der of- 

fenen Menge. 

Satz 4, 9. Habe~ die in ~ o.O"e~eJ~ Mengen ~ und ~'  die Normalformen 
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i k 

so hat der Durchsehnitt ~ '  die Normalform 

~ '  = 7~, E~E' , ,  
i, l :  

wobei etwa leere Summanden fortzulassen sind. 

Beweis .  Die behauptete Gleichung gilt nach dem distribu~iven Gesetz 

yon w I und es ist unmittelbar klar, dass die Summanden paarweise fremd sind, 

weft dies fiir die Summanden der Normalformen von ~ und ~ '  gilt. Es bleibt 

zu zeigen, dass EiE'k entweder leer oder grSsste in ~ '  enthaltene Grundmenge 

ist. Dass EiE'k Grundmenge in ~ is~, sagt Satz 4, 4. G~be es abet eine grSs- 

sere in ~ '  enthaltene Grundmenge, so wgre diese a fo r t io r i  auch in ~ und in 

~ '  enthalten. Da entweder gil~: EiE'k = Ei oder EiE'k ~-~ E'k, w~re somit ent- 

weder Ei nicht grSsste in ~ enthMtene oder E'k nicht grSsste in ~ '  enthaltene 

Grundmenge. t t iermit is~ der Satz bewiesen. 

Dies sind die wichtigsten S~tze fiber die Grundmengen yon ~ ,  die wit meis~ 

ffir den Spezialf~ll ! ){~B anwenden werden, wo also ~ der ganze Nullraum ist. 

Ffir diesen Fall der Anwendung benStigen wir noch 

Satz 4, 10. Der Nullraum B ist vollstdndig. 

Beweis .  Wir miissen zeigen, dass jede Fundamentalfolge yon Punkten aus 

B konvergiert. 

sei der n-re Punk~ der Fundamentalfolge. Dann ist nach Definition 2, 8 ffir jede 

natfirliche Zahl k 

p(~)p(m) < I : k 

ffir geeignetes re(k) und jedes n > m .  Hieraus folgt nach der Entfernungserkl~rung 

Q(k ~) ~ ~k"(m+l) _~_ 0(m+2)k . . . .  

Wir nennen diese Zahl rk und betrachten den Punkt  

t )  = el:~l e~,l I~l e(:,~ll~l . . . .  

Dann stimmt p(n) in einer mit n gleichzeitig unbeschr~nkt wachsenden Anzahl k 
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yon Anfangselementen mit P iiberein, es ist also lim P(")~ P.  Die Fundamental- 

folge ist daher konvergent und der Satz ist bewiesen. 

w  

Lebesguesehe Masstheorie im Nuliraum. 

Wir wollen jetzt nach gewissen Regeln gewissen Teilmengen yon B Zahlen 

zuordnen und studieren, welche Zusammenh~inge dadurch entstehen. Im n~chsten 

Kapitel werden diese Zahlen mit den Wahrscheinlichkeiten in Verbindung ge- 

bracht werden und aus den hier gefundenen Ergebnissen die allgemeinsten S~tze 

der Wahrscheinlichkeitsrechnung abgeleitet werden. 

Der Raum ist hier immer der ganze Nullraum, also vollst~ndig, und die 

Grundmengen yon denen gesprochen wird, sind immer Grundmengen in B, so 

dass dieser Zusatz sich eriibrigt. 

Postulat  1. Jeder Grundmenge E sei eine Zahl 

IEl>_-o 

zugeordnet, die das Mass von E heisst. Das Mass der leeren Menage ist o. 

Postulat  2. Ist E eine Grundmenge ~-ter. StuJe, (n=o,  I, 2, . . . )  uncl ist {E,.} 

die Gesamtheit der verschiedenen in E enthaltenen Grundmengen (n + I)-ter Stufe, 

dann gelte 

JEI = EIE, ,J .  

Dass diese Postulate effiillbar sind, ist klar. Dass die E, paarweise element- 

fremd sind und ihre Summe E ist, folgt miihelos aus "Satz 4, 3 analog zum Be- 

weise yon Satz 4, 8. 

Wir beweisen nun folgenden iiberaus wichtigen 

Satz 5, 1. Ist eine a-o-Menge 71 auf  zwei Arten als Summe von paarweise 

fi'emden Grundmengen dargesteUt 

= E; u, a 71 = Y, z :  
v 

so gilt 

Y, IE ' I= Y, IE;'I. 
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Bewels .  Wi~re bewiesen, dass fiir jede Zerlegung 

B =: ~E~* 

des ganzen Raumes in paarweise fremde Grundmengen gilt 

so wiirde die Richtigkeit unseres Satzes leicht folgen. 

Es sei n~imlich ~ ~ B -  ?~, also nach Satz 2, 8 auch a-o-Menge und fer- 

ner sei 

~ : E ~  + ~ + E3 + " -  

d i e  Normalform yon ~ .  

Dann gilt 

B=Z : + + ZE,, 

wo die Summanden paarweise fremd sind. 

Unsere Annahme erg~be also 

Also erhi~lt man 

wie der Satz behauptet. 

Wir miissen also nur noch zeigen, dass stets gilt 

Is t  das gezeigt, so ist offenbar alles bewiesen. 

Um diesen Beweis zu fiihren, wollen wir folgende Klasseneinteilung der 

Grundmengen beniitzen: 

I) Die Grundmengen E* der Zerlegung. 

2) Die Grundmengen, die mindestens eine Menge aus I ) a l s  echte Teil- 

menge enthalten. 

3) Die Grundmengen, die in einer Menge aus I) als echte Teilmengen ent- 

halten sind. 
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Da die E* paarweise fremd sind und jeder Punk t  einem E~* angehSrt,  liegt 

nach Satz 4, 3 jede Grundmenge in einer und nur  einer dieser Klassen. 

Es gilt  ferner 

a) Jede Menge aus 2) ist eindeutig als Summe yon Mengen aus I) dar- 

steUbar. 

Dies folgt  nach Satz 4, 3, da die E* fremd sind und jeder P u n k t  einem E,* 

angeh5rt .  

b) Is t  E~ Grundmenge n-ter Stufe aus 2), so ist jede in E,~ enthaltene Grund- 

menge E,~+I yon (n + I)-ter Stufe entweder in I) oder in 2) enthalten.  

Da E, zu 2) gehSrt, gibt  es ein E~., so dass E~ < En. W~re b) falsch, so 

gehSrte En+l nach 3). Es giibe also ein E~ so, dass E,+~ < E ~ .  Die Stufen die- 

ser Mengen sind nun  folgende: 

E~.: mindestens yon (n + I)-ter Strife, da E~. echte Teilmenge yon E,~ und 

diese yon n-ter Stufe ist. 

En+~: yon (n + l)-ter Stufe. 

E~: hSchstens yon n-ter Stufe, da En+l echte Teilmenge yon E~ ist. 

Die n > o ersten gemeinsamen Stellen der Punkte  yon E~ st immen mit  den 

entspreehenden der Punkte  yon E,, und diese mit  den entsprechenden der Punkte  

yon En+l iiberein, wegen E~. < E~ und En+l _--< En. 

Alle gemeinsamen Stellen - -  es sind hSchstens n - -  der Punkte  yon E~ 

stimmen mit  den entsprechenden der Punkte  yon E~+~ iiberein, wegeu En+l < E~. 

Es st immen also alle gemeinsamen S~l len  der Punkte  yon E~ mit  den ent- 

sprechenden der Punkte  yon E~. iiberein. Somit gilt  E~ =< E~. E~ =: E~ ist wegen 

der dann folgenden Ungleichung E, > E~. > E,,+~ unmSglich, man ha t  also E~. < E~. 

Dies ist ausgeschlossen und somit die Annahme falsch, dass E,~+~ zu 3) gehSrt. 

Daher  ist b) fiir den Fall  n > o bewiesen. Fiir ~ ~ o aber ist die Behauptung klar. 

Wir  ordnen jeder Menge E aus I) oder 2) eine Aichzahl A(E) zu, die die 

Summe der Masse der Mengen aus I) sein soil, in die E nach a) eindeutig zer- 

f~llt. Der Grundmengen aus 2) wegen ist natiirlich auch A(E)~-+ ~ zugelassen. 

Dann gilt 

e) Fiir  jede Menge E* aus I) ist A(E*)----IE* I. 
d) Is t  eine Grundmenge Summe yon paarweise fremden Grundmengen aus 

I) oder 2), so ist  sie selbst in i) oder 2) und ihre Aichzahl ist die Summe 

der Aichzahlen der Summanden.  

c) und d) ist ohne weiteres klar. 
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e) Gibt es eine Grundmenge En n-ter Stufe in 2), fiir die A(En)~ [E,,[ ist, 

so gibt es in 2) auch eine Grundmenge E,+I yon (n + I ) ter  Stufe, die 

Teilmenge yon E~ ist und fiir die ebenfalls gilt: A(En+,)~[En+I[. 
Nach b) n~mlich gehSrt jede in E= enthaltene Grundmenge H (~) yon (n + I)-ter 

Stufe nach I) oder 2), hat also eine Aichzahl. Wiirde nun fiir jedes H (~') gelten: 

A(H(~))-~[H(~)[, so folgt, da E n ~ - ~ H  (~), wo diese paarweise fremd sind, nach d) 

A(H (~)) = A(E~). 
a, 

Andererseits gilt naeh Postulat 2 and der Gleichung A(H (')) -~ [ H  (~) ] auch 

Z A (H(~)) = Z[H(~)[-~[En[. 

Es wiire also entgegen der Voraussetzung A(E,)-~ [En [. Es gibt darum ein H C~') 

- -  es  heisse En+~ - -  fiir das gilt A(En+I) ~4_ [En+l[. Nach c) gehSrt aber E,+i 

nicht naeh I), also nach 2). Somi~ ist e) bewiesen. 

Der Satz, den wir beweisen wollen, lautet jetzt 

A (B) ~- [ B [. 

Wir nehmen an, er sei falsch, es sei also A(B)~[B[.  Dann muss offenbar 

B == Ej eine Grundmenge o-ter Stufe aus 2) sein, da B nicht zu 3) gehSren kann. 

Nach e) gibt es also eine Folge {E~}, n ~ o ,  x , 2 , . . ,  yon Grundmengen aus 2) 

yon denen jede die folgende enthiilt und E,~ yon n-ter Stufe ist. Das ist aber 

eine monotone Folge yon beschr~nkten in B abgeschlossenen Mengen, deren 

Durchmesser gegen o gehen, wobei B nach Satz 4, Io ein vollst~ndiger Raum 

ist. Aus Satz 2, 9 folgt, dass diese Mengen genau einen Punkt  P gemeinsam 

haben. Da P auch einer der ~engen  a.us I) a n g e h S r t - - s a g e n  wir E , ~ -  muss 

diese Menge mi~ einer Menge der Folge, die ja jede P enthaltende Grundmenge 

enth~It, well alle Stufen durchlaufen werden, iibereinstimmen. Das ist aber un- 

mSglich, well jede dieser Mengen zu z) gehSrt, /~,~ abet zu I). 

Dieses Widerspruchs wegen ist die Annahme A(B)~ [B[ unmSglich, es ist 

also A(B)-~[B[ und Satz 5, I somit bewiesen. ~ 

Auf Grund dieses Satzes setzen wit lest 

Diesen sch6nen Beweis verdanke ich, wie schon im Vorwort gesagt  wurde, Herrn T~.  

KALUZA. 

34--32811. Acta mathematica. 60. Imprim~ lo 29 d6e~mbro 1932. 
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Definition 5, 1. Jeder a-o-Menge V{ in B soll eine Zahl 

141  

zugeordnet werden, die das M a s s  yon ~ heissen soll und zwar auf  folgevde Art:  

Ist 9~ als Summe yon paarweise fi'emden Grundmengen dargestellt, so ist das Mass 

yon V{ die Sumrne der Masse dev Gru~dmengen. 

Die Definition ist zul~issig, da durch sie die Bedeutung des Masses einer 

Grundmenge, die durch Postulat I festgelegt war, nicht ge~indert wird, darauf 

muss man natiirlich achten, da ja jede Grundmenge auch a-o-Menge ist. 

Ffir die Masse der a-o-Mengen gelten folgende Rechenregeln 

Satz 5, 2. i) Si~d V( u~d ~ z~cei fremde a-o-Mengen, so ist 

2) Sind V( und ~.[' a-o-~le~gen and V[ _~ ?[', so ist 

- = 1 4 1 -  I I. 

3) Unter den Annahmen yon 2 gilt 

4) Sind V[ u~d ~ zwei beliebige a-o-~Iengen, so gilt 

Beweis .  I) folgt aus Definition 5, I, wenn man sowohl ?[ als auch ~ als 

Summe yon paarweise fremden Grundmengen darstellt. 

2) folgt aus I), wenn man dort V[ mit V[' und ~ mit ?[--VI' identifiziert. 

3) folgt aus 2), da I V [ -  ~-['l ~ o, 

4) Es gilt die Mengengleiehung: V[ + ~ ~ V{ + (~ --V[~), in der die beiden 

Summanden reehts fremd sind. l~aeh I) und 2) gilt also 

(~ber die Masse der a-o-Mengen benStigen wir noch 

Satz 5, 3. .[st {9A,} eine monotone Folge yon a-o-21lengen und lira VI~?J[ 

auch a-o-Menge, so gilt 

lim [ V[,, I = Iv(l, 
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Beweis .  ~) N, < ?1,+~, 

Dann is~ offenbar 
= ~,  + ( ~ -  ~ )  + ( ~ -  ~ )  ~ . . . .  

~ I~ 2, 3 , . ' .  

Da die linke Seite und alle Summanden rechts a-o-Mengen sind und die letz- 

teren paarweise fremd, so folgt aus Satz 5, I durch Zerlegung der Summanden 

in Grundmengen 

I ~ 1 = 1 ~ 1  + I ~ - ~ 1  + I ~ - ~ 1  + 

also nach Satz 5, 2 

Somit ist 

I ~ 1 -  I~t, I+  (] ~ 1 -  I ~ 1 ) +  ([ ~ t~ ] -  I ~t.. I)+ . .  

I~1  = lira 19A,,[, 
n ~  or 

da die n-re Partialsumme 19.1~ I is t .  

2) ~,~ > ~[n+l, 

? I ' = B - - ? ~  and ?I ' ,~=B--~[,~ 

~ -  1,2,3~ -. .  

sind a-o-Mengen. Ferner konvergier~ {~',~} monoton wachsend gegen ?l'. Nach 

I) gilt also 

I~'1 lira I~,~1. 
n ~ c ~  

Also folgt nach Satz 5, 2 

1 8 1 -  I~1 = l i m ( I B I -  I ~ , ~ 1 ) = l B l - - l i m l ~ , l .  

I-Iiermit ist der Satz bewiesen. 

Diese S~tze werden gestatten, Aussagen fiber das Mass yon beliebigen of- 

fenen Mengen zu machen, das zuniichst definiert werden muss. 

Definition 5, 2. Jeder in B offenen Menge ~ soll als Mass ]~ ]  die Summe 

der Masse der Grundmengen der IYormalform von ~ zugeordnet werden. 

Diese Erkl/~rung des Masses der offenen Mengen ist zul~ssig, da sie sich ffir 

a-o-Mengen mit Definition 5, I deckt. 

Wir wollen nun zeigen, dass Satz 5, 2 auch ffir die Masse yon offenen 

Mengen gilt (mit Ausnahme yon 2), da die Differenz nieht often zu sein braucht) 

und beweisen zun~chst 
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Satz 5, 4. Sind ~ und ~' zwei offene Me~gen und ist ~ > ~', so gilt 

Beweis .  D = ~ E i  und ~ ' = ~ , E ' k  
i k 

seien die Normalformen yon ~ und ~'.  

Da eine grSsste Grundmenge aus ~ '  nie gr5sser sein kann als eine grSsste 

Grundmenge aus ~ ,  so folgt nach Satz 4, 3, dass jedes E'k ganz in einem Ei 

enthalten sein muss. {E',,i} sei die Gesamtheit der E'k, die in L'~ enthalten 

sind. Nach Satz 2, 8 ist ~E',. .~ eine a-o-Menge. Nach Satz 5, 2 ist also 
~ = 1  

~L 7t 

IE I. 

Da dies fiir jedes n gilt folgt 

Hiermit ist der Satz offenbar bewiesen. 

Wir fahren nun in der ~ber t ragung yon Satz 5, 2 fort und beweisen 

Satz 5, 5. Sind ~ u~d ~ '  zwei offet~e ~[e~gen, so gilt 

Beweis .  i) Wir beweisen den Satz zun~chst fiir den Spezialfall, dass 

+ ~ '  ---~ H e i n e  Grundmenge ist. 

i k 

seien die Normalformen yon ~ und ~' .  Wir bilden die a-o-Mengen 

~ , , =  E~ + ~ E'~.. 
i ~ l  k ~ l  

Die Folge der ?{~ w~chst offenbar monoton gegen die Grenzmenge H.  

Sata 5, 3 gilt somit 

Nach 
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Nach Satz 5, 2 ist 

lim [~n[ = [HI .  

i ~ l  k ~ l  i : l  1 ; : 1  

also auch nach Satz 4, 9 

i = 1  k ~ l  i ,  k ~  1 

Somit ist nach Sa~z 5, 3 

f = l  / : = i  i ,  k : l  

Nach Satz 4, 9 ist aber 

also wie behauptet  

r 

i ,  k = l  
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2) Es sei ~ + ~ '  beliebig und h~be die Normalform 

Zuni~chst ist klar, dass jedes E~ resp. /~" * k das einen Punk~ mit E~ gemeinsam 

hat ,  nach Satz 4, 3 ganz in E,* liegt 

�9  und �9 

seien die Summen der Ei resp. E'k, die in E~* liegen. Es gilt also 

Die Summendarstellungen yon ~ und ~ ' ,  sind ferner Normalformen, denn liegt 

eine grSsste Grundmenge der Obermenge auch in der Teilmenge, so ist sie in 

ihr a fortiori grSsste Grundmenge. 

Nach i) gilt somi~ 
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Dureh Summation fiber v folgt 

Zu beweisen bleibt also die Gleichuug 

D,U,  
i, 

Nach Satz 4, 9 folgt mfihelos die Gleichung 

= I 

Man muss somit zeigen 

I'~,.~'~.[--o wenn r ~ ).. 

Da fiir v ~ ~ E~* und E* fremd ist, ist wegen 

~ ' ~  leer und der Satz somit bewiesen. 

Ehe wir noeh weiteren Nengenklassen ein Mass zuordnen, beweisen wir noch 

Satz 5, 6. Ist {~,} eine ~blge yon qffenen Mengen und ~ ihre Summe, so gilt 

Beweis .  ~ = E Ek und C., =- E E(~ "), 

seien die Normalformen yon .~ und ~,,. 

~ = I ,  2 ,  3 ,  ' �9 �9 

Wegen ~ > ~,~ ist jedes E~. ~) ganz in einem Ek enthalten, die .E~')zerfallen 
also in Klassen, je nachdem sie in E~ oder E~ oder E s . . .  enthalten sin& Wir 

bezeichnen die in Ek enthaltenen mit E(, k,'t), E(~k,"), . . .  Dann ist 

k �9 n * 

Wir betrachten die Summanden yon E~ und sondern alle die aus, die in keinem 

anderen Summanden als echte Teilmengen enthalten sind. Von den so ausge- 

wiihlten nehmen wir jeden ev. mehrfach vorkommenden nur einmal. Die so er- 

haltenen Nengen sind fremd und ihre Summe ist offenbar /~k. Nach Satz 5, ~ 
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ist also das :Mass yon Ek die Summe der Masse dieser Summanden. 

nicht alle der obigen Darstellung fiir L'~ sind, folgt somit 

levi=< Z ~ I E!~,") [. 
?] qr 

Demnach is~ 
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Da das ev. 

191= E levi_-< E E E I ~!~,~) I = E E E I,;~,")1 = E l ~ l  
k k n �9 n k ~ n 

der Satz also bewiesen. 

Wir wollen nun noch wei~eren Mengen ein Mass zuordnen. Dies wird mit 

Hilfe ~ler beiden Begriffe >)i~usseres Mass>> und >~inneres Mass>> geschehen. Wir  

erkl~iren zun~chst 

Definition 5, 3. Unter dem 5usseren Mass  einer beliebigen Menage ~.~ ist 

folgende Zahl zu verstehen." 

wo ~ alle offenen Mengen, die ~.l enthalten, durehEiuft uml >>fin inf>.' >>untere Grenze>> 

bedeutet. 

Es kommt also jeder Menge ein ~usseres Mass zu. 

Satz 5, 7. Ist ?l' < ~,  so gilt 

Beweis .  Jede ~ iiberdeckende offene Menge iiberdeckt afor t ior i  ~'. Hier- 

aus folgt der Satz unmittelbar. 

Satz 5, 8. [st ?~ often, so gilt 

Beweis .  Jede ~ iiberdeckende offene Menge enth[ilt ?[ und 9A selbst is~ 

die kleinste ~ iiberdeckende offene Menge. Aus Satz 5, 4 und Definition 5, 3 

folg~ somit die Behaup~ung. 

Satz 5, 9. 

Beweis .  

Sind ? lund ~) zwei beliebige Mengen, so gilt 

~ + ~3 + ?~ ~3 <= ~ + ~ .  

Es sei ~ eine ~[ iiberdeckende und ~ eine i~ iiberdeckende 
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offene Menge. Dann iiberdeckt die offene Menge ~ + ~.~ die Menge ?{ + ~ und 

die offene Menge ~ 1 ~  die Menge ~.('~. ~erner gilt nach Satz 5, 5 

I~, +~,,I  + IC,C~l = Ic ,  I + Ic~l. 

Ist  nun ~ eine beliebige offene Menge, die ?{ + !D iiberdeckt und ~ '  eine eben- 

solche, die ?lid iiberdeckt, so folgt also 

daher 

Somit giLt 

also auch 

fin i n f i X [  + fin i n f l C ' l  =< IE, I + I L",,I. 

~ t + ~  + . ~  ~ f in in f  {IC, I + I~,1} = f i n i n f l C ,  I + f i n i n f l O ,  I. 

Wie der Satz behauptet. 

Satz 5, 10. Sind ?[1, ?[_*, - . . ,  ?{n paarweise fi'emd, so gilt 

Beweis .  Fiir zwei Summanden folgt der Satz aus Satz 5, 9, well das ~us- 

sere Mass der leeren Menge nach Satz 5, 8 verschwindet. Allgemein folgt er 

dann durch Induktion. 

Nachdem wir diese Recheuregeln fiir das ~ussere Mass bewiesen haben, 

woUen wir das innere Mass definieren. 

Definition 5, 4. Unter dem inneren Mass einer beliebigen Menge ~[ ist fol- 

gende Zahl zu verstehen 

Auch das innere Mass ist also fiir jede Menge definiert. 

Satz 5, 11. Es gilt 

~i ->_ ~.  

Beweis .  Wendet  man auf die Mengen ?[ und B - - ? [  Satz 5, 9 an, so folgt 

,.)t + / R  - ~i) + ~t(B "~t)  _--< ~:t + B - -  ~ .  
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D a  (B--?I)?[ leer ist, verschwindet der zweite Summand links. 

Satz 5, 8 

Satz 5, 12. I s t  ~[' < ?l, so gilt 

~ '  < ? l .  

Beweis.  

Satz 5, 13. 

Beweis .  

zen Raum B. 
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Daher ist wegen 

Es ist B - - g X ' > B - - ~ [ .  Somit folgt nach Satz 5,7 

~ t ' =  I B I - - B - - ~ t ' <  I B I - -  B - - ~ t  = ~:t. 

I s t  ?l often, so gil t  

Die paarweise fremden Grundmengen n-ter Stufe bilden den gan- 

Wit  verteilen sie in zwei Klassen, n~mlieh in die, die ganz in ?[ 

enthalten sind, und die anderen. "Die der ersten Klasse sind offenbar in den 

Grundmengen der Normalform yon 9[ enthalten, die yon hSchstens n-ter Stufe 

sind, und jede dieser Grundmengen der Normalform ist Summe yon ganz in ?[ 

enthaltenen Grundmengen n-ter Stufe. 

Wir bezeichnen mit ?I (~) die Summe der Grundmengen hSchstens n-ter Stufe 

der :Normalform yon 9X und mit ( B -  9/), die Summe der n-stufigen Grundmengen, 

die mindestens einen Punkt  yon B - - ~  enthalten. Nach dem Gesagten gilt also 

~(n) + (B --9~),,, = B, 

wo die Summ~nden fremd sind. Nach Satz 4, 7 ist sowohl 9~ (n) als (B--gg)n 

a-0-Menge und nach Satz 5, 2 gilt 

12(n) l + I ( B - - ~ ) . I =  IBI. 

Naeh Erkl~rung yon 9/(~) gilt offenbar 

lira I ~t(") I - -  I~1 .  

Daher ist 

Andererseits hat man 

3.5--32511. Acta mathematica. 60. 

lg~l + lim I (B--V~). I = IBI .  

Imprim6 le 29 d6oembre 1932. 
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(B--~) , ,  ist 

Mengentyp 

halb folgt  

Erhard Tornier. 

eine B- -~ l  i iberdeckende a-o-Menge, gehSrt  also einem spezielleren 

an, als der zur Definit ion des [iusseren Masses benutzte  war. Des- 

lim I (B--~) , , I  ~ B --9.1 
l q ~ o c  

und hieraus 

der beiden Gleichungen wegen. 

Nach  Satz ~, i~ ist aber ~[ ~ ~.{ und nach Satz 5, 8 ist ~ ~ 19~1. 

Satz 5, 14. Si~d ~ .u.~2d ~ beliebige Jlenge~, so gilt 

~ l + ~  + ~l~ ~?~  + ~ .  

B e w e i s .  Wi r  wenden Satz 5 ,9  auf B - - ~  und B - - ~  an und erhal ten  

B --  9~§ B --  ~ ~ (B - -  ~) + (B --  k}~) § (B - -  ~{)(B --  ~).  

Nun  ist 

Also ergibt  sich 

B - - ~  + B - - ~  => B - - ~  + B - - ( 9 ~ +  ~). 

Indem man diese Ungle ichung yon 2 1 B I : 2 ] B I subtrahiert ,  finder man 

also nach Definit ion 5, 4 

Somit  

wie behaupte t  war. 

Satz 5, 15. Si~d ~1, ~A.,, . . . ,  9~, paarweise fi'emd, so gilt 

B e w e i s .  Fiir zwei Summanden  folgt  die Behaup tung  sofort  aus Satz 5, I4, 

da das innere Mass der leeren Menge nach Satz 5, I3 verschwindet.  Fiir n Sum- 

manden folgt  der Satz dann durch Indukt ion.  

Je tz t  sind wir in der Lage, das Mass selbst endgiil t ig zu erkliiren. 
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Definition 5, 5. Gilt f ~ r  eine l'tIenge 91 die Gleichu,J~g 

~=91,  
so heisst die Zahl  

1911=~-91 

das Mass yon 91 und die Menge 91 heisst messbar .  

Diese Begriffserw.eiterung ist zul~ssig, da sie wegen Satz 5, 8 und Satz 5, x 3 

fiir offene Mengen sich mit dem friiheren Massbegriff fiir offene Mengen deck~. 

Satz 5, 16. Sind 91 und 9~' messbar und ist 91 > 91', so gilt 

1911---- ]91'1. 

Beweis.  Dies folgt unmi~telbar sowohl aus Satz 5, 7 als auch aus Satz 5, I2. 

Satz 5, 17. Die messbaren ~]le~gen bilde~ el,hen Ring  und wenn 9J und 

dem Ri~ge augehb'ren, so gilt 

191+~3[+[91~[- - - - [91[+[~[ .  

Beweis.  Nach Satz 5, I4 und Satz 5, 9 gilt wegen Definition 5, 5 

Nach Satz 5, I I i s t  aber 91+ ~ > 9J + ~ und 91~ > 91~, somi~ ergibt sich 

9 1 + ~ = 9 1 + S  und 91~-~91~. 

Daher erh~l~ man die behauptete Gleiehung. 

Satz 5, 18. Sind 91 ,und ~ nlessbar und ~'emd, so gilt 

191+~1=1911 + I~1. 

Beweis .  Folg~ sofor~ aus Satz 5, I7. 

Satz 5, 19. Die messbaren Mengen bilden einen Kb'~Ter und wenn 91 u , d  91' 

dem KSrper a~geh6ren uud 91 > 9J' ist, so gilt 

191-91'1 =1911-I~'1  
Beweis .  Es gilt 

~' - IBI-- g -  ~ ' =  9)', 
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also 

Andererseits ist 

Somit folgt 

Erhard Tornier. 

I n l -  9~' = B - ~  *. 

B - - 9 ~ ' - - I ~ 1 -  B ~ ( B - - ~  ~) = I B I -  ~' .  

B--gJ  ' -  B--~[ ' .  

B -  9X' ist messbar, also nach Satz 5, 17 auch 

~(B --~')  = 9~ - -  ~ ' .  

Nach Satz 5, I8 ist also wie behauptet  

I~1 = I ( ~ - ~ ' ) +  9'1 = I ~ - ' a '  I + I~ ' l .  

Satz 5, 20. Die messbaren _~fe~ge~ bilden ei~en e-K6"rper ~nd ist {9~,~} egne 

1,'olge yon messbaren Mengen, deren Summe 9X ist, so gilt 

I~l <= Y,l,a.I 

,tnd falls die Mengen paarweise fi'emd sind, die Gleichheit. 

Bewe i s .  Angenommen die Mengen seien fremd dann folgt nach Satz 5, 15 

und Satz 5, x2 

I ~ l  + ]~q[ + ' + I~, ,I  = ' a ~  + ~., + . + ,a~ < ,a, + ~ + . . - +  ~an_-< ~a. 

Somit gilt  

n 

Is t  nun e > o beliebig vorgegeben, so gil~t es zu jedem 9~ nach Definition 5, 3 

eine offene bedeckende Menge Q,,~ so, dass gilt  

I~ , , I  < ~,, + 2 - " ~ .  

Es sei 

Dann  ist nach Satz 5, 6 

Q = , ~ :  + Q~ + Q.~ + ... 

l e l =  < ~ l c , , I  < ~ + Y , ~  
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Da ~ die Menge 91 bedeckt, hat  man also 

~ - - < 1 ~ 1 < ~ +  Y, ~,,. 

Da dies fiir ]edes ~ gilt, hat man also 

~--< E ~ =  Y,I%,I. 

Daher erh~lt man aus Satz 5, I I der obigen Ungleichung wegen 

~=g=ZI91~l. 
b/un seien die Mengen 91~ nicht notwendig paarweise fremd. 

fiir n ~ 2 

~ = (% + 913 + ' + %,-,)%~ 

und haben offenbar 

~77 

Dann setzen wir 

~,, = % 91~ �9 �9 �9 %,. 

Dann ist offenbar 

wo die Summanden fremd und messbar sind. Somit folgt nach dem vorigen Satz 

IB--911 = I B - - V ~ I  + I~, - -~.~[  + I V ~ - - ~ , I  + ' "  

Beweis .  Wir setzen 

91 = 911 + ( 9 1 ~ - ~ )  + ( % -  ~ )  + 

Jetzt sind die Summanden aber paarweise fremd und nach Satz 5, I9 auch mess- 

bar. Nach dem eben bewiesenen folgt somit unter Verwendung yon Satz 5, I6 

1911 = 191,1 + I % - ~ 1  + 1 9 1 ~ - ~ 1  + ...--< 191,1 + 191~1 + I%1 + .-. 

wie behauptet war. 

Aus Satz 5, 20 folgt naeh Satz I, I und Satz I, 2, class wenn {91n} eine Folge 

messbarer Mengen ist, auch ihr Durchschnitt, ferner lim 91,~ und lira 91,~ messbar 

sein muss. Die n~tchsten S~tze stellen die GrSsse der Masse dieser Mengen lest. 

Saty. 5, 21. L~t {91n} eiue Folge messbarer Mengen, deren Durchschnitt 9I ist, 

so gilt 

191] = l~m I % % - . .  %~[. 
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also nach Satz 5, I9 

wie behaupte t  war. 

IBl  -- I2l--~ lBl  -- l iml fS .  I 

Satz  5, 29.. Ist {9~n} eine monoton wachsende Tblge messbarer Mengen, deren 

Summe ~I ist, so gilt 

I ~ l  = lira 12,,I. 
t t ~  

B e w e i s .  Offenbar ist 

wo die Summanden  f remd sind. Satz 5, 20 ergibt  also 

I~1 = I~ , l  + I ~ , - . %  I + I ' ~ - ~ , 1  + 

Nach Satz 5, 19 folgt  also die Behauptung.  

Sat~ 5, 23. Ist {~l.} eine ~blge messbarer Mengen and ist 

so ist 

B e w e i s .  Es sei 

dann  ist 

l i m 2 . - ~  und l i m 2 . = ( ~ ,  

= | | | �9 �9 �9 

Da die ~,, monoton  abnehmen,  fo lgt  aus Satz 5, 2I 

] ~ ]  = l i m ] ~ , ] .  

Nun  ist aber  

somit  folgt  

also 

I ~ , l _ -  > n m l ~ . l ,  

~ , ~ 0 :  I, 2~. . .  
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~),~ = ~ln ?In+19s . . .  

Die ~n bilden eine mono~on wachsende Folge yon messbaren Mengen und es ist 

Nach Satz 5, 22 ist also 

Ferner gilt 

daher folgt 

und 

somit 

so gilt 

Satz 5, 24. 

lg.II = lira [~ , [ .  

Beweis .  Es is~ in der Bezeichnung des vorigen Sa~zes 

~ = ~ = ( ~  

also 

= ( D 1 + ~ + ~ 3 +  

[~[ = lira [ ~,,[. 

~ < ?in+~, ~. = O, I, 2 . . . .  

Ist 19~} eine konvergente Forge messbarer Men.qen und lira 9~n =9~, 

was die Behauptung ergib~. 

Es sei noch  b e s o n d e r s  d a r a u f  h i n g e w i e s e n ,  dass  de r  a - K S r p e r  der  

m e s s b a r e n  M e n g e n  de r  G r S s s e  nach  abh{ingt  yon  den  Z a h l e n w e r t e n  

der  den  G r u n d m e n g e n  z u g e o r d n e ~ e n  Masse .  A l l g e m e i n  k a n n  man  n u r  

b e h a u p t e n ,  dass  a l le  M e n g e n  des k l e i n s t e n  a - K 6 r p e r s  f iber  den  o f fe -  

nen  M e n g e n  m e s s b a r  s ind ,  ob j e d o c h  b e s t i m m t e  M e n g e n ,  die  d i e s e m  

k l e i n s t e n  a - K S r p e r  nich~ a n g e h S r e n ,  m e s s b a r  s ind,  h~ng~ a l l e in  yon  

de r  G r S s s e  der  M a s s e  de r  G r u n d m e n g e n  ab. Man  k a n n  d'ie l e t z t e r e n  

so wi~hlen, dass  a l le  T e i l m e n g e n  yon B m e s s b a r  werden .  



280 Erhard Tornier. 

Peano-Jordansche Inhaltstheorien im Nullraum. 

Definition 6, 1. Ein  )tIe~2ge~kSrper z heisse B e z u g s k 6 r p e r ,  wennjede seiner 

Mengen messbar ist und wenn er B e~thSlt. Es  beisst ein n o r m a l e r  B e z u g s -  

k6rper ,  wean jede Summe yon Mengen aus ihm auch Summe yon abzdhlbar vielen 

seizer Me~gen ist. 

Ein Beispiel fiir einen normalen BezugskSrper ist der K5rper  der a-o- 

Mengen. 

Definition 6, 2. Unter dem i iusseren z-Tnhalt ei~er Menge ~ (relativ zum 

Bezugsk6rper z) versteht man die Zald 

.~(~) ~- fin inf Ict I, 

wo a alle ~I iiberdeckenden ~llengen a,~s z durchllh~ft. 

Definition 6, 3. Unter dem innerer z - I ~ h a l t  einer Menge ~ versteht man 

die Zahl 

I~(2) = fin sup I a I, 

wo a alle in 9~ enthaltenen ille~gen aus z durchl&~ft. 

Definition 6, 4. Ist  
�9 ~(~) = L(~) ,  

so heisst 

der z-Inhalt yon ~ .  

Satz 6, 1. 

gleich. 

B e w e i s :  

z , ( ~ )  = z , (~t )  = i ~ ( ~ ) ,  

Jede 3le~ge aus z hat einen x-Inhalt und dieser ist ihrem Mass 

Folgt  unmit te lbar  aus den Definitionen. 

Satz 6, 2. Die 3lengen, die einen x Inhalt haben, bilden einen KSrper ~ ,  

in dem folgende Rechenregeln gelten 

i) Sind 9X ,end ~ zwei fi'emde ]lengen mit  z-Inhalt, so ist 

i , ( ~  + '~) = Ix(~) + L(~) .  

2) Haben ~[ und k)~ z-Inhalt und ist 9~ > ~ ,  so ist 

z , ~ ( ~ - ~ )  = ~x(~)  - ~ ( ' ~ ) .  
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3) Unter den Annahmen von 2) gilt 

4) Sind 91 und 8 zwei beliebige 3~lengen mit z-Inhalt, 8o gilt 

Bewe i s .  a) Wir  beweisen zuni~chst die Behauptung  i). 

a, a', fl, ~', a, a' sollen alle die Mengen aus x durchlaufen,  die den Bedin- 

gungen geniigen 

c~>~91~cz', fl>=8>=fl', a > = 9 1 + ~ a  '. 

Offenbar bilden die a + fl eine Teilmenge der a und die c~' + ~ eine Teil- 

menge der a'. Ferner sind die a' f remd zu den #', weft 91 mTd 8 fremd sind. 

Hieraus folgt  

J~(91 § 8)  --~ fin inf I a I ~ fin inf I a + r = fin inf {I a [ + I fll -- I refill 

--< fin i n f l -  I + fin infiX[ = I~(91) + I~(S) 

I~(~t + 8) ---- fin sup ] a'l > f insup  1~' + fl'l - :  fin sup I~' l  + fin sup I~'l 

= ~ ( ~ )  + ~ ( 8 ) .  
Also gil~ 

�9 ~(~ + ~) __< i~(~) + 1~(8) _-< r~(~ + 8) .  

Da nach Definition 6, 2 und Definition 6, 3 der iiussere Ihha l t  hie kleiner als 

der inhere ist, folgt somit die Existenz des r.-Inhalts der Summe und die be- 

hauptete  Gleichung. 

b) Wir  zeigen, dass wenn 91 und ~ beide x-Inhalt  haben, auch 918 einen 

x-Inhalt h~t. 

a, a', fl, fl' sollen dieselbe Bedeutung wie under a) h~ben, und ,~ und x '  

sollen die Mengen aus x durchlaufen,  die der Bedingung geniigen 

P 
: .  ~ 918 > jr . 

Dann  sind die a# eine Teilmenge der x und die rift' eine Teilmenge der z ' .  

Da 91 und 8 x-Inhalt  haben, gibt es Folgen yon (ev. gleichen) Mengen aus z 

! ! ! 

cq, ~ ,  ~:~, . . .  ~ 9 1 > a 1 , ~ ,  a~, . . .  
p 

#L, #.,, &, . . .  ~ 8 _-> #',, #~, #'3, . . .  

36--32511. Acta mathematica. 60. Imprlm@ le 30 d6cembre 1932. 
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so dass  gi l t  

lira [c<,,[ --- L.(91) = l im [a',, [ und  lim I t  l,, [ = 1~(~) = lim [fl'. 1. 

D a h e r  .ist 

lira ] anti .  [ > fin inf [  a,,fl. [ > fin inf[  a~t[ > f in inf [ n [ ----- L ( ~ )  
~ t ~ o o  

und  

lira [ a ' . f l ' .  ] _--<_ f in sup [a' . t i ' , ,  [ <= f in  sup I a ' t i ' [  =< f in sup I ~'1 - -  L ( ~ $ ) .  
n ~ o r  

F e r n e r  ist  

I ~.ti,~l->-I d,, , /m I 

daher  fo lg t  aus  

lanti,,! = la,,I + I~,~1-- lan + ti.I 

also aus  

und  [a,, +/~,, I > ] a'm + fl','* [ fiir alle (n, ~n) 

~ a  I"' . / , , I  = I ~',,I + I / . I  -- I ~'n + / , , ! .  

l a = ~ . l - - l a ' , g , , I  = {la,~l--I"', , l l  + /Iti. I - -  [Y,,it - - / l ~ .  + ~ . 1 - -  la',, § g,,Jl,  

dass  mi t  w a c h s e n d e m  ~ die l inke Sei te  der  G le i chung  bel iebig  klein wird,  und  

class gi l t  

o = l i m / l a . t i . I  Ic/.ti'nll ~ n m l c ~ . ~ n l -  lh-i~la'.g,,I ~ L ( ~ ) - - / ~ ( ~ ) -  

Hie raus  und  aus  den obigen  Absch / i t zungen  fiir  /~(92~) und  I , (2{~) e rg ib t  sich 

nun  sofor t  

was  zu beweisen  war.  

c) W i r  wol len nun  zeigen, dass mi t  9 / a u c h  B -- ~ •  ha t  und  dass gi l t  

I ~ ( B -  ~) = I B I - I~(~). 

a und  a' sollen die B e d e u t u n g  yon b) h a b e n  und  ~ und  6' du rch l au fen  alle 

M e n g e n  aus  z, die die B e d i n g u n g  erfii l len 

~ > B - - ~ > ~ ' .  

D a n n  is t  wegen  B --  a'  > B - -  9X > B --  a 
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I~ (B  --  9I) ~- fin inf[  d [ < fin inf[ B - -  a ']  = [B[  -- fin s u p [ d [  = [B[  -- I~(9/) 

I~ (B  - -  91) -~ fin sup [d'[ ~ fin sup] B -- a [ --  I BI --  fin i n f [ a  [ = [B[  -- I~(9~). 

Also ist 
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Hieraus  folgt  aber 

I ~ ( B  - ~ )  = I B I  - 1~(91) . 

d) Wi r  zeigen, dass wenn 9/ und ~ ,  z-Inhalt  haben und 91 > !3 ist, auch 

9 / -  !~ z-Inhalt  hat. 

Es ist n~mlich 

91 - ~3 = ~ ( B  - -~) .  

Aus b) und c) folgt  also die Behauptung unmittelbar.  

Von den Atissagen des Satzes 6, 2 ist somit bewiesen, dass g'~ ein KSrper  

ist und ausserdem die Regel  I). 

2) folgt  aus I), wenn man 9/ in I) mit  9 1 - - ~  identifiziert. 

3) folgt  aus 2), da I~(91--!~) nie negativ sein kann. 

4) Es gilt die Mengengleichung 

in der die Summanden  rechts f remd sind. Nach I) gilt also wegen 4) 

z~(~ + ~) = ~(91) + •  ~ )  = ~(~)  + 1~(~) - i~(91~). 

Durch  Yersch~rfung des Beweises c) ergibt  sich 

Satz  6, 3. E s  g i l t  f ~ r  j ede  M e n g e  91 

I~(91) = [ B [ - I ~ ( B  - -  9/) .  

B e w e i s .  Durchli~uft d alle Mengen aus z, die die Bedingung erfiillen 

und a' alle die, fiir die gilt 

6 > B - - 9 1  

so ist offenbar die Menge der a' identisch mit der Menge der B -  ~. Also gilt 
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I~(9/) -- f i n s u p l B - - ~ [  = [111 -- f i n i n f l 6  [ = ]B]  - -  I~(B--9/),  

was zu beweisen war. 

Sa tz  6, 4. Es gilt fii'r jede Menage 9/ 

I~ (9/) ~ 9/ <= 9 / ~  1.~(9/). 

B e w e i s .  Fiir jedes a ' ~  9/ aus z gilt  

l a ' l  = ~,' --< 9/ also ~,(9/) _---< 9/. 

Fiir jedes a > 9/ aus z gilt  

[ * . [ = a > 9 / ,  also L(9/ )~s2[ .  

Satz  6, 5. Jede Menage mit z-[nhalt ist messbar (aber nicht notwendig umge- 

kehrt) und der z-Inhalt ist stets den, Masse gleich. 

B e w e i s .  Folg t  unmit te lbar  aus dem vorigen Satz. 

Definit ion 6, 5. L~, sei 9/ eine beliebige 2~lenge und 9 / * - - ~  ~t~ Teilmenge 

yon 9/, wo dee ~4, paarweise fi'emde ~]lengen aus z sin& Enthdlt dann bei belie- 

bigem ~ > o 9 1 -  ~ _-t, riO" hinreiehend grosses N(,) nur noch Mengen aus z mit 

klei~,erem 3[ass als ~, s.o heisst 9/* ein z-Ker~, con 9/. 

Es ist zu beaehten,  dass hier  yon einem z-Kern nicht  aber  yon dem x-Kern 

yon 9/ die Rede ist, weil die Definition offenbar nieht  eindeutig ist. I s t  jedoch 

der BezugskSrper z normal,  so kann  man miihelos einen der z-Kerne auszeiehnen 

und yon dem x-Kern reden, der die Summe aller in 9/ en tha l tener  Mengen aus 

z ist. Dann  n~imlieh ist nach Erklt irung des normalen BezugskSrper diese Summe 

best immt auch als Summe yon hSehstens abziihlbar vielen Mengen aus z dar- 

stellbar, wie es Definition 6, 5 verlangt,  and  zwar aueh yon paarweise f remden.  

Satz  6, 6. Zu jeder Menge 9/ gibt es z-Kerne. 

B e w e i s .  Es sei {s,,} eine Nullfolge. Dann w~ihlt man eine in 9/ enthal- 

tene Menge @), die zu z gehSrt,  so dass gilt  l a(~)] > q .  Dann  wiihlt man aus 

9 / -  @) eine ebensolche Menge c~ ~-) , dann  aus 9 / -  a~ ~) --a(,  ~) eine ebensolche Menge 

a(~ a) u. s .w.  Dies geht  nur  endlieh oft  und die Summe dieser Mengen sei .:41, 

das also zu z gehSrt. Dan n  w~ihle man  aus 9 / -  t~ eine zu • gehSrige Menge 

@), fiir die gilt: ] a ~ ) ] >  s~; dann aus 9 / -  _ 4 ~ -  a~ ~) eine ebensolche Menge a~ 2) 
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u. s .w.  Dies geht nur endlich oft und die Summe dieser Mengen sei ~/~, das 

also zu z gehgrt. So gehe man fiir jedes ~,~ vor. Die Menge ~ 4 ~  ist dann 
n 

offenbar ein z-Kern yon 2[, da 2 [ -  ~_~:tn keine Menge aus z mit positivem 
n 

Mass enthalten kann. 

Definition 6, 6. 

B - -  9~, so heisst 

I s t  2[* ein z-Kern yon ~[ u~d (B- -2[ )*  ein z-Kern yon 

{~ - 2 [*}  + { B  - -  2[ - ( ~  - 2 [ )*}  

eine • von 9I. 

Auch diese Definition ist nicht eindeutig, kann jedoch, wenn z ein nor- 

maler BezugskSrper ist, eindeutig gemacht werden, indem man die z-Kerne ein- 

deutig mach$. 

Is t  • speziell der normale BezugskSrper der a-o-Mengen, so fis wie man 

sofort sieht, die (eindeutig gemachte) • jeder Menge zusammen mit 

der Menge, die Begrenzung schlechthin heisst (vergl. Definition 2, 3). 

Satz 61 7. Fiir jede Menge 2[ gilt 

x~(2[)  - 12[*  I, 

wo 2[* ein beliebiger ~-Kern yon ~ ist. 

Beweis .  Naeh Definition 6, I und Definition 5,5 existiert ]9/'1. Aus 

Definition 5, 3 folgt so fo r t  

L(2[) ~ 12[* I. 

Gezeigt werden muss, 

es sei 

dass das Gleichheitszeichen gilt. Wir nehmen also an, 

~,(~) = 12[*1 + 6, 6 > 0 .  

Dann gibt es eine Menge c~ ~ 2[ aus z, fiir die gilt 

2 

2[* ist nach Definition nun Summe der Mengen ~[1, 2[~, ~ , . . .  aus z. Also ist 

2[* auch Summe yon abz~hlbar vielen paarweise fremden Mengen aus x, z. B. 
n - - - I  

der ~engen  2['n~- 2[n{B -- ~ 1 ~ } .  
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Wi r  denken uns diese Mengen nach fal lender  GrSsse der Masse geordnet .  

Diese Folge sei {A,},  deren Masse also eine Nullfolge bilden, falls es n icht  nur  

endlich viele Mengen sin& 

dass die Menge 

keine Menge a' 

In  beiden F~illen gibt es zu 6 eine Zahl N(~), so, 

5" 

9.1 ~- ~- 2 - -  _4, 

aus • enth~lt,  fiir die gilt 

[.'l>= 
3 

5" 

a -  a ~ ~/, ist Menge aus y. und in 9~- enthal ten.  

also 

Somit ist 

5" N 

I 
Dies ist ein Widerspruch  zu der obigen Ungleichung ffir ] a ] .  Somit  ist  d - - o  

und  der Satz bewiesen. 

Satz 6, 8. Eine 2lIenge hat dann und nut dann einen x-Inhalt, wenn der 

z-Inhalt jeder ihrer • verschwindet. 

B e w e i s .  

= 9~ --  ~*  § (B --9~) - -  (B --~{)* --  B -- 9~* - -  (B --9~)* 

sei .eine x-Begrenzung yon 9~. 

Ih r  Komplement  

B - -  ~ = ~ *  + ( B  - -  ~)* 

ist Summe zweier f remder  Mengen, deren jede ihrerseits Summe yon abziihlbar 

vielen paarweise f remden Mengen aus x ist. Somit  ist B -  !~ ein x-Kern von 

sich selbst. 

Nach  Satz 6, 7 folgt  also 

Man hat  daher  
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:r~(~) = I BI - -  Z~(B - - ~ )  = I BI  - I , ( ~ )  - I~,(B --9~). 

Es sei zun~chst 

Dana folgt 

SomR ist 

wegen 

9~ hat also u-Inhalt. 

Wenn 

~(!~) sofort 

z~(a) = o.  

/~(2) = [ B  [ - -  L ( B  - -  2). 

aber umgekehrt 9~ z-[nhait hat, 
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so folgt aus der Gleichung fiir 

L ( ~ )  = o,  
wegen 

Der Satz ist somit bewiesen. 

Eine ~hnliche Aussage macht 

Satz 6, 9. Eine Menge hat dan++ und nut da~m einen z-Inhalt, wenn das 

Mass jeder ihrer z-Begrenzungen verschwindet. 

B e w e i s .  Hat  9~ z-Inhalt, so verschwindet nach Satz 6, 8 der Inhalt jeder 

Begrenzung yon 9~, also nach Satz 6 , 4 a  fortiori deren Mass; das >>nur dann>> 

ist somit bewiesen. Es sei nun das Mass der Begrenzung o, also nach Satz 6, 7 

o = I B - -  ~ *  - -  ( B  - -  ~ ) *  I = I B I - -  L ( 2 )  - -  I , , ( B  - -  ~). 

Dann folgt wegen 

sofort wie behauptet 

]~ ( B - -  ~) = I B I - L(~t) 

~ (~) = ~ ( ~ )  

Es sei noch  b e s o n d e r s  d a r a u f  h i n g e w i e s e n ,  dass  de r  K S r p e r  de r  

M e n g e n  mi t  z - I n h a l t  dem U m f a n g e  nach  yon den  G r S s s e n  der  M a s s e  

de r  G r u n d m e n g e n  a b h ~ n g t ,  e n t s p r e c h e n d  wie es be im a - K S r p e r  de r  

m e s s b a r e n  M e n g e n  war.  (Vergl. w 5, Schluss.) 1 

1 A n m e r k . :  Durchgef f ih r t  am  Spezial fa l l  des  Ba i reschen  ~Tullraums finder s ich  die Mass- u n d  
Inha l t s t heo r i e  in :  W. FELLER u n d  E, TORNIER ~)Mass- u n d  Inha l t s t heo r i e  des Ba i reschen  Nul l raums , , .  

Math .  Ann. ,  Bd. 107. 
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K a p i t e l  I I I .  

Allgemeinste Begr i f fe  d e r  V~rah r sche in l i chke i t s r echnung .  

w 

Vorbereitende (~berlegungen und Formulierung der Axiome. 

Fiir die Zwecke der Wahrscheinlichkeitsrechnung muss zun~ichst streng 

unterschieden werden zwischen einer Versuchsvor schr ( f t  und ihren logisch ~ 6 g l i c h e n  

B e a l i s i e r u ~ g e n .  An drei Beispielen soll das Gefiihl fiir den Unterschied dieser 

Begriffe, die erst sp~iter exakt formuliert werden, geweckt werden. 

Be i sp i e l  I. Es soll mit einem gegebenen unabnutzbaren Wiirfel unbe- 

schriink~ oft geworfen und die Ergebnisse sollen ihrer Reihenfolge nach notiert 

werden. Dies ist eine Versuchsvorschrift. [st jedoch eine aus den Ziffern 

I, 2 . . . .  , 6  bestehende Folge gegeben, so dass also fiir jedes i auf dem /-ten 

Platz eine bestimmte dieser Ziffern steht, so hat man eine spezielle der logisch 

mSglichen Realisierungen der obigen Versuchsvorschrift vor sich. Jede solche 

Folge, auch I, I, i . . . .  z. B., ist also eine logisch mSgliche Realisierung. 

Die Gesamtheit aller logisch mSglichen Realisierungen dieser Versuchs- 

vorschrift ist demnach, wenn die Entfernungsdefinition 4, I gew~hlt wird, ein 

vollst~tndiger Nullraum. 

Be i sp ie l  2. Gegeben seien Menzen 9.)~t, 9)?.2, ~3  . . . . .  deren Elemente 

Kugeln sein sollen. Die Kugeln aus ~ i  seien mit o, I . . . .  , ki numeriert: 

o ~ A'i ~ oo. Die Oberfliiche jeder Kugel aus 9-)~i sei in die gleiche Anzahl t /+  

einfach zusammenhiingender Bereiche zerlegt, die bezeichnet seien mit 

e ( O )  ~(~) e(ti ) o ~ ti < oo. 
i ~ ~ i  ~ " " "~  i ~ " - -  = 

Endlich enthalte 9~1 nur eine Kugel, also: )['~=o und ~'+1 enfhalte soviele 

Kugeln als jede Kugel aus ~J~i Bereiche hat, demnach ki+l = ti. 

Es werde nun die einzige Kugel aus ~3~1 in die H5he geworfen. Sie komme 

auf dem Bereich e! rl) zur Ruhe; e([ ,/ wird notiert. Darauf werde aus ~ die mit 

rl numerierte Kugel herausgegriffen und in die H5he geworfen. Sie komme auf 

dem Bereich e(~ r~/ zur Ruhe; e~ r~l wird notiert. Darauf wird aus ~3  die mit r~ 

numerierte Kugel herausgegriffen und in die HShe geworfen. Sie komme auf 

e~ .~) zur Ruhe; e~ ~/ wird notiert, u. s.w. Dies ist eine Versuchsvorschrift. 
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e(r~) e(r.~) e(r~) 
1 2 "3  " " " ~  
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jedoch ist eine logisch mSgliche Realisierung dieser Versuchsvorschrift. Die 

Gesamtheit aller logisch mSglichen Realisierungen bildet hier einen Baireschen 

Nullraum, wenn man die Entfernungsdefinition 4, I w~ihlt. 

Be i sp i e l  3. Gegeben sei eine (ev. abbrechende) Folge yon verschiedenen 

(nicht notwendig homogenen) Wfirfeln W1, ~V~, Wz . . . .  und eine Kugel, deren 

Oberfli~che in ebensoviele einfach zusammenh~ingende numerierte Bereiche zer- 

legt ist, als es Wiirfel gibt. 

Die Versuchsvorschrift lautet: Die Kugel wird geworfen und falls sie auf 

dem m-ten Bereich zur Ruhe kommt,  wird mit dem m-ten Wiirfel unbesehr~inkt 

oft gewiirfelt und die Ergebnisse x ~ I, 2, 3, - . . ,  6 werden als Zahlenpaare (m, x) 

der Reihe nach notiert. 

Auch hier bildet die Gesamtheit aller logisch mSglichen Realisierungen einen 

Nullraum, der aber kein Bairescher Nullraum mehr ist, wie es in den beiden 

ersten Beispielen der Fall war. Er kann jedoch als Summe der den einzelnen 

Wiirfeln (Beispiel i) zugeordneten Baireschen Nullr~iume dargestellt ~verden. Dass 

es sich um einen vollst~indigen Nullraum handelt, sieht man, wenn man in Definition 

4, 4 das Symbol e~ r . . . . . . .  n-l) (rn) durch (m, r,) ersetzt, falls e? 1) : (m, rl) war. 

I n  den Beispielen und ganz allgemein ist die Situation also die, dass eine 

Versuchsvorschrift durch die Gesamtheit ihrer logisch mSglichen Realisierungen einen 

vollst~tndigen Nullraum festlegt. Dies ist aber nicht alles, was dutch die Versuchs- 

vorschrift bestimmt wird. In Beispiel I ist yon einem bestimmten Wfirfel die Rede 

und in Beispiel 2 yon bestimmt vorgegebenen Kugeln. Dem allgemeinen Gefiihl 

nach - -  woher dieses stammt, ist hier ganz nebens~ichlich - -  besteht aber ein 

Unterschied, wenn in Beispiel I ein real ein hSlzerner Wiirfel und dann einer, 

der halb aus Holz und halb aus Stahl besteht, verwandt wird. Das gibt dem 

Gefiihl nach zwei verschiedene Versuchsvorschriften und ebenso ist es, wenn in 

Beispiel 2 die Kugeln einmal homogen und ein zweites Mal inhomogen gedacht 

sind, trotzdem in alien Fiillen die Nullriiume vom selben Typus sind. Ebenso 

steht es bei Beispiel 3. Diese Sachlage muss nun mathematischer Formulierung 

zug~nglich gemacht werden; dies geschieht im Prinzip so: 

Die W~hrscheinlichkeitsrechnung betrachtet gewisse Eigenschaften der lo- 

gisch mSglichen Realisierungen einer Versuchsvorschrift und bewertet zahlen- 

m~issig durch die Wahrscheinlichkeit  die Gesamtheit aller Realisierungen, die 
37--32511. Acta mathemalica. 60. Imprim~ le 30 d~cembre 1932. 
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durch eine solche Eigenschaft charakterisiert sind, wobei eben der Zahlenwert 

der Gr5sse nach yon den in der Vorsehrift auftretenden Individuen abh~ingt und 

sich ~ndern kann, wenn sie durch andere Individuen ersetzt werden. Die ge- 

nannte Gesamtheit aber bildet eine Teilmenge des Nullraumes, der dureh alle 

logisch mSgliehen Realisierungen der Versuchsvorschrift festgelegt ist. Dem 

System der bewerteten Eigenschaften entspricht so eineindeutig ein bestimmtes 

Teilmengensystem dieses Nullraums. 

Als einfachstes Beispiel sei die Eigenschaft einer Realisierung genannt, an 

den n ersten Stellen vorgegebene Ergebnisse e~r,)e!/,)('-~ . . .  eli ,r-' .... ,_~)(r,~) aufzu- 

weisen. Die Realisierungen dieser Eigensehaft bilden eine Grundmenge des Null- 

ramns und sollen deshalb als Gru~deigenschaften bezeichnet werden. 

Das mathematisch allein greifbare an der Versuchsvorschrift ist also often- 

sichtlich, dass sie einmal durch die Gesamtheit der logisch mSglichen Realisie- 

rungen einen vollst~ndigen Nu[lraum festlegt und ausserdem einem gewissen System 

yon Teilmengen dieses Raumes Zahlenwerte (Wahrscheinlichkeiten)zuordnet. Wir 

nennen das System der bewerteten Mengen einschliesslich der Bewertungen ein 

Wahrscheinlichkei ts f eld. 

Die Verkniipfungsregeln in diesen Wahrseheinliehkeitsfeldern sowohl in Be- 

zug auf das Mengensystem als auch in Bezug auf die Bewertungen sind Gegen- 

stand der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Dabei ist es ffir unseren Standpunkt 

gleiehgiiltig, ob die Wahrseheinlichkeiten, aus denen andere berechnet werden, 

a priori bestimmbar sind oder aus Analogien und Induktionen stammen odernach 

gewissen praktischen Faustregeln durch Experimente ermittelt werden. Keines- 

falls liegt die Aufgabe, die Ausgangswahrscheinliehkeiten auf Grund der spe- 

ziellen in der Versuchsvorschrift gegebenen Individuen (Wiirfel, Kugeln, etc.) zu 

ermitteln, im Rahmen der theoretischen Wahrscheinlichkeitsrechnung selbst. Wit  

haben einzig und allei~ diejenigen Forder.~mgen (Axiome) aufzuzeige~, die man an 

ein yon einer Versuchsvorschrift iJ~duziertes lVahrschei~lichkeitsfeld unbedingt stellen 

muss, damit in ihm ei~e Wahrscheinlichkeitsrechmmg iiberhaupt m6glich wird. 

Zun~ichst wird es unerl~sslich sein, dass jede Grundeigenschaft eine Wahr- 

scheinlichkeit hat, denn eine Wahrseheinlichkeitsreehnung, in der man nieht ein 

real yon einer Wahrscheinliehkeit dafiir reden kann, dass in Beispiel I eine Rea- 

lisierung mit I, 3, 5 beginnt - -  dies w~ire eine Grundeigenschaft - -  diirfte kaum 

bemerkenswerte Ergebnisse liefern. 

Haben ferner zwei Eigenseha.ften Wahrseheinlichkeiten, so wird man ver- 

langen miissen, dass auch die Eigensehaft eine Wahrseheinlichkeit hat, die darin 
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besteht, dass einer Realisierung mindestens eine der beiden Eigenschaften zu- 

kommt, d. h. dass sie zur Summe der den beiden Eigenschaften zugeordneten 

Mengen gehSrt. 

Haben weiter zwei Eigenschaften Wahrscheinlichkeiten und kommt jeder 

Realisierung, die die zweite Eigenschaft besitzt, auch die erste zu, so wird man 

auch die Existenz der Wahrscheinliehkeit der Eigenschaft vorausset.zen mfissen, 

die darin besteht, dass eine Realisierung die erste aber nicht die zweite Eigen- 

schaft hat, d.h. dass die Realisierung der Differenz der den beiden Eigensehaften 

zugeordneten Mengen angehSrt. 

Ohne diese beiden Forderungen ist eine in sich einigermassen abgeschlos- 

sene Wahrscheinlichkeitsrechnung kaum durchfiihrbar. Sie sagen offenbar aus, 

dass die Eigenschaften, die Wahrscheinlichkeiten haben, umkehrbar eindeutig 

den Mengen eines MengenkSrpers entsprechen sollen. Nehmen wir hierzu un- 

sere erste Erkenntnis die Grundmengen betreffend, so ist dutch diese drei An- 

nahmen der genannte KSrper also als der kleinste KSrper fiber dem System der 

Grundmengen festgelegt. Es ist somit ein UnterkSrper des KSrpers der a-o-  

Mengen, ja offenbar sogar des KSrpers der beschr~nl~en a-o-Mengen, wobei 

wir im Augenblick eine a-0-Menge beschr~nkt nennen, wenn alle Grundmengen 

ihrer Normalform yon beschr~nkter Stufe sind. 

Der durch die drei Annahmen festgelegte KSrper enthielte somit weder 

einen einzelnen Punkt noch auch jede a-o-Menge. Wenn wir also keine wei- 

teren Annahmen ausser den genannten drei einffihren, kSnnen wir weder yon 

der Wahrscheinlichkeit reden, dass eine Realisierung mit einer vorgegebenen 

Realisierung iibereinstimmt, noeh aueh yon der Wahrscheinlichkeit daffir, dass 

e ine  Realisierung zu einer vorgegebenen a-0-Menge gehSrt, sofern nur die letz- 

tere nicht dem genannten KSrper angehSrt. 

Bevor wir nach Forderungen, die diese Ubelst~inde mildern, suchen, wollen 

wir noch Annahmen fiber die Art der Verknfipfung der Zahlenwerte der Wahr- 

scheinlichkeiten machen. Darfiber n~mlich kSnnen wir auf Grund der bisherigen 

Uberlegungen gar niehts auss~gen und gerade yon der Art dieser Verknfipfungen 

wird die aufgeworfene Frage nach passender VergrSsserung des KSrpers wesent- 

lich abh~ngen. 

Offenbar ist es plausibel anzunehmen, dass die Wahrscheinlichkeit mit einem 

Wfirfel beim ersten Versuche I zu werfen gleieh der Summe der Wahrscheinlich- 

keiten daffir ist, mit demselben Wfirfel in zwei Wfirfen I u n d  I, oder I und z, 

oder ! und 3, oder I und 4, oder I und 5, oder I und 6 zu werfen. u 
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meinert heisst diese Annahme offensichtlich, dass die Wahrscheinlichkeit einer 

Grundmenge n-ter Stufe gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten aller in ihr 

enthaltenen verschiedenen Grundmengen (~ + I)-ter Stufe sein soll. 

Ausser dieser speziellen Annahme, die uns ja nur Aufschluss fiber Zusam- 

menh~inge yon Wahrscheinlichkeiten yon Grundmengen gibt, benStigen wir noch 

eine Annahme ffir zwei beliebige fremde Mengen. Es liegt nahe, anzunehmen, 

dass fiir zwei fremde Mengen, die Wahrscheinliehkeiten haben, die Wahrschein- 

lichkeit der Summe gleich der Summe der Wahrseheinlichkeiten der Summanden 

ist, da diese Annahme in gewissem Sinne eine Verallgemeinerung der vorigen ist. 

Nunmehr sind wir in der Lage, nach der zweckm~issigen Art der VergrSs- 

serung des bisher festgelegten MengenkSrpers zu suchen, um die oben genannten 

Mfingel zu mildern. Diese M~ingel bestehen anders gesagt in einer willkfirlichen 

Unstetigkeit, die wir uns klar machen miissen. Es ist damit gemeint, dass ge- 

wisse nicht dem KSrper angehSrige Mengen allein auf Grund der Annahme, dass 

sie Wahrscheinlichkeiten besitzen, sofort ei~deutige Zahlenwerte als Wahrschein- 

lichkeiten zugeordnet erhielten, dass diese Mengen also bisher sozusagen grLmdlos 

aus dem Bereich derer, die Wahrseheinlichkeiten haben ausgeschlossen sind. Dies 

geht so zu: Da die Wahrseheinlichkeiten nicht negative Zahlen sein sollen, folgt 

aus der KSrpereigenschaft und der Additionsforderung fiir die Zahlenwerte so- 

fort, dass die umfassendere yon zwei Eigenschaften (grSssere yon zwei Mengen), 

die Wahrscheinlichkeiten haben, nie die kleinere Wahrscheinlichkeit haben kann. 

Is t  nun eine Menge ~ gegeben, die nicht unserem KSrper angehSrt, der also 

bisher keine Wahrscheinlichkeit zugeordnet ist, so ist es trotzdem o f t  mSglich, 

KSrpermengen 9A1, ?l~, ~ 3 , . . . ,  die s~imtlich 9.~ enthalten, und KSrpermengen 

~1, ~-2, ~ 3 , . . . ,  die s~imtlich in 9)~ enthalten sind, so anzugeben, dass die Wahr- 

scheinlichkeiten geeignet ausgewiihlter 2~ und ~,~ sich beliebig wenig unter- 

scheiden. H~itte also ~ eine Wahrscheinlichkeit, so w~ire diese eindeutig fest- 

gelegt als der Finis inferior der Wahrscheinlichkeiten der 9~ und auch als der wert- 

gleiche Finis superior der Wahrscheinlichkeiten der ~ .... Um dies sozusagen will- 

kiirliche Fernhalten solcher Mengen ~t aus dem Bereich der Mengen, die Wahrschein- 

lichkeiten haben, aufzuheben, werden wir also eine weitere Forderung steUen, die den 

bisherigen Bereich dadurch vergrSssert, dass sie ihm diese Mengen adjungiert. 

Auf Grund dieser Uberlegungen erkl~iren wir 

Definition 7, 1. Ein  System F yon Teilme~gen ~ des vollsth'~digen Null- 

taurus B,  die zahlenmiissig dm'ch ~ieht ~egative Zahlen, die h6chstens I sind, - -  die 

Wahrscheinlichkeit (F, ~() - -  bewertet sind, heisst einschliesslich dieser zahlenmSssigen 
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Bewertung ei,  ) )Hauptwahrsche in l ichke i t s fe ld~)  (H- W-F), u, enn folgende Axiome 

e~fiillt si~d." 

I. Grundmengenaxiom. 

Jede Gruudmenge au~' B gehSrt zu F u n d  insbesondere ist (F, B)-~ i. 

II. KSrperaxiom. 

Das System F ist ein K&'per. 

III .  Vollst/~ndigkeitsaxiom. 

Gibt es zu einer Menge 9)~ fiir jedes ~ > o zwei Mengen ~l und ~ aus F,  

so dass gilt 

und aus~erdem 

so gehSrt auch 9)~ zu F.  

IV. Additionsaxiome. 

I) GehSrt ?l u~d ~ zu F u n d  sind beide fi'emd, so gilt 

(F, ~ + ~) = (F, ~) + (F, ~). 

2) Ist  L" eine Grundmenge ,n-ter Stufe (n--= o, I, 2 , . . . )  u~d ist {E,} die Ge- 

samtheit der verschiede~en in E euthaltenen Grundmengen (n + I)-ter Stufe, so gilt 

(F, = F, (v,  

Satz r I, I lehrt iibrigens, dass die Axiome IV mit folgendem scheinbar mehr 

fordernden Axiom gleichwertig sindl: 

IV*. Zerlegungsaxiom. 

Ist eine Menge 91 aus F Summe der h6chstens abzh'hlbar vielen paarweise frem- 

den Mengen {9~,~} aus F ,  so gilt 

1 Anmerk . :  Diese B e h a u p t u n g  b r a u c h t  na t i i r l ich  n i ch t  m e h r  zu  gel ten,  wenn  zu den 2~xiomen 

I - - V  bei  en t sp r echende r  A u s d e h n u n g  yon V wei tere  A x i o m e  h inzugef f ig t  werden ,  denn  d a d u r c h  

k a n n  IV* fa lsch werden.  
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V. Minimalaxiom. 

F i s t  der klei~ste Bereich der de~ AxiomeJ~ 1- - IV ge~iigt. 

Offenbar folgt IV 2) aus IV I) wenn in jedem Versuche nut  endlieh viele 

Ergebnisse' mSglich sind, da dann jede Grundmenge n-ter Stufe nur in endlich 

viele Grundmengen (n+  I)-ter Stufe zerf~illt. 

Nut  zu Axiom V sind noch einige Worte  zu sagen. Wir waren in unseren 

vorbereitenden l~berlegungen konstruktiv vorgegangen, indem wit uns die Grund- 

mengen und ihre Wahrscheinlichkeiten gegeben dachten und aus diesem Material 

dutch die sukzessive aufgefundenen Forderungen neue Mengen, die Wahrschein- 

lichkeiten haben sollten, aufbauten. Durch dies Vorgehen war der Bereich ein- 

deutig festgelegt eben als die Gesamtheit der Mengen, die auf diesem Wege von 

diesem husgangspunkt aus erreichbar sind. Die Fassung der Axiome I - - I V  aber 

enth~ilt dieses konstruktive Element nicht. Durch sie also wird der Bereich nicht 

eindeutig festgelegt, sondern es ist denkbar, dass es zu dem kleinsten konstruk- 

riven Bereich echte Oberbereiche gibt, die auch den Forderungen I - - I V  genfigen. 

Axiom V formuliert also gerade das konstruktive Element unserer Uberlegungen 

mathematisch und erzwingt die Eindeutigkeit yon F .  In der Formulierung yon 

u ist das Wort  >;kleinster Bereich)) mathematisch sinnvoll, da der Durchschnitt 

beliebig vieler Bereiche, die den Axiomen I - - I V  bei gleichen Wahrscheinlich- 

keiten der Grundmengen geniigen, wieder ein solcher Bereich ist, der kleinste 

Bereich also als I)urchschnitt aller solcher Bereiche eindeutig definiert ist (vergl. 

Satz I, 3). Dies lehrt auch der Beweis zu 7, i. 

Die Axiome I und IV 2 sagen offenbar aus, (vergl. w 5), dass die Wahr- 

scheinlichkeiten der Grundmengen als Masse der Grundmengen angesehen wer- 

den diirfen. In dieser f~ichtung gibt fiber die Tragweite der Axiome folgender 

grundlegender Satz Aufschluss. 

Satz 7, 1. Alle ul~d nut  die 3le~gen geh6ren zu F ,  die einen zl-Inhalt ha- 

ben, wo ~.~ der Kb'rper der a-o-Mengen ist, und es gilt f i ir  jedes ~ aus F 

wenn als l~lasse der Grundmengen die Wahrscheiulichkeiten der Grundmengen ge- 

wa'hlt werden. 

Beweis .  Wir zeigen zun~chst, dass jede a-0-Menge ?[ zu F gehSrt und 

dass gilt (F, 9~) = L,(2), 



Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

sei die NormMform yon ~l. 

O~E'  I+E'  2+E'~+--  
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sei die Normalform yon O ~ B -  ~ .  

Wir  setzen 

?1~ = E1 + E~ + . . . .  ~ / ~ ,  

On = E', + E'~ -~ . + .~'~. 

N~ch I und I I  geh5ren ~ und O,, zu F und nach IV, I i s t  

(~: 9J,) = [ 9X, [ und (F, O,,) --  [O,~ [. 

Nach I I  geh5rt  auch B - - O .  zu F u n d  nach IV, t folg~ 

(F, O.) + (F, B -- 0n) = (F, B). 

Also is~ wegen (F, O,,) = IOn I u n d  (F, B) = [B I 

(F,B--On)=IB--O,I. 
Wegen 

lira ?[,~ ~- ~l und lim (B --O~) ~ B --  0 -- 9.I 

folgt nach Satz 5, 24 

? t ~  
und lim I B - - O n l  = I B - - O I  = I~t[. 

Fiir jedes e > 0 gibt es also, da die erste Folge monoton w~chst, die zweite mono- 

ton f~llt, ein ~1 und ein n2 so, dass gilt  

Hier~us folgt  

sonli~5 

Wegen  

19~, , ,1>19~1-~  una I B - O . . . I < I ~ I + ~ .  

o ~ I B - - O , , ~ I - - I ~ . , I  < 2~, 

o <= (F ,  B - -  ~,~,) - -  (F ,  ~ , )  < 2 , .  

folgt somi~ nach I I I ,  dass 9~ zu F gehSr~. 
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Da ausserdem gilt 

I~,,I = (F, 9~,,) < (F, 90 --< (F, B - -  Q,,) = I B - -  '~-1, 

und sowohl 19~,~] als aueh I B- -~ , , I  naeh 1911 konvergieren, folgt wie behauptet 

= 19 1 = 

Jetzt werden wir zeigen, dass wenn eine Menge 9[ einen z~-Inhalt hat, auch 

(F, ~I) existiert und dem Xl-Inhalt gleich ist. 

Es war 

i~,(~) = fin inf I~1,  

wo ~ ulle 9~ iiberdeckenden a-o-Mengen durchl~iuft und 

Z,,(~) = fin suv I~1, 

wo ($ alle in 9/ enthaltenen a-o-Mengen durehl:,iuft. 

Ist also ~,(~) = I~,(9~), so ist wegen I~1 ---- (~", a~) and I~1 = (F, ~) and 

wegen ~ > 2 > ~ der Sachverhalt yon Axiom I I I  erfiillt, (F, 9~) existiert also 

und es gilt (/;', 2 ) =  I,,(~l). 

Somit ist bewiesen, dass jede Menge, die einen Zl-Inhalt hat, zu F gehSrt. 

Zu zeigen bleibt, dass .iede Menge aus F einen x~-Inhalt hat. 

Nun geniigen aber die Mengen des KSrpers ~?.,, d .h .  die Mengen, die 

zt-Inhalte haben, den Axiomen I - - IV .  Dies ist fiir die Axiome I, I I ,  IV trivial. 

Fiir Axiom I I I  sieht man aber sofort, dass auf diese Art doppelseitig durch In- 

haltsmengen eingesehlossene Mengen der Inhaltsdefinition wegen ebenso zwischen 

a-o-Mengen eingesehlossen werden kSnnen, also aueh einen Inhas haben. Nach 

Axiom V ist also F = ~,.,. 

Hiermit ist restlos klargestellt, welche Mengen des einer Versuchsvorschrift 

zugeordneten Ruumes bei Annahme der Axiome I - - V  Wahrscheinlichkeiten haben 

und wie diese Wahrsche in l i chke i t en -  die der Grundmengen als gegeben voraus- 

gesetzt - -  zu berechnen sind, n~imlich rein formal nach den Regeln der Mass- 

theorie. 

Ob man diese Axiome, die sozusagen ein Minimum an Voraussetzungen 

sind, w~thlen kann oder weitere hinzufiigen muss, kSnnen nur die kommenden 

Untersuchungen lehren. Wir  werden sehen, dass sie vSllig ausreichen, werden 

aber in w Io und ~ 17 doch noch mSgliche Erweiterungen des Wahrscheinlich- 

keitsbegriffs durch ttinzunahme weiterer Axiome kurz andeuten. 
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Veral lgemeinerung der Begriffe aus w 7 durch wahrseheinl ichkei ts t reue 

Abbildungen. 

Die Vorstellung >>Versuchsvorschrift>>, deren mathematisches Korrelat der 

exakte B e g r i f f  >>Wahrscheinlichkeitsfeld>> war, enth~ilt nun zwei pbysikalisch 

qualitativ verschiedene Vorschriftsarten. Die erste regelt den Ablauf der Ver- 

suche selbst, die zweite bestimmt nur, auf welche Weise die Ergebnisse dieser 

Versuche notiert werden sollen. Man kann nun leicht die erste dieser Kompo- 

nenten konstant halten, die zweite aber variieren und so aus einer Versuchsvor- 

schrift neue erzeugen. Dieser Prozess muss natiirlich einer Erzeugung yon neuen 

Wahrscheinlichkeitsfeldern aus einem vorgegebenen entsprechen, wenn unser Be- 

griff >~Wahrscheinlichkeitsfeld>) verniinftig ist. Diese Frage wollen wit zun:,ichst 

durch Beispiele erl/~utern und dadurch zu einer Verallgemeinerung des Begriffs 

~) Wahrscheinlichkeitsfeld>~ fortschreiten. 

Hierzu variieren wir das Beispiel 2 aus w 7, indem w i r e s  auf verschiedene 

Arten ab~ndern und so neue abgeleitete Versuchsvorschriften erzeugen. 

a) Wir bilden eine abgeleitete Versuchsvorschrift durch die Festsetzung, es 

solle bei jede m Versuch nur notierb werden, ob der obere Index des Ergebnisses 

gerade oder ungerade ist. 

Die Gesamtheit der so entstehenden Realisierungen bildet offenbar einen 

neuen Nullraum B' und B' ist, wie man sofort sieht, stetiges Bild von B und 

das Bild jeder Grundmenge aus B ist eine Grundmenge aus B'. 

Die Frage nach der Wahrscheinlichkeit einer Teilmenge ~[ '<  B' also nach 

(F', ~') wiirde man mit der physikalischen Begriindung, dass nicht der empirische 

Sachverhalt sondern nur die Art des Notierens der Ergebnisse abge~indert wurde, 

dahin beantworten, dass (F', ~') dann und nur dann existiert, wenn das Ur- 

bild ~(9~') yon ~l' eine Wahrscheinlichkeit (F, ~(?l')) hat und (lass dann (F',9.1') 

dieser Wahrscheinlichkeit gleich ist. 

fl) Wir bilden eine andere abgeleitete Versuchsvorschrift durch die Fest- 

setzung, es solle nur jedes zweite Versuchsergebnis notiert werden. 

Auch hier bilden die neuen Realisierungen einen Nullraum B', der stetiges 

Bild yon B ist und das Bild jeder Grundmenge aus B ist Grundmenge aus B'. 
Die Frage nach der Wahrscheinlichkeit einer Teilmenge 9~'< B' wiirde man 

wie bei a) beantworten. 
38--32511. Acta mathematica. 60. Imprim(i le 30 d$cembre 1932. 
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7) Wir bildeu eine andere abgeleitete Versuchsvorschrift durch die Fest- 

setzung, es solle stets das 2wte Versuchsergebnis genau vor dem (2n~I ) - t en  

(n = t, 2, 3, .--)  notiert werden. 

Aueh hier bildet die Gesamtheit der so entstehenden Realisierungen einen 

neuen Nullraum B' und wiederum ist B' stetiges Bild yon B und das Bild jeder 

Grundmenge aus B ist wieder Grundmenge in B'. 

Aueh die Frage nach der Wahrscheinliehkeit einer Teilmenge ?~[' < B' wiirde 

man wie bei ,) und t~) beantworten. 

~) Wi t  bilden eine abgeleitete Versuchsvorschrift (lurch die Festsetzung, 

es sollen nur solehe Realisierungen als Realisierungen der neuen Vorschrift gel- 

~en, die einer Teilmenge ~l yon B angehSren, fiir die (F, ~ ) #  o existiert. 

Die Gesamtheit der jetzt mSglichen Realisierungen bildet offenbar den Raum 

B ' =  2 ,  der stetiges Bild einer Menge aus 1.' (niimlieh ?I) ist. Offenbar ist das 

Bild jeder Grundmenge in 9~ Grundmenge in B'. 

Die Frage naeh der Wahrscheinlichkeit einer Teilmenge 9/' von J3' wiirde 

man dahin beantworten, dass (F', ~{') dann und nur dann existiert, wenn das 

Urbild ~f)(?[') yon ?{' eine Wahrseheinliehkeit (F, ~t,(9~')) hat und dass dann gilt 

(F ' ,  = (t ' ,  (F,  

Es handelt sich nun darum, das gemeinsame dieser Beispiele herauszusch~ilen. 

Wir sehen hierbei folgendes: 

I) Jedesmal ist die Gesamtheit B' der Realisierungen der abgeleiteten Ver- 

suchsvorschrift stetiges Bild einer Menge ?[ aus dem zu B gehSrigen F,  fiir die 

(F, 9A)# o gilt. In den F~illen ")--7) ist diese Menge ~[ B selbst. 

2) Jedesmal ist das Bild jeder Grundmenge des Urbilds yon B' eine Grund- 

menge in B', a fo r t io r i  ist also das Bild jeder offenen Menge des Urbilds yon B' 

eine offene Menge in B'. 

3) Jedesmal scheint das System F '  der Mengen aus B', die Wahrscheinlich- 

keiten haben, aus allen und nur den Teilmengen ~[' yon B' zu bestehen, deren 

Urbilder ~p(9.1') zu F gehSren. 

4) Die Wahrscheinlichkeiten (F', ~I') der Mengen aus F'  sind dem Gefiihl 

nach denen der Urbilder W(9/') in F gleich bis auf den ~ormierungsfaktor 

I: (F, ~O(B')). (Ira Falle a)--y) ist dieser Faktor I, da dort W(B')= B ist.) 

Definition 8, 1. Ist B' stetiges Bild einer Menge ?l des 1t-W-F F u n d  ist 

das Bild jeder in ~p(B') offenen l]lenge often in B', so heisst das System deJjenigen 
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yon B', dere~ Urbilder ~p(9/') ~ienge~ aus F sind, iukI. der Be- 

(F ' ,  9/') = (F,  

ein w a h r s c h e i n l i c h k e i t s t r e u e s  B i l d  von F.  Natiirlich ist (F, 9/) ~ o vora,tlsgesetzt. 

Es handelt sich nun darum, zu priifen, ob diese Uberlegungen mit Defini- 

r 7, I vertr~glich sind und keinen neuen Wahrscheinlichkeitsbegriff impli- 

zieren, falls B' ein vollst~ndiger Nullraum ist. Dann n~tmlich miisste ja F '  ein 

H - W - F  sein. Dies lehrt folgender grundlegender 

Satz 8, 1. Jedes wahrscheinlichkeitstreue Bild elves H-IV-I/  F geniigt den 

Axiomen I - - V ,  we~m in I) und IV) die Gruudmengen aus B dutch Grundmengen 

aus B' ersetzt werden. 

Beweis .  Bezeichnen wir das wahrscheinlichkeitstreue Bild von 9/ aus F 

mit F ' ,  so miissen wir also zeigen, dass in F '  die Axiome I - -V  erfiillt sind. 

Ist  E'  Grundmenge in B', so ist E '  in B' a-o-Menge nach Satz 4, 5. Das 

Urbild ~p(F') ist somit naeh Satz 3, 3 a-o-Menge in 9 / =  ga(B'). Naeh Satz 5, 7 

hat die z~-Begrenzung yon 9/ das Mass o. Der Begriff zz-Begrenzung deckt sich 

mit dem der gewShnlichen Begrenzung (Definition 2, 3). Somit ist die • 

zung der a-0-Menge ~p(E') in 9/ ein Tell der Begrenzung yon 9/, hat also a forti- 

ori das Mass o. Nach Satz 6, 7 hat also ga(E') einen Ul-Inhalt und gehSrt somit 

nach Satz 7, I zu F .  Somit gehSrt E '  nach Definition 8, I zu F ' .  F '  enthiilt 

somit jede Grundmenge aus B', wie es Axiom I verlangt. Dass (F', B ' ) =  I i s t ,  

folgt aus Definition 8, I Unmittelbar. Axiom i i s t  also in F '  erfiillt. 

Ferner gilt Axiom I I  in F ' .  Nach Satz 3, I ist n~mlich das Urbild einer 

Summe resp. einer Differenz die Summe resp. die Differenz der Urbilder der bei- 

don Mengen. GehSren diese Urbilder also zu F ,  so auch, da F KSrper ist, ihre 

Summe und ihre Differenz. Darum gehSren deren Bilder zu F ' .  

Nun muss die Giiltigkeit yon Axiom I I I  in F '  gezeigt werden. Wir  neh- 

men daher an, dass es zu einer Menge ~ '  < B' fiir jedes t > o zwei Mengen 9/' 

und 93' aus F '  gibt, so dass gilt 

9/' > !l~' > ~ '  

und ausserdem 

I ( F ' ,  - ( F ' ,  < 

und miissen zeigen, dass dann 9)~' zu F '  gehSrt. 
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Aus ~'  > 9)~' > ~ '  folgt ~(~') ~ (p(9)~') ~ ~0(~'). Ferner folgt aus der obi- 

gen Ungleichung 

> i ( t" ,  ~ ' )  - (F ' ,  -W) i = I (F ,  ,'A'~')) - -  it ' ,  ,i,('~'))I : ( r ,  ,,,(~')) 

I(F, ~(~'))  - (F, ,~(~')) I. 

D~t O(~[') und ~t,('~') zu 1" gehSren, folgt also, dass naeh Axiom I I I  ~(9)~') zu 1~' 

gehSrt. Daher gehSrt .q]~' zu F '  und Axiom I I I  gilt in 1"'. 

Um die Giiltigkeit yon Axiom IV in F '  zu beweisen, zeigen wir, dass wenn 

~'  ~us F '  sis Summe yon abziihlb~r vielen paarweise fremden Mengen ~;[', aus 

F '  dargestellt ist, stets gilt 

(~ ' ,  ,a') = ~ IF' ,  ~',.), 
I 

denn diese Formel enth~ilt sowohl IV I) als auch IV 2). 

muchten Ann~hmen ist n~imlich 

,,,(,~') = F ,  ~i~F,.),  
r 

Bei den eben ge- 

wo such die Summanden rechts fremd sind. 

Da diese als zu l'" gehSrig, z~-Inhulte h~ben, die den Massen gleich sind, 

fotgt nach Satz 5, 2o 

(~', ~(~')) = ~ (1", ~/~',.)). 

Multiplizieren wir diese Gleiehung mit I: (F, (p(B')), so erh~ilt man wie behauptet 

(~", ~')  - E (F' ,  ,~',). 
r 

Axiom IV gilt also in F ' .  

Somit bleibt nm' noeh zu zeigen, dass aueh Axiom V fiir F '  erfiillt ist. 

Wir wolien beweisen, dass jede Menge 9)~ < B', fiir die I~,[~(9]~)] existiert, 

von oben und unten so zwischen a-0-Mengen aus B' eingesehlossen werden k~nn, 

dass deren Bewertungen in 1"' sich beliebig wenig unterscheiden. Ist  dies erfiill- 

bar, so gehSrt ~)~ nach Axiom I I I  offenbar zum kleinsten Bereich, in dem ulle 

Axiome gelten, d~ ja die a-o-Mengen in B' diesem angeh5ren. 

Um dies zu zeigen, ordnen wir jeder beliebigen Menge ~)~ ~ B' zwei Zahlen. 

zu, n~mlich 
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I(~'~(~) = fin s~p (F', . ) ,  

wo a Mle in 9)~ enth~ltenen a-o-Mengen ~us B' durehliiuft  und 

I("') (9)5) ---fin inf (1,", fi), 

w o f i  Mle 9)~ enthultenden a-0-Mengen aus B' durchl~iuft. 

Wi r  beweisen entspreehend wie S~tz 6, 3 die Gleiehung 

Durehli~uft n~mlieh d ~lle a-o-Mengen ~us B', die die Bedingung erfiillen 

und a' ~lle die, fiir die gilt 
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so ist offenb~r die 5Ienge der a' identisch mit der Menge der B ' - - d .  Also gilt 

I(~')(.~X) = fin sup (1 '~', B ' - - d )  = fin sup (F, ~ ( B ' - -  d)): (F, '~(B')) 

: fin sup (F ,  ~p(13') -- ~p(d)): (F, ~p(B')) = fin sup [{(F, ~(B')) -- (F, ~p(d))} : (F, ~(B'))] 

: I - -  fin inf (F, ~p(d)): (F, ~p(B')) = I - -  fin inf (F' ,  d) = I --  i (~ ' )(B ' -  9J~). 

Somit ist die behuuptete  Gleichung bewiesen. 

Ferner  m~chen wir die triviale Bemerkung, dass fiir jede in B' offene Menge 

o. der Norm~lform 

gilt 

I(~')(a) >_- E (F', E~). 

Nunmehr  habe ~p(~) • und ~ sei der offenc Zl-Kern yon tp(9)?). 

Bild yon 

~(~) =.o~ = E,E~ 

Das 

ist in B' often, da d~s Bild jeder Grundmenge in ~ in B'  often ist. 

Ferner  gilt offensichtlieh 
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Da die ~p(E,) paarweise fremde a-o-Mengen in 91 sind, folgt 

Also folgt, da ~t~(~) • hat 

I(B')(~)  ~ i ( . ' ) (~ )  ~ I.,(~..)" I , , ( ~ p ( ) )  = I,,(~p(9.)~)): 1.,(g,(B )). 

Fiir B'--93~ gilt entsprechend 

I(")(~'--9)~) > r,,(~(l~'--:~.~)) : Z~,(~(B')). 

Andererseits bestehen die Gleichungen 

i I~')(9.~) + I ~')(B' -,1)~) = ~, 

und da ~p(:))~) und ~,(B'--:).)~) x,-Inhalt haben 

L,(t/)(W)) + L,(r I.,(ga(B')). 

Dividiert man die letztere durch I~,(~(B')), so folgt wegen der Ungleichungen 

sofort durch Subtraktion 

somit a fortiori 
.r(,,,)(~.~) = s  J, , (~,(~ )). 

Daher gilt 

I ~ ' ~ 0  -~) = ~(~')0.)~). 

Dies aber bedeutet ja gerade, dass a-o-Mengen der gesuehten Art in B' existieren. 

Hiermit ist Satz 8, ~ bewiesen. 

Definition 8, 2. Ein H - W - F  oder ei~ wahrscheinlichkeitstreues Bild eines 

H - W - F  heisst ein Wahrscheinlichkeitsfeld (W-F). 

Nunmehr beweisen wir 

Satz 8, 2. [st F "  ein wahrscheinlichkeitsb'eues Bild der Menge 91' aus F '  

und ist I / '  ein wahrscheinlichlceitstreues Bild der J][enge 91 aus dem H - W - F  F ,  so 

ist F "  auch wahrscheinlichkeitstreues Bild einer 3le~ge 9~ o des H - W - F  F.  
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Beweis .  Is t  A eine Menge aus F", so ist nach Satz 3, 2 ~/ stetiges Bild 
~p' einer Inhaltsmenge ~po(~/) aus F .  Hierbei ist Zpo(_4 ) = ~(~p'(A)), wo die Vr- 

bilder der Mengen aus F "  in ~'  und ~p die Urbilder der Mengen aus F '  in 9.I 

angibt. Bezeichnet B" resp. B'  die grSsste l~Ienge aus F"  resp. F', so ist nach 

Definition 8, 2 

(F", A) = (r ' ,  ~ '(~)):  (F', ~'(B"~), 

(F', ~'(~)) = (~, ~ (~'(~))): (F, ~(B')), 

(F', ~'(B")) = (F, ~(~p'(B"))): (F, ~(B')). 

Daher folgt 

(F", ~) = (F, ~o(~)): (F, ~o(B")). 

Dass jede Grundmenge aus 

ist klar. 

91o : ~o(B") in eine offene Menge in B" iibergeht 

w  

Das t[itufigkeitsmodeil. 

Bisher h~tten wir die Zuordnung der Wahrscheinlichkeiten zu den Mengen 

eines W-F abstrakt dutch die Axiome charakterisiert. Es ist nun von  grSsster 

Bedeutung, dass man fiir jedes W-F diese Zuordnung und dadurch alle S~tze 

der Wahrscheinlichkeitsrechnung gleichzeitig durch Grenzwerte von relativen 

H~ufigkeiten in gewissen Modellen realisieren kann. Dadurch allein n~mlich 

wird die Anwendbarkeit der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Gegenst~nde der 

Natur gesichert, denn ohne die /~lSgli6hkeit dieser Realisierung g~ibe es keinen 

gangbaren Weg zur experimentellen Ermittlung yon Wahrscheinlichkeiten und 

zur experimentellen Nachpriifung der durch die Wahrscheinlichkeitsrechnung in 

konkreten F~llen errechneten Resultate. 

Zur Definition der Modelle eines W-F, also einer Versuchsvorschrift fiihrt 

eine heuristische ~berlegung, die natiirlich nut  den Wer t  einer Plausibilit~tsbe- 

trachtung hat. Die mathematische Brauchbarkeit und auch die Widerspruchs- 

freiheit der Definition muss dann sparer erwiesen werden. 

Wir fragen uns zun~chst, wie denn die Wahrscheinlichkeit einer Grund- 

eigenschaft (Grundmenge) fiir eine bestimmte Versuchsvorschrift experimentell 

zu bestimmen ist? Darauf wird jeder Physiker antworten, dass man eine Folge 

yon Versuchsserien, deren jede soviel Versuche enth~lt, wie die Stufenzahl der 

Grundmenge betr~gt, herstellen und den Grenzwert der rel~tiven H~ufigkeit der- 
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jenigen Serien der Folge, die die Grundmenge darstellen, als Wahrscheinlichkeit 

w~hlen muss. Die Existenz dieses Grenzwertes wird also vorausgesetzt. Nun ist 

aber die Versuchsvorschrift ja erst dutch die Wahrscheinlichkeiten aller ihrer 

Grundmengen festgelegt. Da es unter ihnen solche beliebig grosser Stufe gibt 

(fiir die also oben die Versuchsserien beliebig lang sein miissten), werden wir 

zwecknfiissig unser Bild dahin erweitern, dass man sich eine Folge yon unbe- 

schr~inkten Serien (Realisierungen) angestellt denkt und voraussetzt, dass ffir jede 

Grundeigenschaft in dieser Folge der Grenzwert der relativen H~iufigkeit der- 

jenigen Realisierungen existiert, die diese Eigenschaft haben, und dass dieser 

Grenzwert der Wahrscheinlichkeit dieser Eigenschaft gleich ist. Ganz allgemein 

wird man nun verlangen miissen, dass auch fiir jede Menge des der Versuchs- 

vorschrift zugeordneten ~V-F in dieser Folge der Grenzwert der relativen H~iufig- 

keit der zu dieser Menge gehSrigen Realisierungen existiert und der Wahrscheiu- 

lichkeit der Menge gleich ist. Natiirlich ist es yon grSsster prinzipieller Wich- 

tigkeit, dass dies alles fiir eine einzigc Folge yon Realisierungen gilt,, denn nur 

dann ist ja die Idee, die Wahrsctleinlichkeiten einer Versuchsvorschrift durch 

Grenzwerte yon relativen Hiiufigkeiten zu konkret,isieren, iiberhaupt sinnreich, 

nicht, aber, wenn die Realisierung gewisser Wahrscheinlichkeiten einer Versuchs- 

vorschrift, die gleichzeitige Realisierung anderer Wahrscheinlichkeiten derselben 

Versuchsvorschrift unmSglich macht,. ~ 

Diese tJberlegungen wollen wir priizisieren: 

Definition 9, 1. Ist  I:" ei~ I I :F .  so heisst jede ~e~dl iche Matr ix  I", dere~ 

Spatten P ~ k t e  des zt~ F gehSrige~ tla~n~es It si~d, ei~ Modell ~'o~ 1,', w e ~  

fi'ir jede .~[e~ge ?[ aus 1'" in F tier Gre~z~e'ert der relati~'e~ Hii~figkeit de~enige~ 

Spalten, die Pt~*kte at~s 91 si~d, exi.~'tiert m~d der W(thrschei~dichkeit (F, ?l) gleich ist. 

i Anmerk .  Aus  d iesem Grunde  hahe  ieh gegen  die Iden t i f i z i e rung  yon Wahr sche in l i chke i t s -  

r e c h n u n g  u n d  Mass theor ie ,  ~vic sie yon m a n c h e n  Sei ten gei iht  wird, die s t i i rks ten  Bedenken .  D e n n  

die G e s a m t h e i t  der Masse  ltisst s ich s icher  n i ch t  m e h r  in e iner  e inz igen  Folge  real is ieren,  da  ja  
i m  a l l geme i nen  jeder  P u n k t  das  Mass  o ha t ,  die Menge  der P u n k t e  der Folge  also auch ,  wiihrend 

sie in der Folgc s icher  die I) ichtc  I ha t .  Man ki innte  n u n  g lauben ,  dass  das  g e n a n n t e  Bedenken  

aueh  auf  die s o g e n a n n t e n  s t e t igen  W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n  - -  die bier  n i ch t  b e h a n d e l t  werden  - -  

zutr~ife und  desha lb  der  U n e n t h e h r l i c h k e i t  dieser  W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n  wegen  zt l r i ickzuweisen wSrc. 
Man  s ieh t  aber  sofort ,  dass  die K o n s t r u k t i o n s m e t h o d e  vom Beweis  zu  Satz  9 , ' -  s ich au f  jeden  
R a u m  m i t  abz/ ih lbarer  Bas is  a u s d e h n e n  lfisst, in dem es I n h a l t s t h e o r i e n  gibt.  Somi t  g ib t  es anch  

ftir s te t ige  W ahr sche i n l i chke i t s f e lde r  s t e t s  Punk t fo lgen ,  in denen  jede Menge  des  Fe ldes  die rich- 

t ige Dich tc  ha t .  Der g e n a n n t e  Ein~vand gegen  das  ge~iusserte Bedenken  entf~illt somi t .  (Die Aus-  
d e h n u n g  der ganzen  Arbe i t  au f  s te t ige  W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n ,  so dass  diese und  die d i skon t inu ie r -  

l i chen  gle ichzei t ig  e r fass t  werden,  is t  i ibr igens  fas t  t r iv ia l  u n d  wird  in  e inem in Vorhe re i t ung  

bef indl ichen L e h r b u c h  du rchge f i i h r t  werden.)  
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Ist  /~ Modell yon F ,  so benutzen wir von jetzt  ab durchgehend folgende 

Beze ichnungen:  

I)  a ( F ,  9/)k: Anzahl  der Spalten von F bis zur lenten inkl., die zu der Menge 

9/ aus F geh5ren. 

- -  I a 
2) "(F, 9/)k = ~ (F, 9/)~: Relative Hi~ufigkeit yon 9 / in  F bis zur/~-ten Spalte inkl. 

3) (F, 9 / )~ - l im r(~, 9/)k, falls dieser Limes existiert. 

Satz  9, 1. L~t F ein W-F, so ist ei~e Matrix F*, deren Spalten Puukte 

des zu F gehSrigen Baumes B si~d, dauu uud mtr dann Modell vo~ F,  wenn fi'ir 

jede Grundmenge .E aus F gilt 

lira ~(F*, E)k = (F, E) .  

Es wird also fiir F*  die Existenz dieses Grenzwertes und die Gleichheit  gefordert .  

B e w e i s .  Das ~)nur dann,) ist nach Def. 9, I trivial. Es bleibt somit zu 

zeigen, dass die Bedingung hinreichend ist. Man sieht zuniichst, dass fiir jede 

a-0-Menge 9/ aus F gilt 

lira "(F*, 9/)k ---- (F, 9/). 

Es is~ ni~mlich auch B - - 9 /  a-o-Menge und man hat  die Normalformen 

9/=E~ + E~ +.E~ +... 

~ - 9 / =  E', + E; + E~ + . . . .  

Daher  folgt  

und 

lim *(F*, 9/)k >~ ~,  (F*, E.) ---- . ~  (F, E,,) = (F, 9/) 

aim r(F*, ~ - 9/)k ->_ Y, (F*,  E' , )  = Z (F, Z' , )  = (1, ~, B - -  9 / )  

Man hat  also 

i -~ lim ~(F*, 9 / +  (B - -  ~))k >---- lim ~(F*, 9/)k + l im ~(F*, B - -  9/)k ~ (/7', ~)  + 

-~ ( / 7 ~ , B - 9 / )  = I .  

Hieraus aber folgt die Existenz des Grenzwertes und die Gleiehung 
39--32511. Acta mathematica. 60. Imprim~ le 31 d6cembre 1932. 
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lim ' (F*,  ?l)k = (F,  ~l). 

Je tz t  aber zeigt sich sofort, dass fiir jede Menge 9/{ aus F gilt  

lim "(F*, 9~)k --  (F, 9.[). 
k ~  ar 

Weil 9/ zu F gehSrt, gibt es nach Satz 7, I resp. 8, I zu jedem ~ > o zwei a-o- 

Mengen ~l~ und ~ ,  so dass ~[~ ~.~[ ~ ;  und (~, 9~)-- (F,  ~ ) <  ~ gilt. 

Man hat  aber 

(F, ~,) = lira r(F*, ~f~)e ~ lim r(F*, 9/)k ~ lira r(f'*, ?l)k -->__ lira "(F*, !~,)k = (F, !~,). 

Somit ist 

lim r(l"*, 9~)k --- lim r(l"*, 9~)~ = (F, ~[) 

und der Satz ist bewiesen. 

Durch diesen Satz haben wir erreicht, dass an die Stelle der iiberabzghlbar 

vielen Forderungen (niimlich fiir ]ede Menge aus F) ,  die Def. 9, i an das Mo- 

dell 1,' stellt, nur  noch abz~ihlbar viele treten, niimlich nur  die Forderungen fiir 

die Grundmengen.  Hierauf  kSnnen wir nun den Existenzbeweis fiir die Mo- 

delle griinden, denn ihre Existenz ist ]a bisher nicht  ge s i che r t .  

Satz 9, 2. In. jedem W-I, '  F gibt es mindestens ein Modell  F .  

Bewe i s .  Der bequemeren Bezeichnung wegen beweisen wir den Satz zu- 

n~ichst fiir H - I V - F s  und iibertragen ihn dann auf abgeleitete IV-F's, t rotzdem 

der erste Beweis bei Anderung der Terminologie schon den zweiten enthiilt. 

a) Um F fiir ein H- W-F zu konstruieren, belegen wir zuniichst eine Folge 

~P von Leerstellen mit  den beiden Symbolen U und W so, dass die relative 

Hgufigkeit  yon U in ~p gegen einen vorgegebenen W e f t  ~, o ~ ~--< I strebt, die 

von W also gegen i - - ~ .  

W i t  wollen die Besetzung von t/z so regeln, dass fiir jedes k gilt  

~) '(,p, u)~ =< ~, 

2) "(~p, U)~ ist mSglichst gross. 

Dies Verfahren leistet offenbar das Verlangte, ist eindeutig und erzwingt, dass 

wenn ~ = o  ist, U nie auf t r i t t  und wenn I - - ~ = o  ist, W nie auftr i t t .  Endlich 

ist jeder Platz yon ~ genau einmal besetzt. Es soll bezeichnet werden durch 

t~ [~; U, .]. 
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b) Es sei U1, Ue, Ua, . . .  eine Folge yon messbaren Mengen, deren Mass 

yon o verschieden ist und unter diesen Mengen soUen auch alle Grundmengen, 

deren Mass (Wahrscheinlichkeit) nicht o ist, vorkommen. Wir  setzen ferner: 

W,~ = B -- L;,. 

Nunmehr wollen wir eine Matrix 1"* aufbauen, deren n-te Zeile nur aus 

den Symbolen U,, und Wn besteht. Bezeichnet also V,~ entweder U,~ oder W,~, 
so sind die Spalten der Matrix Folgen 

v, r,, v ,  v ~ . . .  

Diese Matrix F* soil so gebaut werden, dass folgendes gilt: 

I) Bezeichnet ~(F*, V 1 V~...  V,~)k die Anzahl der Spalten aus l,'* bis zur 

k-ten inkl., die mit V~ Vs. . .  V~ beginnen, so soll gelten 

lira "(F*, V. Vs. . .  V,)~ = I ~, v~. . .  v,, I, 

wo rechts das Mass des Durchschnitts der Mengen V1, V2 , . . . ,  V,, steht. 

2) V 1 V s . . .  V,~ trit t  in F* als Anfangsabsehnitt yon Spalten nur auf, wenn 

] V1 V~...  V~] # o ist, also wenn a fortiori dieser Durchschnitt nicht leer ist. 

Die erste Zeile ~ der Matrix F* wird nach der Vorschrift belegt 

Somit gilt 
, [~ ;  u~, I u~ I]. 

lim "(P*, v~)k = ] vi i  

und V s trit t  nur auf, falls ] V 11 ~ o ist. 

Die zweite Zeile ~p~ der Matrix F* zerlegen wir in 21 Teilfolgen ~)v,, je 

nachdem ob fiber einem ihrer Pl~tze bereits das Symbol U1 resp. das Symbol W~ 

steht. Nunmehr belegen wir ~Pv~ nach tier Vorschrift 

, [~,,; u~,iv1usl:lvll]. 

0ffenbar gilt dann nach Konstruktion 

also 

Somit gilt 

a(F$, V 1 V~)k a(~)V*' V~)a(F*, Vt)k' 

"(F*, V~ ~)k = r(F*, Vl)k. "(~v,, V~)o(F, v,)~.. 
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lim ~(/?'*, V~ V~)k = I v11 I I r5 v~ I: I v,  I1 = I v,  ~ I 

und die Kombinat ion  V 1 V~ tr i t t  nur auf, falls I V~ I~] r o gilt. Dann also ist 

a fortiori  der Durchschni t t  der Mengen V~ V.2 nicht  leer. 

Die drit te Zeile ~ps der Matrix F* zerlegen wir in 2 ~ Teilfolgen tpv, v ,  je 

nachdem welche der 2 ~ Kombinat ionen  iiber einem der Pl~.tze Yon ~Ps stehen. 

~Pv, v, belegen wir nach der Vorschrif t  

u ie,-,,-:; u~, I v ,  v ,  g.~l: I v ,  )511. 

0ffenbar  ist naeh Kons t rukt ion  

also 

Somit gilt 

. (F* ,  v ,  v.. v~),: = ~ ,~, v~)o~.., v, ,-..>~, 

'(E*, v,  v ,  v~)~ -- r(l"'*, V, V,),. ~(0",".- V~)o(~,., ,., ,.~. 

lim r(F*, 1>~ 1"2 V3)k = I V, l:~ I {1 V~ V~ V~ l: I Vx ~ l} = I V~ V~ V31 

und die Kombinat ion  l~ V~ V 3 t r i t t  nur auf, falls [V~ Ve I ~ 1 r  o gilt. Dann  ist 

also a fortiori  der Durchschni t t  der Mengen l~ l~ Va nicht leer. 

Nach dieser Methode fahren wir unbegrenzt  for t  und erhalten eine Matrix 

F*,  die den Anforderungen I) und 2) geufigt. 

Bezeiehnet nun "(F*, V~)k die Anzahl der Male, die das Symbol  V~ in den 

k ersten Spalten auftr i t t ,  so gilt 

o(F,, L~)~ = Z~ V, Vs. . .  L, - ,  V,& 

wo fiber alle 2 "-~ MSgliehkeiten ffir V t V s . . .  I;,-1 zu summieren ist. 

Somit folgt  

lira ~(F*, Vn)k --~ Z I V, l ~ . . .  I ~ - ,  V,, ] = I V,) 2 l~ V2 . . .  V,-~ I = I V,, I, 

da ja  die 2 "-~ Durchschni t te  V 1 V2. . .  V, - I  (unter denen natiirlich leere vorkom- 

men diirfen) eine Zerlegung yon B in paarweise fremde messbare Mengen bilden. 

c) Wi r  stellen nunmehr  aus F*  ein iVIodell F fiir F her. Wi r  ersetzen zu 

diesem Zweck die m-re Spalte yon F *  durch irgend einen P u n k t  yon B, der dem 

Durchschni t t  l~ l~ . . .  I ~  ihres Anfangsabschni t tes  der Liinge m angehSrt.  Dieser  
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ist ja  nach 2) hie leer. Die so erhaltene Folge yon Punk ten  aus B ist unser 

Modell F yon F ,  denn mi~ h5chstens n - -  I Ausnahmen  gehSrt  ja  die k-re Spalte 

dieses /~': dann und nur  dann zur Menge Un, wenn in der Matrix F*  in der k-ten 

Spalte U,, auftrat .  Ferner  befinden sieh unter  den U die Grundmengen  E und  

sie haben, wie bewiesen, in F die Dichte I E I  : (F, E) .  Nach  Satz 9, I haben 

wir also ein Modell vor uns fiir das H - W - F  1". 

Um nun auch die Existenz eines Modells F-' fiir ein abgeleitetes W-F If' 

zu erweisen, fiberlegen wir nur, was die wahrscheinlichkeitstreue Abbi ldung eines 

H - W - F  F fiber seine Menge 91 bedeutet. 0ffenbar,  dass aus dem Modell i~' ffir 

F ein Modell ~" ffir F '  entsteht,  wenn man in _F alle nicht  zu 91 geh5rigen 

Spalten streicht und jeden der restlichen Punk te  dureh sein Bild ersetzt. 1 

Der  bewiesene Sat.z berecht igt  uns zu folgender 

Definition 9, 2. [st F ein W-F, so heisst die Gesamtheit aller Modelle F von 

F die Modellklasse ~ von F.  

/[etzt sind wir in der Lage, einen prinzipiell wiehtigen Satz zu beweisen, 

der lehrt, d a s s  wir auch vom Grenzwertbegriff  ausgehend, h~tten die Wahr -  

scheinlichkeitsrechnung begriinden kSnnen, start  die Axiome als Grundlage zu 

w~hlen, d . h .  also, dass beide Ausgangspunk~e mathemat i sch  vSllig gleichwert ig 

sin& 

Satz 9, 3. Ist F Modellklasse des H-W-F's F,  so gibt es zujeder Teilmenge 

9I yon B zwei Modelle _~ und _~ aus i / ,  so dass gilt 

und 

lim " ( ~ ,  91)~ : I(9~), 

lira r(F , 91)k = i(91).  
k ~ o o  

Ehe wir diesen Satz beweisen, wollen wir seinen Inha l t  noch n~her disku- 

tieren. 

1 Anmerk. Nebenbei bemerken wir zu diesem Beweis, dass er lehrt, dass man sogar Mo- 
delle finden kann, in denen abz~hlbar viele beliebige vorgegebene messbare Mengen Dichten be- 
sitzen, die mit ihrem Mass iibereinstimmen, denn man braucht diese Mengen ja nut unter die 
Mengen U der Konstruktion aufzunehmen. Da der kleinste Ring fiber abz~hlbar vielen Mengen 
wieder abz~ihlbar viele Mengen enth~lt, gibt es also Modelle /~, in denen auch fiir alle Mengen 
eines beliebigen solchen Ringes Dichten existieren, die gleich dem Mass sind, also auch fiir den 
zugehSrigen KSrper, also auch ffir den zugehSrigen InhaltskSrper. (~brigens lassen sich durch 
leichte Ab~nderung der Konstruktion auch Modelle herstellen, in denen alle Mengen eines grSs- 
seren KSrpers, als das W-F ist, Dichten besitzen, wo fiir nicht zum }V-F gehSrige Mengen Dichte 
und Mass verschieden sind. 
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Nach Satz 7, i sagt er, dass nur fiir die Mengen yon i" in allen Matrizen 

der Modeilklasse der Grenzwert der relativen Hiiufigkeit konstant sein kann. 

Wir kSnnen aiso yon der Modellklasse 1" ausgehend die Mengen von F u n d  

auch ihre Wahrscheinlichkeiten kennzeichnen als Gesamtheit derjenigen Teil- 

mengen von B, fiir die in jedem Modell der Klasse der Grenzwert der relativen 

ttiiufigkeit konstant ist und ihn dann die Wahrscheinlichkeit der Menge nennen. 

Satz 9, I lehrt ferner, dass man die Modellklasse yon F auch ohne Benutzung 

yon /;' als Gesamtheit der Matrizen beschreiben kaan, in denen ffir alle Grund- 

mengen die entsprechend gleiehen Grenzwerte existieren. Diese Kennzeichnung 

erfolgt also allein durch die den Grundmengen zugeordneten Zahlen. Dies zu- 

sammen besagt also, dass man tats~ichlich yon der Matrizenklasse ausgehend 

das zu F gehSrige Mengensystem und seine Wahrscheinliehkeiten erhalten und 

somit dann unsere Axiome als S~itze beweisen kann. 

Der Standpm2kt der Hh'~gkeitstheorie ist also mathematisch vSllig gleichwertig 

mit dem bier gegebe~en abstrakte~ Aufbaa. 

Jetzt wollen wir Satz 9, 3 beweisen. Der Gedankengang ist folgender: 

Beweis.  Ist eine beliebige Menge 9 ~  B vorgegeben und ~ ihr Kern 

(Def. 6, 5; da B ein vollstiindiger Nullraum ist, ist der Kern eindeutig), so wird 

zuni~chst ein Modell /F aus F angegeben, fiir das gilt 

r i lim ( ~ ,  2)k  : I ( ~ ) .  

Dann gilt nach Satz 6, 7 auch 

lira ~(I,',, 9/)k = I(~). 

Nach Satz 6, 3 gilt weiter 

I0~ ) = i - -  I ( B -  ~ ) .  

Analog wie eben zu 9X das Modell i"1 gew~hlt wurde, wird nun ein Modell F ,  

aus ~ gew~hlt, so dass gilt 

Der Gleiehung 

wegen folgt also 

lim r(~;2, B - -  9A)k = I ( B  - -  9~). 

I = lira '(/~, ?l)k + l i m  r ( 2 ~ ,  B - -  ~ )k  

lira "(F_o, 9/)k = I -- I (B  -- ~) = [(~), 
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Was  gezeigt werden muss ist also nur, duss es zu jedem 9/ mit  dem Kern O ein 

Modell F gibt, so dass gilt  

l i m  = j r ( Q )  

Nun kSnnen wir aber wegen j r (Q)=  I Ol die Menge O unter  die U im Beweis 
~p 

yon Satz 9, 2 aufnehmen,  Es gibt also ein Modell F ,  so dass gilt 

lim ~(x~;', 0)k = 19 1 = I ( 0 ) .  

Dies F-' wollen wir so ab~ndern, dass das gewiinschte Modell F entsteht,  fiir 

das gilt  

lim "(F, 9/)k = jr(Q). 
] ;~oe  

Diese Abi~nderung geht  so vor sich, dass die zu 0 gehSrigen Punkte  yon F '  

ungeiindert bleiben nnd aueh kein neuer solchen P u n k t  hinzutr i t t ,  aber alle 

Punkte  yon 9 / -  0 = }}t vertilgt werden. 

Es seien P'1, P'~, P'8, . . .  die Punkte  yon F '  ihrer Reihenfolge naeh, die zu 

~ gehSren, also zu 91 aber nicht  zu 9 .  Nun benutzt  man, dass, da O als Summe 

aller in 9/ enthal tenen Grundmengen erkli~rt ist, es in jeder Grundmenge,  die 

P~ enthiilt, noch nieht  zu 9/ gehSrige Punkte  gibt. Man kann also die Spalte 

P~ so fief unten  wie man will, noeh so abi~ndern, dass ein nieht  zu 9/gehSriger  

Punk t  entsteht,  dessen Anfangssti ick also mit  P'~ iibereinstimmt. 

N 1 < N~ < 2Va < . - -  sei eine Folge natiirlicher Zahlen. P~ sei durch Ab- 

iinderung nach seiner Nn-ten Stelle in einen Punk t  P~ aus B -  9/ iibergefiihrt 

fiir jedes n. Die Matrix /~ wird nun aus T;' dadureh erzeugt, dass allgemein 

die Spalte P ;  dureh die neue Spalte P,~ ausgewechselt  wird. Dann enthi~lt die 

neue Matrix keinen Punk t  yon 9 / -  0 nnd alle zu 0 gehSrigen Punkte  sind un- 

veriindert geblieben and  auch keine neuen dazugekommen. Dass fiir jede Grund- 

menge E gilt (F, E ) = - ( F ' ,  E)  ist klar, da die Zahlen N monoton wachsen. 

F gehSrt also zur Modellklasse u n d e s  gilt  

lim r(~' 9/)k = lim ~(F', 0)k = 19 1 = I(9/). 

Hiermi t  ist der S a t z  bewiesen. 

his Ergi~nzung nennen wir noch 
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Satz 9, 4. ~ t  

so gibt es ein 3lodell F, ,  f i ir  das gilt 

lira r (~ ,  ~)~. : c~. 
k ~ c  

Beweis.  T'~ und ffs seien die in Satz 9, 3 genannten /VIodelle. Wir  be- 

legen nun eine Stellenfolge W so mit Symbolen ~ und ~2, dass ~ die Dichte 

(/:(?I) --  a)" (I(9/) - -  I(9~)) 

erhiilt. Die Symbole e werden dann der Reihe nach durch die Punkte yon F1, 

die Symbole ~ der Reihe nach durch die Punkte yon F~ ersetzt. Dadurch ist 

F ,  erzeugt, wie man miihelos nachrechnet. 

Die t t ~ i u f i g k e i t s b e d e u t u n g  der  M i t t e l w e r t e  w i rd  am S c h l u s s  yon  

w I 2 e rS r t e r t .  

IO. 

Der P r o b l e m k r e i s  der W a h r s c h e i n l i c h k e i t s r e c h n u n g  und die m~gl i chen  

Erwe i t erungen  des Wahrsche in l i chke i t sbegr i f f s .  

Es ist nunmehr leicht, einen formal vollst~indigen Uberblick iiber die Pro- 

bleme der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu geben. 

I) Geht man yon einer ttauptversuchsvorschrift aus, so sieht man die Wahr- 

scheinlichkeiten der Grundmengen des durch sie induzierten H-W-F's  als ge- 

geben an. Nach Satz 7, I kennen wir bereits die Gesamtheit der Mengen des 

H - W - F  und wissen auch, wie ihre Wahrscheinlichkeiten zu berechnen sind, 

n~imlich als Masse der Mengen. Prinzipiell sind hiermit also bereits alle Fragen 

beantwortet, die fiir ein H-W-F  allein ohne Benutzung wahrscheinlichkeitstreuer 

Abbildungen gestellt werden kSnnen. Praktisch tr i t t  natiirlich noch die Frage 

dazu, dann, wenn die l~letrik besonders einfachen zus~tzlichen Bedingungen ge- 

niigt, rechnerisch brauchbare Formeln fiir gewisse oft gefragte Wahrscheinlich- 

keiten aufzustellen, ev. sogar N~iherungsformeln. (Die zus~tzliche Forderung an 

die Metrik ist meist die Unabh~ngigkeit der Versuchsergebnisse, vergl. Kap. V.) 

2) Ist  ein W-F durch wahrscheinlichkeitstreue Abbildungen aus einem 

H - W - F  entstanden (nach Satz 8, 2 I~isst sich die Erzeugung stets durch eine 
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einzige Abbildung erreichen), so haben wir die Wahrscheinlichkeiten des abge- 

leiteten W-ff's aus denen des H-W-F's  und der als bekannt vorausgesetzten 

Individualstruktur der benutzten Abbildungen zu berechnen. Auch diese Frage 

ist bei gegebenen Abbildungen durch unsere bisherigen Betrachtungen vSllig 

gelSst, da wir ja wissen, dass alle und nur die Mengen zum IV-/~ gehSren, 

deren Urbilder im H-W-E liegen und auch die GrSsse der Wahrscheinlichkeiten 

kennen, die ja eben bis auf einen bekannten Normierungsfaktor mit den Wahr- 

scheinliehkeiten der Urbilder fibereinstimmen. 

Die Metrik des yon der Versuchsvorschrift induzierten /-Jr-W-F's selbst zu 

finden, ist nie Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsreehnung. Diese Metrik (d.h. 

die GrSsse der Wahrscheinlichkeiten tier Grundmengen) ist als durch die in tier 

Versuchsvorschrift vorkommenden speziellen Wfirfel, Kugeln, Molekiile etc., be- 

stimmt zu denken und experimentell festzulegen. Fiir den Naturwissenschaftler 

besteht also stets noch die Frage nach Methoden nieht rein mathematischer Art, 

zur Ermittlung der Metrik durch Experimente. 

Hierbei muss man genau so vorgehen, wie etwa beim FIessen der >>L~nge;> 

eines Drahtes. Man stellt mehrere Messungen an, mittelt diese nach einer festen 

Methode u n d -  glaubt an den Grundsatz, dass eine Vermehrung der Messungen 

eine genauere Bestimmung der ~>L~nge~> ergibt, d. h. einen Grenzwert. Genau 

entsprechend handelt man bei der experimentellen Bestilnmung der Grundwahr- 

scheinlichkeiten. Will man eine solche bestimmen, so stellt man eine beliebige 

Anzahl k yon Versuehsserien, deren jede eine mindestens der Grundmenge ent- 

sprechende L~nge haben muss, her und bestimmt die relative H~ufigkeit der zur 

Grundmenge gehSrigen unter den k Serien. Diese Zahl ist in Analogie zu oben 

die erste >>Messung~> der Wahrseheinliehkeit. Man stellt mehrere solehe >~Mes- 

sungen>> tier Wahrscheinliehkeit (nicht notwendig bei konstantem k) an, mittelt 

diese nach einer festen M e t h o d e -  und glaubt an den Grundsutz, dass eine Ver- 

mehrung tier >>Messungen>> eine genauere Bestimmung tier Wabrscheinlichkeit 

ergibt. Dies Verfahren unterscheidet sich offenbar nirgends prinzipiell yon dem 

tier L~ngenmessung , wenn wir yon der Grenzwertdefinition der Wahrscheinlieh- 

keit ausgehen, wozu wir ja nach unseren Untersuchungen fiber die Modelle der 

W-F's berechtigt sind. Die einzige phi[osophische Frage bei diesem sogenannten 

Anwendungsproblem der Wahrscheinliehkeitsrechnung scheint also die nach der 

Fundierung dieses >>Glaubens>> zu sein, der aber, wie wir sahen, kein spezielles 

Requisit der Anwendung tier Wahrscheinlichkeitsrechnung ist. Ein Anwendungs- 

problem tier Wahrscheinlichkeitsreehnung scheint es also streng genommen fiber- 
40--32511. Acta mathematica. 60. Imprim6 le 31 d~oembre 1932. 
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haupt nicht zu geben. Es sei hier bemerkt, dass die erkenntniskritische Fun- 

dierung sehr wohl wenn auch natiirlich keine Vorzugsstellung der H~iufigkeits- 

theorie, so ~loch aller der Theorien, die zu tt~iufigkeitstheorien isomorph sind 

- -  was, wie wir wissen, nicht mehr fiir die Masstheorie selbst gilt - -  liefern 

k5nnte und dadurch indirekt eine Rehabilitierung der Anspriiche der H~ufigkeits- 

theorien. Meine Ansicht geht dahin, dass slch dies wirklich ergeben wird, sobald 

die Erkenntniskritik geniigend fortgeschritten sein wird. 

Alle unsere bisherigen Betrachtungen waren relaliv zu unserer Wahrschein- 

lichkeitsdefinition, also zu den gew~ihlten Axiomen. 

Diese Definition schuf sozusagen einen Minimalbereich yon Mengen, die 

Wahrscheinlichkeiten haben, eben unsere W-Fs.  Natiirlich ist es eine sinnreiche 

Frage, ob man diesen Bereich nicht vergrSssern kann, in dem man ihm noch 

nicht angehSrige Mengen inkl. willkiirlicher Bewertung explizit adjungiert, resp. 

diese Adjunktion durch Hinzufiigung neuer Axiome indirekt bewirkt. Der nahe- 

liegendste Gedanke ist natiirlieh, stets alle messbaren Mengen inkl. tier Masse 

dem H - W - F  zu adjungieren, oder was auf dasselbe herauskommt zu fordern, 

dass der Bereich a-KSrper ist und dass Axiom IV I)fiir abz~hlbar viele Mengen 

gilt. Diesem Gedanken stellt sich ein schwerwiegendes Bedenken entgegen: Die 

Isomorphie mit der H~ufigkeitsauffassung wird unrettbar zerstSrt und damit z. B. 

alle zahlentheoretischen Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung unmSg- 

lich gemacht, da diese gerade auf dieser Gleichwertigkeit beruhen (verg. w 17). 

Dass dies z.B. fiir jede Metrik, in der jeder Punkt  das Mass o hat, der Fall 

ist, folgt daraus, dass dann stets das Mass aller in einem Modell auftretenden 

Punkte o w~re, diese Menge somit auch die Wahrseheinlichkeit o h~itte, w~ihrend 

der Grenzwert der relativen H~iufigkeit im Modell I ist. 

Wollen wir also zu IV-F's Mengen adjungieren, so werden wir stets so 

vorgehen miissen, dass Modelle existieren, in denen auch fiir alle adjungierten 

Mengen gleichzeitig der Grenzwert der relativen H~iufigkeit existiert und tier fiir 

sie vorgeschriebenen Wahrscheinliehkeit gleich ist. Darum muss z.B. nach Satz 

9, 4 stets bei Adjunktion nur einer Menge ~ deren Wahrscheinlichkeit w so vor- 

geschrieben werden, dass gilt 

jr+,(~)~) =< w < Jr,+,('~+). 

Adjungieren wir explizit nur eine Menge 9.]~, so kSnnen wir nach dem genann- 

ten Satz deren Wahrscheinlichkeit auch sicher in diesen Grenzen willkiirlich 

vorschreiben. 
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Diese tlberlegungen ges~atten einige Folgerungen, die gefiihlsmKssig para- 

dox sind, trotz ihrer mathematischen Trivialit~tt. 

Betrachten wir die Versuchsvorschrift w 7, Beispiel I und fiigen hinzu, 

dass mit einem richtigen Wfirfel gespielt werden soil, d. h. dass jede Grundmenge (i; 
n-ter Stufe die Wahrseheinliehkeit haben soil. Fiir die Menge ~)~ derjenigen 

Realisierungen, die yon irg'end einer Stelle ab nur noeh die Ziffer 3 aufweisen, 

gilt wie man sofor~ sieht~: 

9)~ geh5rt also nicht zu F .  Man kann also ~).1~ adjungieren und ruhig festsetzen, 

dass die Wahrscheinlichkeit dafiir I sein soll, dass von irgend einer frei blei- 

benden Stelle ab in einer unendlichen Versuchsserie nut noch die 3 fiillt. Da 

es solche lVIodelle nach Satz 9, 5 gibt, kann diese Adjunktion und Festsetzung 

nie zu einem Widerspruch mit irgend einem auf Grund unserer Axiome in F 

beweisbaren Satz (dazu gehSrt auch das Gesetz der grossen Zahlen, Satz I3, 5) 

fiihren. Ebenso gut hiit~en wir aber auch festsetzen dfirfen, dass die Wahrschein- 

lichkei~ yon ~ o sein soll, denn auch dann gibt es nach Satz 9, 4 Modelle. 

Dies Beispiel lehrt, dass man verschiedene Wahrscheinlichkeitsrechnungen 

(die s~mtlich isomorph zu Hiiufigkeitstheorien sind) als Erweiterung der yon uns 

gegebenen aufbauen kann, die ~lle ffir die Mengen yon F dieselben Wahrschein- 

lichkeiten ergeben, ffir andere Mengen aber giinzlich verschiedene Zahlenwerte 

liefern. 

Da es sehr wohl m5glich ist, dass solche verschiedenen Wahrscheinlichkeits- 

rechnungen fiir verschiedene Fragen brauchbar sind (w 17 zeigt dies), so wollen 

wir bei unserem Bereich stehen bleiben, eben um nicht durch  willkfirliche Fest- 

legung eines bestimm~en weiteren Bereichs andere Wahrscheinlichkeitsrechnungen 

auszuschliessen und dann auch, weil unser Bereich, trotzdem er sozusagen nur 

der gemeinsame Kern aller mSglichen Wahrscheinlichkeitsrechnungen ist, doch 

so umfangsreich ist, dass in ihm alle bisherigen S~itze der Wahrscheinlichkeits~ 

rechnung beweisbar sind jedenfalls bis auf die, die nur rein masstheoretischen, 

also keinen hiiufigkeitstheoretischen Sinn mehr haben (wie z. B. die S~itze fiber 

das Gesetz des iterierten Logarithmus, vergl. Einleitung, Anmerk. I, z). 

Zum Schluss wollen wir noch kurz eine mSgliche Erweiterung des Wahr- 

scheinlichkeitsbegriffs berfihren, die in ganz anderer Richtung geht und die 
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manchen Philosophen, aber auch Mathemat ikern  z. B. F. M. KEYNES, vorgeschwebt 

zu haben scheint. 

Es handel t  sich darum, Wahrscheinlichkeit  nicht  als eine einer Menge zu- 

geordnete Zahl, sondern als zugeordnetes Intervall  zu erkl~iren, das im Spezial- 

fa.ll ein Punkt ,  d. h. eine Zahl sein kann. Die philosophischen Schriftsteller 

pflegen dann meist zu sagen, die Wahrscheinlichkeit  sei unbest immt der GrSsse 

nach, nur  Grenzen fiir die Gr5sse giibe es. Ein solcher Gedankengang scheint 

mir  durchaus nicht  unsiunig und man kann die Situation auch miihelos in un- 

serer Theorie pr~zisieren, indem nmn jeder Menge :))~ als Wahrschemhchkei  

das Interval l  (I,,(9)~), J~,,(~)~)~ zuweist, das sich fiir die Mengen unseres H-W-F 

auf einen Punk t  eben die Wahrscheinl ichkei t  in unserem Sinne zusammenzieht. 

An den Modellen macht  man sich auch leicht den tt i iufigkeitssinn dieser Wahr-  

scheinlichkeitsauffassung klar. Natiirlich w~ire es leicht, allgemeine Regeln fiir 

so definierte :,) Wahrscheinl ichkeiten :) zu entwickeln, sie werden aber kaum mathe- 

matisch Interessantes  l iefern ausser fiir den Spezialfall, dass das Wahrscheinlich- 

keitsintervall  ein Punk t  wird. tb~brigens weist diese Theorie auch nur  scheinbar 

jeder Menge eine ))Wahrscheinlichkeit:~ eindeutig zu, denn zus~itzliche Forderungen 

zu unseren Axiomen ver:,indern ja  die Gr5ssen der ~Vahrscheinlichkeitsintervalle, 

die sie im allgemeinen verkleinern und so mehr punktf5rmige Intervalle erzeugen. 

K a p i t e l  IV.  

Si i tze ,  d ie  o h n e  V o r a u s s e t z u n g  d e r  U n a b h i i n g i g k e i t  d e r  

V e r s u c h e  gelten. 

I I .  

Additious- und Multiplikationssittze und die Bayessche Formel. 

S a t z - l l ,  1. Ist eine Menge ?[ der IV-I: F Summe der paarweise fi'emden 

3lengen der Folge {~} ,  die ebe~falls Me.nge~ aus F sind, so gilt 

71 

B e w e i s .  Is t  F ein H- W- F ,  so ist (F, 9A,,) = 19A,~I nach Satz 7, I u n d  ebenso 

(F, 9~) = I ~ [- 5Tazh Sa, tz 5, 20 gilt  utso die behauptete  Gleichung. I s t  F kein 

H-W-F, so ist es wahrscheinlichkeitstreues Bild eines H-IV-F, die Gleichung 
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gilt fiir die Urbilder der Mengen, also wie die Multiplikation mit dem Nor- 

mierungsfaktor zeigt, auch fiir F seibst. 

Satz 11, 2. Unter den Voraussetzungen von Satz I I, I gilt fiir jede Teilfolge 

{9.i,~,} der Folge {9I,} 

Bewei s .  Wiisst~e man, dass ~ N , , .  Menge aUS F i s t ,  so w~re naeh dem 
,v  

vorigen Satz die Behauptung bewiesen. Wir wollen ~lso zeigen, dass ~ ~l,,, 

Menge aus F i s t .  Zun~ehst nehmen wir an, F sei ein H-W-F und setzen 

91 '~ -~9 .1 , .  93 sei die Begrenzung yon 9.I'. ~ ist in BE abgesehlossen. Es 
,v  

existiert also naeh Satz 5, 2o weil ~ ja Komplement einer offenen Menge ist: 

]93]. W~ire ]~)~]--o so existierte naeh Satz 6 ,9  Ix,(?/'), also naeh Satz 7, I 

auch (F, 0~') und die Behauptung w~re bewiesen. Wir  nehmen daher an: 

193]--6 > o und zeigen, dass diese Annahme auf einen Widerspruch fiihrt. 

Diejenigen Punkte von !3, die nicht in 9/ liegen, gehSren zur Begrenzung 

von 9~. Da (F, 9/) existiert, ist das Mass der Begrenzung von 9~ nach Satz 6, 9 

null, a fortiori also ist das Mass der genannten Punkte o. Also ist das Mass 

der Punkte yon 93, die in 9~ liegen, 6. Es ist somit 

6 = 193 1= F 193 .1 
n 

Andererseits gehSrt jeder Punkt, der in 939~L, liegt, der Begrenzung yon 9~ an, 

da 93 ja keine inneren Punkte yon 9~n enthalten kann, weft die Mengen paar- 

weise fremd sind. Der Existenz yon (F, 9~,,) wegen ist das Mass der Begrenzuno' 

von 9~ null, a f o r t i o r i  gilt also: [9391n]=o. Hieraus folgt ]939J[]=o. Dies 

widerspricht der Annahme 6 r o. Die Behauptung ist somit fiir H-W-F's be- 

wiesen. 

Ist F aber kein H-W-F, so ist es wahrscheinlichkeitstreues Bild eines 

H-W-~', die Behauptung gilt fiir die Urbilder, also, wie die Multiplikation mit 

dem Normierungsfaktor lehrt, auch fiir F selbst. 

Es sei hervorgehoben, dass bei gewissen VergrSsserungen yon F durch Adjunk- 

tion neuer Mengen diese Sdtze nut noch fti:r endlich viele Mengen gelten, w 17 gibt 

dafiir ein Beispiel. Dieser Sachverhalt erklSrt sich daraus, dass die eben gefiihrten 
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Beweise yon der zahle~miissigen Gleichkeit yon 

brauch machen. 

Satz 11, 3. 

Wahrscheinlichkeit  und ~]Iass Ge- 

Si~d 91 und 93 Me~gen arts 1", so gilt  

(~', ~ + 93) = (F, 91) + (l", 93) --  (~', ~93). 

Beweis.  Folgt unmittelbar aus Satz 6, z. 

Diese drei S~itze sind die allgemeinsten Additionstheoreme der Wahrschein- 

lichkeitsrechnung. ~Vie man sieht, geben sie alle nur Zusammenh~tnge zwischen 

Mengen desselben IV-F an. Anders steht es bei den jetzt zu nennenden Mul- 

tiplikationstheoremen, die zwischen einem |V-F und gewissen wahrscheinlich- 

keitstreuen Abbildungen dieses Feldes Beziehungen herstellen. 

Wir  wollen uns yon jetzt ab immer folgender bequemer Bezeichnung be- 

dien en: 

Bezeichnung. Ist 1,' ein W - F  und ?l eine Menge aus 1", so soil T'~ das 

W - F  bedeuten, das aus F durch wahrscheinlichkeitstreue Abbildung yon 9/ auf 

sich selbst entsteht. 

Sat~ 11, 4. Si~d 91 und 93 zwei  3le~ge~ cites F ,  so gilt  

(/,',  93) = 9193). 

Beweis.  Zun~ichst ist 9~93 Menge aus 1.'9~ nach der Erkl~irung yon F?I.  

Nach Definition 8, 2 gilt aber 

 93) = (1,', 9193): (1,', 

wie der Satz behauptet. (Die Formel bleibt auch richtig fiir den Fall (F, ? I )~  o.) 

Durch vollst~ndige Induktion folgt aus diesem Satz 

Satz 11, 5. Sind ~1, 91~_, ?l~, . . . ,  91, ~]lengen aus F und (F, 9/~-)~o, 

i =  I, 2, . . . ,  n,  so gil t  

(F, ~ , ~ . . .  9~n) = (F, 9.1,)(F91,, 911~(2)(F~191., , 9~,~.~a). (F~,~_~... ~n--i, ~-~1~2 . . .  ~n.). 

Es handelt sich nun darum, diese S~itze in der aus historischen Griinden 

iiblichen Sprache zu interpretieren. Diese Sprache ist zwar nicht exakt und 

fiihrt leicht zu Missverst~indnissen, andererseits aber ist sie fiir gewisse Fragen 

--n~imlich die, denen sie ihren Ursprung v e r d a n k t -  ausserordentlich plastisch. 

Uber die Additionss~tze ist wenig zu sagen: Eine Eigenschaft, die eine 
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Wahrscheinlichkeit hat, ist zerlegt in sich paarweise ausschliessende Eigenschaf- 

ten, die auch Wahrscheinlichkeiten haben und es wird behauptet, dass dann die 

Wahrscheinlichkeit der umfassenden Eigenschaft die Summe der Wahrscheinlich- 

keiten ihrer Komponenten ist. 

Denselben Sachverhal~ kann man auch so darstellen: Wenn eine Wahr- 

scheinlichkeit daffir existiert, dass yon hSchstens abz~hlbar vielen sich ausschlies- 

senden MSglichkeiten, yon denen jeder eine Wahrscheinlichkeit zukommt, ent- 

weder die erste, oder die zweite, oder die dritte, . . .  eintritt, so ist diese Wahr- 

scheinlichkeit die Summe der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen M5glichkeiten. 

Wir wollen jetzt das Multiplikationstheorem I I, 4 interpretieren und gehen 

hierzu yon einem einfachen Beispiel aus. 

Wir  fragen nach der Wahrscheinlichkeit, mit einem gegebenen Wfirfel in 

zwei Wiirfen erst I und dann 3 zu werfen. Wir deuten diese Frage so: Die 

Menge ~ enth~lt alle Wurfreihen, die mit I beginnen, die Menge ~ alle Wurf- 

reihen, die an zweiter Stelle die 3 stehen haben. Beides sind a-0-Mengen, haben 

also Wahrscheinlichkeiten. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Wurfreihe sowohl 

die Eigenschaft 9~ als auch die Eigenschaft ~ hat, ist nun nach Satz I I, 4 das 

Produk~ der Wahrscheinlichkeit der Eigenschaft 9[ mit der Wahrscheinlichkeit, 

dass eine Wurfreihe, die die Eigenschaft ~.I hat, auch die Eigenschaft ~ hat. 

Man kann dies mit Rficksicht auf die zeitliche Reihenfolge der Versuche 

auch anders ausdrficken: Die Wahrscheinlichkeit, dass sowohl die MSglichkeit 

als auch die M5glichkeit ~ eintritt, ist das Produkt der Wahrscheinlichkeit yon 

9.1 mit der Wahrscheinlichkeit, dass ~ eintritt, wenn die M5glichkeit ~ schon ein- 

getreten ist. 

In  dieser Form pflegt man Satz I I, 4 gewShnlich auszusprechen und dies 

ist ffir Fragen dieser Art auch praktisch. Nur ist darauf zu achten, dass der 

Satz natiirlich weder eine zeitliche noch sonstwie bedingte Aufeinanderfolge der 

MSglichkei~en 9~ und ~ beinhaltet, denn es gilt natiirlich ebenso (t7, ~l~) 

(F, ~ ) ( F ~ ,  ~I~). Bei dieser Fassung aber scheitert die eben gegebene Inter- 

pretution, die kiinstlich die Reihenfolge der MSglichkeiten einfiihrt, wie man 

unmittelbar einsieht. 

Es ist zwar praktisch, sozusagen provisorisch in der fiblichen Sprache zu 

reden, um jedoch I1Ttiimer, resp. zu enge Auslegung der gefundenen Resultate 

zu vermeiden, empfiehlt es sich immer,, nachtr~iglich alle Uberlegungen in die 

Sprache der Wahrscheinlichkeitsfelder zu fibertragen, die natiirlich allein mathe- 

matisch exak~ ist. 
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Wir werden jetzt mehrere Siitze beweisen, die wieder Zusammenhiinge zwi- 

schen einem W - F  und speziellen wahrscheinlichkeitstreuen Bildern dieses W-F's 

aufdecken. Diese S:~itze geben die Bayessche Formel in verschiedener Gestalt und 

handeln in der iiblichen Benennung yon der Wahrscheinlichkeit der Ursachen. 

Satz 11, 6. E s  set'e~ 2 ,  ~ ,  (~,, , =  1, 2, 3, . . . Mengen  aus F u u d  es gelte 

~) (F, 2) ~ o, 

?t 

wo d ie  ( ~  paarwe i se  fre~nd si~2d. Da~m ist  

(F, ~ )  (F~.,  ~ .  2) . 
(L2) 

Beweis.  Nach Satz ~i ,4 ist 

also wegen I) 

( F 2 ,  2 ~ . )  = (Z", '&)(F'&, ~ 2 )  : (F 2). 

Nun ist nach Satz I I, I wegen 2) 

2)=  (1 .~, 2 Z~ , , )=  Z(F, 2~,,)= Y, (F~,,, ~,,2)(~.', ~,,). (F, 

]-Iiermit ist der Satz bewiesen. 

Satz 11, 7. (Bayessche For,~el.) 

dass gilt  

3) 

so gilt  

W i r d  der vorige Sa tz  dahi.~z sTezialisiert ,  

~ 7 ~  ~ ( ~ J ,  '~ ~ I ,  2 ,  3 ,  �9 �9 �9 

(F, ~ ) ( F ~ ; . ,  ~ ;2)  . 

(~"~' ~ )  - ~ ( F ,  ~,)(F~,~, .~,,~) 
~2 

Beweis.  Folgt unmittelbar aus 3) und Satz I I, 6. 

Diese Formel wollen wir nun in die iibliche Sprache iibersetzen und uns 
7 klar machen, inwieweit hier die Bezeichnung ))II ahrscheiul ichkei t  von Ursachen~'~ 

entstehen konnte. 

Es ist wegen 2) und 3) stets ~ , ~ ,  ~ 2 .  
n 
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Jede Realisierung, die zu 2[ geh5rt, muss deshalb also notwendig zu genau 

einer der Mengen ~ gehSren, da diese fremd sind. Dieser !qotwendigkeit wegen 

pflegt man die MSglichkeiten ~ die verschiedenen Ursachen der MSglichkeit 2[ 

zu nennen. Dann aber ist (Fg~, 9.I~) konsequent als die Wahrscheinliehkeit da- 

ffir zu bezeichnen, dass das Vorliegen der ~r ~l die Ursache ~x hat. 

Ferner ist dann (F~n,  ~ )  die Wahrscheinlichkeit, die die 2VISglichkeit ~ bei 

Vorliege n yon ~= hat. (F, ~,~) pflegt man die a-priori-Wahrscheinlichkeit der Ur- 

sache ~n zu nennen. 

Dies sei noch an einem ganz einfachen Beispiel verdeutlicht: Es wird ge- 

wfirfelt und mitgeteilt, dass das Ergebnis des ersten Wurfs eine gerade Zahl war; 

welches ist die Wahrscheinlichkeit, dass es 2 war? 

9.1 ist hier die Menge der Wurfreihen, die mit einer geraden Zahl beginnem 

~ ,  ~ I, 2, 3 ist die Menge der Wurfreihen, die mit 2~ beginnen. Die drei 

Mengen ~x sind hier die mSglichen Ursachen der Menge 9.1. Die Anwort auf 

die Frage gibt die obige Formel. 

Wie man sieht, ist die Wahl  des Wortes �9 Ursache~> nicht allzu glficklich. 

Es getingt natiirlich ohne weiteres, die Tatsache, dass das Vorhandensein einer 

Realisierung von ~ an das Vorhandensein genau eines ~ gekoppelt ist, aueh 

anders z u  deuten und auch Beispiele zu konstruieren, in denen die gegebene 

Deutung dem natfirlichen Geffihl widerspricht. 

Will man bei der pseudokausalen Interpretierung bleiben, so kann man 

ebenso berechtigt sagen: 

Das Vorliegen yon 9/ zieht entweder das Auftreten yon ~ oder das yon 

~-2 oder das von ~33... nach sich. ~ kSnnte somit mit gleichem Recht als eine 

der mSgliehen >>Wirkungen>> der Ursache ~[ aufgefasst werden. 

Dann w~re (Fg.I, 9~ . )  die Wahrscheinlichkeit daffir, dass das Vorhanden- 

sein yon 9~ das Auftreten yon ~ bewirkt und entsprechend ( F ~ ,  ~9~) die Wahr- 

scheinlichkeit, class das Vorhandensein von ~,~ die Ursache 9~ hat. Man kSnnte 

daher mit derselben Berechtigung yon einem Sa~z fiber die Wahrscheinlichkeit 

der Wirkungen sprechen. Wir geben aueh ffir diese Deutung ein Beispiel: 

Gegeben sei eine Kugel, die aus zwei Halbkugeln gleichen Gewichts aber 

verschiedener Elastizit~t besteht. Es soll fiber der Mitre eines Tisches immer in 

gleicher I-IShe die Kugel in einem Becher geschiittelt und auf den Tisch ge- 

worfen werden. Dann sind in jedem Versuch folgende Ergebnisse mSglich: 

I) Fall auf den elastischen Teil, verbunden mit Herabrollen vom Tisch. 

2) Fall auf den elastischen Teil, verbunden mit Ruhelage auf dem Tisch. 
41~32511. Acta mathematica. 60. Imprim6 le 3 jaavier 1933. 
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3) Fall auf den weniger elastischen Tell, verbunden mit Herabrollen yore Tisch. 

4) Fall auf den weniger elastischen Teil, verbunden mit Ruhelage auf dem Tisch. 

Bezeichnet man den Fall auf den elastischen Teil resp. weniger elastischen 

Teil mit a~ resp. ~ und das Herabrollen vom Tisch resp. die Ruhelage auf dem 

Tisch mit fl~ resp. ,3.2, so sind die M5glichkeiten des i-ten Versuchs 

9~ (i) sei die a-o-Menge der Realisierungen, die im/- ten  Versuch (i-lest) (a j, fl~)~ 

oder (al, fl~)i aufweisen. 

~[) sei die a-o-Menge der Realisierungen, die im /-ten Versuch (~1, fll)i oder 

(a_,, fll)i aufweisen. 

~i) sei die a-o-Menge der Realisierungen, die im /-ten Versuch (al, L?2)~: oder 

(a-2, fl2)i aufweisen. 

!~! ~) und !~(~ ~) sind fremd und ~([) + !~(2i)~ ~(~'). 

Man hat  also die Gleiehung 

(F, ~*'))(T'!~;), ~(,")9~ (~')) 

Hier geht es gegen alles Gefiihl zu sagen, dass ~ ) ,  also das Herabrollen vom 

Tisch im /-ten Versuch, die ))Ursache)~ des zeitlich doch vorangehenden Auf- 

fallens auf den elastischen Teil ist, trotzdem die iibliche Deutung der Formel 

diesen Wortlaut verlangen wiirde. Dagegen widerspricht jetzt der Sachverhalt 

nicht unbedingt der zweiten pseudokausalen Deutung, nach der ~(i), also das 

Herabrollen im /-ten Versueh, als Folge (Wirkung) des vorherigen Eintritts yon 

9.I([), also des Falls auf den elastischen Tell, anzusprechen w~re. 

Die Kl~rung der Sachlage besteht eben darin, dass der Begriff des W-F 

und alle daraus hergeleiteten S~itze gar nichts mit dem Begriff ~)Ursache)) zu 

tun haben, und man eben in die Formeln sehr  vieles nut  fiir spezielle Fragen 

geeignetes hineininterpretieren kann, was fiir die allgemeine Giiltigkeit der For- 

meln ganz'belanglos ist. 

Wir leiten nun eine weitere Formel ab, die man als Salz iiber die Wahr- 

schei~lichkeit zukiinftiger Ereignisse zu bezeichnen pflegt. 

Satz 11, 8. 71, ~ ,  and ~ seien 2~lengen aus F u n d  es gelte 

i) (F, o, 
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wo die 93, paarweise fi'emd sin& Dann ist 

3fi3 

(F~,  ~ )  = 
~_~ (F, ~,,) (F~3n, Ysng.I)(F~,~9.I, ~,,91~) 

q~ 

(~, ~n)(~. ,  ~.~) 
n 

Beweis .  Es ist nach Satz i I, I u n d  Satz I I, 4 

Nach Satz I I, 7 ist ferner 

(F~I, ~/~.) = 

n 

n 

(F, @~)(F~, ~z~/) 

(Fro,,, m,,9~)(F, m,,) 
n 

Durch Einsetzen in die vorige Gleichung ergibt sich die Behauptung. 

Es h~ndelt sich nun um die iibliche Interpretierung dieser Formel. 

GewShnlich betrachtet man ~ Ms eingetretenes und (~ Ms zukiinftiges 

Ereignis und deutet die anderen Faktoren wie bei der Bayesschen Formel. Neu 

hinzu tritt nur der Faktor (F~9~ ,  ! ~ 9 ~ ) .  Dieser ist dann als die Wahrschein- 

lichkeit anzusehen dass, falls ?l durch die Ursache !~,~ schon eingetreten ist, 

eintreten wird. (Fg[, g[~) ist dann natiirlich Ms Wahrscheinlichkeit dafiir ~uf- 

zufassen, dass wenn ~ eingetreten ist, ~ eintreten wird. 

Wi t  wollen ein Beispiel fiir diese Art der Deutung angeben. 

Gegeben seien zwei i~usserlich gleiche Urnen U1 und U~. U~ enthalte nl 

weisse und m~ schwa.rze, U~ en~hMte n~ weisse und m~ schwarze Kugeln. 

Jeder u bestehe darin, dass eine der beiden Urnen gewiihlt und aus 

ihr nacheinander ohne Zuriicklegen nach dem ersten Zug, zwei Kugeln gezogen 

werden. Gefragt wird nach der Wahrscheinlichkeit, dass die zweite Kugel weiss 

sein wird, wenn die erste weiss war. 

In jedem Versuch gibt es 8 mSgliche Ergebnisse, niimlich wenn w >)weiss>> 

und s >>schwarz>> bedeutet: Ulww, Ulws, Ulsw, Ulss, U~ww, U~ws, U~sw, U2ss. 
~ a n  setze nun: 

9~: Menge der ReMisierungen, die mit Ulww oder UlWS oder U~ww oder 

U~ws beginnen. 9~ ist Mso a-o-Menge. 
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!~1,-~.~, !~3, !~: Menge der Realisierungen, die mit Ulww resp. Ulws resp. 

U~ww resp. U~ws beginnen. Auch dies sind alles ao-Mengen. 

~: Menge der Realisierungen, die mit UlWW oder Ulsw oder U2ww oder 

U~sw beginnen. Auch dies ist eine a-o-Menge. 

Dann gibt Satz I I, 8 die LSsung der gestellten Frage und die einzelnen 

Faktoren der Formel sind im iiblichen Sinne deutbar. 

Natiirlich ist klar, dass man hier entsprechend wie bei der Bayesschen 

Formel Fragen aufwerfen kann, fiir die man ~ ,  besser als Wirkung yon ?~ deutet 

und dass kein Grund vorliegt, die Anwendung des Satzes auf Fragen zu be- 

schr~inken, bei denen (s spiiter als ?l eintritt. Alle solche Deutungen sind eben 

fiir gewisse Fragen zweckm~ssig, fiir andere dagegen sinnstSrend, da sie nur 

bestimmten Problemeu zu liebe ersonnen wurden und kiinstlich in die S~tze der 

Wahrscheinlichkeitsrechnung, die mit Zeit, Ursache etc. gar nichts zu tun haben, 

hinein interpretiert sind. 

Es sei noch bemerkt, dass alle S~itze dieses Paragraphen formal sehr be- 

tr~chtlich abge~ndert werden kSnnen. Darauf soll nicht eingegangen werden, weil 

diese Tatsache nicht sehr erheblich ist. 

Ferner sei hervorgehoben, dass alle diese aus den S/ltze~ I I, t u n d  1 I, 2 ab- 

geleiteten Sdtze bei gewissen Adjunktionen zu F ~ur ~wch f i ir  endlich 7~iele Mengen 

gelten, da das ja schon bei Satz I i, I u~d I I, 2 der Fall war. 

I 2 .  

Allgemeine Siitze tiber Veritnderliche. 

Einer der wichtigsten Begriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist der der 

Ver~nderlichen, da es mit seiner I=lilfe leicht ist, viele Tatbest~nde gemeinsam 

zu behandeln und so S~itze yon grSsster Allgemeinheit zu erzielen, deren For- 

mulierung ohne seine Heranziehung so kompliziert wiirde, dass ihre Verst~ndlichkeit 

ausserordentlich leiden wiirde. 

Definition 12, 1. {~[,} sei ein hSchstens abzShlbares System yon paarweise 

fremden Mengen aus F und ~ ~[~-~ BF, also {9~,} eine Zerlegung yon Br.  Es 

sei nun in BF eine Punktfunktion definiert, die stiickweise konsta~t ist, d. h. jedem 

Punkt aus ~,, sei dieselbe reelle Zahl x,. eindeutig zugeordnet. Diese Punktfunktion, 

gegeben dutch das System der Paare 



Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

X = [ ( 9 ~ ,  x+,)] ,  p = I ,  2 ,  3 ,  . -  �9 
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heisst dann ei~w V e r Y n d e r l i e h e  X in  F ,  von der man sagt, dass sie den Wef t  

x ,  mit  der Wahrscheinlichkeit (F, 91~) annimmt. 

Man denkt Sich also jeder Realisierung eine Zahl x~ zugeordnet und zwar 

falls die Realisierung zu 9/, gehSr~ die Zahl x,. Es ist bei dem Wortlaut  >>X 

nimmt den Weft  x, mit der Wahrscheinlichkeit (F, 9/,,) an>> darauf zu achten, 

dass mit x,, nicht die Zahl x, der GrSsse nach gemeint ist, sondern rein formal 

der v-re der x-Werte. Diese Bemerkung ist deshalb wichtig, weft ja unter den 

x-Werten zahlenmgssig gleiche vorkommen diirfen, die beiden bier unterschie- 

denen Deutungen des Wortlauts sich also nicht inhaltlich zu decken brauchen. 

Definition 12, 2. Eine Reihe yon reellen Summa,Men heisse e i n w e r t i g ,  wen~ 

dutch keine ly%ordnung der Summanden die Summe geSndert werden kann, gleieh- 

giiltig, ob sie endlich oder + ~ oder - - ~  ist. 

(Bei endlicher Summe deckt sich die Einwertigkeit also mit unbedingter 

Konvergenz.) 

Definition 12, 3. Ist 

x = x , ) ]  

eine VerSnderliche in F ,  so sagen wir, dass X dann und nur dann einen M i t t e l -  

w e f t  X hat, wenn 

einwertig ist. Diese Summe heisst dann der M i t t e l w e r t  X von X.  

Der Mittelwert ist also entweder eine endliche reelle Zahl oder + ~ oder -- ~ .  

Nunmehr beweisen wir einen oft als Hilfsmittel verwendbaren Satz. 

Satz 12, 1. (Markoffsehes Lemma.) Es  sei X eine Verh'nderliche in F ,  die 

~ur nicht negative Werte x ,  ann&men kann und t ~ o eine beliebige Zahl. [st 

9/ .... ?L,  9/,~, . . .  

die Gesamtheit aller in X auftrete~den ?[~a, f i ir  die gilt 

x,~ <= X t ~ 

so ist 
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Wegen Definition I2, I kann man diesen Satz offenbar auch so formulieren: 

Die Wahrschei~lichkeit  der Ungleichung X ~ X t 2, ist, wenn kein x ,  negativ, 

stets grSsser als I --  i : t ~. 

In  noch anderer Fassung lautet der Satz: 

Der zc I~ha l t  der ~lenge de~jenige~ Pu~kte,  f i i r  die f i i r  die Punkt fu~kt ion X 

gilt." X ~ X t  ~, exist iert  und ist  stets grSsser als I - -  I : t 2. 

Beweis .  Es sei zunis bemerkt, dass X stets existiert, wenn alle x~ ~ o 

sind, und dass naeh Satz i i , 2  aueh (F ,~ ,9 .L~)s te t s  existiert. I s t X u n e n d l i e h ,  
r). 

so ist der Satz trivial. Ist X----o, so ist x,. > o, also (F, 02,)~ o, sicher dann, 

wenn u kein ~ ist. Daher gilt dann (F,  Z 02,~) -= (/?', Z, 02,)-=-i, also ist~ der 
~2 

Satz aueh in diesem Fall riehtig. Wir diirfen also jetzt annehmen, dass X eine 

positive Zahl ist. Durehl~uft ~ alle Indizes, fiir die gilt 

so is~ 

und 

x,~ > X t ~, 

Nun folgt, falls nut  ein x,~.(F, 02,.~)~ o 

also wegen 

> Z x,,(F, 02,,), 

x,~ > X t s 

Is~ aber x~.(F, 02~.)-~ o fiir jedes ~ ,  so hat man 
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~ =  Z x~(F, ~ ) .  

Dann aber kSnnen wegen X # o nicht alle x~(F,  9~)== o sein. 

Deshalb folgt wieder 

Somit hut man 

Hieraus aber folgt 

i 
t ~ > E ( F ,  ~ )  

( ) i 
I - - Z ( F ,  9 ~ ) = Z ( F ,  9~,z)= F, Z g ~  ~ > i - t ~ .  
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Ferner sei 

Defini t ion  12, 4. 

X(1), X(2), . . . ,  X In) 

seien ~ Verdnderliche in F u n d  zwar 

x (~) = [(~), xi~))]. 

f (gl ,  ~2, . . . ,  ~)  

eine reelle Tunktion yon n Variabeln, die fi ir jedes n-Tupel 

definiert sei. 

Unter der _Funktion 

x(1) x(2) x(n)] 

X *  = f ( X  (1), X(2), . . . ,  X (n)) 

Da zum Beweise dieses Satzes Satz I I, I unentbehrlich ist, dieser abet" bei 

gewissen JErweiterungen yon F dutch Adjunktion neuer Mengen nur fiir endlich 

viele Mengen richtig bleibt, gilt dann auch das Markoffsche Lemma nut" f i ir  Ver- 

dnderliche, die einer Zerlegung des Raumes in endlich viele Teilmengen ent- 

springen. 

Jetzb wollen wit zur Definition yon Funktionen yon Ver~nderlichen in F 

iibergehen, um den Begriff des Mittelwertes fruchtbar zu machen. 
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d e r  n V e r h ' n d e r l i c h e n  verstehen w i t  dann die Punktfu~ktio~, (das System aller 

Paare) 

[(~,~) ~.~(2) ~)]~" n) f ( x ( l )  (2) X~:]))] 
r~ . . . .  r n ~ d~, %'I ~ X~'2 ~ ' ' " ~ 

Diese ErklErung ist offenbar gleichwertig damit, dass die Punktfunktion X* 

fiir .]eden Punkt  P von B erkliirt wird durch 

X*(P)-- f(X(1)(P), X(2)(P),..., X(n)(P)). 

Satz 12, 2. Jede Funkt ion yon endlich vielen Veriinderlichen in F i s t  ei~e 

Verh'nderliche in 1". 

Beweis.  Nach Definition I2, I haben wir nur zu zeigen, dass die auftre- 

tenden )&engen zu F gehSren, paarweise fremd sind, und dass ihre Summe BE 

ist. Diese drei Dinge sind aber unmittelbar Mar. 

Wir werden nun einige im folgenden als Hilfss~itze verwendete Tatsachen 

beweisen, die sich mit dem Zusammenhang zwischen den Mittelwerten bestimm- 

ter Funktionen und den Mittelwerten der in diesen Funktionen auftretenden 

Ver~tnderlichen befassen. Wollten wir diese S~itze fiir unseren ganz allgemeinen 

Begriff der Verfinderlichen beweisen, so miissten wir sie in sehr verklausulierter 

Form aussprechen, da wir ja immer die Existenz der Mittelwerte voraussetzen 

miissten. Der Einfachheit wegen und well diese Einschr~inkung die Anwendbar- 

keit der S~tze sp~iter nicht beeintr~chtigen wird, fassen wir den Begriff der 

Veriinderlichen so, dass jede Veriinderliche der eingeschr~nkten Fassung einen 

Mittelwert hat. 

Definition 12, 5. Ei~e  Verh'nderliche i~ F heisse b e s c h r S . n k t ,  wenn ihre 

x -Wer t e  beiderseits beschrdnkt sind. 

Satz 12, 3. Jede ganze rationale Funktion von n beschrSnkten Verdnderlichen 

in F i s t  eine beschrdnkte Verh:nderliche in F .  

Beweis .  Folgt aus Definition I2,4 und Definition I2, 5- 

Satz 12, 4. Fiir jede beschrh'nkte tYrh'nderliche in F existiert  der Mittelwert.  

Beweis .  Folgt unmittelbar aus Definition IZ, 3. 

Sat~ 12, 5. Is t  die beschrSnkte l~rh'nderliche X in F konstant, d. h. x~ ~ x2 = 

xm = c, so gil t  

Beweis.  Folgt sofort aus der Gleiehung ~ ( F ,  9~,)= ~. 
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Satz 12, 6. Is t  X eine beschrSnkte VerSnderliche in F u n d c  eine Koustante, 

so gilt  fi'ir die VerSnderliche c X 

Beweis.  Folgt unmittelbar aus Definition I2, 3 und Definition Iz, 4. 

Satz 12, 7. Sind X (~) und X (2) zwei beschrh'nkte Ver&~derliche in F ,  so gilt 

X (1) § X (9) ~ X (1) § X (2) . 

Der Mittelwert der Summe zweier beschrSnkter VerSnderlicher in F ist also gleich der 

Summe der Mittelwerte der Summanden. 

Beweis .  lqach Definition I2,4 gilt 

X(1) § X ( 2 ) =  [(~(1).~(2) x(1) Q_ x(2))] 
L "  't, 1 ~ 2  ~ a ' l  " ~'2 / J  ' 

Also ist 

= Z x(') (F ,  ~!1) .~(2)) + ~ x(2)(F,  ~(12) ~[(2)) 

' l ' l  ' I~2 ~ '2  ' l ' l  

~ 1  ~ ~'2 "2"2 " 

rtt I ~':] 

Satz 12, 8. Sind X ('), X(2), . . . ,  X ('~) beschrSnkte VerSnderliche in F u n d  c~, 

c~, . . . ,  c,,, c~+1 Konstante, so gilt  f i ir  die lineare Funkt ion 

X - - - - c j X  (1) § ceX (2) + 

dieser VerSnderlichen 

~ c~Xll) + c~X (2) § 

"7 c n X  (n) ~- Cn§ 

§ c n X  (n) t Cn+l. 

Beweis.  Folgt unmittelbar aus den S~tzen I2, 5; t2, 6; I2, 7. 

Nachdem wir diesen allgemeinen Satz fiber lineare Funktionen yon n Ver- 

~tnderlichen in F bewiesen haben, wollen wir jetzt einen Satz fiber eine quadra- 

tische Funktion einer Ver~nderlichen ableiten. 
42--32511. Acta mathematica. 60. Imprimd le 3 janvler 1933, 
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Satz 12, 9. Ist X eine beschrh'~kte Verh'nderliche in F ,  so gilt 

( x -  Yr = X ~ - (?~ Y. 

Beweis .  Offenbar ist 

also 

( x ,  ~ ) ~  = [ ( ~ , ,  ( ~ , -  ~ ) ~ ) ] ,  

( x - s  * = ~ ( x ,  - ~ ) ' (F ,  ~ , ) =  ~ :  (F, ~,) -- 2X F,z,  (F, ~,,) + (~)~ ~ (~, ~,) 

= ~ - 2 x .  x + ( ~ ) '  = x ~ - (~)~. 

Definition 12, 6. 

nieht negative Zahl 

Ist X eine besehr~nkle Verdnderliche in F,  so heisst die 

die S t r e u u n g  von X .  

Der vorige Satz besagt also die Gleichung 

o~- = X '  - (x)~. 

Offenbar ist die Streuung ein Mass fiir die Ungleichheit der x,_ Dieses Mass 

ist ein Spezialfall der durch folgende Definition eingefiihrtenVergleichsmasst~be: 

Definition 12, 7. Ist X eine beschrh'nMe Verdnderliche in F ,  so heisst, wenn. 

k eine natiirliche Zahl ist 

( x -  x)~ = ~ (x~ - x)~ (F, ~,) 

das M o m e n t  k- ter  O r d n u n g  von X ,  wdhrend man 

i x  - x I  k :  ~ I x , - -  XIk(F.  ~,) 

das absolute  M o m e n t  k - ter  Ordnung  von X zu nennen pflegt. 

Das Quadrat der Streuung ist also das ]~Ioment z4er Ordnung oder auch 

das absolute Moment 2-ter Ordnung, denn bei gerader Ordnung decken sich 

diese Begriffe. 

Wit  wollen jetzt noch untersuchen, welche Beziehungen zwischen den Mit- 
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telwerten und den Modellen bestehen, welches also der H~ufigkeitssinn der 

Mittelwerte ist. ~ 

Definition 12, 8. Is t  X = [(0/v, x~)] Verdnderliche in F ,  so heisst 

(v, x ) =  lim 
k ~ o o  

echter Modellwert (durchschnittlicher Gewinn, Barwert, billiger E i m a t z  etc.) vo~ X ,  

wenn dieser Grenzwert fiir jedes ~ der Modellklasse ~' existiert und deuselbe~z e~zd. 

lichen Wert  hat. Ist dagegen (~' X )  stets + ~ oder stets --  00, so sollen diese Sym- 

bole unechte Modellwerte yon X heissen. 

Die Bezeichnungen >>billlger Einsatz>> etc. stammen aus folgender Vor- 

stellung: 

Man denkt sich einen Bankhalter, der Wetten darauf entgegennimmt, zu 

welchem 9~ eine Realisierung der Versuchsvorschrift geh5ren wird, und der den 

(ev. negativen) Betrag x, auszahlL falls die Realisierung zu 9~, gehSrt. 

Die Frage ist nun, ob es einen (ev. negativen) Betrag c gibt, so dass, wenn 

der Spieler gerade diesen Betrag vor der Herstellung jeder Realisierung dem 

Bankhalter auszahlt, die Einnahmen und Ausgaben sowohl des Spielers als auch 

des Bankhalters sich bei d~uernder Wiederholung des Spiels wenigstens der GrSs- 

senordnung nach ausgleichen. 

Die einzige praktische Annahme, die man zur Beantwortung dieser Frage 

benStigL ist, dass die dauernde Wiederholung des Spiels ein Modell F der Ver- 

suchsvorschrif~ erzeugt. Dies vorausgesetzt, miisste also gelten 

]CC : E a( 1~', ~,)kX~, + 0(~) 
V 

oder 

c = lira Z ' ( F ,  U,)kx, 
k ~ oo ~, 

da man mit o(k) bekanntlich eine Funktion yon k bezeichnet, f i i r  die gilt 

lim o(k) k ~  - ~ - -  ~ O.  

1 Anmerk. Diese Untersuchung wurde dutch die Betrachtungen yon Herrn E. KAMKE zum 
Petersbnrger Problem in Nr. 34, 35 seines schSnen Buches ,,Einfiihrung in die Wahrscheinlich- 
keitstheorie~) angeregt. An dem nun anzuffihrenden Beweise hat  Herr W. FELLER, Kiel, ausschlag- 
gebenden Anteil. 
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Natiirlieh miisste diese Zahl c yon der speziellen Wahl von i '~ unabhiingig sein, 

denn welches F aus ~; erzeugt wird, weiss man ja nicht, 

Die Antwort auf diese Fragen gibt 

Satz 12, 10. X hat da~l~ und nur dan~ ei~wn echten Modellwert, wenn X 

eine beschrh'nkte Verh'nderliche ist. X hat damz und nt~r dann einen unechten Mo- 

dellwert, wenn X divergiert und ausserdem et~tweder die positiven x,. oder die nega- 

tiven x,  beschrh'nkt siud. In  be#den l'7illen gilt fi'ir den Modellwert 

(kx)=x. 

Beweis .  Wir stellen X als Differenz nicht negativer Veriinderlicher X (1) 

und X (2) dar ,  wo X (1) aus X entsteht, wenn alle negativen x, durch o ersetzt 

werden und X (''), wenn alle negativen x,. durch ihren absoluten Betrag die posi- 

riven aber durch o ersetzt werden. Man hat dann 

X : X  ( 1 ) - X  (2). 

Der Beweis selbst zerfii.llt in folgende Teile: 

A) X------X (1), d .h .  X nimmt keine negativen Werte an. 

Dann gilt 

a) X beschriinkt: Echter Modellwert, 

~) X unbeschr~tnkt und 

~1) X divergent: Unechter Modellwert, 

~2) X konvergent: Kein Modellwert. 

B) X nimmt auch negative Werte an. 

Dann gilt 

a) Sowohl X (1) als auch X (2) beschr~nkt: Echter Modellwert, 

~) Genau eine der beiden Ver~nderlichen X (1) und X (~) ist unbeschrgnkt und 

~l) X divergent: Unechter Modellwert, 

~_~) X konvergent: Kein Modellwert, 

~) Sowohl X (1) als auch X i2) unbeschr~inkt: Kein Modellwert. 

Die Gesamtheit dieser Aussagen ist offenbar mit unserem Satz gleichwertig. 

A) Die x~ seien also zuniichst nie negativ. 

~) Offenbar gilt 

lim r(l'-', X)k ~ Z (~', ~)x.,..  



Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 333 

Andererseits ist mit  C > max(x,) fiir jedes N 

~ r  oo 

~,--1 2~1 
.N iV ~e 

--< Z ( i  I~', 9~v) OG, ~ - I Z { r ( ~ i ,  9 ~ , ) k - - ( F ,  ~v)}X~, I q- C Z ( F  , ~hr+2) +" 
�9 ~i ~ = 1  2 = 1  

+ cl Z {'#, ~,.+,),-(~, ~,-+~)/I. 
2 : 1  

t s t  ~ > o vorgegeben, so kann man N =  N(e) so wghlen, d~ss gil t  

ao 

8 
i) Y, (u, 9~.+~) < c 

2=1 

und k(N) so, dass fiir k > k(N) 

und 

ist. 

Also gilt  

Somit is~ 

N 

:) I Z {'#, ~a-(F,  ~,)/.~l <~ 

N 

2 = 1  , v = l  

Dann folgt abet  

,(>, x)~ < Y, (F, ~,) x~ + 3,.  
~ = 1  

1-im'(P: x)~ =< ~ (F, ~i,,) ~,. 
r  i 

(.~, x ) =  x .  

iS1) Aus der ers~en Ungleichung unter  ~) folgt sofort, dass ein unechter  

Modellwert exis~ier~, wenn X = or ist. 

~) Es ist somit unter  A) nur  noch zu zeigen, d~ss hie ein Mo4ellwert exi- 

stiert, wenn X unbeschriinkt ~ber X endlich ist. 
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Es sind also zwei Modelle T" und F '  anzugeben, so dass gilt 

lim r(F, X)k ~ lira ~(F', X)k. 
k ~  / ~  

Wir konstruieren zun~chst /~ so, dass fiir jedes k gilt 

"(~ 9~,o)k < (F, 9/,o) fiir e = 2, 3, 4, . . .  

Hierzu gehen wir yon einem beliebigen Modell FI aus. 

ge~ndert, dass die erste Spalte in F~, fiir die 

o(F,, ~..,)~. > k (F, ~.,) 

~;~ wird dadurch ab- 

gilt, durch einen Punkt aus ~{~ ersetzt wird. Ebenso wird mit dem dadurch er- 

zeugten Modell verfahren und diese Ab~inderungsmethode wird unbegrenzt fort- 

gesetzt. Dadurch entsteht offenbar ein Modell ~ ,  in dem fiir jedes k gilt 

,(F~, ~)~ __< (F, ~.~). 

F~ wird nun in bezug auf 9~ a ebenso behandelt, wie ~1 in bezug auf ~I~ und da- 

durch ein Modell /~s erzeugt, in dem sowohl 

(~3, 22)k < (F, 9~) als auch r(F3, 9J~)k < (F, 9A3) 

fiir jedes k gilt. 

Unbegrenzte Fortsetzung dieses Verfahrens ergibt das gesuchte Modell F ,  

fiir das nun gilt 
~c 

r(F, X)k _-< r(i~, ~,)~x, + ~ (F, ~o)x~, 
Q=2 

also 

~m r(~, X)k = Y, (F, ~)xe = X. 

Nunmehr wird das Modell F '  aus F abgeleitet. 

f(n) > o sei fiir alle natiirlichen Zahlen n erkl~rt. 

licher Zahlen werde so gew~hlt, dass fiir jedes n gilt 

Eine Folge {Qn} natiir- 

f(n) <= xQ,~. 

Nun wird festgesetzt, dass aus ,~' durch Fortlassen der I~-ten, 2~-ten, 3~-ten, . . .  
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Spalte F entstehen soll, und d~ss in F--' die n~-te Spalte durch einen Punk t  aus 

~.Ie~ besetzt  sein soi l  Dann  ist zuni~chst ~" ein Modell. Ferner  gilt offensichtlich 

falls Q = ~, mit  n ~ k ist, und sonst 

o(~', ~ )~  = o(~, ~ ) ~ - ~  

Somit ergibt  Multipl ikation mit  den xr und Addition" 

k 

~ (x~, f ( , )  ~(P', x)~, >= ~ + ~2 ~ . . . .  + ~o~) => ~ Y, 

Bei geeigneter  W a h l  yon f(n) is~ somit 

lira ~(F', X)k = + ~ .  
~ o o  

Also ist ~.,) bewiesen und somit A) erledigt. 

B) E s  werde nun angenommen, dass X negative Wer te  annimmt.  

a) Is t  X beschr~nkt, so auch X (1) und X (2). Deshalb folgt  nach A~) un- 

mi t te lbar  

9) Es sei genau e ine  der beiden Ver~inderlichen X (1) und X (2) unbeschr~nkt.  

~1) I s t  .~ divergent,  so auch der Mit te lwert  der unbeschr~inkten Ver~nder- 

lichen. Daher  folgt  nach As) und A~,), dass, je nachdem ob X (11 oder X C21 un- 

beschr~nkt ist, gilt  

( $ ~ , X ) =  + ~  resp. (fi, X ) = - - ~ .  

~2) Nun sei X konvergent  und z.B.  X (1) unbeschr~tnkt. Dann  ist auch X(1) 

konvergent  und nach A~2 ) existiert  fiir X (I) kein Modellwert ,  w~i.hrend er nach A~) 

fiir X (2) existiert. Somit existiert  auch fiir X kein Modellwert.  

y) Es bleibt noch der Fall  zu erledigen, dass sowohl X (~) als auch X (2/un- 

beschr~nkt ist. 

F sei ein Modell  und F 1 werde unter  Verwendung yon X (11 aus F ent- 

sprechend erzeugt, wie unter  Ay,) /7' aus F u n t e r  Benutzung yon X erzeugt 

wurde. Dann gilt 
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k 
r(~i 1 X ) k .  = r(F1, / (1))k-~-  r ( F  1 , X(2))k '-' > I ~ f ( ~ )  __ r(/~--,1 /(2))k~ 

n = l  

und es ist 

a(~l ,  X(2))k , : a( lF, X(2))k,--k 

wie auch f ( n )  gewiihlt wird. Man kann also f (n )  so wi~hlen, dass gil~ 

lira ~(Ft, X)k-= + oc. 
k ~ o o  

entsprechend relat iv zu X (~ vor, so erhiilt man ein Modell 1~, fiir Geht  man 

das gilt  

lim ~(F~, X)k = - - ~ .  

Hiermi t  ist der  Satz bewiesen. 

w  

Sittze fiber assoz i ier te  Veritnderl iche.  1 

(Das  Gese tz  der g r o s s e n  Zahlen.)  

Definit ion 13, 1. n Verh'nderliche in F 

X (~') ~ [(9~ (~) x(i)~] i = I, 2, n 

heisse~ a s s o z i i e r t ,  wenn jedes n-Tupel yon Menge~ 

~(2) . . (n) 

assoziiert ist, d .h .  wenn f i ir  sie gil t  

(F, 9/a) 9.I (2) 9/(')) = (F, 9/~ )) (F, 9/I'>).. - (F, 9/(~)) 
' r l  r  " " " r T l  " ~ n  " 

Eine  Folge yon Verh'nderlichen in F heisst assoziiert, wenn f i ir  jedes n (lie n ersten 

VerY,nderlichen der Folge assoziiert sin& 

Es sei ausdrficklich bemerkt ,  dass hier  keinerlei  Voraussetzung fiber spezielle 

Eigenschaf ten  der Wahrschein l ichkei t smetr ik  yon F gemach~ wird, sondern dass 

die Definition rein hypothet i sch  dahin zu verstehen ist: W e n n  ffir n Veriinder- 

liche die Bedingung erfiillt ist, dann heissen sie assoziierk Voraussetznngen fiber 

Vergl. die Anm. der Inhaltsiibersieht zu diesem Paragraphen. 
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die Me~rik dagegen hgtten die Folge, dass man ev. yon b e s t i m m t e n  Ver~nderlichen 

behaupten kann, dass sie assoziiert sind. 

Sind X (~), X (9-), . . . ,  X (~) n beschrdnkte, assoziierte VerSnderliche Satz 13, 1. 

in F ,  so gil t  

X (1) X (2) . . . X 0}) ~ X (1) . X (2) . . . X (n) . 

Der Mittelwert des Produktes ist also unter diesen Voraussetzungen das Produkt  

der Mittelwerte der Faktoren. 

Beweis .  Es ist 

X ( l l  X(2) X(~l) [ ( ~ )  ~!22) ~(n) x(1)~(2) ,~:))] 

also 

X ( ' )  X(2)  X(n)= Z ( F ,  ~1,} ~II 2) ~ (n ) )  x(1) x(2) x(")  

Hiermit ist der Satz bewiesen. 

Satz 13, 2. ~ 

i~ F ,  u~d ist 

so gilt  

n 
= lI  ~Z(F, v,)~.(4 

~'i" v i )  i=l ~i 

Sind X (1), X ( 2 ) , . . . ,  X (n) n beschrh~kte assoziierte Verdnderliehe 

X , ~ = X ( ' ) +  X (~) + -+ X (~), 

ax(1 ) -t- + . + qx(n) . a x(2) 

Das Quadrat der Streuung der Summe ist also hier die Summe der Quadrate der 

Streuungen der Summanden. 

Beweis .  Nach Satz I2,9 gilt 

; .  o ~  ( x ~ -  x,~) ~ ' ( x ~ )  2 x(~) x('~ -. 
i i 

Somit erh~tlt man durch Qaadrieren nach Satz 12, 8 und Satz 13, I, da sich die 

doppelten Produkte aufheben 

< =  Z x(~,~- Z ( ~ )  2 -  Z { ~ -  (~)~} = Z ~,~, 
i i / i 

1 Anmerk .  Fiir  die S~tze I3, 2 - - I 3 ,  5 geni igt  die wesent l ich  schwfichere Vorausse tzung ,  dass  
die au f t r e t enden  assozi ier ten  Vergnder l ichen  n u r  paarweise  assozi ier t  sind. Die Beweise b le iben  
g le ichlautend.  

43--32511. Ac ta  n~athe, mat ica .  60. Imprim6 le 28 janvier 1933. 
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Satz 13, 3. S ind  X (~), X (2) . . . .  , X ( ~ n beschrd~kte assoziierte Verdnderl iche 

in  F ,  und  is t  ~ > o beliebig gegebe,,  so gi l t  fiTr die l l~ thrschdMichke i t  P des Ei f i i l l t -  

sei~s der U~gleichu~g 

stets 

[:. Ix- il 

t "  > = ) I  - -  i 

Hierbe i  hat  X, ,  dieselbe Bedeu tu~g  wie  im vorige~ Satz .  D a s  Gleichheitszeichen 

gil t  nur,  wenn alle Verdnderl ichen kons ta , t e  Streuun.q o haben. 

B e w e i s .  W e n d e t  m a n  Sa tz  12, I a u f  d ie  V e r ~ n d e r l i c h e  ( X - - X )  2 an ,  so 

e rh i i l t  m a n  f i i r  d ie  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  H de r  U n g l e i c h u n g  

( x  - S)~ _- ~.~-t -~ (t # o) 

W ~ h l t  m a n  t so, da s s  g i l t  

i 
1-[> I - - - .  

t ~ 

q X t ~  8 (ax # o v o r a u s g e s e t z t O  

so erh i f l t  m a n  f i i r  d ie  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  / /  d e r  U n g l e i c h u n g  

s o f o r t  

I x - x l _ - < ~ ,  

/ I ~  I - - - - "  
8 2 

N u n m e h r  wi ih len  w i r  a ls  V e r i t n d e r l i c h e  X d e r  l e t z t e n  R e l a t i o n  

Z ~ _  . . . . . .  

D a n n  b l e i b t  o f f enba r  n u r  n o c h  zu ze igen ,  f a l l s  ax  f i  o ,  

ax  = ~ (axim) + ax(2t + ' "  + axial). 

X(1) X(2) X(,*) 
W i e  m a n  so fo r t  s ieh t ,  s i nd  a u c h  , - , . - . ,  n a s s o z i i e r t e  V e r i i n d e r l i c h e  

in  F u n d  
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X(1) X(2) X(~) 
X - -  + + . . . .  l- . . . .  

N u c h  Sa tz  13, 2 g i l t  also 

N a c h  Sa tz  I2, 2 fo lg t  n u n  
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I s t  a lso ax  ~ o ,  so is t  der  Sa tz  bewiesen .  

I s t  abe r  a x = O ,  so is t  ax(~ ) ~ o  f i i r  j edes  i .  W i r  mi i ssen  somi t  zeigen,  

dass  die W a h r s c h e i n l i c h k e i t  da f i i r  I i s t ,  dass  f i i r  i r g e n d  eine Veri~nderl iche X 

gil t ,  w e n n  a x - - O  ist. 

Es  sei 

Ix-xl<=  

X ----[(~(~, x~,)], d a n n  fo lg t  

o = = Y ,  ( F ,  

Es is t  s o m i t  x~ = X fi ir  j edes  v, f i ir  das  (F,  2 , ) ~  o ist. Die  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  

daf i i r  also, dass  X - ~  X gilt ,  is t  I, somi t  a u c h  die W a h r s c h e i n l i c h k e i t  dafi i r ,  

dass  [ X - -  X [ _--< e erf i i l l t  ist. 

H i e r m i t  is t  der  Sa tz  bewiesen .  

D e r  I n h a l t  dieses  Sa tzes  wird  a n s c h a u l i c h e r  du rch  eine so fo r t  aus  i b m  zu 

z iehende  F o l g e r u n g  : 

Satz 13, 4. I s t  X (~), X (~), X (3) . . . .  ei~e ~blge vo~ assoziierten beschrh'nkten 

Verlinderlichen in F uud ~ilt 
?t 

so liegt f i ir  jedes noch so klein vorgegebeue e die Wahrscheinlichkeit dafiir bcliebig 

dicht an I, dass der Durchschnitt der n ersten VerSnderliehen sich yon seinem 

Mittelwert absolut um hSchstens ~ unterscheidet, wenn ~ur n = n ( e )  hinreichend 

gross gewShlt wird. 

B e w e i s .  F o l g t  u n m i t ~ e l b a r  aus  Sa tz  I3,  3. 
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Fiir ein l~Iodell F yon F sag~ der Satz also folgendes aus: Be t rach te t  man  

die Dichte  der Spalten, fiir die der Durchschni t t  der n ersten Vergnderl ichen 

sich von seinem Mit te lwer t  absolut um hSchstens e unterscheidet ,  so geht  diese 

Dichte  bei wachsendem n gegen I, wie klein auch ~ vorgegeben war. 

Der  Satz gibt  offenbar eine Methode, yon den bekannten  Mit te lwer ten auf  

die unbekannten  Durchschni t te  mit  asymptot isch gegen I wachsender  Wahrschein-  

l ichkeit  zu schliessen. 

Wi r  wollen nunmehr  eine Erwei te rung  dieses Satzes beweisen, die ausser- 

dem noch einen Schluss vom beobachteten Durchschn i t t  auf  den unbekann ten  

Mit te lwer t  gestat te t .  

Dazu erkl~ren wir in Vera l lgemeinerung der Sachlage yon Beispiel 3, w 7 

zungchst:  

Definit ion 13, 2. JEs sei F ein W - F  und es gelte 

B• = ~[l + 9/_, + 9/s + " ,  

wo 9~,~ zu F gehb'rt und die 9X,~ paarweise fi 'emd sind und (F, ~,,) ~ o. 

Setzt man 

l"gA,, = 1';~ (vergl. ~ I I) 

so soll 
Z, '=  (~;,  Z';, l"~ . . . .  ) 

ei~e K o m p o u e n t e n d a r s t e l l u n g  yon 1 ~' heissen. 

S a t z  13, 5. G e s e t z  d e r  g r o s s e n  Z a h l e n  

z , ' =  (F , ,  & . . . .  ) 

sei eine Komponentemlarstellu~g yon F .  

Xn(2), X2 ), n : I ,  2 ,  3 ,  " ' "  

sei eine Folge beschriinkter assoziierter Veriinderlicher in F , ,  fiTr die gilt 

,s' 
lira I ~ 

i ~ l  n 

X (~) bezeichne die Punktfunktion auf  BF = BF, ~- BF~ + "", die f i ir  jeden Punk t  P 

yon BF erkl&'t ist dutch 
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oo 

X(i)(~D) = Z X ~ ) ( P )  1 
n ~ l  

und X s  bezeieh~e die Punktfunktion au f  B• die fi ir jedes P erklh'rt ist dutch 

s 

- 

i--i 

Endlich sei 
X n ,  s = X}t 1} ~- X}~ 2) -~- .... -~- Xl~  -~) , 
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Dann geht mit waehsendem S die Wahrscheinlichkeit i~ F gegen i dafter, dass ei~ 

Punkt P,  an dem der Durchschnitt 

beobaehtet wird; zu einem F,~ gehb)'t, f i ir  alas gilt, 

wie klein aueh ~ vorgegeben s(in mag. 

D~mit  der mathemat isehe  Saehverhal t  klar  wird, wollen wir ihn noeh an 

einem Modell 1;' yon F erl~utern. 

Man gibt s > o und S vor und stellt  f a r  jede Spalt~e P aus F fest, zu 

welehem F,~(p) sie gehSrt  und mark ie r t  in F die Spalten P, fiir die der Absolut- 

bet~rag der Differenz des obigen Durehsehni t t s  (des an P beobaehte ten  Dureh-  

schni~s) und des zu seinem F,~(p) gehSrigen Mittelwertes hSchs~ens ~ ist. Be- 

zeichnet  man die Dichte  der markier ten  Spal ten mi t  ds,~, so behaupte~ der Satz: 

lira ds,~ ~ ~, fiir jedes e. 
S~ao 

B e w e i s .  Wi r  best immen N so, dass 

F,,) < 
n > N  2 

wo • > o vorgegeben war und (F, F , )  : (F, B&)  gelte. ]:)ann wird S,, (n = I, 2, . . . ,  27) 

so bestimmt; dass fiir alle S ~  S~ die Wahrscheinl ichkei t  in Fn der Ungleichung 

1 Anmerk. Ausserhalb von B F  n also auf den Mengen ~Ir, v ~ n ,  werde X(n/)~o gesetzt, also 

als Veriinderliche in F aufgefasst. Dann ist  die Addition definiert. 
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grSsser als 

I . . . .  
2 2 n 

ist. Naeh  dem vorigen Satz gibt  es ein solches Sn. Die Wahrsche in l ichke i t  

in F der Punkte ,  fiir die die Ungle ichung bei festem S ~ S, erfiillt ist, ist also 

nach Def. 8, I grSsser als 

•2 I 
(F, ~'~) - -  (F, r;,) ~ .  

Die Gesamtwahrscheinl ichkei t  in 1'" der fiir n = I, 2, . . . ,  N in Frage  kommenden  

Punk t e  dieser Ar t  ist also grSsser als 

N .Y 

n ~ l  1 

w e n n  

N X 

' > ~ ( F ,  F , , ) - -  2,;> 
2 ~ 2 

S ~ m a x  ( 8 1 ,  S , , ,  . . . ,  Sx). 

Da man ~ ja beliebig klein vorgeben kann, ist der Satz bewiesen, weil ja  gilt: 

S S ~c ~ S ~c 

x~(v) = E x(,)(P)= E E xi~'(I')= E Y~ x;:( t  ") = E x,,..~(e)= x,,(,,).~(v) 
i ~ 1  i = l  n = l  n - - 1  i = l  n - - 1  

Was der Satz prakt isch aussagt  ist nun offenbar folgendes:  

W e n n  man fiir einen beliebigen Punkt ,  ohne seine ZugehSrigkeit  zu /;~ zu 

beriieksichtigen, rein formal  ffir grosses S den Durehschni t t  Xs :  S bildet, so wird 

sieh mi t  grosser Wahrschein l ichkei t  (die mit  waehsendem S gegen I geht) dieser 

Durchschni t t  um h5chstens e yon dem Mit te lwer t  unterseheiden,  der sich bei 

Beri icksichtigung der ZugehSrigkei t  des Punktes  zu 1"~ erg~ibe. 

Es ist somit, wie angekiindigt,  eine SchlussmSglichkeit  yore >>beobaehteten 

Durehschnitt>> auf den ~unbekannten Mittelwert>~ aufgezeigt.  

Spezialisiert man die Komponentendarstellm~g dutch die A~n~ahme, dass sie nut 

eine Kompouente F 1 enthgIt, so ist F =  F~ und das Gesetz der grossen Zahlen 

geht wieder in den spezielleren vorigen Satz iiber. Der Mittelwert wird fiir festes 

S eindeutig und wit  k6nnen den Satz dann wieder als Schluss vom bekannten 

Mittelwert (er ist ja ei~deuti~) auf  den Durchschnitt deuten. Obwohl dieser Saeh- 

verhal t  t r ivial  ist, wird er oft  verkannt  und angenommen,  dass der Schluss vom 

beobach~eten Durchschni t t  auf den Mit te lwer t  erst durch einen Satz gerecht-  
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fertigt wird, den wir deshulb behandeln miissen, und der sich aueh mit dem 

Riiekschluss vom beobachteten Durehsehnitt uuf Mittelwerte besehiiftigt. Seine 

Aussage aber bezieht sieh sozusagen auf die u im Kleinen, wi~hrend 

dus Gesetz der grossen Z~hlen die Fmge ira Grossen behandelte. Auf das genaue 

Verhi~ltnis tier beiden Siitze gehen wir erst naeh dem Beweis ein. 

Sate. 13, 6. (Verallgemeinertes Bayessches Theorem.) F =  (F1, F ~ , . . . )  sei 

eine Komponentendarstellung. In  jedem dieser F,, sei eine Folge assoziierter (k + I)- 

wertiger Verh'nderlicher gegeben 

X(n l) = [(.~I~)2, x~)], i =  I ,  2, 3 , . . . ;  Z = O, I,  2, . . . ,  ~ .  

Die 

dieselbe. 

Ferner soll gelten fiir jedes Paar (i, j) 

(F,,, ~.[(i).) = (Fn,  ~(J) ) 

Es sei 

a = ( a o ,  a~, . . . ,  a~) 

Zahl x2 ist also von n und i unabhSngig, d. h. f i ir jede der Verh'nderliehen 

) ~ 0 ,  I ,  2, . . . , ] ~ .  

ein vorgegebenes System rationaler Zahlen, f i ir das gilt:" 

k 

O <  a2 u n d  Z az = I .  
2=0 

Ist S ein Vielfaehes des Hauptnenners der a, so setzen wir 

s z =  Saz, also sz > o und ganz. 

Nunmehr bilden wi t  die Menge JVI,, s der Punkte, die zu genau s2 unter den S 

Mengen 
or ao 

~ * ? ~ ,  2 ' ? / ,  ) .  ~ " " ' ' 

n= l  n = l  ?1=1 

und zwar sowohl fi~r Z-=o, als aueh .fi~r Z = I, . . .  als aueh fib" Z =  k - -  I geh6ren. 

(SSi, o, sei, wenn o <  Q< I, die Gesamtheit der k-Tupeln 

fiir die gilt 

( ~ 0 ,  /~1, " ' ' ,  ~k- -1 ) ,  0__--< /~t ~ I 

] ect (#0, ~tl . . . .  , ~k--X) > ~3, 
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W O  

~ a o l  \ a l l  ~ a k - - l ]  - -  c t  0 - -  Cg 1 . . . . .  ~ k - - 1 ]  

ist. 

- -  a k - - I  

n e durehlaufe die Zndizes n, f i ir  die 

(~;,, ~.,o), (F . ,  ~. ,  , ) , . . . ,  (~;,, ~t., ~-1) 

ein Punk t  von q~, e ist und es gebe ein n.~. 

na durehlaufe die andere~ Indizes ~. 

W i t  setzen 

YI~, s Z B,o = YI,, s..o, 
n,o 

wo B,, die gr6sste Menge aus F,, ist und behaupten, dass dann stets gilt: 

lim (F  M,, s, Y/~. s, e) ~ I. 

Wir  wollen, ehe wir den Satz beweisen, die etwas komplizierten Mengen- 

verh~ltnisse durch Vergleich mit  den Voraussetzungen des vorigen Satzes und 

durch ein Beispiel erl~utern. 

Die Vergnderlichen in F~ im vorigen Satz ergeben durch dreifache Spezi- 

alisierung die Ver~nderlichen dieses Satzes: 

i) Jede Ver~nderliehe in F,, soil jetzt  (k+ I)-wertig sein. 

2) Auch die Zahlkomponenten der Ver~nderlichen an entsprechenden Stellen 

sollen fibereinstimmen. 

3) In  F,~ sollen die Wahrscheinl ichkeiten der entsprechenden Mengenkompo- 

nenten der Ver~nderlichen gleich sein. 

B e i s p i e l :  Die Komponente  F~ yon F bestehe aus allen Punkten  

e(~,) e(Z,) e(a,) 
7 t ,  1 ~1, 2 n ,  3 " ' ' 

wo jedes ~i die Zahlen o, I . . . . .  k durchlaufen darf.  9~('])~ sei die Menge der 

Punkte  yon F,~, die an der /-ten Stelle das Symbol e (~) haben. 7Li 

W~hl t  man die Metrik geeignet, so sind offenbar alle Bedingungen erffillt. 

Gibt  man a vor, so ist :.~/~, s die Menge der Punkte  yon l+'n summiert  fiber 

>~, die an den S ersten Stellen s o = S a  o m a l e  (~ s l = S a  1 m a l e  I~) s .~=Sa.2mal  

e (2) bis 8 / : - - 1  = SEfk--1 real e (~-~) enthalten,  also auch s~ ~ Sak m a l e  ~1 Die 

Punkte  �9 hinter  n, bedeuten dann insgesamt alle Zahlen I, 2 , . . . ,  S, jede nur  ein mal. 
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Man erkennt,  dass bei vorgegebenem a das Mles nur  fiir solche S erfiillbar 

ist, die Vielfache des Hauptnenners  der Zahlen (%, u l , . . . ,  a~) sin& 

Nunmehr  wollen wir den Satz beweisen. 

Bewe i s .  D~ die B.o f remd sind, gilt zun~ichst 

Es ist 

also 

Nun ist 

nq 

(F, B .  ~ ,  ~) = (F ~~ B.  M~, ~) (V, Mo, ,~), 

(ffJt//~, s, B~9//~ s) =- (F, Bng//~, s) - -  
' (F, Mo, ,~) 

(F, B.) (FBn, B. 9//~, ~) 

Z (F, Bn)(_FBn, B. M~, s) 
n 

Es handel t  sich somit um die Punkte  von B.M~,s, also um die, die genau zu sz 

unter  den S Mengen 

und zwar sowohl fiir s  als auch fiir ~ = I , . . .  als auch fiir ~ = k - - I  ge- 

hSren. Daher  ist 

(F,,,BnM~ s ) =  ( S 
' 8081 � 9  

Also folgt 

( FM~, s, B,,M~, s) = 

)( Fn, g(.,0?~ (F ~ ~'k ~ i  - 
8k--1 

k--1 
^ . ] S - - s o . . .  s k 1 . 

).=0 

k--1 

( F ~ B , O ( . ~ , i , ~ n , o )  s . . . .  ( F n , ~ n , k _ _ l ) ~ k _ _ l { i _ _ Z ( ~ n , ~ , G 2 ) } S  so sk 1 

2=0 

k--I  

Z(~,Bn)(Fn,~,bo)S .... (Fn,~n,k_l)Sk_l{ I __Z(Fn,~n,~)}S So Sk__ 1 

~ ) .~0 

Dividiert  man Z~hler nnd Nenner,  letzteren gliedweise, durch 

und setzt 

und 
44- -32511 .  

k--1 

Cr . . . .  r162 r162 - -  /"~1 r176 . - - S k _  1 

f~[( ,,, ?In, o), (Fn, ~I,,,~), (F~,, ~[~,,_,)] Zn 

A c t a  mathemat ica .  60. ]mprim6 le 28 janvier 1933. 
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so erh~lt  m a n  sofor t  

(g, B,,) = J,,, 

Z S & n 

(~,'M~, ~, mMo,~) = y , j . z  ~ 
n 

Dahe r  finder man fiir die gesuchte  Wahrsche in l i chke i t  

( F M . ,  s, M. ,  s, e) = 

nQ 
nQ __ ~Q 

U m  unseren Satz zu beweisen, ist also nur  noch zu zeigen, dass gi l t  

W i r  setzen 

D a n n  gi l t  

Z S 

lira "~ m ~ O ~  

,z~ s~= Z j . o  % 

lim Zn. = Z . .  

Z .  ~ Q .  

F e rne r  ist aber  jedes Z% > Q. Es sei nun Z% = Z* fest  gew~hlt .  

D a n n  e rha l ten  wir  mi t  yon S unabhi ingigem K 

J~o z~ ~ z s J.o ,~ z~.~Jo~ 
,,o < ,,~ .o [ z , F .  

�9 Z "  ~Z*f ZJ,,oZ:; Z s.~ ,,o. z*~Zs,,~ 
Zn~ ~Q ZnQ >= Z* >_ Z* 

K .  

W e g e n  Z ,  < Z* ist  Mso unser  Satz bewiesen. 

W i r  wollen nun die Bedeu tung  dieses Satzes n~iher un te rsuchen  und wenden 

uns zun~chst  der  Funk t ion  f~(~o, ~ 1 , . . . ,  ~--1) zu, mi t  deren t t i l fe  das Gebie t  

(~,,o definiert  wurde. 

Man  sieht sofort,  dass diese Funk t ion  in dem Quader  o ~ ~ ~ I, 

= o, I . . . .  , k - -  i nu r  ein M a x i m u m  ha t  und zwar  an der  Stelle (%, al ,  . . . ,  uk-1). 

Es ist  
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75({~0, ~ 1 , ' ' - ,  gk - -1 ) :  I 

und yon dieser Stelle aus fiillt die Funk t ion  nach allen Seiten monoton  ab. 

Hieraus  folgt  wesentl iches fiber den Bereich @~, e. Zun~ichst sieht man, dass 

(~5,e stets (es werden nur  W er t e  Q < I zugelassen) den P u n k t  (ao, a~, . . . ,  ak-1) 

enth{ilt. Da  hier  das Maximum y o n  f5 liegt, folgt  aber  auch, dass (~5,~ immer  

kleiner  wird, wenn Q gegen I geht. 

Genau gesagt  heisst das, wenn ds, Q der Durchmesser  yon (~5,r ist (die obere 

Grenze der En t fe rnungen  aller Punk tepaa re  aus (~-,e) so gilt  

lira ds, Q ~ o. 

Wi r  kSnnen also @5, e beliebig klein w~hlen, sofern es nur  mindestens ffir ein n 

den P u n k t  

1) ,  . . - ,  

enth~ilt. 

Die Gfilt igkeit  des Satzes h{ingt wesentl ich an der  W ah l  der Bereiche (~ ,e .  

Wiirde man sie etwa durch beliebige k-dlmensionale Kugeln  mit  dem Mi t te lpunkt  

(ao, a , , . . . ,  ak-1) ersetzen und diese zur Definit ion der Indizes nq in demselben 

Sinne verwenden wie die al ten Bereiche, so wird der Satz falsch. Dies l iegt  

daran, dass f~ nicht  symmetr isch ist. Im Falle k ~ I ist n~mtich - -  die Anzahl  

der Komponen ten  F,, yon F als endlich vorausgesetzt  - -  zun~chst 

\~o1 Xl - -  a o /  

und der Bereich @-,e ist die Punk tmenge  zwischen den Grenzen a o --f ie und  

ao + 7Q, wo diese beiden Zahlen die Wurze ln  der Gleichung f , (~)-~Q-s ind.  I s t  

nun z .  B. [flr ~ 17el und w{~hlen wit  die eindimensionale Kugel  (~' - -  

-----(ao- fie, ao § fie) an Stelle yon "(Y)5,e , so k S n n e n  wir je tz t  nicht  mehr  sehlies- 

sen, dass die nun  auf t re tenden  Zn e s~mtlich grSsser sind, als jedes der nun  auf- 

t re tenden  Z%. Betr~chten wir also, wenn M~,,s,e entsprechend wie M~,s,e zu 

(~, e nun zu (~'5,e erkl~rt  iSt, den Ausdruck 

Z.rnoZ   
n~ 

(FM5's 'M'5 's 'o)=ZJnoZS,  e + ~_~J,,oZXo 
nQ nr 
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und richten es so ein, dass das grSsste Z,,,~ = Z,~ einem Z,o z. B. Z,* gleich isL 

so folgt sofort, wenn Z~ihler und Nenner durch Z ~  dividiert werden 

J,*o 
- -  , ~ A  I ,  lira (FM~, s, -)/~, s, e) -- jn  i ~ j , .  

Nunmehr wollen wir den Inhalt  des Satzes am Modell betrachten. Er sagt 

offenbar: 

Geben wir a fest v o r u n d  ist h der Hauptnenner der Elemente (ao, a l , . . . ,  ak) 

yon a und betrachten wir die Folge 

Ih, 2h, 3 h , . . .  

und bilden aus F die Teilmatrix derjenigen Spalten, die zu  -~/a,~h gehSren, so 

hat in dieser Teilmatrix die Menge )I~, ~.h, .0 eine sehr grosse Dichte, wenn k sehr 

gross ist (Sie geht mit wachsendem k gegen I). 

Nun sind aber bei grossen k offenbar die Spalten, die Punkte von M,,kh 

sind, in F beliebig diinn verteilt, so dass dieser Satz sich nur auf das gegen- 

seitige Verh~ltnis relativ zu /5, verschwindend kleiner Teilmatrizen aus F beziehk 

also sozusagen ein Gesetz im Kleinen angibt, w~ihrend das Gesetz der grossen 

Zahlen eine k~ussage fiber F selbst macht, also ein Gesetz im Grossen darstell t)  

I4 .  

Weitere Siitze fiber assoziierte Veriinderliche. 

(Der Integralsatz.) 

Wir wollen jetzt Erg~inzungen zu den S:,ttzen aus w 13 herleiten, die dann 

gelten, wenn noch gewisse einschr~inkende Annahmen fiber die Ver~nderlichen 

gemaeht werden. 

Definition 14, 1. Nimmt die beschrii~kte Verib~derliche X in F nut paarweise 

verschiedene ganzzahlige Werte an, so heisst die Funktion der reellen Variablen z 

g(z)  = ~ ,  ~ (~) ~ ' : ,  x = o,  • ~, +_ 2 . . . .  

die Laplacesche Adjm&te yon X ,  wenn V(x)= o ist, falls X den Weft x nicht an- 

nimmt und ~(x) = p ist, wenn X den Weft  x mit der Wahrscheinlichkeit p annimmt. 

Anmerk. Diese l)berlegung zeigt, dass Satz I3, 6 keinerlei praktische Bedeutung haben kann. 
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Satz 14, 1. Es  sei X (~), X (2), . . .  eine Folge assoziierter beschrh'nkter Verh'uder- 

licher in F und X (~) nehme nut  paarweise verschiedene ganzzahlige Werte an. 

g~(z) = ~ ~(~)e~ 
X 

sei die Laplacesche Adjuukte ~on X (~) uud es sei 

X,~ ~ X (~) + X (2) + ... + X("). 

Ferner gelte 

I) E~ gibt ein C~ > o, .~o dass f i ir  jedes ,, gilt." 

I x(~) - x(~)[~ <= c , .  

2) Es gibt ein 

dass g i l t  

C,, > o, so dass f i ir  jedes v ei~e gauze Zahl v* existiert, 

~,~(~*) >= c~ ~ud ~,,(~* + ,) >-_ C~. 

80 

Dann gilt f i ir  die Wahrscheinlichkeit Pn (ut, u~), (u, < u~ vorgegeben), der Ungleiehung 

stets 
I t 2  

n ~ ~ 

Am Modell F yon F sagt der Satz also: 

/~, fiir die gilt 

Markiert man die Spalten P aus 

~2n + Ul (~ .V~  < x . ( P ) <  x + u~ox,,V-~ 

bei festem n, so ist, wenn dies n hinreichend gross gewiihlt wurde, die Dichte 

der markierten Spalten beliebig wenig yon dem Integral verschieden. 

Beweis .  t a) Wir schaffen uns zuniichst die Hilfsmittel zu dem Beweis 

�9 und untersuchen deshalb einige Funktionen, die eng mit den Laplaceschen Ad- 

junkten g~(z) zusammenhiingen und beweisen ausserdem die Existenz einiger 

wichtiger Konstanten. 

as) Wir  definieren Funktionen f , (z )  durch die Festsetzung 

Anmerk.  Der Beweis schliesst  sich dem yon Herrn  v. MISES gegebenen an. Einige Ab- 

~nderungen verdanke ich einer brieflichen Mittei lung yon Herrn  E. KAI~IKE. 



350 Erhard Tornier. 

o fiir [z[ > ~r 

f , ( z ) =  e X~-i , - =  = .-" " g,.~z) ~ e (x--x~'))~i v,.(z) fiir [z [ < ,~. 
Z 

Offenbar gilt  dann fiir [ z ] ~  r 

f,(o) = i  

f , (z)  : i ~ (x --  X ('') V,,(x} e (r also 
X 

f.(o) = o  und I/,(z)l--< Y, l x -  x~ l~ . (x )  
2 

X 

f ' (o )  - - -  a'.~.) u~d If.:(~) I ---< Y, I* -- XI-)I' ..(x) 

0r = - i 7, (~ - Xc,))~u.(x)~/,-.,c")-), also 
X 

If: '(~)l ~ ~ , l x -  x~')l~..(x) =< c, .  
X 

Da I x -  XC'} I hSchstens fiir zwei der Werte,  fiir die V,(x)~ o ist, kleiner als I 

sein kann,  weil ja x nur  ganze Zahlen durchBiuft, so ist offensichtlich 

und 

+ Y, l x -  x>-s I~ . (x )>  ~ . l x - x ( ; i l " . . ( x )  
O~ X 

+ ~ l x -  x(')  I', ,(~) >_- ~ 1 ~ -  x ("  I, ,(x).  
X at 

Diese Ungleichungen besagen zusammen mit  den vorigen, dass C1 + 4 eine obere 

Schranke sowohl fiir die absoluten Momente ersten bis drRten Grades als auch 

fiir die Betrs der ersten bis dr i t ten Ableitungen der Funkt ionen f , ( z ) i s t .  

Dies gilt natiirlich auch fiir I z l >  ~. 

Wir  zeigen jetzt, class ein C 8 > o existiert, so dass fiir I zl  =< C 3 und alle 

gilt  
I 

(fv(z)) ->_ - ,  
2 

wo ~(f~(z)) den Realteil  yon f,(z) bedeutet. 
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Man hat nach dem Gesagten 

Es folgt also 

somit 

z 

0 

I f d ~ ) - f , ( o ) l  < -~ ft~r I~I  < 
= 2 = 2 ( G + 4 ) '  

I I 
~ ( f & ) )  = ~ ( / , ( o ) )  - ~ / f , ( o )  - f , . ( ~ ) }  => ~ . . . . . . .  

2 2 

q = I :  2(C 1 + 4) leistet also das Verlangte. 

Hieraus folgt, dass ffir [ z [ <  C s a fo r t io r i  gilt 

If ,(~) I => -~. 
2 

a~) Das Ergebnis fiber die Realteile der fi(z) lehrt, dass man setzen darf 

r & ) = l g d , ( ~ )  r~r [ ~ [ <  G ,  

wo lg den t tauptwert  des Logarithmus bedeuten soll. Diese Funktionen F,(z) 
wollen wir jetzt betrachten. Eine triviale Rechnung lehrt nach ar dass gilt 

r , ( o )  = o ,  r',(o) = o, r"(o) = - o~c,i, 

17"' (z) = ~ (z) Z: '  (z) - -  3f; (z).f'~ (z)f:Y(z) + 2f ' :  (z) 
J:(~) 

Somit existiert eine Konstante C 4 > o, so dass gilt 

[ r : ' ( z ) ] _ - < G  ffir ]zJ-_<G,  ~ = ~ , 2 , 3 , . . .  

Entwickelt man nun Real- und Imagin~rteil yon F,(z)nach dem Taylorschen 

Satz, so erhiilt man 

p r t  �9 ~ p r p  

wobei ]z,[ und [z*[ zwisehen o und z also im Intervall ]z[__G < q liegen. 
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Somit  folgt  

oder 

also 

ffir alle I zl < Cs. 

r ,  (z) + ~- o:-,-(,.).~-~ I ~ I~' I c ,  2 

- ~ , y  z'+.l -~ c, 
I A ( z l f , ( z )  - f ~ ( z )  l----e - -, ,  

at) Es gibt  ein 6 ~ > o ,  so dass fiir alle v gilt 

Nach Voraussetzung 2) is~ n~imlich 

~].(,) _>- (~* - x(")) ~ c~ + (~* + ,  - x(")) ~ c~. 

Da sieher eine der beiden Ktammern dem Betrage naeh mindestens I_ ist, leistet 
2 

I 
C~ = 4 C~ das Verlangte. 

a6) Fiir jedes C > o  gibt es ein o < ~ c <  I, so dass fiir jedes v gilt 

If,.(~)l < a, , ,  w e n n  I.~1 > c .  

Man kann hier C ~ z voraussetzen, da die Behauptung  ffir C > z aus der Er- 

kl~irung der f,.(z) unter  a~) folgt. Fiir I zl ~ ~ aber erh~ilt man nach Voraus- 

setzung 2) 

ifi(z)] = i ~ ,  t~,(x)e (x~))z~ ] ~ ][},(v*)e (~*-X('-~)zi + tl,(v* + i)e (,*+l-:r ] + Z '  th,(~7) 
.T ~g 

= I ' , ( ~ * ) +  ',(~* + ~ ) e ' l  + Y,'~,,(x). 

Hierbei  bedeute t  5', dass nur  fiber die x,  die yon ~* und v* + I verschieden sind, 

summier t  werden soll. 

Setzt man 0,(v*)-~ a, ~,.(v* + I ) :  b, so ist 

la-{- bezi] ~'= a2-~ 5 2-~ 2abcos,~ < (a-~- b) 2 -  2 a b ( I -  eosz) -~- ( ab ( i  --  cos z)/2" 
= \ a + b  I 

Also folgt  
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la + be=~l <= (a + b) ab 
a + b  ( I - c ~  + b - -  C ~ ( ! - - c o s C ) ,  

da a + b _~ I und ~ ~ [z I ~ C und ab ~ C*~ ist. Somit erh~lt man fiir jedes v 

I f i ( z ) l  ~ ~ , . ( x )  - C~ (,  - cos  c )  = i  - C~ ( i  - cos  c ) =  ~ c  < I .  

b) Wir  leiten jetzt einen geschlossenen Ausdruck fiir die Wahrscheinlich- 

keit w~(x) ab, dafiir, dass X ,  die vorgegebene ganze Zahl x annimmt. 

Wir bemerken, dass dutch Multiplikation der Adjunkten g(z) yon X mit 

e -~; i  und gliedweise Integration stets folgt 

' f ( )  �9 

u(x)= 2~ g z e dz, X ~ - O ,  ___~ I,  ~ 2 , . . .  

Ferner sieht man, 

butiven Gesetz gilt 

dass wenn Gn(z) die Adjunkte yon Xn isk naeh dem distri- 

~. (~) = .q, (~) g , ( ~ )  g,~(~). 

Nach dem eben gesagten ist also 

~., ~,(,.-)g,(~) ... y.(~l.-'"d,... 

Fiihrt man in diese Gleichung die unter a:) definierten Funktionen fi(z) ein, so 

ergibt sich sofort 

' f-  ~ F n ( X )  = 2-7g e ( X n - - X ) Z i A  ( z ) f $ ( , : )  " " " f n ( , ~ )  d z .  

Da die f~(z) ffir [ z ] >  z verschwinden, kann man auch schreiben 

- -  r 

Bisher war O(x) nur fiir ganze Zahlen x definiert, yon jetzt ab aber wollen wir 

es fiir alle reellen x mit der rechten Seite der obigen Gleichung fiir O(x) identi- 
45--32511. A c t a  mathe,  m a t i c a .  60. Imprim~ le 30 janvier 1933. 
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fizieren. Dann  ist also U(x) fiir alle reellen x definiert und st immt fiir ganz- 

zahlige x mit  der Wahrscheinl ichkei t  dafiir iiberein, dass die zugehSrige Ver- 

gnderliche X den Wer t  x annimmt.  Natiirlich gilt  dies speziell auch fiir wn(x), 
das ja  fiir ganzes x der zu e ~ i  geh5rige Koeffizient der Laplaceschen Adjunkten  

Gn(z) yon Xn war. 

Nunmehr  diirfen wir die Gleichung fiir w,,(x) mit  ax, 1/~ multiplizieren und 

durch die Subst i tut ionen 

~--ax, Z, x=X, ,+ax , ,u l ' 2  

umformen,  wo n reell ist. 

Dadurch ergibt sich sofort  
ae 

= 7 -  f l  A "" " f~ '  e - - " r  2 i d ~  �9 

Zur Abkiirzung setzen wir 

~';t (Z) ~ -  f l  ( z ) f ~  ( g )  �9 �9 " f n  ( Z ) .  

c) Wir  wollen jetzt  zeigen, dass fiir I~1 =< Z stets gleichm~issig gilt  

lira F,, = e--.-,: . 
n ~ ~ \ a X n !  

Nach a~) n~imlich gibt es ein no = no(Z) so, dass 

I-o.~.l= < 6~ fiir n ~  ~ 0 '  

Somit gilt nach a~) fiir n _>--n o 

I 

Xn = GX n = . t / - n  C5 ' 

also gilt gleichmiissig fiir IF[ < Z 

I (<t 1 lira lg/~;, ~ + ~ = o .  

Dies aber ist mit  der Behauptung e) gleiehwe~ig. 
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d) Wir wollen jetzt zeigen, dass gleichmi~ssig fiir alle u gilt 

f J lim F,~ e-ugg~2i d~ = f --~--uCg2~ e ~ d~. 
- - ~  - - o o  

Dies bedeutet nach c), dass Grenziibergang und Integration hier vertauschbar 
sind, was fiir endliche Grenzen ( - -Z ,  Z) direkt aus c) folgt. In diesem Fall gil~ 
das aber auch gleichm~ssig fiir alle u, denn man hat 

Z Z Z 

- - Z  - - Z  - - Z  

Z 

- - Z  

unabhi~ngig yon u und beliebig klein naeh c). 

Wir  setzen nun  

= Min ~Cs, [C5~ c~ 
i 4 C~J 

und bezeichnen zur Abkiirzung wie folgt 

C 6 a X  n 

Z 

I I I =  F,~ 

C 6 a X  n 

Z 

- - Z  

- - C  6 a X  n 

- - C  6 C~X n 

- - Z  

~o 

f ~ V~i d~; v i  = e - -~  -u~ 

Z 
Z 

VIII = f 
- ' g  

- - Z  

VII = e-  ~--u~ V~i d~ 

- - o o  
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I s t  z < Csox,,, so  ist dann 

j \~x,,/  

VI + VII  + V I I I  = d ]e__~_,.:VK~dr. 
. J  

Wir  wollen jet.zt I u n d  I I  absch~tzen. 

Nach a#) ist 

I \ ax~/ \ ax . /  

Fiir l i r . ~ 7 1 ~ C 6 = < C s f o l g t  a b e r n a c h  a,) 

ai",-~ a.~. C, = C~ �9 C , - C ~ =  <~--4 

Daher  erh~,ilt man 

<=~. 

I';~ '~  e - ' : V ~  <= e - }  ~ ff ir ~ ~ C~ 
\ ax, / 

unabh~ingig yon u. 

Somit  folgt, dass unabh~ngig yon u gilt, wenn 12:1 < C6 ~,  
zo 

Max (1II, IIII)_-< f e - i  ~ dC. 
Z 

Je tz t  soil I I I  und IV abgesch~tzt werden. 

Die Subst i tut ion ~ = Zax~ ergibt  wieder 

I I I  = I I I '  = ax, F~(z)dz, IV = IV'  = ~x,~ F,,(z) dz.  

C6 - - ~  

Es sei nun  C 7 > Max (C6, ~),  so dass also gilt  

f , (~)  = o ~ r  I~ I -->-- q .  
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Nach  a~) g ib t  es eine Zahl  o < ~9c6 < I ,  so dass gil t :  

[fi(z){ ~ aco fiir {zl --> C~, 

also a f o r t i o r i  fiir C 6 ~ z ~  C 7 und - - C  7 ~ z ~ - C ~ .  

D a h e r  fo lg t  nach  a~) 

f | n ~Z n 1III'{ =< V-(C~+4) a a d z  + o.  de=(C,'7--6'~)l/(C~+4),~,~c; 
J 
c; C7 

und 
--C7 --CG 

. 2  . 3  
--or --C7 

Also folgt,  dass unabh~ngig  yon u gil t  

M~x (11111, IlVl) ___< (C 7 - -  C;)V(C, + 4 ) ;  ~ , .  

Offensichtl ich ist f e rner  unabhi ingig  yon u 

ar 

Max (IVlI, IVlII) _-< t e - ~ d ~ .  
/ 

Z 

I s t  nun  e > o vorgegeben,  so wiihlt m a n  Z o = Z o ( e ) >  o so gross,  dass un, 

abhitngig yon u gil t  

, > Max ({I{, {II{, {vI{, {vIID. 

D~nn bes t i m m t  m a n  N o -~ No(Zo) so, dass f i i r n  => N o unabhi ingig  yon u gi l t  

I)  C6ffXn > Zo, 2) , => M a x  ( 1 I I I / , / I V { ) ,  

a) I v -  v i i i ]  _-< ,. 

Nun  fo lg t  unmi t t e lba r  und zwar  fiir alle u giil t ig 

- /~;~ ~ e - ~ : ~ d ~ - -  e - ~ C ~ - u ~ V ~ d ~ - - { ( I + . . . + V ) - - ( V I + V l I + V I I I ) {  

~ {V--VIII{ + 1I{ +III{ +{III{ + {IV{ + IVlI + {VII{ < 7e. 

Hi e rm i t  ist~ d) bewiesen. 
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e) Wegen d) folgt  also aus der Gleiehung am Ende yon b): 

Es gilt  

lim {a.v~172 w,,(X,, + ax,gtl/2)} = ;-,-~ [ e-�89 ~ - ~ 4 V ~  

--30 

und zwar gleichmgssig ffir alle u 

Nun  ist aber 

Die Substi tut ion 

- -  u ~ | / 2 i = - -  + u i  - - u  ~ 
2 - -  

ergibt ~ 

oo ~ + tl i ao 

/-2 = e -~:~ dv ~- e -u~- 
I 

e .... d v ~  ~ - - e  -~d. 
Y ~  

Es gilt  somit gleichm~issig fiir alle u 

. ~ ~ _ - e ~ U  ~- " lira {ax, 1/~u,,~(2,, + ~r,,uV-2)} ' 

Hieraus folgt die Behauptung des Satzes selbst, denn offenbar is~ 

/07' ("~'1, U2) -~- Z W n  ( X n  + (~X n ~ )  ] / ~ 2 ) ,  

u}D 

wo die u(~ ) alle die u im Inneren  des Intervalls  (ul, u2)durchlaufen,  fiir die 

X~ + ax~ u ] / 2  ganz ist. Wie  man sieht haben zwei solche benaehbarte Wer te  

u(~ ) stets den Abstand I :ax  n V22, es gibt also sieher nicht  mehr als ( u ~ -  ul)a.1 ~ V22+ I 

solcher Punkte .  

Zu jedem t > 0 gibt es nun ein n*(t), so dass fiir jedes dieser n(~ I fiir alle 

n > n* gilt  

lax, ~ V-~wn(Xn +axnu~ ) V~) __ V ~  __it(i) 2 I < ~ _ _  ' n  = U2--Ul 

also 

Vergl. z. B. Jordan: Cours d'Analyse, Tome II, Nr. 360. 
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. 1 e - u ( i ) 2  [ 

= V 2 ~x , ,  (u~ - u , )  

Daher folgt nach dem oben Gesagten fiir n ~ n* 

I - -  e-U~ ~2 '  ~ . 

Die Summe aber geht mit wachsendem n nach der Integraldefinition gegen 
u2 

f e-U~du und hiermit ist der Sa~z I volls~itndig bewiesen. 14, 

i t  1 

Dieser Satz gibt also genau wie Satz I3,4 eine Methode, yon dem be- 

kannten "X~ und ax, auf die unbekannte Summe Xn mit asymptotisch gegen 

das Integral konvergierender Wahrscheinlichkeit zu schliessen. 

5Tunmehr beweisen wir die entsprechende Ergiinzung zum Gesetz der gros- 

sen Zahlen. 

S a t z  14, 2. Der Integralsatz  

F =  (G, G,  G, ...) 

sei eine Komponentendarstellung und es sei 

x l t ) ,  . . .  n = I ,  2 ,  3 ,  " ' "  

eine Folge yon Verdnderlichen in F, ,  die den Koraussetzungen von Satz I4, I ge- 

~ i g e n .  

X (t) und Xs  seien wie in. Satz I3, 5 erkldrt. Ferner sei 

Dann geht mit wachsendem S die Wahrscheinlichkeit in F gegen 

It 2 

I Y u~ 
~ l e -  du 

V ~ J  
~Q 

daft'h', dass ein Punkt P, an dem die Zahl 

X~(P) = .  
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beobachtet wird, zu einem Fn(p) gehb'rt, f l i t  das gilt 

3;,~,s + u , ( ,x , , , sV~< ~, < -~,,, s + ,,.~<'~,s I/7. 

Damit der Saehverhalt ldar wird, wollen wir ihn an einem Modell f f  yon 

F erl~iutern. Hier sagt der Satz: 

Gibt man S vor und stellt fiir jede Spalte P aus _P feat, zu welchem z~;(p) 

sie gehSrt und markiert die Spalten P, fiir die gilt 

-~.(e),,s + u, ax~(v),sV2- < xs(P)  < .s + u, ax.(v s l / 2  

dann wird sich bei hinreichend grossem S die Dichte der markierten Spalten 

beliebig wenig yon dem Integral unterscheiden. 

Beweis .  Der Beweis wird analog zu dem yon Satz I3, 5 gefiihrt. 

a) Wir bestimmen N so, dass gilt 

~, (1,', F,,) < V ,  
2 

wo ~ > o vorgegeben ist. 

Dann wird Sn (n = I, 2 , . . . ,  X) so bestimmt, dass fiir 

Wahrscheinlichkeit in I'ln dafiir, dass 

X , ,  s,  + .u., <v,,, s,, 1/-z < X,,, .~, < .X,,, s,, + u~ a,,-,,. ,,s,, 1"2- 

gilt, grSsser als 

2 2 ~ 

~t I 

alle S>=S, die 

ist. Nach dem vorigen Satz gibt es ein solches S~. Die Wahrscheinlichkeit 

in I;'~ der Punkte aus Fn, fiir die die Ungleichung gilt, ist also grSsser als 

' f I (F, F n ) ~  e . . . .  (t~ -- (F, ~ .  

Die Gesamtwahrscheinlichkeit, der fiir n -~  I, 2 , . . . ,  _hr in Frage kommenden 

Punkte dieser Art ist also grSsser als 
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/ , ' e - , , ~ d u Z ( F , F , ) _ ~ ( F , F , ) . i :  " 
~fY~ n~ l  ~ n~l  

U 1 

u_. N N 

> ~ e-~'"du F, Fn) -- 

> ~ . ~  e-'e-du 2 1." ~ ~-- e -" 'du  ---2 > ] / z e J  e-'~'du --  

u I ~l t It 1 

wenn S ~ ~r ($1, S~, . . . ,  Sly). 

Da V beliebig klein vorgegeben werden kann, kSnnte bei wachsendem S 

also hSchstens ein Wert, der grSsser als das Integral ist, auftreten. 

Darum zeigen wir nun, dass dies unmSglich ist. 

b) Wir bestimmen S~ (n : I, 2 , . . . ,  N) so, dass in F,, flit alle S ~ S~ die 

Wahrscheinlichkeit daffir, dass die Ungleichung gilt, kleiner als 

II 2 
I ~ ~} 1 
- f e - u  d u  + 2 n 

isK Die Gesamtheit, der fiir n = I, 2, . . . ,  N in Frage kommenden Punkte dieser 

Art hat also eine Wahrscheinlichkeit, die kleiner ist als 

ue N N 

f ( ' , 
I ~--u~ d y, Z (~fl, f in)  ']- A~, .Fn) 2 n 

w e n n  S => M a x  (S'I, $ 2 ,  . . . ,  S ~  -) J s t .  

Die Gesamtwahrscheinlichkeit dieser Punkte fiir a l l e n  ist also kleiner als 

diese Zahl + -~, da die bisher unberiieksiehtigten F~ ja hSehstens die Wahrsehein- 
2 

liehkeit -~ in F haben. 
2 

Daher erhiilt man als .obere Sehranke den Wer~ 

% fe-" du+,l. 
J 
ul 

Da ~2 beliebig klein gew~hlt werden kann, is~ der Satz bewiesen. 

Was der Satz praktisch aussagt ist offenbar folgendes: Wenn man fiir 

einen beliebigen P u n k t  P ,  ohne seine ZugehSrigkeit zu Fn zu beriicksichtigen, 

rein formal fiir grosses S den Wef t  Xs(P) bildet, so wird mit einer sehr dicht 
46-- 32511.  Acta mathematica. 60. I m p r i m 6  le 30 j a n v i e r  1933. 
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an dem In tegra l  l iegenden Wa.hrseheinliehkeit  P zu einem solchen Fn(p) gehSren, 

ffir das gilt  

X,t(?),,~ + UlaX,,(e) , ,s | /2< X,~.(P) < X.(l.),,s + u~axn(p),sV2. 

Es ist somit  eine Sehlussm5gliehkeit  vom beobachte ten  Xs(P) auf  die ))un- 

bekannten~ Xn(P), s ,  aXn(p) ' S vorhanden.  

Spezialisiert  man die Komponen tendars te l lung  durch die Annahme,  dass 

sie nur  eine Komponen te  F 1 enthiilt, so ha t  man  ein W - F  und  der Satz geht  

in den spezielleren vorigen fiber; die Mit te lwer te  liegen bei gegebenem S ein- 

deutig fest  und man hat  wieder die SchlussmSglichkeit  in der anderen Richtung.  

Der  eben bewiesene Satz hat  aber prakt isch einen grossen Mangel, ni~mlich 

dass er auch die yon den unbekann ten  Wahrschein l ichkei ten  in Fn abhi~ngigen 

o:~, s benutzt .  Wiire dies n icht  der Fall, so h~tte man  eine einfache Aussage 

fiber die Differenz X s ( P ) ~  X,~,s vor  s i ck  Das tri~te ein, wenn man in dem 

Satz an Stelle yon aG~,s eine Punk t funk t ion  Z,, .~(P) schreiben diirfte, falls deren 

W e r t  an dem vorgegebenen P beobachtbar  wiire, ohne Kenntn i s  des zu xP ge- 

hSrigen n. Man e rkennt  aus dem Beweis yon Satz I4, 2 unmit te lbar ,  dass man  

einen Satz der gesuchten Ar t  beweisen kSnnte,  wenn an Stelle von Satz I4, i 

ein analoger  Satz triite, in dem ax,, durch eine Punk t funk t ion  Z, dieser Ar t  er- 

setzt ist, weft dann  eben der Beweis yon Satz I4, 2 sich wSrtl ich fibertrfige. 

Zuniichst also mfissen wir uns ein Analogon zu Satz I4, I beschaffen, in 

dem ax~ durch eine Punk t fu n k t i o n  ~n ersetzt  ist. Dies geschieht  so: 

S a ~  14, 3. Es seien die Voraussetzungen I, 2 yon Satz I4, I e~Tllt und es 

sei {~.} eine Folge von nicht negativen beschrffnkten Verdnderliehen in F ,  fiir die 

erfiillt sei : 

3) Ist W~(t) die Wahrseheinlichkeit der U~gleichung 

so sei fiir jedes t > o 

Z" _ ~x:  < ~, 

I ~ ~ I 

lim W . ( t ) ~  I. 

Ist dann II.(ul, u2) die Wahrscheinlichkeit der Ungleichung 
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tl., 

I a" 
lim II,~ (ul, u,) ~ --~= ( e -  "du .  

1/1 

Bewe i s .  Da C 1 + 4 > o-~r~ > C5 fiir a l l e n  gilt, gibt es naeh 3) zu jedem 
~Z 

vorgegebenen I > ~ > o  und ~ > o  eine Zahl n~,~, so dass fiir alle n>--n~,n die 

Wahrseheinl iehkeit ,  dass sowohi die Ungleiehung 

als auch die Ungleichung 

erfiillt ist, mindestens I - - 7  ist .  E s  sei zun~chst 

u~ ~ o < u~. 

Dann  ist aueh fiir ~ ~ n~,~ die Wahrseheinl iehkeit ,  dass sowohl 

als aueh 

gilt, mindestens I -- 7. 

Daraus folgt  sofort, dass fiir n ~ n~,n gilt 

- v + / ~  (ul, u~) _-< P,~ (ul (i + ~), u~ (~ + ~)). 

Andererseits ist fiir n ~ m,~ auch die Wahrscheinl ichkeit ,  dass sowohl 

als auch 

gilt, mindestens I -- ~/. 

Daraus folgt  sofort, dass f i i r n  _--> m,n grit 

- -  ~ + 2 .  (u~ (~ - -  ~), u~(~ - -  ~)) _--< f t .  tu~, u~). 
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Man ha t  somit  fiir jedes ~ > o 

und 

Also folgt  

und 

lira II,, (ut, u,) <= lira Pn (Ul (I + ~), "2 (I "J- 8)) "31- 

lim / In  (~/1, /t.~,) __--__-- lira P,,(u,(1 - - e ) ,  ug(I --8))  - -  ~.  

l im  Un (/~,1 ,. g2) ----< lira P n ( u I ( I  -~- 8),//2(I + 8)) 

lira IL~Cul, u~) > lim P,,(u,(I --e), u~(I --e)). 

Da dies fiir jedes ~ > o gilt, folgt  wie behaupte t  

II 2 

lim lI,~ (ul , u,) : /zr, f e-"" d u. 
tlI 

Genau entspreehend fi ihrt  man den Beweis in den beiden F/fllen 

u ~ < u ~ < o  und o < u ~ < u e .  

Im  ersten dieser F~lle benutzt  man die Ungleiehungspaare  

und 

mit  

X .  + .u~ (~ + ~ ) a ~  ~ 2 < X,, + u~ z,, 1~ 2 

.Xn + U~,Zrt }/f~ < Xn + . 9 ( I -  8) 6~1~,]'f2 

X. + u,z,~V~ < 2 .  + u,(~ - d o x , ~ l ~  

2 .  + .~(~ + d,~.,.,V2 < Y;. + ,~z.V2- 

U 1 - -  U 2 
U 2 -+ U 1 

Im zweiten der Fi~lle benutzt  man die Paa re  

2 .  + u , ( , -  ~)~x. V~ < 2 .  + -~ z. V~ 

"2. + u~z,,V~ < 2 .  + ~( ,  + ~ ) ~  ~ 
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und 

mit  

xn  + u~ z. V2  < 2 .  + u~ (~ + ,),~x,, 

U 2 - -  U 1 

U 2 + U 1 

V~2 

Je tz t  bet rachten wir einen speziellen Fall,  in dem sich die Veriinderl ichen 

Z,,~ leicht angeben lassen. 

Satz  14, 4. Es  seien die Voraussetzungen von Satz 14, I e~fiillt und iiber- 

dies nehme jede der Verdnderlichen X (~) nur die k paarweise verschiedenen Werte 

xl ,  x2, . . . , x k  an. Die Wahrscheinlichkeit, mit  der X (~) den Wef t  xi  annimmt, 

sei p(~). Fer~er existiere f i ir  ~ = I, 2, . . . ,  k 

lim p~!) : p~.. 

Dann erfiillen die Punktfunktionen 

k [ k (n) I ~  ~ 2 

P = a(~n) 1 " ~  a~ (1 ~) [ 
2 : 1  * , • I  

die Voraussetzungen yon Satz I4, 3 wens a~n)(P) angibt, wie oft f l i t  i =  I, 2 , . . . ,  n gilt 

x(')(P) = x~. 

B e w e i s .  Dass a(Z)(P ) beschr~nkte Ver~nderl iche in F i s t ,  also nach Satz 

I2, 3 auch dasselbe yon Z- gilt, ist klar. Es bleibt also zu zeigen, dass Be- 

dingung 3 yon Satz I4, 3 erfiillt  ist. 

Nach  Satz I3, 3 gil~ (vergl. Satz I6, I) fiir jedes ~ > o bei h inre ichend 

grossem n mit  beliebig dicht an eins l iegender  Wahrschein l ichkei t  

[ a?)(p) 

n 

pl 1) + pl 2) ~ +  + pi") I 
< $ ,  

also auch 

- Z ~ + P?) + + Plk) x~ x, 
__ w~ t'~ + + ' " +  
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somi~, da identisch mit dieser Ungleichung, auch 

^^ x:,,,,J X,,,d/" 2 
"t$ ,~=1 i = l  

Wenn man also zeigen kSnnte, dass gilt 

k n ~ 2 

lim I(~. = l i l l l  I~p~'~(X2 Ixn 
n ~  :~ H 2 = 1  / = 1  

so wiire alles bewiesen. 
k 

Wegen !im p l  i) -=  p2  ist aber lim I . ~ , ,  _ _  Z x,.p," 
I ~ I s o  

lim I Z Z P l  ') x , -  Z x , , p ,  n~r x X n  ~ Zp22=1 ; 6 2 - - , . : = 1  

und ausserdem 
k k 

= h m a x ( , )  = p 2  x2 - -  x , p ,  �9 
n ~  'n  X n  i ~ a c  - =  1 ~ 1  

Hiermit ist der Satz bewiesen. 

Wie unmittelbar vor Satz I4, 3 erli/utert wurde, kSnnen wir jetz~ durch 

wSrtliche 1Ubertragung des Beweises yon Satz I4, 2 behaupten: 

Satz 14, 5. (Allgemeiner Riickschlussa~z) 

F = (F1, r , ,  F~, . . . )  

sei eine Komponentendarstellung und es seien 

Xn(i )  , X , ~  2) ,  i n ( 3 ) ,  . . . T$ = I ,  2 ,  3 ,  . . . 

VerSnderliche in F~, die den Voraussetzungen von Satz I4, 4 gemTgen und es sei 

i { 1' z ' s ( P )  = a([) (P )  x~ - -  ~ x ,  , 
) .=1 ~,=1 

wo a(~ s~ (P) die Anzahl der Male zh'Mt, f~?r die f i ir  i = I, 2, . . . ,  S gilt  

X(~) (P)  = x~. 
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Dann geht ~ i t  wachsendem S die Wahrscheinlichkeit in F gegen 

dafiir, dass ein Punkt  P ,  

gehSrt, f i i r  das gilt 

367 

I [" _u ~ d je d,, 
Z~ z 

an dem die Zahl  X,s(P) beobachtet wird, zu einem F~ 

< x (P) - < ... z (P) VS-. 

Dieser Satz gestattet offenbar einen Schluss yon der Beobachtung auf den 

Mittelwert, der als unbekann~ gil~. ~ Dass in den wichtigen F~llen zs(P) ohne 

Kenntnis des zu P gehSrenden n an P abgelesen werden kann, zeigt Satz I6, Io. 

K a p i t e l  IV. 

S~itze, d ie  aus  d e r  V o r a u s s e t z u n g  d e r  U n a b h ~ i n g i g k e i t  d e r  

Versuehe folgen. 

w  

])er Begriff der Unabhiingigkeit. 

Die h~ufigste zusStzliche Annahme, die fiber die Wahrscheinlichkeitsmetrik 

gemaeht wird, isg die der Unabh~ngigkeit der Versuche. Mathematisch gesehen 

wird durch diese Annahme erreicht, dass man yon grossen Klassen yon Ver- 

~nderlichen dann immer weiss, dass sie assoziiert sind, dass also die S~tze der 

vorigen Paragraphen auf sie anwendbar sind. 

Um uns zu orientieren, kehren wir zun$chst zu dem Spiel Beispiel 2, w 7 

zurfick: Dort war zugelassen, dass die Kugeln aus ~ i  nicht homogen sind und 

ausserdem nicht alle in ~hnliche Bereiche zerlegt sind. Es is~ deshalb geffihls- 

m~ssig einleuchtend, dass in einer Realisierung dann das Ergebnis des/-ten Ver- 

suchs das des (i + I)4en und auch der folgenden Versuche beeinflusst. Betrach- 

ten wir jedoch den Fall, dass ffir jedes i die Einteilungen der Kugeln aus ~ i  

~hnlich und die Kugeln homogen sind, so ist geffihlsm~ssig das Ergebnis des 

(i + 0-ten Versuehs durch das des /-ten .Versuchs nieht beeinfluss~. Es handelt 

sich nun darum, diese Vors~ellung mathema$isch exakt zu fassen. Wir fiber- 

legen deshalb folgendes: 

Anmerk. Die Tragweite dieses Satzes vergrSssert sich dadurch, dass Satz I4, 4 auch noch 
gilt, wenn p~i) nur im Mittel gegen P2 und p~i)2 im Uittel gegen p~ strebt. 



368 Erhard Tornier. 

Wir  betrachten die MSglichkeit e~ ~) des /-ten Versuchs. Ist  diese MSglich- 

keit yon dem Ergebnis des j-ten Versuchs (i # j ) ,  also davon, welche der MSg- 

liehkeiten eJ ~ eJ~), . . . ,  ~tj) sich verwirklicht, dem Geffihl nach unabh~ngig, so 

meint  man damit offenbar, dass die Wahrscheinlichkeit  yon e~ ~) dieselbe bleibt, 

mag nun e~ ~ oder ~.1), oder eJ~ eintreten. Das heisst also, dass, well FeJe)und 

FeJe') beides W-F's sind, gelten soll 

(Fq,, r ~.~,) = (re?", el~' e?"). 

(Wie wir wissen ist FeJ.e)stets W-F, wenn (F, eJ.e))~ o). 
Daher geben wir den Begriff der Unabh~ingigkeit so wieder: 

Definition 15, 1. 
suchs u n a b h d n g i g  von 

falls gilt 

immer wenn 

Ist F ein W-F, so heisst die MSglichkeit e~ ~) des i-ten Ver- 

clen M6glichkeite, eJ ~ ~'), . . .  des j.ten Versuchs, (i ~ j) 

(vq), el~)i~))= (Fe?'), e~r) e?')) 

(F, e?))(F, e?')) # o. 

Aus dieser Definition folgt 

Satz 15, 1. Is t  e~ ~) 
so ist 

unabhdngig yon den 21[b'gliehkeiten des j-ten Versuehs 

( f ,  e(~)e(O~l = (F, e~))(F, e?)) ~ = o, ~, t~. 
i j ,  " ' " .  

Beweis .  Falls (F, ~Q))= o ist, ist der Satz trivial. 

so dass also (F~e), e~ ~) e~e)) existiert. Nun  ist 

also folgt 

(F ,  eJ ~-)) = ~, 
2 

(~), r Z (F~.~,, r e?). 
2 

Es sei also (F, eJe)) # o, 

Falls (F, ~ ) ) #  o ist, gilt aber nach Voraussetzung wegen (F, g.e))# o stets 

somit erh~lt man nach Satz I I, 4 
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2 9. 

= (F, e~: ~ e?) = (F, e~')) 
2 

Nun ist aber n~ch S~tz I I, 4 

also 

(E, e+)e!r)) = (F, ~))(Fe?>, e!~>e!,~ 

(~' e+)e+~ = (F, e?>)(F, 4~)). ~ j  i+  

Satz 15, 2. Definition 15, i ist gleichwertig mit  folgender : el.") heisst yon den 

]lSglichkeiten des j-ten Versuchs u n a b h S n g i g ,  wenn gilt 

( F ,  e(~)e(r)13 z , : (F~ el. r) ) (~ ,  e3(.~))), 0 = o ,  I ,  2 ,  . . . ,  t j .  

Beweis .  Dass uus Definition I5, I dieser Multiplikationssatz folgt, ist be- 

reits gezeigt. Es bleibt zu beweisen, dass uus der Giiltigkeit des Multiplikations- 

satzes, falls (F, ~Q)),. (F, e(e ')~j : ~ o ist, folgt 

(F~e), e!r)e!q)l ~ (Fe~,O'), e!r)e!r 

Sind uber die beiden Faktoren yon Null verschieden, so ist nach; Sutz II,  4 

(e, ~?)e~:>)= (F~?), eC')eCo>/(F e?>) 
3 : ~ ' * 

Aus der Vor~ussetzung folgt also 

Da man ebenso zeigt 

(~:, q>) -  (F~>, e(')e(,~ i j +" 

( F ,  e~ r)) : (~'e2(.q') , e~r) ej ~')) 

ist der S~tz bewiesen. 

Jetzt kSnnen wir die allgemeine Erkl~rung fiir unabhgngige W-F's und 

unabh~ngige Komponentendarstellungen geben. 

Definition 15, 2. E i n  W - F  heisst u n a b h S n g i g e s  W - F  (u-W-F) ,  wenn 

jede Mb'glichkeit des n-ten Versuches yon jeder Ergebniskombination der n -  ~ ersten 

Versuche unabhh'ngig ist. Eine  Komponentendarstellung yon F heisst unabhSngig, 

wenn alle Komponenten ~'~ u-W-F's  sind. 
4 7 - - 3 2 5 1 1 .  Acta mathematica. 60. I m p r i m ~  le 30 j a n v i e r  1933. 
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w I6. 

F o l g e r u n g e n  aus den Siitzen fiber assoz i ie r te  Veritnderliehe. 

Wie schon ungedeutet ,  wird durch die Voraussetzung der Unabh~ngigkei t  

der Versuche formal  mathemat isch  erreicht,  dass in den u-IV-F's yon gewisseu 

Ver~nderlichen a priori feststeht,  dass sie assoziiert sind. Be t rach ten  wir z. B. 

ein u - W - F  F u n d  setzen 

x ( ' )  = r), , . =  o ,  2 ,  . . . ,  t, 

als i-tes Element  der Folge yon Ver~nderl ichen 

X :1~, X(~), X(~), . . .  

wo unte r  e~ r) die Menge der Punk te  des Raumes zu verstehen ist, die u n d e r  

/-ten Ste]le dies Symbol enthal ten,  so hat  man eine Folge yon assoziierten Ver- 

iinderlichen in F vor sich. 

Wi r  wollen nun  niiher auf den Spezialfall  eingehen:  

t i - -  I, i ~  I, 2, 3, . . .  

auf den Fall also, dass in jedem Versueh nur  zwei Ergebnisse mSglieh sind und 

wollen setzen 

X(0) ~ O,  X~ 1) --- I i = I ,  2 ,  3, 

Dann  sind die Voraussetzungen yon Satz I3, 4 erfiillt. 

Zuniichst niimlich hande l t  es sich um beschr~inkte Veri~nderliohe, die asso- 

ziiert  sind. Es gilt  aber auch 

lira i=1 - -  o. 
~ oc 0~ 2 

Es ist n~i.mlich 

X ( i ) 2  = i . ( ~ ' ,  el.l)), ( X ( t ~ )  2 = ( I  " ( ~  (~1)))2 

Nach Satz I2, 9 ergibt  sich somit 

a~-(i) --~ (I", e[") - -  (F, (~(1))2 = (I", e~ r') {I -- ( [ ,  e~':')} = (F, e~ 1)) (F, e~ ~ < i 

Hieraus  folgt  die Giil t igkeit  der Limesgleichung sofort.  Fe rne r  ist 
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und fiir jeden Punkt  P ist 

= I  (F e~l)), 
' 

n 

die relative H~ufigkeit des Auf~retens des oberen Index I bis zur n-ten Stelle inkl. 

Auf Grund yon Satz I3, 4 kSnnen wir also sagen: 

Satz 16, 1. ( P o i s s o n s c h e s  Theorem. )  

(0) und (1) Sind in einem u - W - F  f l i t  jedes i i m  i-ten Versuch nur zwei Ergebnisse e i e i 

m6glich, so geht mit  waehsendem n die Wahrseheinlichkeit dafiir gegen I, dass die 

relative HSufigkeit des Eintri t ts  yon e (~) in den n ersten Versuchen sieh urn weniger 

als e vonder  ,>durehsehnittlichen), Wahrscheinlichkeit 

unterscheidet. 

Aus diesem 

fiir aUe (i, j): 

Satz 16, 2. 

Sind die beiden 

-~ Z ('~' e~ 1)) 

Satz folg~ durch die weitere Spezialisierung (F, eJ a)) = (F, e~ a)) 

( B e r n o u l l i s c h e s  Theorem. )  

Wahrscheinliehkeiten in allen Versuchen diesetben, so geht mit  

waehsendem n d i e  Wahrscheinlichkeit dafiir gegen I, dass die relative HSufigkeit 

des Eintri t ts  von e (1) in den n ersten Versuchen sich um weniger als ~ yon der 

Wahrseheinlichkeit (F, e (1)) unterscheidet. 

Jetz~ wollen wit aus Satz I3, 5, dem Gesetz der grossen Zahlen, fiir un- 

seren Spezialfall folgern und miissen also nach dem dort gesagten einen Satz 

erh~lten, der die beiden vorangehenden als Spezialfglle enthglt und den Schluss yon 

der beobachteten relativen Hgufigkeit auf die zu Grunde liegende Wahrschein- 

lichkeit ges~at~et. 

Satz 16, 3. F = (F~, F~, ~'~ . . . .  ) 

sei eine unabhSngige Komponentendarslellung, u n d e s  seien fi ir jedes ~;~ in jedem 

Versuch nut  zwei Ergebnisse mb'glich. Dann geht mit  waehsendem S die Wahr- 

seheinlichkeit in F gegen i dafiir, dass ein Punkt  P ,  au dem in den S ersten Ver- 

suchen eine relative Hh'ufigkeit as f l i t  das Auftreten des oberen Index I beobachtet 

wird zu einem F~ geh6rt, fi~r das sich 
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~ (~ n, eti 1)) 

und as um weniger als e unterseheiden. 

t t a t  /~' nur  eine Komponente,  so erhSlt man aus diesem Satz, der yon der 

beobachteten relativen Hiiufigkeit auf den unbekannten  Durchschni t t  schliesst, 

wieder das Poissonsche Theorem, bei dem der Schluss entgegengesetzt  gerichtet  

ist und  aus ihm natiirlich durch weitere Spezialisierung wie oben das Bernoul- 

lische Theorem. 

Igehmen wir an, dass fiir jedes I,;~ gilt  

(F,,, e~ ')) --(/: ',,, ei" ) fiir alle (i, j),  

so folgt aus Satz I5, 3 als weiterer Spezialfall 

Satz 16, 4. M i t  wachsendem S geht die Wahrseheinliehkeit iJ, 1,' gegen I 

dafiir, dass ein Punk t  P an dem in den S ersten Versuche~ eine relative Hdufig- 

keit a,~ beobaehtet wird, zu einem F,, gehb'rt, f i ir  das sieh (~,~, e (1)) von a,s, um we- 

niger als e unterscheidet. 

Diesen Satz fiber den Riicksehluss im Grossen wollen wir nun  mit  dem 

Rfiekschluss im Kleinen vergleiehen, der sich durch Spezialisierung yon Satz 

I3, 6 ergibt. 

Damit  die Voraussetzung von Satz 13,6 fiber die Existenz mindestens eines 

nQ stets erfiillt ist, wollen wir annehmen,  dass die Zahlen (F,,, e (~ im Interval l  

o - *  I dicht liegen. Damn gilt  als unmittelbare Folgerung yon Satz 13, 6 

Satz 16, 5. ( B a y e s s c h e s  T h e o r e m . )  

Sind die Voraussetzu~gen von Satz I6, 4 e~fiillt u~d liegen die Zahlen (~;~, e(~ 

n ~ I, 2, 3 . . . .  ins I~tervall o--)  i dicht, dann gilt: yEs geht bei vorgegebener Ra- 

tionalzahl a, o < et < I, mi t  wachsendem S die Wahrscheinlichkeit in der 3lenge 

aller der Punkte, f i ir  die die relative Hdufigkeit in den S ersten Versuchen des 

oberen Index  I genau a ist, gegen I ,  dafiTr, dass ein Punkt ,  der also in den S ersten 

Versuchen diese relative Hdufigkeit hat, zu einem F,~ gehSrt, f l i t  das sich (F~, e (1)) 

yon a um weniger als ~ unterscheidet. 

(Man kann ein zu e passendes 0 in Satz 13, 6 z. B. so herstellen, dass man 

yon ~ ~ a nach links und rechts ~ abtr~igt, in diesen Punkten  die Lore errichtet  

bis zum Schnit t  mit  
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L = ~ /  ~i-~/  " 

Das hi ngere der Lo~e ist offenbar ein geeignetes (~ fiir dies e, well dann | 

Tell aller (F,~, e (1)) zwischen a - - ~  und a + ~ ist.) 

Nunmehr  wollen wir die entsprechenden Folgerungen aus den S~tzen yon 

w 14 ziehen Wi r  nehmen also wieder an, dass in .iedem Versuch nur  zwei Er- 

gebnisse mSglich sind und machen weiterhin eine Annahme, die das Erfiilltsein 

aller Voraussetzungen yon Satz I4, ~ garantiert .  Diese is~ 

fin inf (F, e~ ~ (E, e~ 1)) > o. 

Um I) zu beweisen, berechnet man 

] X (') - -  X (') 13 = [0  - - ( ~ ' ,  e! 1)) 13 (]~; e!O)) + [ I - - ( ~ ,  e(1)) [3 (.~, e(i)) < I ,  

womit der Beweis erbracht ist. 

2] folgt  unmit te lbar  aus der Annahme,  z. B. mit  

~. i . f  (F, ~ ? ) ( s ,  ~i 1)) : C~,. 

Alle Voraussetzungen yon Satz t4, ~ gelten also. Deshalb erh{il~ man 

Satz 16, 6. Falls 

geht mit  wachsendem n die Wahrscheinlichkeit dafiir gegen 

tt2 

I ' z  

dass die Anzahl der Eintrit te yon e(l)(X~) in den n ersten Versuchen in den Gre~zen 

(F,~))+,,1 ~ F, (F, ~)) (F, 40))< x,~<Z(s,~il))+u., ~Z(F,4'))(s,~i o)) 
i=l  i~l  i=l i : l  

liegt. 
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Hieraus  folgt  speziell fiir den F a n  

(F, ep)) = (F, ea(.i) ) fiir alle (i, j): 

Satz 16, 7. ~fit  wachsendem n geht die Wahrscheinlichkeit dafiir gegen 

dass die Anzahl der Einh'itte yon e (~) in den n ersten Versuchen in den Grenzen 

. (F, e(1)) + u, V ~ .  (~. ~"))(F, e(~ < X,, < ,, (~'. e(~)) + ,,~ V~.-.(~', e(1))(F, e(~ 

liegt. 

N u n m e h r  ziehen wir die en tsprechende  Fo lgerung  aus dem Integra lsa tz  

~4, z, die na~iirlich wieder alle diese Siitze als Spezialfglle enthiilt,  wenn die 

Komponen tenda r s t e l l ung  niimlich nur  eine Komponen te  hat.  

Satz 16, S. F =  (f'~, T;, F, ,  . . . )  

sei eine unabhgngige Komponentendarstellung und es seien f i ir  jedes r~;, in jedem 

Versuch nut  zwei Ergeb~isse mSgli&. 

Ferner gelte fiir jedes n 

fin inf  (~;~, e~ ~)) (F , ,  e~ ~ > o. 
i ~ a c  

Dacha geht mit wachsendem S die Wahrscheinlich~'eit in F gegen 

~ f e--'12 d.,, , 

daft&, dass ein Punkt P,  an dem in den S ersten Versuchen die Anzahl as f i ir  das 

Auftreten y o n  e {1) beobachtet wS"d, zu einem Fn geh&t, fiTr das gilt 

i=1 i=l 

S 

a s <  Y. (~; ,  ~i I~) + 
i = 1  

i = 1  
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Nehmen  wir an, dass fiir jedes F~ gil~ 

( F n ,  e~ 1)) = (Fn ,  e} 1)) fiir alle (i,j), 

so folgt  aus Sa~z I6, 8 

Satz 16, 9. Mit  wachsendem S geht die Wahrscheinlichkeit in F gegen 

~t 2 

I F u~ 
Vi_ l e- du 

Ul 

dafi'ir, dass ein Punkt P,  an dem in den S ersten Versuchen die Anzahl as fiir das 

Auftreten yon e (1) beobachtet wird, zu einem Fn gehSrt, fiir das gilt 

S(Fn, e (1)) + u I V2 S (l~n, e (1)) (~t ,  e (0)) ( as < S(Fn, e (1)) -t- u~ V2-S (~n, e (1)) (/r e(~ �9 

Nunmehr  ziehen wir die entsprechende Folgerung aus dem Riickschlussatz 

I4, 5 und erreichen dadurch, dass auch unter  den Wurzelzeichen nich~ mehr die 

unbekannten  Wahrscheinl ichkeiten,  sondern nu t  noch beobachtete  Hiiufigkeiten 

auftreten.  

Satz 16, 10 F = (F, ,  F~, . . . )  

sei eine Komponentendarstellung und es seien fiir jedes T'~ in jedem Versuch nur 

zwei Ergebnisse m6glich, die in 1;'~ in jedem Versuch die gleichen Wahrscheinlich- 

keiten (F~, e (~ und (F~, e (1)) haben sollen. Dann geht mit wachsendem S die Wahr, 

scheinlichkeit in F gegen 
U2 

dafiir, dass ein Punl~t P, an dem in den S ersten Versuchen die relative HSufigkeit 

Ps fiir das Auftreten von e (1) und die relative Hh'ufigkeit qs f i ir  das Auftreten yon 

e (~ beobachtet wurde, zu einem F ,  gehN't, f i ir das gilt 

S(~n,  e (1)) -~- u 1 V2Spsqs  < Sps < S(F~, e (1)) -~- u~ V 2 S p s q s .  

B e w e i s .  Polgt  sofort  daraus, dass hier  grit 

~ p  Zs( ) = Spsqs, 

wie eine einfache Rechnung lehrt. 
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Hiermit sind die wiehtigsten S~itze der Wahrscheinlichkeitsrechnung abge- 

leitet. Natiirlich w~ire es noch eine praktisch wichtige Aufgabe, zu untersuchen, 

unter welchen Bedingungen die S~itze N~herungsformeln ergeben, d. h. mit wel- 

c h e r  Genauigkeit die Integrale zur Absch~itzung der Wahrscheinlichkeit bei end- 

lichen S verwandt werden diirfen. Bei den gemeinhin anftretenden praktischen 

Aufgaben sind, wie bemerkt sei, die Integrale als N~iherungswerte recht brauch- 

bar. Der Leser , .den diese Fragen interessieren, m5ge sich dariiber z. B. bei 

R. v. MisEs, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1931, orientieren. 

,~ 17. 

Die Zahlenreihe als Modell eines u-W-F. 

Wir wollen jetzt zeigen, dass man die Zahlenreihe als Modell eines u - W - F  

auffassen kann. Dadurch ist dann bewiesen, dass man strenge Beweise gewisser 

zahlentheoretischer S~itze mit t]ilfe der Wahrscheinliehkeitsrechnung fiihren kann. 

Ausserdem wird diese Betraehtung zeigen, dass die versehiedenen mSglichen 

Wahrseheinlichkeitsreehnungen, deren Existenz wir naehgewiesen haben, durch- 

aus ernsthafte AnwendungsmSgliehkeiten besitzen. 

Wir  sehreiben zun~iehst die Zahlenreihe auf folgende Art als unendliehe 

Matrix ]~: 

Auf dem k-ten Platz der i-ten Zeile soll diejenige Potenz p~ der/- ten Prim- 

zahl pi stehen, dureh die die Zahl k genau teilbar ist. Anders gesagt heisst das, 

dass die k-re Spalte yon F aus der Primzahlpotenzzerlegung der Zahl k besteht, 

wobei aueh o-re Potenzen (wenn pi nieht in k aufgeht) mit angeschrieben wer- 

den sollen. 

Von dieser Matrix ~ woUen wir nun zeigen, dass sie Modell des u-W-I :"  

F i s t ,  fiir das gilt 

fiir alle i und r. 

_ I I (F, 
I" ~r+l 

B• ist also die Menge aller Folgen yon Primzahlpotenzen, so dass also ein 

Punkt  P aus BF die Form hat 

P = p ~ , l ~ , p ~ a  ~ . . . ,  r i = O ,  I, 2, 3, . ."  

Nach Satz 9, I miissen wir nur zeigen, dass fiir jede Grundmenge 
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gilt  

P~ P~ . . .  

k ~  ~=1 i p~%- i " 

Wi r  beweisen dies zun~tchst fiir die Grundmengen erster Stufe und dann allge- 

mein dureh Indukt ion.  

[a] bedeute wie in w 9 die grSsste ganze Zahl, die nicht  grSsser als die 

reelle Zahl a ist. 

Jede p]-te natiirliehe Zahl ist teilbar durch p~, jede p~.-te Spalte yon F e n t -  

hiilt also 2)~ oder ~,o+1 oder ~+2  

Somit gilt  wenn v ~oder>> bedeutet  

~(~"~evpe+lvpQ+2, , ~  ~ ~ v " - ) k : [ p k , e  I 

und 

~(F, pf+~ vp~+~ v ~ i  +~ v ---),~ = ~ - 

Durch Subtrakt ion folgt  

�9 $ 

Naeh Erkliirung von [a] gilt  also 

k k - k k 

i ~ i  a i  

Wie man  sieht, folgt  also 

~ '  )o I I 
lim r(~, p~)k = ( , t ~ ) - - p e  2),o+1" 

Setzt man i ~ I, so folgt die Grundlage des Induktionsbeweises, der nun zeigen 

soll, dass das entsprechende fiir jede Grundmenge gilt. 

W i t  nehmen an, dass der Beweis fiir alle Grundmengen (n- - I ) - te r  Stufe 

sehon erbracht sei. 

Da unter  den natiirl ichen Zahlen, die fiir i =  I, 2, . . . ,  n - -  I gleichzeitig 

genau durch p~.i teilb~r sind, jede p~,~-te durch p~,~ teilbar ist, folgt  genau wie 

oben 
4 8 - - 3 2 5 1 1 .  Acta mathematlca. 60. I m p r i m ~  le 28 j a n v i e r  1933. 
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a r I r. ,  

~ F  "~' . . .  p~"-~  (p~,~ v p, 'n+~ v , , ,+2 = " ' - " '  , , - -1 n Pr~ V ' "  )),~' P:a-'-~l)t: 

und 

~ - ~ p',,-, (p:,,+' ,~ p,:,,,+~- v ~,,+~ -- . )) ,  L . . . . . . . . .  ~ ,~+~  �9 " " n - - 1  P ~  J 

also durch Subtrak~ion 

a - -  r~ , r n - - 1  (1 - ' ;  , r~  , r n - - 1  - ,Pl ' ' ' P ' - - i  q I )q 
o ( F , ~ , ; , ~ o . . .  ~,?)~ = t ~;,, ~ - t p,?+,  J 

Die entsprechenden Absch~itzungen wie oben ergeben 

= ( ,  i )  
II 

~ -  I ~>  a ( ] 2 ,  prl~ . , " p : : ' ) k  > 

1 _ _ _ _ _  
I . 

Division durch ]c und der Grenzfibergang k--~ zr liefert sofort die Behauptung. 

Hiermit ist folgendes (vergl. Definition 9, I) bewiesen: 

Satz 17, 1. Is t  91 ei~e ~]Ienge mit  zl-Inhalt , so habe~ alle ganze~ Zahlen at~s 

9~ stets eine Dichte i~ der Reihe der natiirlicheJ~ Zahlen m~d diese Dichte kmm rei~ 

formal als die Wahrschei~lichl~eit (F, ~) bereclmct ~cerden. 

Es ist natiirlich eine reizvolle Aufgabe, dies Anwendungsgebiet der Wahr- 

scheinlichkeitsreehnung welter auszubauen und die Methode fiber den KSrper der 

Mengen, die auf Grund nnserer Axiome Vv~ahrscheinlichkeiten haben, hinaus zu 

erweitern. Hierzu muss man neue Axiome einffihren, die weiteren Mengen Wahr- 

scheinlichkeiten verleihen. Z.B. kSnnte man die Zusatzforderung aufstellen, dass 

die Menge der Punkte, die yon irgend einer Stelle ab nur noch den oberen Index 

o aufweisen, die ~u I haben soll (oberer z~-Inhalt dieser Menge), 

denn fast alle in einer natiirlichen Zahl aufgehende Potenzen yon Primzahlen 

sind ja o-re Potenzen. Diese Zusatzforderung wfirde eine Wahrscheinlichkeits- 

rechnung ergeben, in tier tier KSrper der Mengen, die nun Wahrscheinlichkeiten 

haben, stark vergrSssert ist und wieder h~itte die Teilmenge der in einer solehen 

Menge enthaltenen natfirliehen Zahlen eine Diehte in der Zahlenreihe, die mit 

der Wahrscheinlichkeit der ganzen Menge fibereinstimmt. Aber auch diese Wahr- 

scheinlichkeitsrechnung kSnnte man durch ein neues Axiom weiter spezialisieren, 
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indem man z. B. die )/Ienge der Punkte, die einen oberen Index, der mindestens 

I i s t ,  genau eine gerade Anzahl yon Malen enthalten, adjungiert und ihr die 

Wahrscheinlichkeit -[ zuschreibt, entsprechend der Tatsache, dass die Dichte der 
2 

Zuhlen, die durch genau eine gerade Anzahl verschiedener Primzahlen mindestens 

in erster Potenz teilbar sind, I ist. So kann man fortfahren und immer spe- 
2 

ziellere Wahrscheinlichkeitsrechnungen, in denen immer mehr Mengen Wahr- 

scheinlichkeiten haben, aufbauen. Somit leuchtet ein, dass unsere Feststellung 

in w IO, dass verschiedene Wahrscheinlichkeitsrechnungen mSglich sind, keine 

zwecklose Spitzfindigkeit war, sondern dass es durchaus Verwendungsgebiete ffir 

solche Wahrscheinlichkeitsreehnungen gibt. 

Diese Beispiele lehren ferner, dass Satz 1I, I bei gewissen Adjunktionen nur 

ffir endlich viele Mengen gilt, denn jeder der abz~ihlbar vielen Punkte, die yon 

irgend einer Stelle ab nur noch den oberen Index o aufweisen, hat  die Wahr- 

scheinlichkeit 0,. wiihrend die Summe aller dieser Punkte jetzt die Wahrschein- 

lichkeit I h~tte. 

Da die Untersuchungen fiber die Anwendungen von Wahrscheinlichkeits- 

rechnung auf Zahlentheorie erst begonnen haben, soll auf diese Fragen nicht 

n~ther eingegangen werden. 
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T a b e l l e  d e r  d u r c h g e h e n d  g e b r a u c h t e n  B e z e i c h n u n g e n .  

9/: 

9~: 

B:  

BF: 

el. rl : 

E:  

F:  

F :  Model] yon F. 

Fg~, 9~eF: Teilmatrix des Modells F yon F ,  

Mass yon 9~. 

inheres Mass yon 9~. 

iiusseres Mass von 9~. 

Nullraum. 

GrSsste Menge des Wahrscheinlichkeitsfeldes F. 

r-te MSglichkeit im /-ten Versuch. 

Grundmengen.  

Wahrscheinlichkeitsfeld.  

die aus allen und nur  den Spalten von 

besteht, die Punkte  yon ~ sind. 

Fg~: Feld, das F9~ als Modell hat. 

(F, 9~), 9~eF: Wahrscheinl ichkei t  yon ~ im Felde F. 

~,(/7, 9~)e: Anzahl der Spalten yon F bis zur k-ten inkl., die Punkte  yon ~[ sind. 

[ a ,F.  r(F' 9~)k = k ( ' ~)k entspreehende relative Hiiufigkeit. 

( ~  ~ ) - - l i r a  r(F, 9~)k, falls dieser Limes existiert. 

/.~(01): 
I~(~/): 
i~(~): 

(IX: 

t~+ I :  

X:  

2:  

Inhal t  yon 9.[ relativ zum Bezugsktirper z. 

innerer Inha l t  yon ~{. 

iiusserer Inha l t  yon 9~. 

KSrper der a-o-Mengen aus B. 

Streuung yon X. 

Anzahl  der MSglichkeiten im /-ten Versuch. 

Ver~inderliche. 

Mittelwert yon X. 


