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Einleitung.

In dieser Arbeit wollen wir Differenzengleichungssysteme der Form

(1) 2t + 1) = if,,,t(t).’r,t(l) o {y=1,2,..., %)

n—=1

betrachten, wobel ¢ die positiven ganzen Zahlen, o, 1, 2, 3, ... durchliuft, wihrend
tir die Koeffizienten f,.(¢f) und die Integrale x,(¢) beliebige komplexe Werte zu-
gelassen sind; die f,.{¢) seien ausserdem beschrinkt. Die Existenz und Ein-
deutigkeit eines Integrals x,(f) mit willkiirlich vorgeschriebenen Anfangswerten
x,(0) ist dann fiir t=o, 1, ... gesichert.!

! Man kann nidmlich auf unendlich viele Weise eine Matrix Pit) angeben, deren Elemente
und die Elemente ihrer Reziproken lauter beschrinkte ¥unktionen von # sind, so dass die Ele-
mente von

P+ O FHP 1 0=GE

gi#(t) fir u =2 beschriinkt und gl#(t_\, fiir @ > 4 Null sind. {vgl. Ta Li: Die Stabilititsfrage bei
Differenzengleichungen, Dissertation, Miinchen 1933%. Durch die Transformation (x,,..., x,) =

=Py, ..., y,) wird das System (1} @herfithrt in

r—1 0
. N ; . '

' y,t+ =g,y & + 2.! _qw(t} mﬂ.\t) mit Z = o,
=1 1

dessen Integral leicht anzugeben ist.

11—38343. Acta mathematica. 61. Imprimé le 21 février 1933.
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Fiir die Grossenordnung eines Integrals bei unbegrenzt wachsendem ¢ gibt

der obere Limes
, .
g ~iim |/ Slate
' e y==1

einen Massstab. Offenbar ist auch:

t

lim Max |z, (&) | =y.

t—r o0 v==1

(3)

Falls die Koeffizienten konstant sind, also fiu(f) = @y, so ist y gleich dem ab-
soluten Betrag einer Wurzel der charakteristischen Gleichung

@y — Q... Q1

anl o Qpp — 0

Daher darf y nur n Werte annehmen., Dasselbe gilt in dem allgemeinen Fall,

wo die Grenzwerte lim f,,(f) = @, existieren; die charakteristische Gleichung ist
t—ro0 .

dabei wie oben.’

In der Tat haben die Resultate gar nichts mit der speziellen Form der
Koeffizienten zu tun. Vielmehr auch im allgemeinsten Fall sind nie mehr als #
Werte moglich, und wenn man ihnen passende Multiplizititen beilegt, sind es
genau 7, Wir nennen sie die Ordnungszahlen des Differenzengleichungssystems

und wollen einige ihrer Bigenschaften untersuchen.

§ 1.

Definition der Ordnungszahlen.

Wegen der Beschriinktheit von f,,(f), ist |fou(f)] = ¢. Aus dem gegebenen
Differenzengleichungssystem folgt, wenn man beiderseits den absoluten Betrag

nimmt,

1 0. Perron: Uber Stabilitit und asymptotisches Verhalten der Losungen eines Systems
endlicher Differenzengleichungen. Journal f. -d. reine u. angewandte Math. Bd. 161, 1929, Berlin.
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PUEDIE Pl

u=1
Dla{t + 1] = en Difau(t)
r=1 u=1
Wendet man die letze Formel der Reihenfolge nach fiir{=o, 1,2,...,t— 1 an,

go ergibt sich:

n n .
Dz =en Dla(t—1)|= - é cn Z|xﬂ 0)| = (en)K,
y=1 nw=1

u=1

wobei K eine positive Konstante ist. Anderseits ist

Sl =o

Hieraus erkennt man sofort, dass

(4) Oéli?nl/ZW |<11m]/2|xw )] = en.

t——o

Somit ist fiir jede Losung y eine endliche positive Zahl. Wir behaupten
dass fiir y hochstens » verschiedene Werte moglich sind. Zum Beweis machen
wir die Annahme des Gegenteils, es seien mehr als » verschiedene Werte mog-

lich. Nun greifen wir aus diesen # + 1 heraus, die wir der Grdsse nach ordnen:
(s) 0=y <r<r3< " < i+t
Sei etwa x,(f) = z.i(f) eine Losung, fiir welche y = y;, also

6 lir Ty = A=1,2,...,n+ 1
(6) Jim ;llzl 74 ( v+ 1)
ist. Zwischen den n + 1 Losungen x,(t), z.a(t), .. ., @y n+1(t) muss dann eine lineare
Abhingigkeit

Gl.%ﬂ(t).—l‘ ngyz(t) + Un+127v,n+1(t) =0 (1/ =1I,2,..., ’ﬂ)
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bestehen. Sei Cp:+1 das letzte von Null verschiedene O, wobei natiirlich p+HI1>1

ist, dann diirfen wir Cp.1 = — 1 annehmen und erhalten:
| »
(7) @y, p1(t) = D) Cawna(t) p=1,2,..., n).
i=1

Nun folgt, wenn ¢ eine beliebig kleine positive Zahl bedeutet, aus (6) und
(5) fir A=p v

Dlza®l <2 + of = (rp + f

v==1

fiir alle hinreichend grossen ¢. Mit Riicksicht hierauf schliesst man aus (7)
n p
Dz vl = D Caif (7o + &)t
r=1 i=1

fiir alle hinreichend grossen f, und daher

t

7 n
Yo+l = tlllg lew,pﬂ(t)l = 71>'+ €.
v=1
Da ¢ beliebig klein sein darf, folgt hieraus y,:+: = y,. Wegen dieses Wider-
spruchs mit (5) war unsere Annahme falsch. Damit ist die Behauptung be-
wiesen.

Nunmehr seien y,, y,, . . ., yn die von einander verschiedenen moéglichen Werte
fir y; wir nennen sie die Ordnungszahlen des Differenzengleichungssystems und
ordnen sie der Grosse nach

7<pre<-<ym

Nach dem Bewiesenen ist m = n. Von einem Integral z.(t), fiir welches

t -

lim |/ (b)) =
1

{—sn
y=

ist, sagen wir, es gehbre zur Ordnungszahl y;, oder auch, y; sei die Ordnungs-
zahl des Integrals ,(f).
Die Ordnungszahl eines Integrals, welches aus endlich vielen Integralen,

deren Ordnungszahlen = y, sind, zusammengesetzt ist, ist offenbar wieder = y;;
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was aus Formel (7) leicht abzulesen ist. Hiernach konnen wir die folgenden
bedeutungsvollen Begriffsbildungen einfiihren.

BEs sei e, die Anzahl der linear unabhiingigen Integrale derart, dass
fiir sie und ihre linearen Zusammensetzungen die Ordnungszahl y, ist; dann
schreiben wir der Ordnungszahl y, die Vielfachheit e, zu. Die Anzahl der
linear unabhingigen Integrale, fiir welche die Ordnungszahl und diejenige
“jhrer Zusammensetzungen entweder gleich y, oder gleich ¢, ist, ist augen-
scheinlich grosser, etwa e, + ¢,; dann schreiben wir der Ordnungszahl y, die Viel-
fachheit e, zu. Die Anzahl der linear unabhiingigen Integrale, fiir welch® die
Ordnungszahl und diejenige ihrer linearen Zusammensetzungen gleich y, oder y,
oder y;, muss wieder grisser sein, etwa gleich ¢, + ¢, + ¢;; dann schreiben wir der
Ordnungszahl y, ‘die Vielfachheit e; zu. So fortfahrend erhalten wir zu jeder
Ordnungszahl y; eine Vielfachheit ¢;, und offenbar ist ¢, + e, + ¢, + - + e, = 9;

also gilt der

Batz 1. Die Anzahl der Ordnungszahlen des linearen Differenzengleichungs-
systems (1), wenn jede ihrer Vielfachheit entsprechend gezahlt wird, ist genau
gleich n. '

Wir werden hiernach immer von den n Ordnungszahlen reden, die dann
teilweise oder auch alle einander gleich sein konnen. Die so definierten Ord-
nungszahlen indern sich nicht, wenn man auf das Differenzengleichungssystem

eine lineare Transformation

.Q?y(t) = ngﬂf(t)yﬂ(t)a hm g'VM(t) = CWM (7] = I, Zy ey H),
g1 f—s
deren Determinante natiirlich > o (fir ¢=o0, 1, 2, ...) sein muss, ausiibt, weil ja

t t

tim |/ Sla@l=5m |/ Slnol.
p»=1 y=1

{0
Wenn fiir die Koeffizienten des Systems (1) die Beziehungen

lim fm(t) = Qo

t—>®

statthaben, so sind die Ordnungszahlen einfach die absoluten Betriige der Wur-
zeln der charakteristischen Gleichung ‘
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und zwar jede mit der richtigen Vielfachheit.!
Fiir das Produkt der Ordnungszahlen gibt der folgende Satz eine Niitz-
liche - Abschiitzung:

Satz 2. Sind  y., vs, -, yn die Ordnungszahlén des Diﬁemnzengleichung&-
systems (1), so gult fiir ihr Produkt folgende Abschitzung nach unten:

¢
t—1

y==1 t—e 7==()
wober

Ju(t) - fn ()
ol =|. .

Ju(®) - fun (2)
ust.

Beweis: Nach der Definition der Ordnungszahlen kann man # linear un-
abhingige Integrale x,(f) = @1 (t), w2 (f) ..., x.n(t) angeben derart, dass das Inte-
gral 2,(f) zur Ordnungszahl y; gehért. Dann ist, wenn ¢ eine beliebig kleine
positive Zahl bedeutet, fiir geniigend grosse ¢

t
il < (2 + 2)
Setzt man nun

2y, (t) ... 2(t)

e =,
Zn1(t) . .. Znn(f)
s0 ist ‘
y(E+ 1) . xm(t+ 1) Su®) o SO 121 ... 2 (2)
e+ 1)=|. ... ... = ... . 1] . .....
ZTut(t+ 1) ... Zen(t + 1) St o Sun(O)] 2w (t) . . . 2an()
Weﬁdet man diese Formel der Reihe nach fir t=o0,1,2,...,f{— 1 an, so folgt

1§, 82, N. 1.
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t—1

v(t) = ] @(@)v(o).

Anderseits ist

lo(d)] <t ] (W N f)t
Daher ist .
(s + 2) = o =20 o).

n!
=1

Folglich ist
t .
(8) [z )/ Tl
=1 e 7=0

§ 2.

Abweichendes Verhalten des unteren Limes.

Falls die Koeffizienten f,,(t) Konstanten sind, so kann das in die Definition

der Ordnungszahlen eingehende Zeichen »lim» (Formeln (2), (3)) ersetzt werden
durch »lim». Denn aus der bekannten Form der Integrale ersiecht man leicht,
dass der Grenzwert existiert. Dasselbe gilt auch in dem allgemeineren Fall, wo
die Funktionen f,,(f) fiir ¢— o« gegen endliche Grenzwerte streben. Jedoch
wire es falsch, wenn man glaubt, dass es in jedem Fall so sein miisse. Denn
“aus der Form (4) sieht man' leicht, dass die beiden Limites zwischen gewissen
Grenzen liegen. Sie brauchen aber nicht zusammenzufallen und die Anzahl der
moglichen Werte fiir den unteren Limes kann sogar grosser als % sein. Ein sol-
ches Verhalten zeigt das folgende Beispiel. '
Das System?’

! Dieses Beispiel verdanke ich Herrn O. Perron. Dass die Koeffizienten beschriinkt sind,
sieht man aus der folgenden Uberlegung. Der Ausdruck

t sin log (¢ + I)—tsinlogt=2tsin-;log (I +%) cos%logt(t-%— 1)

hat fir t—> o den Limes

I 1 I I
o . . sin-i log (I + ;) 5 cos > log
lim ¢ - sin — log (I + ~)‘= lim ————————"> = lim
f—ro0 2 t f—— I t—
2 I+

1+1)
t I

= - w. z. bh. w.
2

o |t | —
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z,(t+ 1) = 2{t+1) sin log (t+1) —2t sin 108t (#),
902(1‘ + I) — 2—(t+1) sin log (t+1)+ ¢ sin logtxz(t)
hat die Losung
xl‘(t) — () p2tsinlogt () = (g5 logt,
Zur Bestimmung der Ordnungszahlen brauchen wir den oberen Limes

t .

t—son

Man sieht sofort, fiir ¢} =0 ist er gleich 2, fir C,= o ist er gleich 4; die Ord-
nungszahlen sind also 2 und 4. Der untere Limes

f—»

dagegen nimmt drei verschiedene Werte, an; nidmlich fiir ;=0 den Wert

é, fiir 0, =0 den Wert i» fir C; #£ o und C, % o den Wert 1.

§ 3
Das adjungierte System.

Wir wollen in diesem und dem folgenden Paragraphen voraussetzen, dass
die Determinante der Koeffizienten f,,.(¢) des Systems

(0) 2t + 1) = D fultnd) b=1,2,..., )
n=1
fiir £=o0, 1, 2, ... dauernd von Null verschieden ist. Dann existiert bekanntlich
fiir ¢==0, 1, 2, ... ein System von Integralen
() = x(t), . .., xalt) = 2na(t) A=1,2, ..., 7)

derart, dass die Determinante von ,,(f) dauernd von Null verschieden ist. Nach

{9) ist also

(10) 2o (t + 1) = D\ fuult)2ua(t) (hyv=1,2,..., n).

u=1
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Nun bilden wir die Gleichungen

(11) D Zuityu(t) = e mit ¢; = constant A=1,2,..., 0
u=1 .

und losen sie nach #,(f) auf

» n
Z Ca Elvl(t)
A=1

EO »_ v=1,2,...,n),

(12) y(t) =

@y (8) . .. 2nt)
o= ... ...

und F,;(f) das algebraische Komplement von z,:(f) ist. Aus (12), (11) und (10) folgt,

(9) I,n
indem man mit 3 die Summe D Sy (8) 20 (£) andeutet,
g # ey Ly, # oy

2y (E+ 1), oo o, 1 (E 1),00, Ty n, 1 (B4 1), . o on (1)
yolt + 1) =

W:;‘t) \ . . . . . . B . . . . . . . .
)H( xm(t—f‘ I), PN xv_l,n(t-l- I),Cn,xw.l,q,(t"f‘ I), o xm(t-f- I)
(1) (1) (1) (1)
S e S Y
I oy Hy—1 7ty Uy 17y i
Cp(t) ‘:(t) fy (n) (n) (n) (n)
Z Z Ty, (f) 2 2
By 7 thy Py — 1ty 174y U # oy
Z y{”“rv (t) (D"Uuly(t)
Hy — I
= == t d)v . ,
OED n(t) LD(t) ;yﬂw( ) M-(t)
wobei

Su®) . fu(t)
ot)=|. . .

Finld) - Fonlt)

12—3343. Acta mathematica. 61. Imprimé le 21 février 1933,
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und @,,, (f) das algebraische Komplement von f,,, (f) ist. Hieraus ergibt sich

meq, 7/4 (t+1 va 2 ?/M : WM
t n
- %&3 50000,
(/.t.,:: I,2,..., n),
oder .
(13) g)v(t) = D fwyult + 1) (v=1,2,..., 7).
=1

Die Systeme (9) und (13) heissen zueinander adjungiert. Fiir ihre Ord-
nungszahlen gilt der folgende

Satz 3. Sind die Ordnungszahlen des Systems (o) nach abnehmender Grosse
geordnet .

NZVe = = Py

wnd sind die Ordnungszahlen 0, des adjungierten Systems (13) nach zunehmender.
Grisse geordnet:
61 é 62 g §6n,

s0 ust stets y,0, =1 fiir v=1,2, ..., n.

Beweis: s sei
z,(t) = 2ult), x(t)=anll), ..., zalt) = zult)

(A=1,2,...,n)

ein Fundamentalsystem von Integralen des Systems (9) derart, dass das Integral
2y (t) = 2,3(f) zur Ordnungszahl y; gehért. Wir bilden damit die Matrix

: 25 (1) . .. 21a(f)
(14) XH=4¢. ... ..1
‘ .’Enl(t) P C(,'qm(t)

deren Determinante natiirlich ## o ist. Setzen wir weiter
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Jult) . fuld)

(13) ... =),
Sua(t) .. fan(t)
so folgt aus (9) die Matrixgleichung
(16) X(t+ 1)=TF@) X(t).
Sei nun _
?/1(t) = ym(t), cee ?/n(t) = ?/ln(t) (}- =1,..., ﬂ)

ein Fundamentalsystem des Systems (13) derart, dass das Integral y.(f) = yu(t)
zur Ordnungszahl d; gehért, so kann man wieder die Matrix

?/11(t) o ylt)
(17) Yy=1{......
?/nl(t) . ?/nn(t)

bilden, deren Determinante auch wieder < o ist. Aus (13) folgt dann
(18) | Y(#)= Y+ 0)F(®.
Moultipliziert man (16) linkseitig mit Y (¢ + 1), und (18) rechtseitiz mit X(¢),
so ergibt sich durch Vergleich:
(19) Y+ 1) X(E+1)=Yt)X(t)= 2,
wobei £ eine Matrix von Konstanten ist:’

. Wiy ... Win
(20) Q=

Wot + . . Wan

Da die Determinanten von X(f), Y{#) von Null verschieden sind, ist die Deter-
minante von Q2 ebenfalls 0. Ausfiihrlich geschrieben besagt dann die Glei-
chung (19)

(21) , ‘ S yas(Ben(t) = o Ay p=1,2,..., n).

v=]1

Insbesonderé ist also

(22) é?/;lv(t)xu(t) = wy; A==1,2,...,n).
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Nun gehort das Integral «,;(¢) zur Ordnungszahl 7, und y1,(f) gehort zur
Ordnungszahl d;. Daher ist, wenn ¢ eine beliebig kleine positive Zahl bedeutet,
fiir geniigend grosse

|za(®)] = (2 + ¢f, [yu(®)] = (02 + & Rv=r1,...,n)
Wegen (22) ist also
|wu|<Z|1/M M wa(t)] = nlyadat €Y,
y=2

wenn ¢— 0 wandert.

- Hieraus folgt sofort, dass y;0, = 1 sein muss, wenn die Konstante w;; o
ist. Nun kann man aber, wie mein Lehrer Herr Prof. O. Perron geieigt hat?,
die Fundamentalsysteme 2,(t) und yi,(t) auf mannigfache Arten so wihlen, dass
die durch (22) definierten Konstanten w;; alle > o werden. Daraus folgt un-

mittelbar unsre Behauptung.

§ 4
Weiteres iiber das adjungierte Systenﬁ. v

Wenn die Koeffizienten f,,(tf) Konstanten sind oder wenigstens fur {— o«
gegen endliche Grenzwerte streben, sind die Wurzeln der charakteristischen
Gleichung des adjungierten Systems reziprok' gleich den Wurzeln der charak-
teristischen Gleichung des wurspriinglichen Systems. Daher sind auch die Ord-
nungszahlen des einen Systems reziprok gleich denen des andern Systems, und
folglich gelten in Satz 3 lauter Gleichheitszeichen: y;0; = 1. Dasselbe wird auch
in andern Fiillen eintreten konnen. Jedoch darf man nicht glanben, dass es

immer so sein muss. Beispielsweise hat schon die eine Differenzengleichung

(t + ) — 2 {t+1) sin log (t+1) —¢ sin log ¢ Z’(t)

das Integral x(f)= (2!*" 16! und also die Ordnungszahl 2; die adjungierte Gleichung

{t) — 2+ s og e —tomiosty (4 & )

hat das Integral y(f) = C2—t*irl¢! ynd ebenfalls die Ordnungszahl 2. Das Pro-
dukt ist also nicht 1, sondern 4. )

! Die Ordnungszahlen linearer Dlﬁerentlalglelchungssysteme, Math. 7e1tschr1f’t Bd. 31 (1930)
8. 756—758
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Die Frage, wann in Satz 3 lauter Gleichheitszeichen gelten, wird beant-

wortet durch den

Satz 4. In Satz 3 gelten dann und nur dann louter (leichheitszeichen:
yi02 == 1, wenn der Grenzwert
t
q /=1
lim Dz
tim |/ 106

existiert und gleich [[ vy st; wober @(t) die Determinante von I'(t) bedeuten soll.

v=1
n

Nach Satz 2 sieht man leicht, dass ®eser Grenzwert nie grosser als [] 7»-
r—=1

sein kann. Nun setzen wir unter Beibehaltung der Bezeichnung von § 3

@y (1) - 2l yu(l) . yu(t)
o=, =),
iCp;l(t) ces -'L'nn(t) ylzl(t) P :I/nn(t)
Wy ... Wiy
w,
Wyt - .- Wyn

so ist nach (21) ¢(#)w(f)— w. Daher gelten die Formeln (vgl. (8))

t N
. lim ¥lo@® < T,
(23) lim [w() 1_11,
2 lim V]w(t g; S,
(24) Lim Jee(t)] [_[1
—1

(25) v(t) =[] @(z)v(o).
z=0
Sobald durchweg 7.0, =1, so muss notwendig

t o n
(26) lim V[v@)| =[]
=1

f—c0

sein, weil aus der gegenteiligen Annahme und der Formel (24) die unmdogliche

Relation
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t

I—llmV|w| hmV|v Hw(t H;},d =1

t—»

folgen wiirde. Aus den Formeln (23) und (26) ergibt sich sogleich

t—r o

(27) lim V| &= H% (0, wegen | ()| > o)

oder, wenn man die Formel (25) beriicksichtigt,

t

e8)  lim Hm |_H%

als die notwendige Folgerung der Annahme 7;0; = I.
Umgekehrt, wenn diese Gleichung statthat, so gilt zuniichst wegen (25)
auch (27). '
Aus der Matrixgleichung
X(t+ 1)=FOX()
folgt aber
Xt = Xt + 1) F(¥),

d.h. X—1(#) ist eine Losung des adjungierten Systems. Bezeichnet man diese
Losung mit Z(f) und den Minor von x,,(f) in der Determinante v(f) mit &,.(¢),

so ist
le (t) PN .://111, (t)
Z({t)= X"'(t)= C
an (t) P ?1;1), (t)
und Zm(t):%f(g)' Mit Riicksicht auf (27) erkennt man sogleich, dass fiir ge-

niigend grosse ¢

| Ealt)] RY
e @1 =507 < (m— )

ist, wobei ¢ eine beliebig kleine positive Zahl bedeutet. Folglich ist

t

(29) Clm Zlm |<v~
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Daher ist nach Satz 3 die Ordnungszahl des adjungierten Systems, zu welcher
das Integral z,(f) = 2,(f) gehdrt, genau gleich yl fir A=1,2,...,n. Damit ist

Satz 4 bewiesen; ausserdem erkennt man, dass in § 3 anstatt yi,(f) auch 3,(f)
in Betracht gezogen werden kann, wodurch die Matrix @ offenbar in die Ein-
- heitsmatrix ibergeht.

§s.
Die Stabilitiit und Instabilitit der Ordnungszahlen.

Wir betrachten neben dem Differenzengleichungssystem (1) ein abgeiinder-
tes System

13

(30) ot + 1) = Z [foult) + @ru(®)2u(?) v=1,...,m)

pu=1

Wenn die Funktionen ¢,,(t) fiir hinreichend grosse Werte von ¢, etwa fiir £ = ¢,
t+ 1, {+2,..., wobei ¢ eine ganze positive Zahl ist, verschwindet, so ist
jedes Integral des abgeiinderten Systems fir t==1¢,, & + 1, ... auch ein Integral
des urspriinglichen Systems und umgekehrt. Nach der Definition von Ordnungs-
zahlen sieht man leicht, dass wenn die g,u(f) fiir geniigend grosse ¢ nur hin-
reichend klein sind, die Ordnungszahlen des abgeiinderten Systems sich nur wenig
von denen des urspriinglichen Systems unterscheiden, und dass sie iiberhaupt
dieselben sind, wenn lim g,,(f) = o ist.

Ein ganz anderes Verhalten zeigt aber das folgende Beispiel. Das System:

a2yt + 1) =a;(f)
(31) , . N
x2(t + I) i ZZ(H-I) sin log (t+1)—2¢ sin log tx2(t)
hat das allgemeine Integral

x () = C,, ()= Cy22tsinlogt,

Daraus erkennt man, dass die Ordnungszahlen 1 und 4 sind. Dagegen hat das
abgeiinderte System

(32) {%(t + 1) = z(t)

x2(t + I) —_ bz—lxl(t) 4+ 22(t+1) sin log (¢ +1)—2¢ sin Tog t.%‘g(t),
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wobei |b| eine kleine Konstante ist, das allgemeine Integral

—1
acl(t) — 01’ xz(t) — p2tsinlogi (02 + 2 Clb Z 2—(f+1)[2 sin log (t+1)+1])

=0

und die Ordnungszahlen sind gleich den verschiedenen Werten des oberen Limes

R [
(33) y = hm ]/l Oll + 22tsmlogtl 0 + 2 O b Z 2—2 (z+1) smlog(1+1) (1+1)|

z=0

Fur C,=o0 ergibt sich y =4, also die -eine Ordnungszahl ist 4. Fir Cy=o0
ergibt sich dagegen aus (33)

t

- ‘
(34) y= m] 52t sin logt Z 2—2(z+1) sin log (z+1)—(z+1)

=0

7=0

Dieser Limes ist also von b unabhingig. Wir wollen ihn abschitzen. Ist T=24t¢

= e(2n+ %)”“, wobei # eine passende sogar beliebig grosse natiirliche Zahl bedeutet

und ¢ durch die Ungleichungen:

log 24 — m — are cos ¥ < ¢ < are cos 22, o < arc cos *2 <
50 50 50
beschriinkt wird, so habe ich

22Tsinlog T — 48t cos ¢

3

Nun sei " eine andere kleine Zahl, die der Gleichung

& —¢&=m—log 24
und folglich auch der Ungleichung

coSs & >4—9

geniigt; dann ist
t= g(QM_é)ﬂ_l_ ¢ .
Fiir ein solches # ist

r—1
Z 2— (z4+1}[2 sin log (z+1) +1] >t [2 8in log t+1] — 22t cos s’-—t.

=0
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Hiernach folgt aus (34)

[ 1' SE—

y > lim V22T = 4.

T
Wiihrend also die Ordnungszahlen des Systems (31) gleich 1 und 4 sind, sind
die des beliebig wenig abgeiinderten Systems (32) gleich 4 und 7, wo y > 4 ist.

Dieses eigentiimliche Verhalten gibt Veranlassung zu einer neuen Begriffs-

bildung. Wir ordnen die Ordnungszahlen y,, ..., y, des Systems (1) der Grosse
nach: '

Ebenso ordnen wir die Ordnungszahlen 7, .. .,j/'n des abgeﬁnde‘rten Systems
(30) der Grosse nach: ‘

’ ’ - ’

Dann nennen wir die Ordnungszahl y; stabil, wenn jedem positiven & ein posi-
tives ¢ so zugeordnet werden kann, dass fiir |g,.(f)] =< d stets |72 — yi| < & ist;
natiirlich geniigt es, die Ungleichung | @..(f)| = d nur fiir geniigend grosse ¢ zu
verlangen. Andernfalls heisst die Ordnungszahl y; instabil.

Aus der Definition der Stabllltdt folgt sofort, dass falls y; stabil 1%t fiir
tlim @uu(t) = 0 stets 42 = y1 sein wird.

Bei dem System (31) sind nach dem Bewiesenen beide Ordnungszahlen instabil.

§ 6.
Berechnung von Ordnungszahlen.

Da nach § 5 kleine Anderungen der Koeffizienten grosse Anderungen der
Ordnungszahlen zur Folge haben konnen, so ist die numerische Berechnung der
Ordnung‘szahlen aus den Koeffizienten gewiss keine leichte Aufgabe. Wir wol-
len jetzt einige Fille angeben, in denen eine brauchbare Abschiitzung oder sogar

eine genaue formelmissige Berechnung moglich ist.

Satz 5. Wenn die Koeffizienten des Differenzengleichungssystems

H(t + 1) me () b=1,...,m)
. p=1 ”
13—3343. Acta mathematica. 61. Inprimé le 22 février 1933.
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Jfiir geniigend grosse Werte von t, etwa t=14,, t,+ 1, ..., den Ungleichungen'.

|/ = P(#) + 2(n — 1) Q(#)

geniigen, wober
1,n

PO = Max |ful)l, Q)= ax | (0]

»#E 22

ist, so ist die grisste Ordnungszal y zwischen den folgenden Grenzen eingeschlossen

< tim |/ L]+ 0= 1) @0

1=ty
4

= lim [Ilf11 o — (r — 1) Q(=)].

t-——r

=ty

Bewezs: Aus dem Differenzengleichungssystem . ergibt sich fir ¢—= t;),
by + 1, '

[o(t + )] = @12 0] + @ leﬂ

7=y

Daraus folgt

(35) S+ 0] = S m 0] + 0 — e 3

= {1Au@1+ (v — D@} D201,

r=1

wenn man die Ungleichung beiderseits nach » von 1 bis # summiert, und

St + 1] = Pl) S @) + o) {<n =2 Sl + o= ) ltol],

p=2

wenn man sie nach » von 2 bis # summiert.
Zieht man nun die letzte Ungleichung von der folgenden Ungleichung

! Falls ein von den f,;(), etwa f),(f), diesen Bedingungen geniigt, so kann man durch

Umnumerierung f3,.(f) mit f;(t) bezeichnen.



Die Ordnungszahlen linearer Differenzengleichungssysteme.

n

EAUE |——|f11 ) (t I_Q(t)ZI@A(t)l

n=2

ab, so ergibt sich

66 lmlt + 1)l — Slanlt + 1)l 2

=2

= VARG EAU) lev l_ n—1) leﬂ
= (LA — (o — 1)@ |2 ()| — [PO) + (n — 1) th

= (1]~ 0 — 1)@ (lxl (EDIEC )

wenn man die Ungleichung

|£a(®)] = P(#) + 2(n — 1) Q(2)
beriicksichtigt.
Aus (33) folgt aber

n t—1

Sz = ¢ A6 + 60— 1) QW) 0>

 Analog folgt aus (36)

n t—1 g n

(B — S la()] = [ s )] — (0 — Im(z)}{lxl(to)l = Zva(to)I}-
r=2 7=ty =2

Wihlt man nun die Anfangswerte eines Integrals so, dass die Funktion

MII—ZMWH

v=2

99

fiilr t=1¢, positiv ist, so bleibt sie auch fiir t=14¢ + 1, {, + 2, ... nach (36)

dauernd positiv; wegen

n n

pAEAVIE EAUI A EAUIE

p=1 =9
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ist dann fir dieses Integral
t

/T t—1 " <
i zl_i.n:]/ MA@+ (e —1)Q)} = Lim l/ 2=l =

i, t—

t
= lim ’/ H lfi@ | — (2 — 1) Qa)}-
T=={y

und damit der Satz 5 bewiesen.
Hine unmittelbare Folgerung aus Satz 5 ist der

Satz 6. Wenn die Koeffizienten des Differenzengleichungssystems

ot + 1) = P fru(t) 2 (8) (ve-1,..., 1)

dei Bedingungen genliigen

lim f.(t) = o (fiir p # v),

f—=

so zst dee grosste Orduungszahl stabil und hat den Wert

tim |/ ] 1t

T~y

Nach Satz 5 ist niimlich, wenn lim f,.(f) = o,

t—exc
t t
Sa=3 1/
L) TGRS 1Y ASCIRT
7ty ; r=t

wo J eine beliebig kleine positive Konstante sein darf. Daher gilt unsre Be-
hauptung. Die Stabilitit folgt sofort, indem man die Koeffizienten ein klein
wenig abiindert und dann die neue grisste Ordnungszahl wieder nach Satz g
abschitzt.

Satz 7. Geniigen die Koeffizienten des Differenzengleichungssystems

w{f+ 1) = Zf (v—=1,...,n)

wol
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Jiir t=1t,, ty+ 1, ..., den folgenden Bedingungen

|fia®] = Min (@], 1] — (o — 1)@ >0

1,n n .
wober Q(f) = Max | f,,()| ¢st, und setzt man Max |fu(f)| = P(t), so sind die Ord-
vFEU =1

nungszahlen y, zwischen den folgenden Grenzen eingeschlossen

ztlini H |f11 l_ ”"I)Q( )}
}/% t 7=ty
= 1w |/ [P + (2~ Q0.

Snd dazw noch die Bedingungen
lim f,,(f) = o

t—r
erfiillt, so lregen vy, zwrschen den Grenzen

t t

. /t—l S
lim Hlfn HEpH= S s lim [1EG)
=t

A

t—® f—%

Beweis: Aus dem Diﬂ"erenzengleichuno'ssystem folgt nédmlich

ot + 012 £ 120] — @00 (8]

uFAv

Summiert man diese Ungleichung nach » von 1 bis #», so folgt
(39 z|m+1 = {1/l = — 1)) zm

Analog ergibt sich:

n

2t + 1 lev + Q(t){(n - z)ﬁ]lxw(t)l + (0 — I)le(tﬂ}-

y=2

Addiert man sie zu der Ungleichung
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Lt + 0 = | fuld] 28] + @) Sy 0(0)

so ergibt sich
(39) Z'va(t + 0)|={Pt)+(n—r1) Z'xv
y=1

Nach (38) und (39) ist fiir t=1¢,+ 1, t, + 2, .. ..

(10) G I[{PE) +(n—1) zm I>Uﬁ{lﬂl('v)l—(n—l)(?('r)},

wobei C und (), zwei positive Konstante sind. Damit ist der erste Teil von

Satz 7 bewiesen. Der zweite Teil folgt unmittelbar aus dem ersten, wenn man

dieselbe Uberlegung, die beim Beweis von Satz 6 angegeben wurde, anwendet.
Auf Grund der Sitze 5 und 2 gilt offenbar der

Satz 8. Sind yy, ys,.... yn die Ordnungszahlen des Differenzengleichungs-
systems
' ao(t + 1) =D fru(t)2s(t) v=1,2...,m),
u=1

dessen Koeffizienten den in Sate 5 gegebenen  Ungleichungen geniigen, so gilt fiir
thr Produkt die Abschitzung:

ll\/

H\/

tlinngi{mlwnﬂn—x 1=1 im |/ [T1ow1

wobed f1,(t), Q) die in Satz 5, @) die in Satz 2 gegebene Bedeutung haben
sollen.

Satz 9. Wenn die Kocffizienten des Differenzengleichungssystems

(¢ + 1) me 2, (¢ v=1,2,..., %)

pn=1

den Bedingungen geniigen



Die Ordnungszahlen linearer Differenzengleichungssysteme. 103

(A) lim f,.(t) = o (fiir v>#u),
. {f—rxc

(B) | fimr, s (O] = |s(8)| > 0 (fir t=1y, t,+1,...;

y¥=2,3, ..., n),

und wenn

t -
!

t]ifg ]// H I.ﬁ’(,t) I = 71' (1) = I’ 2: Tty 71)
7=l
gesetzt wird, so sind die Ordnungszahlen einfach die Zahlen y,, ..., yn.

Um Satz ¢ zu beweisen benutzen wir den folgenden

Hilfssatz. Das ¢n Satz 9 angegebene Differenzengleichungssystem hat wnter
den dort angegebenen Voraussetzungen n linear unabhdngige Integralsysteme

2 (8) = zia(t), z(d) = 2aa(t), ..., @u(t) = 2m(d),

Stir welche die Beziehungen gelten:

- 2aalt) L
’lj*n; Z (0 o fiir u > 7,

faalt 1) N
}LII:: ( ;If;','_(t) f:d (t)) -

Den Beweis dieses Hilfssatzes hat mein hochgeehrter Lehrer, Herr Prof.
Perron in einer seiner Arbeiten gegeben!, wobei allerdings 1lim fis(t) = g1 zu
setzen sind. x

Jetzt wenden wir uns dem Beweis von Satz 9 zu. Wir bemerken zuniichst,

dass auf Grund der Voraussetzungen gewiss
(41) N>

ist. Nun besagt der Hilfssatz, dass es unter den Voraussetzungen von Satz 9

zn jedem 2 ein Integral x.:(f) gibt, fiir welches

(12) lin er,l;,@ =0 filr u £ 2,
t—c Liz (t)
. all +
(43) thm (x il : I')' —fu(t)) =0

x;;_(t)

' Vgl. Satz 14. der in Fussnote S. 82 zitierten Arbeit.
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ist. Aus (43) folgt, wenn ¢ eine beliebig kleine positive Zahl bedeutet, fiir ge-
niigend grosse ¢, etwa f==1§ + 1, {;, + 2,

.y

1 t—1
Ixu( to) [] fr(®) | —e < |aaalt)| < |zaa(to) | fuala) | + e,
| 7=ty - 7=t I
und daher ist mit Riicksicht auf (42) auch
¢ ¢

- L ]

tlim 2 I xw,(t)l = hln H If/l/ I = ¥

- v==1 =1,

Damit ist Satz 9 bewiesen.



