
DIE 0RDNUNGSZAHLEN LINEARER DIFFERENZEN- 
GLEICHUNGSSYSTEME. 

Von 

TA LI. 

Resear(.h Fel low of ( 'hinn Foundat.ion for the  l ' romo~ion of Educat ion and Culture.  

Elnleitung, 

In dieser Arbeit wollen wir ])ifferenzengleichungssysteme der Form 

?t 

(I) x,.(t + I ) =  ~_J,.~,(t)x#(t) (v = I, 2 , . . . ,  ~) 
~ t - - ' l  

betracMen, wobei t die positiven gunzen Zahlen, o, I, z, 3, . . .  durchl~iuft, w~hrend 

fiir die Koeffizienten f~.t,(t) und die Integrale x,(t) beliebige komplexe Werte  zu- 

gel~ssen sind; die f~..~,(t) seien ~usserdem beschriinkt.. Die Existenz und Ein- 

deutigkeit eines Integrals x,,(t) mit willkiirlich vorgeschriebenen Anfangswerten 

x,(o) ist dunn fiir t----o, I , . . .  gesichert. 1 

Man kann  niimlich auf unendl ich  vielc Weisc eine Matr ix  -P~t} angeben,  dcren E lemen tc  
und die E lemente  ihrer  Reziproken laut~r beschr~nkte  Funk t ionen  yon t sind, so dass die Ele- 
IlI(~D ~e v o n  

P(t  + i)F(t) p - - i  (t).= G(t) 

gitL(,t) fiir ,u~)~ beschri inkt  und g~tt(t) fiir , a > s  Null sind. (vgl. Ta Li: Die Stabi l i t~tsfrage bei  

Differenzengleiehungen,  Dissertat ion,  Miinchen 1933}. Durch die Transfornmfion (xl ,  . . . ,  X n ) =  

t)--l~Yl, "" ", Yn) wird das System (r) iiberffihrt in 

~ ' - -  1 0 

((It; y , ( t+  I) = g,,( t)y, , ( t)  + Z.q , , t , ( t )x l t[ t )  ]nit Z = o, 
/ * = I  1 

dessen In tegra l  leieht  anzugeben ist.  

11--3343. Ac2a mathematiea. 61. Imprim6 ]e 21 f6vrler 1933. 
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Fiir die GrSssenordnung eines Integrals bei unbegrenzt wachsendem t gibt 

der obere Limes 

t 
..... ~ Yt 

(2) 7 = lim I xdt) I 

einen Massstab. Offenbar ist auch: 

t 

(3) lim ~ /  Max ]x~,(t) l =  . 

Falls die Koeffizienten konstant sind, also f ~ ( t ) =  a~,  so ist 7 gleich dem ab- 

soluten Betrag einer Wurzel der charakteristischen Gleichung 

--- O. 

Daher daft 7 nur n Werte annehmen. Dasselbe gilt in dem allgemeinen Fall, 

wo die Grenzwerte limfv~(t ) = a~,t~ existieren; die charakteristische Gleichung ist 
t~  0o 

dabei wie oben. ~ 

In der Tat haben die Resultate gar nichts mit der speziellen Form der 

Koeffizienten zu tun. Vielmehr auch im allgemeinsten Fall sind hie mehr als 

Werte mSglich, und wenn man ihnen passende Multiplizit~ten beilegt, sind es 

genau n. Wir nennen sie die Ordnungszahlen des Differenzengleichungssystems 

und wollen einige ihrer Eigenschaften untersuchen. 

Definition der Ordnungszahlen. 

Wegen der Beschr~nktheit yon fv~(t), ist [f~,(t)l<= c. Aus dem gegebenen 

Differenzengleichungssystem folgt, wenn man beiderseits den absoluten Betrag 

nimmt, 

1 O. Perron:  Uber  St~bilit~t und ~symptot isches  VerhMten der LSsungen eines Systems 

endlicher Differenzengleichungen. Journa l  f. d. reine u. angew~ndte M~th. Bd. 161, 1929, Berlin. 
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I*.(t + ~)1 =< c ~ l x , ~ ( t ) l ,  

E I x ~ ( t  + I)l =< c n  ~ Ix,,(t)l. 
v = l  F = I  

W e n d e t  man die letze Formel  der Reihenfolge nach f i i r t  = o, I, 2, . . . ,  t - -  I an, 

so ergibt  sich: 

Ix~(t)l <= c,,, ~ i x ~ ( t - - i ) l  < . . .  <= (c,~)~ ~ l x , ~ ( o ) i  < (c.)~K, 
~=1 /*=1 t r  

wobei K eine positive Kons tan te  ist. Andersei ts  i s t  

n 

F,  Ix~(t)l  > o. 

Hieraus  erkenn~ man sofort, dass 

t t 

' v = l  v = l  

Somit ist fiir jede LSsung 7 eine endliehe positive Zahl. W i r  behaup~en 

dass fiir 7 hSehstens n versehiedene Wer te  mSglieh sin& Zum Beweis maehen  

wir  die Annahme des Gegenteils,  es seien mehr  als n versehiedene Wer t e  mgg- 

iieh. Nun  greifen wir aus diesen n + ~ heraus,  die wir  der GrSsse naeh ordnen:  

(5) o =< 71 < 7~ < 7a < "" < 7n+1. 

Sei e{wa x,( t)= x,a(t) eine LSsung, fiir welche 7 ~ 7~, also 

(6) 7~ 

t 

( l ~  I, 2 , . . : , n §  I) 

ist. Zwischen den n + I LSsungen x*l(t), x,.2(t), . . . ,  x~.,,+l(t) muss dann eine l ineare  

Abhgngigkei t  

c , ~ ( t )  + c ~ ( t )  + . . .  + c;,+~,,,~+~(t) = o (,, = i, 2 , . . . ,  ,,) 
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bestehen. Sei @+1 das letzte yon Null  verschiedene C~., wobei natiirl ich p + I > I 

ist, dann diirfen wir (~+1 = --  I annehmen und erhal ten:  

P 
(7) X~,p+l( t )  -~- E C).2C~2(t) (~ --~- I,  2, . . . ,  ~). 

).=1 

Nun folgt, wenn e eine beliebig kleine positive Zahl bedeu~et, aus (6) und 

(5) fiir ~ =<p 

fiir alle hinreichend grossen t. Mit Riicksieht h ierauf  schliesst man  aus (7) 

n p 

Y =< Y 

fiir alle h inre ichend grossen t, und daher  

_ - ~, ..... 

~p-~-I = lim V ~,lX~,,p+l(t) l ~ 7~) + e. 

Da ~ beliebig klein sein daft ,  folgt  hieraus 7~,+1 ~ 7l~. Wegen  dieses Wider-  

spruchs mit  (5) war unsere Annahme falsch. Dami t  ist die Behauptung  be- 

wiesen. 

Nunmehr  seien 71, 7~, �9 �9 7m die yon einander  verschiedenen mSglichen Werte  

fiir 7; wir nennen sie die Ordnungszahlen des Differenzengleichungssystems und 

ordnen sie der GrSsse nach 

)Jl ~ 72 ~ ' ' '  ~ ~ m .  

Nach dem Bewiesenen ist m ~ n. Von einem In tegra l  x~.(t), fiir welches 

t 

li/ -  lx (t)l 

ist, sagen wir, es geh6re zur Ordnungszahl  7~., oder auch, g~. sei die Ordnungs- 

zahl des Integrals  x~(t). 
Die Ordnungszahl  eines Integrals,  welches aus endlich vielen Integralen,  

deren Ordnungszahlen < 7x sind, zusammengesetzt  ist;, ist offenbar wieder =< 7).; 
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was aus Formel (7) leieh~ abzulesen ist. t t iernach kSnnen wir die folgenden 

bedeutungsvollen Begriffsbildungen einfiihren. 

Es sei e~ die Anzahl der linear unabh~ngigen Integrale derart, dass 

fiir sie und ihre linearen Zusammensetzungen die Ordnungszahl 71 ist; dann 

schreiben wir der Ordnungszahl 7~ die Vielfachheit e~ zu. Die Anzahl der 

linear unabh~ngigen Integrale, ffir welche die Ordnungszahl und die.ienige 

ihrer Zusammensetzungen entweder gleich 7~ oder gleich 7e ist, ist augen- 

scheinlich grSsser,'etwa e I + e~; dann schreiben wir der Ordnungszahl y~ die Viel- 
i 

fachheit e~ zu. Die Anzahl der linear unabhis Integrale, ffir welch~ die 

Ordnungszahl und diejenige ihrer linearen Zusammensetzungen gleich 71 oder 7'~ 

oder 7~, muss wieder gr5sse r sein, etwa gleich e~ -~ e~ + e3; dann schreiben wir der 

Ordnungszahl 78 die Vielfachheit e 8 zu. So fortfahrend erhalten wir zu jeder 

Ordnungszahl yz eine Vielfachheit e~, und offenbar ist e~ + e~ + ez + --. + e,~ = n; 

also gilt der 

Satz 1. Die Anzahl der Ord~2ungszahlen des linearen Differenzengleiehungs- 

systems (!), wean jede ihrer Vielfachheit entsprechend geziihlt wird, ist genau 

gleieh n. 

Wir werden hiernach inmier yon den n Ordnungszahlen reden, die dann 

teilweise oder auch alle einander gleich sein kSnnen. D i e  so definierten Ord- 

nungszahlen gndern sich nicht, wenn man auf das Differenzengleichungssystem 

e ine  lineare Transformation 

n 

x.(t) -~ ~_~g~(t)y~(t), lira g,~(t) = c~, 
t ~  c~ 

deren De~erminan~e natiirlieh ~ o (fiir t :  o, I, z , . . . )  sein muss, ausiibt, well ja 

t t 

l im 

Wenn fiir die Koeffizienten des Systems (I) die Beziehungen 

lira f~ ( t )  ~--- a~  

statthaben, so sind die Ordnungszahlen einfach die absoluten Betr~ge der Wur- 

zeln der charakteristischen Gleichung 
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! ! 
I all- ~'''aln ] 

I . . . . . . . .  I ~ O ~  
] a n l  �9 �9 . a n ~  - -  Q ]  

und zwar jede mit der richtigen Vielfachheit} 

Fiir das Produkt der 0rdnungszahlen 

liche Abschiitzung: 

gibt der folgende Satz eine Niitz- 

Satz 2. Sind 7~, 7~, . . . ,  7~ die Ordnungszahlen des Differenzengleichungs- 
systems (i),i so gilt fiir ihr Produkt folgende AbsehStzung nach unten." 

wobei 

ist. 

t 

II 7~ => lim k I] I ~(') I, 
t ~  

r  = 

f ~  ( t ) . . . f , , ,  (t) l 

Beweis:  Nach der Definition der Ordnungszahlen kann man n linear un- 

abhitngige Integrale x,(t)-~ x,l(t), x ,2( t ) . . . ,  X,n(t)angeben derart, dass das Inte- 

gral x,~(t) zur Ordnungszahl 7i geh5rt. Dann ist, wenn e eine beliebig kleine 

positive Zahl bedeutet, fiir geniigend g ros se t  

Setzt man nun 

so ist 

V(t -~- I ) =  

Xll(t ) . . .  Xln(t) ] = 

I X n l ( t )  . . . X n n ( t )  

v(t) ,  

Wendet man diese Formel der Reihe nach ffir t =  o, I, 2 , . . . ,  t - -  I an, so folgt 

1 S, 82, N. I, 



Anderseits ist 

Daher  ist 

Folglich ist 

Die Ordnungszahlen linearer Differenzengleichungssysteme. 

t - - 1  

~(t) = H ~(~)~(o). 
~ 0  

, fi( Iv ( ) l<~!  z~+ 

( ,v(,), 
I I  z~ + > E V  = .!  ~ (~) ] 

t 
n 1 /  t - - 1  

(8) I I  7z > lim V 1v[ I O0(w) I " 
t ~  cr 
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2. 

Abweiehendes Verh~lten des unteren Limes. 

Falls die Koeffizien~en f~(t) Kons~an~en siad, so kann das in die Definition 

der Ordnungszahlen eingehende Zeichen >>lira>> (Formeln (2), (3)) ersetzt werOen 

dutch >dira>>. Denn  aus der bekannten Form der Integrale  ersieht man leicht, 

dass der Grenzwert  existierk Dasselbe gilt auch in dem allgemeineren Fall, wo 

die Funk~ionen fi~(t) fiir t--~ ~ gegen endliche Grenzwerte streben. Jedoch  

w~re es falsch, wenn man glaubg, dass es in jedem Fall so sein miisse. Dean  

a u s  der Form (4) sieh~ m a n  leich~, dass die beiden Limites zwischen gewissen 

Grenzen liegen. Sie brauchen abet  nicht zusammenzufallen und die Anzahl der 

mSglichen Wer t e  fiir den unterea  Limes kann sogar grSsser als n sein. Ein sol- 

ches Verhal~en zeigt das folgende Beispiel. 

Das System ~ 

1 Dieses  Beispiel  ve rdanke  ich He r rn  O. Perron.  Dass  die Koeff iz ienten  beschr i ink t  s ind,  
s i eh t  m a n  aus  der  fo lgenden i Jbe r l egung .  Der A u s d r u c k  

i ( ; ) ,  
t s i n l o g ( t  + I ) - -  t s i n l o g t =  2 t s i n  log I + e o s - l o g t ( t  + I) 

2 

h a t  fiir t - - *  ~ den  L i mes  

- -  ~ -- W. z . b . w .  t ~  ~ l o g  I + = l i r a  = l i r a  I 
t ~ o r  I t ~ r 1 6 2  I 2 i + ~  
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hat  die LSsung 

Ta Li. 

Xl( t  2v I)---~ 2 2(t+l) s inl~176 

x2(t  -]- I) = 2 -(t+l)  sin log (t+l)+t sin log t x~(t ) 

Xl'(t ) = C122tsinlog t, x2(t  ) - -  ~ 2 - t  sinlogt 

Zur Bes~immung der Ordnungszahlen brauehen wir den oberen Limes 

liml/I C, 12~t~"'~ I c~l 2-* . . , ,o. , .  
t ~ 

Man sieht sofort, fiir C1 = o ist er gleieh 2, fiir ~ = o ist er gleieh 4; die Ord- 

nungszahlen sind also 2 und 4. Der  untere  Limes 

l im 1/I c ,122 t  sinl~ -~ I ~ [  2 - t  sin l~ 

dagegen n immt  drei versehiedene Werte .  an; ngmlieh fiir C ~ = o  den 

1 fiir C2 0 den Wer t  I ,  fiir 6 ~ r  und C 2 r  den W e r t  [. 
2 4 

W e r t  

w 

])as a d j u n g i e r t e  Sys tem.  

W i t  wollen in diesem und dem folgenden P~ragraphen  voraussetzen, dass 

die Det.erminante der Koeffizienten J~.~(t) des Systems 

(9) ~.(t + ~)= y . f . ~ ( t ) ~ A t )  (~ = ~, 2 , . ,  ,~) 
tz=l 

f i i r t  = o, I, 2 , . . .  dauernd yon Null versehieden ist. Dann  existiert  bekannt l ieh 

f i i r t  = o, I, 2 , . . .  ein System yon In~egralen 

Xl(t) = x , ~ ( t ) , ,  : ~ ( t ) -  x,,~(t) ( Z =  I, 2, . . . ,  n) 

derart ,  dass die Determinante  yon xv,(t) dauernd yon Null  verschieden ist. Nach 

(9) i~t also 
n 
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Nun bilden wir die Gleichungen 

89 

( I I )  ~_~x~(t)y~(t)=c~ mit ex~---const;unt ( ;~=  I, 2 , . . . ,  ~t) 
#=1 

und 15sen sie n~ch y~(t) ~uf 

~c~  ~ ( t )  
(I2) ~, .( t )-  ,~1 (~ = I, 2, " ,), 

~(t) " ,  
wobei 

z(t) I 
= , l ( t )  . .  . ~.l(t)] 
x , , , ( t ) . . .  ~o,(t) I 

una ="~x(t) das algebrMsehe Komplement~ y o n  x~.(t) ist. Aus (I2), (I I) und (:o) folgt, 
(el 1, ~z 

indem m~n mit  ~ die Summe ~, f i , l ( t ) x ~ ( t  ) ~ndeutet~, 

y, ( t+  ~ ) -  i 
q)(t)~-,(t) 

I Xil(t~- I ) , . . .  X~.--1, i(t-~- I),e l, x~+l , l ( t~-  I ) , . . .  Xni ( t +  I) 

Xln(t~- I ) , . . .  X~--l,n(t-t- I) ,r  I) . . . .  X~n(t-t- I) 

wobei 

I 

(1) (1) (J) (1) 
E .  E x,,x(t)y, Z 

(,) (n) (~) (n) 

E ... E ~n(t) E . . .  Y. 

- "~  Z ( t ) -  r 

a)(t) = 

fin(t) : f~( t )  l 

12--3343. Acta mathematica. 61. Imprim~ le 21 f6vrier 1933. 
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und @,#,(t) das algebraische Komplement yon fi,,,(t)ist. 

n ~ r (t  ~ 

r e ( t )  n 

' v = l  

([tv = I ,  2 , . . . ,  9g), 

oder 

(I3) y,(t) = ~.~fu~(t)y,(t  + I) 

Die Systeme (9) und (I3) heissen zueinander 

nungszahlen gilt der folgende 

Hieraus ergibt sich 

P ' - -  I~ 2~ . . . ,  ~).  

adjungiert.  Fiir ihre Ord- 

S&tz 3. 

geordnet." 

und  s ind die Ordnungszahlen 

GrSsse geord~et." 

S ind  die Ordnungszahlen des Systems (9) naeh abnehmender Grb'sse 

71 ~ 7', ~ ' ~  Y,*, 

& des adjungierten Systems (I3) nach zunehmender 

dl <= 6~ <= ...  ~=&, 

so ist  stets 7~6,, > I fi:ir v ~ i, 2 , . . . ,  n. 

B e w e i s :  Es sei 

xl(t) = x~z(t), x2(t)~- x2z(t) . . . .  , 

( z = i ,  2,. 

x , ( t )  = 

ein Fundamentalsystem yon Integralen des Syst~ems (9) derart, dass das Integral 

x,( t )  ~ x,,~(t) zur Ordnungszahl 7~ gehSrt. Wir bilden d~mit die Ma t r ix  

( I 4 )  X ( t )  = 

. . . 

deren Determinante natiirlich ~ o ist. Setzen wir weiter 
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f ~  (t). . . f un( t ) /  

so foigt  aus (9) die Matrixgleichung 

X(t '+ 1 ) = E ( t ) X ( t ) .  (~6) 
Sei nun 

ein Fundamenta l sys tem 

91 

yl(t) =~D.l(t), . . . ,  yn(t) ---~yh~(t) (~ 1, . . . ,  ~) 

ae, Sy,t~m, (I3) aerart, aa~, da~ Integral w ( t ) = w ~ ( t )  

y~(t)x~,( t)  ~;., (;C, tt = I ,  2, . . . ,  ~). 

~ ,  y~,(t)x,~(t) = ~;.  (i~= I, z, . . . ,  ~). (22) 

minante yon s ebenfalls 

chung (I 9) 

(2i) 

Insbesondere ist also 

o. Ausfiihrlich geschrieben besagt dann die Glei- 

zur Ordnungszahl gx gehSrt, so kann man wieder die Matrix 

(I7) ~Y(t) ~ ~ i ,  lit)i  ' i ynrt(;)] 

bilden, deren Determinante  auch wieder >~ o ist. Aus (13) folgt  dann 

(IS) Y(t)  = Y ( t  + I)F(t) .  

Multipliziert  man (I6) linkseitig mit Y ( t  + I), und (I8) rech~seitig mit  X(t) ,  

so ergibt sich durch Vergleich: 

(I9) ~ ( t +  I ) X ( t  -{- I)--- Y(t) X ( t ) =  ~2, 

wobei D eine Matrix yon Konstanten  ist: 

( ~ o )  . e  = . . . . . . 

\O)nl �9 �9 �9 I;Onn[ 

Da die De~erminanten yon X(t) ,  Y(t)  yon Nul[ versehieden sind, ist die Deter- 
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Nun gehSrt das Integral x~(t) zur Ordnungszuhl 7~ und y~(t) gehSrt zur 

Ordnungszahl ~. Daher ist, wenn e eine beliebig kleine positive Zahl bedeutet, 

fiir genfigend g r o s s e t  

]x~.(t)] =< (n § ~)t, l Y-(t)] ----< (~ + ~)t (~, v = I , . . . ,  n). 

Wegen (22) ist also 

wenn e---) 0 wandert. 

Hieraus folgt sofort, dass 7z~. =~ I sein muss, wenn die Konstante co~.~. ~ 0 

ist. Nun kann man abet, wie mein Lehrer Herr Prof. 0. Perron gezeigt hat t, 

die Fundamentalsysteme x~(t) und yx~(t) auf mannigfache Arten so w~hlen, dass 

die dutch (22) definierten Konstanten ~oz~ alle # 0 werden. Daraus folgt un- 

mittelbar unsre Behauptung.  

w  

Wei teres  fiber das adjungier te  S y s t e m .  

Weml die Koeffizienten f~.t~(t) Konstanten sind oder wenigstens fiir t -~  

gegen .endliche Grenzwerte streben, sind die Wurzeln der charakteristischen 

Gleichung des adjungierten Systems reziprok' gleich den Wurzeln der charak- 

teristischen Gleichung des urspriinglichen Systems. Daher sind auch die Ord- 

nungszahlen des einen Systems reziprok gleich denen des andern Systems, und 

folglich gelten in Satz 3 lauter Gleichheitszeichen: 7~(1~ = I. Dasselbe wird auch 

in andern F~llen eintreten kSnnen. Jedoch darf man nicht glauben, dass es 

immer so sein muss. Beispielsweise hat schon die eine Differenzengleichung 

x(t-{- I)  = 2 (t+l) s i n l ~ 1 7 6  

das Integral x(t)-~ C2 t sin log t und also die 0rdnungszahl 2; die adjungierte Gleichung 

y( t )  --- 2 (t+l) sin log (t+l)--tsinlogty(t + I)  

hat das Integral y(t) =- C2 -t~inl~ und ebenfalls die Ordnungszahl 2. Das Pro- 

dukt ist also nicht I, sondern 4. 

1 Die Ordnungszah len  l inea re r  Dif ferent ia lg le ichungssys teme,  Math .  Zei tschrif t ,  Bd. 31 (I93O) , 

S. 755--758. 
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Die Frage, wann in Satz 3 lauter Gleichheitszeichen gelten, wird beant- 

wortet durch den 

Satz 4. Tn Satz .~ gelten 

y~.&-- I, weJm der Grenzwert 

existiert und gleich l I  7, 
~'=1 

iNach 

sein kann. 

da,nn und nut dann lauter (_~leichheitszeichen." 

t 
V t--1 

lim [ I  I �9 (,)1 
r 

ist," wobei q)(t) die Deter~nina.nte yon l"(t) bede.~den soll. 

Sutz z sieht man leicht, dass ~eser Grenzwert nie grSsser als f l  7,' 

Nun setzen wir unter Beibehaltung der Bezeichnung yon ~ 3 

I Xll (t) : ' i Xln(.t) 

~,, , ( t ) . . .  x,,,,(t) 

---v(t), y , ( t ) . . .v , , , ( t )  

l Y , , l ( t )  �9 �9 �9 y , , , , ( t )  

{ 0 1 1  �9 �9 �9 [0171  ] 

. . . . .  I = (O , 

~Ol~l ' ' " ('Onu I 

- ,,(t), 

so ist nach ( 2 I ) v ( t ) w ( t ) . - - w .  Daher gelten die Formeln (vgl. (8)) 

(23) lira )"l , ( t ) l  ~ l - i > ,  t~;o 

(24) lim- Vl,6,{t) l ~ I I  

t--1 
(~5) ,(t) = I I  a~(~)~(o). 

"g=0 

Sobald durchweg 7,&--- l, so muss notawendig 

(:6) .... lira  q-v(t) i_>- lI)',, 
t~  oo 

sein, weiI aus der gegenteiligen Annahme und der Formel (24) die unmSgliche 

Relation 
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t t f i  = l im  V l~o l  - -  l im  l / I v ( t ) w ( t ) l  < 7 , d ~ =  i 
t ~  oo ~ ~ oo 

folgen wiirde. Aus den Formeln (23) und (26) ergibt sich sogleich 

(27) lim VI v(t) l -= I I 7 .  (~  o, wegen I~(t) l > o) 

oder, wenn man die Formel (25) beriieksichtigt, 

t 
V t--1 n 

(28) l im 1;I I r I = H ~" 
t ~  c~ 

"c=0 ~=1 

als die notwendige Folgerung der Annahme 7zdz = I. 

Umgekehrt, wenn diese Gleichung statth~t, so 

aueh (27). 

Aus der Matrixgleichung 

folgt aber 

x ( t  + I)  = . F ( t ) X ( t )  

x-~(t) = x-l(t  + ~)~'(t), 

gilt zun~ehst wegen (25) 

d . h .  

LSsung 

so ist 

X-l(t) ist eine LSsung des adjungierten Systems. Bezeichnet man diese 

mit Z(t) und den Minor von x~x(t) in der Determinante v(t)mit ~,z(t), 

una ~.(t) = ~(t) .  
v(t) 

niigend grosse t 

z ( t ) -  x - l ( t ) - -  ( 71 (,) 
~1 (t)... ~n,,(t)) 

Mit Riieksieht auf (27) erkennt man sogleieh, dass fiir ge- 

I~(t) l I v(~l- < ~7:-~ 

ist, wobei e eine beliebig kleine positive Zahl bedeutet. Folglich ist 

t 

(29) lim zz,(t) l ~ I .  
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Daher ist nach Satz 3 die Ordnungszahl des adjungierten Systems, zu welcher 

das Integral z~(t)--z~(t) gehSrt, genau gleich I fiir ~ =  I, 2 , . . . ,  n. Damit ist 

Satz 4 bewiesen; ausserdem erkennt man, dass in w 3 anstatt  yi,(t) auch zl,(t) 
in Betracht gezogen werden kann, wodurch die Matrix D offenbar in die Ein- 

�9 heitsmatrix iibergeht. 

w  

Die Stabilit~it und Instabilit~it der Ordnungszahlen. 

Wir betrachten 

tes System 

(3o) 

neben dem Differenzengleichungssystem (I) ein abgeinder- 

x,(t + I) = ~ [fi,(t) + q~,(t)lx,(t) ( r =  I~ . , .~ 'f/). 

Wenn die Funktionen ~ , ( t )  fiir hinreichend grosse Werte yon t, etwa fiir t =  to, 
t o + ~, t o + 2 , . . . ,  wobei t o eine ganze positive Zahl ist, verschwindet, so ist 

jedes Integral des abge~nderten Systems fiir t =  to, t o + I , . . .  auch ein Integral 

des urspriinglichen Systems und umgekehrt. Nach der Definition yon Ordnungs- 

zahlen sieht man leicht, dass wenn die F~(t) fiir geniigend grosse t nur hin- 

reichend klein sind, die Ordnungszahlen des abgeinderten Systems sich nur wenig 

von denen des urspriinglichen Systems unterscheiden, und dass sie iiberhaupt 

dieselben sind, wenn lira q~, ( t )~  o ist. 

Ein ganz anderes Verhalten zeigt aber das folgende Beispiel. Das System: 

(3i) { ~ , ( t  + x) = ~ (t) 

x~(t + i )  = 2 2(t .1)  sin log (t+l)-2t sin log tx2(t ) 

hat das  aUgemeine Integral 

~,(t) = A ,  z~ ( t )=  A 2 ~ ' ~ o ~  '. 

Daraus erkennt man, dass die Ordnungszahlen I und 4 sind. Dagegen hat das 

abge~nderte System 

xi(t + i) = x,(t) 

[X2(t q- I )=  b2-txl(t)-]-22(tq-1)sinl~176 
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wobei [b[ eine kleine Kons tan te  ist, das aUgemeine In tegra l  

( ) Xl(t)  el, x2(t)= 22tsinl~ ~2 -}- 2 ~ l b  Z 2-(~+1)[2 sinl~162 

und die Ordnungszahlen sind gleich den versehiedenen Wer ten  des oberen Limes 

t 
V . . . . .  t q l  

(33) 7 =  lim I ~ 1  q- 22tsinl~ 02 q- 2 C1 b Z 2--2(~+l) sin1~ I' 
t~c~ 

"~=0 

Fiir C 1 = - o  ergibt  sieh 7 = 4 ,  also die e ine  0 rdnungszah l  ist 4. 

ergibt  sich dagegen aus (33) 

t 
t--1 

(34) 7 > l i m  22t sin log t 2-2(,~+I) sill log ('~+1)--('r 
t~a~ 

"g~0 

Fiir  C2 = o 

Dieser Limes ist also yon b unabhiingig. W i r  wollen ihn abschis Is t  T = 2 4 t  

_= e(2n + 1)~+ ~, wobei n e i n e  passende sogar  beliebig grosse natiirl iche Zahl bedeutet  

und ~ durch die Ungle ichungen:  

49 log 24 --  ~c --  arc cos 49 < ~ < arc c o s - - ,  o < arc cos ~ < 
50 50 50 z 

beschris wird, so habe ich 

22 Tsin log T ~ 248t cos e 

p 

Nun sei 8' eine andere kleine Zahl, die der Gleichung 

r 
--  ~ =: z - -  log 24 

und folglich auch der Ungleichung 

geniigt; dann ist 

Fiir ein solches t ist 

T--1 

cos 8' > 4_9_9 
50 

t = e( + 

Z 2-- (v+ 1)[2 sin log (~+ 1)+ 1] > 2--t [2 sin log t+ 1] = 2 2 t cos e ' - - t  

'r=0 
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Hiernach folgt aus (34) 
T 
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Wi~hrend also die Ordnungszahlen des Systems (3I) gleich I und 4 sind, sind 

die des beliebig wenig abge~nderten Systems (32) gleich 4 und 7, wo 7 > 4 ist. 

Dieses eigentiimliche Verhalten gibt Veranlassung zu einer neuen Begriffs- 

bildung. Wir ordnen die Ordnungszahlen 71 . . . .  , 7,~ des Systems (0 der GrSsse 

nach: 

71 ~ 7.2 ~ " "  ~ Y~. 

Ebenso ordnen wir die 

(30) der GrSsse nach: 

p t 
Ordnungszahlen 7 1, �9 .., 7 ,~ 

p t 
71~7~=. . . :>7 'n .  

des abge~nderten Systems 

Dann nennen wir die Ordnungszahl 7~ stabil, wenn jedem positiven e ein posi- 

tives 6 so zugeordnet werden kann, dass fiir Iq~,~(t)l ~ 6 stets 17'~ - -7~1G ~ ist; 

nafiirlich geniigt es, die Ungleichung I q~ , ( t ) l~  ~ nur fiir geniigend grosse t zu 

verlangen. Andernfalls heisst die Ordnungszahl D. instabil. 
kus  der Definition der Stabilit~t folgt sofort, dass, falls 7~ stabil ist, fiir 

lim q ~ ( t ) ~  o stets 7'~ : 7z sein wird. 
t ~  

Bei dem System (3 I) sind nach dem Bewiesenen beide Ordnungszahlen instabil. 

w 

Berechnung yon 0rdnungszahlen. 

Da nach w 5 kleine ~nderungen der Koeffizienten grosse ~nderungen der 

Ordnungszahlen zur Folge haben kSnnen, so ist die numerische Berechnung der 

Ordnungszahlen aus den Koeffizienten gewiss keine leichte Aufgabe. Wir wo!- 

len jetzt  einige F~lle angeben, in denen eine brauchbare Absch~itzung oder sogar 

eine genaue formelm~ssige Bereehnung mSglich isK 

Satz 5. Wenn die Koeffizienten des Differenzeugleichungssystems 

x,(t + I ) -  ~fi~(t)x~(t) (v = I  . . . .  , n) 

1 3 - - 3 3 4 3 .  Acta mathematica. 61. I n p r i m 6  le  22 f 6 v r i e r  1933.  
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f i i r  gem~gend grosse Werte  yon t, etwa t = to, to + i . . . .  , den Ungleiehungen ~: 

gen~gen, wobei 

I,f.(t)l ~ P(t)+ 2 ( ~ -  i ) Q ( t )  

n 1, n 

P(t) - -  ~ If~(t) l, Q(t)-- Ma~ I.A,(t) l 

ist, so ist  die gr6sste Ordnungszal  7 zwischen den folgenden Grenzen eingeschlos)en 

t mVt-  . . . . .  

--< 1 [  [ I f . (~) l  + (- ,) Q(~)I 
~ t  0 

t 

V t--1 
lira I I  [ I f , , ( , ) l  - (~ ,) Q(~)]. > _ 
t ~  ~ 

~=to 

B e w e i s :  

t o +  I, . . . .  

D a r a u s  fo lg t  

Aus  dem D i f f e r e n z e n g l e i c h u n g s s y s t e m  . e rg ib t  s ich 

I,%,(t + ~)1--< If,,.(t)l Ix.(t) l  + Q(tl~,lx.(t)l:. 

fi ir  t ~ t o ,  

(35) ~ lx~,(t + ~)1_- < ~lf.(t)l lx+(t)l + (.-~)q(t)~lx.(t)l 
i '  =I 'J '  =I ~'-1 

_-< { I f . ( t ) l  + ( . . -  I)Q(O} ~,lx~,(t)l, 

w e n n  m n n  die U n g l e i c h u n g  be iderse i t s  n a c h  v yon  I bis n summi e r t ,  u n d  

~lx~,(t + I ) l  ~ P(t) ~]xd t ) l  + Q ( t ) ( n  - 2) Ix4t)l + ( . -  I ) l x ~ ( t ) l  , 
*,=2 ~ 2  +'-2 

w e n n  m ~ n  sie n a c h  v yon z bis n s u m m i e r L  

Zieh t  m a n  n u n  die le tz te  U n g l e i c h u n g  yon  der  f o l g e n d e n  U n g l e i c h u n g  

F a l l s  e i n  y o n  d e n  j ~ ( t ) ,  e t w a  fkk(t), d i e s e n  B e d i n g u n g e n  g e n i i g t ,  so k a n n  m a n  d u r c h  

Umnumerierung fkk(t) mit f11(t) bezeichnen. 
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ab, so erg{bt sich 

Ix1( t + ')1 => IA~(t)llx,(t)l- Q(t)~,lxAt)l 

(36) Ix~(t  + I ) l - ~ l x , ( t  + ~)1-- > 

>_-iZl(t)] Ix~(t)l-  P(t) I x , ( t ) l - ( n - i ) Q ( t ) y ,  lx~(t)l 
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: [ IAl( t )  l - (~ - I)(2{t)llx~(t)I- It'(t) + (, - ,)  Q(t)] Y~l xt~(t) I 
p,~2 

IAl(t)l > r(t) + 2(~ - ,)e(t) 

/ 
_-> [ If . (t)  I - (, - i) @(t)] [1~ (t)l - 

wenn man die Ungle ichung 

beriicksichtigt. 

Aus  (35) folgt  aber 

n t--i 

Y~ Ix.(t) l < c' IF[ {IA,(~)I + (~ - ~) Q(~)} 
~ 1  { = t  0 

Analog folgt  aus (36) 

I ~,(t)I), 

I~l(t) l-  I~(t ) l_>- lI /I f~ , (~) l - (~  I)Q(~)/ I~i(to)l-  Ix,(to)l t. 

Wi~hlt man nun die hnfangswerte  eines Integrals so, dass  die Funk~ion 

fiir t =  to posi~iv ist, 

dauernd positiv; wegen 

C > o .  

n 

I=,(t) I - ~ I=.(t) I 
~,~2 

so bleibf, sie auch fiir t =  t o + I, t o - 1 - 2 , . . .  nach (36) 

I x~(t) I _>- Ix1 (~)t - ~ I x~(t) I, 
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ist dann fiir dieses IntegrM 
t t 

(37) l ira / - ' -~ = -iin~- ~ I x,,(t) I > ,_~ I I  {IA&,) I * ( , , -  ,)Q(~)} > = 

~ : - tu  r--I 

t 

-I ; t--1 
> lira / /  ---,__~ 1-[ {IAI(~)I--(~-- I)Q(~) }. 

" r ~ t  o 

und damit  der Satz 5 bewiesen. 

Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 5 ist der 

Satz  6. Wcnn die Koeffiziente~ des D(g'erenze,ngleichm~gssystems 

de., Bedi~guugen ge,iigen 

x,,(t + ~) F,L,~(t)x.(t) 
p . 1. 

l im,/; , . (t)  -= o (fiir ~t ~ ~), 

so ist die gr&ste Ordnungszahl stabil und ]tat det~ IVcrt 

t 
I /~t" 1 

lim /' ,_~ I I  I.l;~(~)l. 

Nach Satz 5 ist niimlieh, wenn limj;,.~(t)-- o, 
t ~  

t t 
. ]  / / ! - - 1  " ] / t--1 

l im I / '  [ ]  [ [ / ; l ( t ) [  + d] > ;, ::>- l im / "  ~ [ [ . / ~ t ( t ) [ -  di ,  
r:to r = tu  

wo d eine beliebig kleine positive Konsta.nte sein darf. Daher gilt unsre Be- 

hauptung.  Die Stabiliti~t folgt  sofort, indem man die Koeffizienten ein klein 

wenig abitndert und dann die neue grSsste Ordnungszahl  wieder nach Satz 5 

abschiitzt. 

Satz  7. Gem~gen die Koe/fizie~ten de~v D(~'ere~ze.gleichungssystems 

~.(t + , ) =  ~,f,,.(t)~.(t) 
! . (  i 



Die Ordnungszahlen linearer Differenzengleichungssysteme. 101 

fiir t = to, to + I,  . . . ,  d e n  folgenden Bedingungen 

I ,A ( t )  l = M i n  I / ~ ( t ) I ,  I f . ( t )  l - -  (n - -  ~)Q(t)  > o 

wobei Q(t) - -  M a x  I f ,  At )  l ist, una setzt . ~ a ~  Ma~ IA~(t) l = P(t), so sind die Ord- 

nungszahlen 7~ zwisehe~ den folgenden Grenzen eingeschlossen 

7~ 

t 
i - i  �9 N 

--> t!iln V n {'ff11(%)]- (~ , "  I)Q(T)} 
~ t  0 

t 

__< {P(~) + ( ~ - - i )  Q(,)}. 
~ t  0 

Sind dazu noch die Bedingungen 

i imf,~(t)  -= o 
t ~  

e ~ l l t ,  so liegen 7~ zwischen den Grenzen 

t t 

k n " t__ 1 - lim ]fn(~) I < 71 < 7~ < < 7n =< lim ~ S  H P(~). 
~=to ~=to 

Bewe i s :  Aus dem Differenzengleichungssystem folg~ n~mlich 

I x.(t + ~)1 ~ I / . ( t )  l I x~(t) I - Q(t) ~_~ Ix~,(t) l. 
#.~,r 

Summiert man diese Ungleichung nach v yon I bis n, so folgt 

(3s) 
t~ 77, 

~,lx~(t + ~)1 ~> { I f . ( t ) l -  (~ - ~)ej(t)} Y, lx~(t)l. 

Analog ergibt sich: 

~ l x ~ ( t +  I ) l < P ( t ) ~ l x ~ ( t ) l + Q ( t )  - - 2 ) ~ l x ~ ( t ) l + ( n - - I ) l x , ( t ) l  �9 

Addiert man sie zu der Ungleichung 
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so ergib~ sich 

(39) 

I t  �9 

13gl(t @ I)l----~ Ifll(t)] Ixl( t)]  + Q(t)~lx~(t)], 

I t  I t  

~lx~(t + I)l < {e(t) + ( n -  i)Q(t)} ~lx~(t)l. 
~ ' = 1  ~ = 1  

N a e h  (38) und (39) ist fiir t = t o + i, t o + 2, . . . .  

(4o) 
t--1 ~ t--1 

ClII  {P(~) + ( n -  I) Q(~:)} _> Ix.(t)l >_- c'II {If,~(~)l-(,.- ~)Q(v)}, 
"C~to '/:=1 "~=t o 

wobei C und C1 zwei positive Kons tante  sind. Dami t  ist der erste Te i l  yon 

Satz 7 bewiesen. Der zweite Tell folgt  unmi~telbar aus dem ersten, wenn man 

dieselbe ?Jberlegung, die beim Beweis yon Satz 6 angegeben wurde, anwendet.  

Auf  Grund der S~tze 5 und 2 gilt offenbar der 

Satz  8. 

systems 
Sind 71, 7~ , . . . ,  7,~ die Ordnungszahlen des Differenzengleiehungs- 

I t  

, x,(t  + I )=  ~,fi,(t)x~(t) (v = I, 2, . . . ,  ,), 
#=1 

dessen Koeffizienten den in Satz 5 gegebenen Ungleiehungen geniigen, so gilt f i ir  
ihr Produkt die Abschiitzung." 

t t 
~ t ~ l  . . . . . . . . . . . .  n ~ 

lira- / - I I { I f ~ i ( ~ ) l  + ( n - -  I)Q(v)} ~ >  117~ > l i m  I@(~)[, 

wobei fn(t), Q(t) die in Satz 5, @(t) die in Satz 2 gegebene Bedeutung haben 
sollen. 

Satz 9. Wenn die Koeffizienten des D(]erenzengleichungssystems 

n 

x.(t + ,) = F , f . . ( t ) ~ .  (t) 
#--1 

( ~ - - I ,  2~ . . . ,  ~) 

den Bedingungen geniigen 



(x) 

(B) 

�9 u~2d ,  w e ~ n  
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lim f~,(t) = o 
t ~ o c  

If,,-~, ,,-l(t) l - If,,,,(t) I > o 
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(ffir t = to, to + I, . . .  ; 

v = 2 ,  3,  �9 . ,  ~) ,  

t 
/ t - - I  

lira // , _ .  I I  I f - ( ' )  I . . . .  /,' ( V =  I~ 2~ . 

gesetzt wird, so sind die Ordnungszahlen einfach die Zahlen 7 ~ , . . . ,  7~. 

Um Satz 9 zu beweisen benut;zen wir den folgenden 

. ,  n )  

Hilfssatz.  Das in Satz 9 angegebene Dzfferenzengleichungssystem hat unter 

den dort angegebenen Voraussetzu~gen ~ linear unabhd~gige Integralsysteme 

x,(t) = x,~(t), x~(t) = x~,.(t), . . . ,  ~.(t) = ~,,,(t), 

.flit welehe die Beziehungen gelten: 

lira x v ~ . ( t )  t--| x~a. (t) o ffir # ~ )., 

[~;,(t  + ;) (t)) l i ~  ~ x~(t) A ,  = o. 

Den Beweis dieses 

Pe r ron  in einer seiner 

setzen sin& 

ffet;zt wenden wir uns dem Beweis yon Satz 9 zu. 

dass auf Grund  der Voraussetzungen gewiss 

(4I) 7~ > 7.., > "  > ;'~ 

Hilfssatzes ha t  mein hochgeehr te r  Lehrer,  H e r r  Prof .  

Arbei ten gegeben 1, wobei allerdings lim j~.( t)=Q),  zu 

Wir  bemerken zun~ichst, 

ist. Nun  besagt der t t i lfssatz,  d a s s e s  unter  den Voraussetzungen yon Satz 9 

zu jedem ). ein In tegra l  x,a(t) gibL ffir welches 

(42) lira x,~.(t) __ t ~  x)a. (t) - -  o fiir tt # ~., 

(43) lira [ x . ( t  § ,) ) 

_ m _  

Vgl. Satz  14. der in F us sno t e  S. 82 z i t ie r ten  Arbeit .  
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ist. Aus (43) folgt, wenn ~ e i n e  beliebig kleine positive Z~hl bedeutet, fiir ge- 

niigend grosse t, etwa t ~  to + I, t o + 2, . . . ,  

xzi( to)[[ fn  ~:) --~< Ixai(t)l < x~a(to) l l f zz ( , )  + e, 
I ~=to I 

und daher ist mit  Riicksicht auf  (42) aueh 

t t 

-lim- ] ~ I I I  ~_~ I x~ (t) l = lim f..(7) I = 
t----* ~ ~ t ~  

~ 1  ~ t  o 

7~. 

Dumit  ist Sutz 9 bewiesen. 


