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I. On d4fini~ l e ' p lus  souvent Its polynomes de Legendre X,,(x) soit par 

leur fonetion g4n4ratrice: 

(~ ~,.~ + , . ~ ) - ~ = ~ , . " x , , ( x )  
0 

soit l)ar leur proi)riSt6 d'orfihogonalit6: 

1 

J ' ~ d x  = (m ~ ~).  x,,, (x) x,, (x) o 
- - 1  

C'est en partant de ces deux propri6t6s fondamenfiales qu'on a g~n~ralis6 les 

polynomes de Legendre, par consequent soit en considdrant une fonction gdndra- 

trice plus gdn6rale 1, soifi en consid6rant des polynomes satisfaisant s une relation 

' d'orthogonalit6 de la forme: 

h 

f p(x)Po~(x)l~,,(x)dx = o (m ~ .) 

p(x) dtant une fonction positive; les polynomes satisfont aussi "~ une 6quation 

lin~aire du second ordre, de la f0rme: 

A~(~)y" + A,(~)y' + A0(~)~ = o 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

L Voir A. Angelesco:  S u r  des po l ynomes  g('.'n(;ralisant les p o l y n o m e s  de Legendre  et  d 'Her-  
n f i t e . . .  (These  Paris  1916 ). 
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Ap(x) 6taut un polynome de degr6 p. C'est de cette mani~re qu'on peut 

obtenir les polynomes de Jacobi ,  de Tchebitcheff, de Laguerre, d'Hermite etc. 

qui, ~ ce point de vue, sont autant de gdn6ralisations des polynomes de Legendre. 

Mais, on peut observer, ce qui n'est pas chose nouvelle, que la formule 

d'Olinde Rodrigue : 

(i.~) x , ,~ (x)  , d~ 

peut aussi servir comn~e ddfinition pour les polynomes de Legendre. D'une 

mani~re plus prSeise, nous allons interpr5~er la formule (I.I) ou celle plus gd_ 

n@ale: 

(~.~') P,,(x; a, b ) -  ~ d" 

comme un algorithme permettant d'attacher ~ tout polynome du second degr6 

(polynome-base): 

(~ - . ) ( ~  - b) = : + p z  § q 

uue suite de polynomes de degr~ o, I, 2 . . . .  n . . . .  dont les propri~t6s sont ~troite~ 

ment lides avec celles du polynome-base. C'est en partant de cet algorithme que 

nous allons chercher h g~n@aliser les polynomes de Legendre. Cette gdn@alisa- 

tion de l'algorithme de Rodrigue peut 5tre eongue de plusieurs mani~res, savoir: 

a) Tout en gardant l'opdration de la d~rivation comme op6ration fonda- 

' " donnee, de degr4 mentale de 1 algonthme, on cherche "2 attacher ~ tout polynome " 

> ~, une suite de polynomes de degr~ o, I, 2, . . .  n, . . .  se rdduisant aux poly- 

homes de Legendre lorsque le polynome-base est du second degrd. 

b) On cherche ~ remplacer l'op~ration de la d@ivation par une op@ation 

plus g6n6rale, p. ex.. la diffdrenee finie d'ordre correspondant h la d~rivation, 

algorithme qui permet aussi d'attaeher 's tout polynome-base une suite de po- 

lynomes. 

Nous allons considdrer dans le pr6sent travail le premier point de rue et 

par eons6quent nous allons appreudre ~r attaeher '2 tout polynome donn6 une suite 

de polynomes g6ndralisant les polynomes de Legendre. 

2. Soit Q(x) un polynome donn6 de degrd k, dont la d6composition en 

faeteurs est: 

(~.,) ~(~) =, (~ - ~ ) ( x  - @ . . .  (~ --~k) = ~ + p ~ x ~ =  ~ + - .  + p ~ .  
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Le polynome Q(x) est le polynome-base, et nous allons d~finir, en partant de ce 

polynome, une suite de polynomes P~(x; a~, a~ , . . ,  ak) ou plus court: Pn(x; Q), 

ddfinis par l'opdration tout ~ fair pareille s l'op~ration (I,I') d'Olinde Rodrigue: 

I d (k-1)n 
(2.2) Pn(x; Q) ~- An dx (k-1)n[Qn(x)] 

les A~ ~tant des constantes num~riques. C'est cette suite de polynomes que nous 

allons consid6rer. Nous disons que les polynomes P,(x; Q)sont  d'ordre k, k 

dtant le degrd de Q(x). Pour k-~ I, les polynomes de la suite (2.2) se r~duisent, 

part un facteur num~rique, aux polynomes (x-"  a~)=; (polynomes qu'on peut 

appeller: de New~on). 

Les polynomes d'ordre deux, sont les polynomes de Legendre attachgs 

l'intervalle (al, a.~). 

:Nous allons par consgquent considdrer les polynomes (2.2) pour k > 2, ce que 

nous allons supposer dordnavant. 

Tout d'abord, les seuls polynomes, ~ notre connaissance, qui aient une cer- 

taine liaison avec les polynomes (2.I) sont les polynomes d6finis par Appelll: 

( 2 . 3 )  
d ~  = - 

On volt que ces polynomes sont "lids s nos polynomes (2.2) par: 
s 

d n t12 ,~ 
dx n A~P,~(x; Q) avec k---~ 3 et Q ( x ) = x ( I - x  ~) 

mais Appell ne met pas en dvidence la liaison qui  nous intgresse avec les poly- 

homes de Legendre, et ce n'est qu's cause du fair que /~2~(x) est un polynome 

d'ordre trois, c.-~.-d, satisfait s une dquation diffdrentielle lin~aire d 'ordre trois , 

que nous citons ce travail d'Appell. 

3. I1 est facile de s'assurer que P~(x; Q)est  effectivement un polynome de 

degrd ~. Pour obtenir son expression, nous allons consid6rer le polynome Q(x) 

sous la dernibre forme (2.I) ce qui donne: 

( 3 . 1  
n~ 

Q,(x) = Y, ~0~ ~;~_.. ~k~.p~,p.~,... p~x  . 

z p. Appe l l :  Sur  une  su i te  de p o l y n o m e s  a,yant tou tes  leurs  rac ines  rdelles. A r c h i v  der 

M a t h e m a t i k  u n d  P hys i k .  IgoI .  p. 69. 

18--3343. Acta mathematlca. 61. Imprim6 ]e 10 mai 1933. 
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la somme &ant &endue s tous l e s  entiers ai tels que: 

(3.2) a o + a 1 + ' " +  a k = n  

et off: 

+ + 

Mais, eomme il faut prendre la d~riv~e d'ordre (k--  I)n de Q"(x), il faut con- 

sid~rer dans (3.1) seulement les termes pour lesquels 

e.-s les a~ doivent satisfaire '~ l'in~galit~: 

(3.3) al + 2ce~ + 3a 3 + . . .  + koek < n 

ee qui diminue le nombre des solutions enti~res de l'~quation (3.2). 

ainsi : 

(3.4) 

On trouve 

[ A,PI(x; q)= (k -- [kx + .,] 
MzP~,(x; (~) - - (27c --  2)! [k(2]c - -  I ) x  2 + 2 ( 2 k  - -  I ) p l x  + p~t + 2V,, ] 

A s P s ( x ;  Q ) =  (3k -- 3)! [k (3k -- I)(3k2 -- 2)x'~ + 

+ 3 ( 3 k _  : ) ( 3 k _  2 ) p l x  o. + 3 ( 3 k - -  2)(Pr + p~)x + 3(P", + 2PH)~ + P3)]. 
2 

Par application rdpdt~e du th~or~me de Rolle, on voit sans peine que si l'~qua- 

tion Q ( x ) =  o a routes ses racines rdelles, il en est de m~me pour l'~quation 

P,~(x; Q ) =  o e t  que de plus, les racines de cette derni~re ~quation sont routes 

situdes clans le poly-intervalle (a:, a.o, . . .  ak). On peut considdrer les racines de 

l'~quation: Pn(x;  Q)--=o, et ~ cela on est guid~ par le fair que la racine de 

P~(x; Q) = o est: ~ - . ,  comme r~alisant la distribution uniforme de n points entre 

k points fixes donn&. 

4. Consid6rons deux polynomes (2.2) successifs, soient P~+l(X; Q) et l ~ ( x ;  Q). 

Proposons nous de trouver une relation entre P',,+x(x; Q) et P,~(x; Q) et ses d6ri- 

v6es. Partons pour cela de l'expression: 



( 4 . i )  
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d (k-~)" ~ d ~-~ } 
An+IPP,,+i(x; Q) = (n + I)d~X(X(k~i~xxkZi [qn(x). Q'(X)] = 

d(k-~)" [ C' d Q~ = ( n  + I)~X~x(iS: ~ Q(k)(x)Qn(x) + ,:-1Q(k-1)(x)-~x + 

cl ~ Qn dk--1Qn ] . 
+ Ci--lQ(k--~)(X)~x~ + "'" + Q'(x) dxk_ I ] 

En d6riva.nt chaque terme de lu parunth6se (# -  I)n fois d'a.pr6s la. f0rmule de 

Leibnitz, en tena.nt compte de l'expression (2.2) des polynomes Pn(x; Q) on ob- 

tient, a.pr6s avoir group6 les termes, la relation: 

An+lP'n+l(x; q ) = ( n  -1- I)An[C k-1 q(k)(x)Pn -F (k--l) ('0, + 1) 

"~- C k -2  n(k--I  (x~P' ... Q' 

Par cons6quent P'n+~(x; q) peut s'exprimer lin6uirement s l'a.ide de P.(x; q) et de 

ses ( # -  i) premigres d6rivdes. 

Si nous d6terminons les constantes A,, par la relation de rdcurrence: 

(4 .3 )  A ~ + t  = k!  k-I  . C(k__l)(n+l)An , Ao= I, 

on a. pour A,~ l'expression suivante: 

(4.4) = - -  

Pour k = 2 on a. le coefficient qui entre duns la formule (I.I) d'O. Rodrigue. Avec 

ce choix des constantes An, la relation (4.2) nous donne pour Q(x)= x ~ -  I une 

rela.tion bien connue pour les polynomes de Legendre. 

On peut obtenir une a.utre expression pour P'~+l(x; Q), en pa.rtant de l'ex- 

pression suiva.nte, 6quiva.lente & celle du (4. I): 

(4.5) dIk--~)'~ { dk i An+IPtn+I(x; Q) --= dx(e_.l) n ~x  k [Qn(x). Q(x)] 

et effectuer les deux d6rivations successives d'apr~s la formule de Leibnitz. En 

compurant ces deux expressions de An+IP'~+I(X; Q) on obtient l'6qua.tion diff6- 

rentielle que sa.tisfnit P,,(x;Q). Ma.is, on a.rrive plus vite ~ cette ~quation en 

posunt: 
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~{k--l) n tt~ 
(4.6) u ~- Q"(x); y -~ A,,P,~(x; Q) := 

et en d4rivant (k--  I)(n + I) fois la relation 6vidente: 

(4.7) Q(x)u'--  n Q'(x)u. 

Cette 6quation diff6rentielle est: 

{Q(x)y(k' + C~k_i) (,,+ ~) (2' (X)y(~--~' + . . . +  C~'k_1~ (,~+ l, O:kl y : 

(4 '8 )  : ~ '~[qt (x )v(k- -1)  -[- CCk--1)(n+l)(~ t (X)y (k - -2 )  -~- ' ' '  ~- C~k~__.ll)(n_}.l) (~(k)U]. 

C'est une 6quation lin6aire d'ordre k; pour Q(x)=  I - x  2, k = 2  on obtient 

l'6quation que satisfont les polynomes de Legendre. 

Soit p. ex. Q(x)= x ( I -  x*). Les polynomes correspondant P,,(x; Q) saris- 

font 's l'6quation: 

(4.9) x(I - -  X2)V ' ' '  + (11 + 2)(1 - -  3 X ' a ) y "  - -  6 ( ,  + I ) W y '  -{- 2')~('J1 + I ) ( 2 n  + 1)U = O. 

Les polynomes (2.3) d'Appell sont solutions de l'6quation: 

(4. IO) X( l  - -  x Z ) g  ' ' '  + 2 ( I  - -  3 x a ) g  ' '  + ~ ( n  - -  I)(1, + 2 ) x z '  + 277(,?, + l)('r~ + 2)g  - -  O 

et par cons6quent cette 4quation est l'6quation de Didon de l'6quation (4.9). ~ 

5. Consid4rons un cas particulier de nos polynomes P,,(x; Q), intAressant 

'~ un tout autre titre. Dans ce cas, les polynomes sont apparemment d'ordre k, 

mais il sont r4ductibles g des polynomes d'ordre inf&ieur, (les polynomes hyper- 

g6ometriques) ce qui nous donne l'occasion d'envisager t ous l e s  cas lorsqu'il en 

est ainsi. 

Prenons comme polynome-base le polynome: Q(x)= x V ( x -  I) et supposons 

p >  I de sorte que k- - - -p+ I > 2 .  

L'6quation (4.8) que satisfont les polynomes IS,(x; Q) attaches g Q(x), est: 

( 5 . I )  x P ( x  - I ) y  (p+I) + [(75 + I ) p - - , ~ ] [ ( p  -~- I ) X - - J , ] X l ~ - - - l y ( p ) +  "'" + 

+ (p + ,)wrmJ,+l c~,, --  " :~p(n+l)  - -  7~ tJ1o(n+l y O. 

On voit que cette 4quation est de la forme suivante 

Voir pour cela: P. Humber t :  Sur  les dquations de Didon. .Nouvelles Annales  de Math. 

x9x9, P. 443. 
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(5.2) x P ( x  - -  I)y (p+I) + (A~x --  B,)x~-~y(~) + (A ,x  -- B,)x~-2y (~'-~) + " "  + 

+ (Avx --  Bv)y' + Cy = o, 

Mais, les dquations diff6rentielles de eette forme ont 4t6 consid~r~es dans le 

cas p = 2 par Clausen, Thomae, Pochhammer  etc. et dans le cas ggndral par 

M. Goursat  t, comme d~finissant la fonction hypergdomdtrique d'ordre sup6rieur. 

En effet, l%quation (5.2) admet une sulution particuligre de la forme suivante: 

(a~, a.,, . . .  C~p, ap+ l )__~o(a l ,  m)(ae, m ) . . .  (ap+l,  m)xm 

O1~l (Z, ~.) -=--- Z(Z "~- I ) . . .  (~ -[" m - -  I) e~ les constantes c~i, flj s o n t l i g e s  a u x  c o n s t a n -  

tes A~, Bs par les relations: 

(54) 

[ ~'(r-- I ) . . .  (r--~0) -[- Ai r (F- -  I) . . . (F--~D -[- I) -~ ..... n u Apt + C ~  

(r + ~/1)(r .qt_ if2)... (r -~- (:~p-}-l) 
[ ,'(r-- 0 . . .  ( " - - P ) +  B~,'(,'-- 0 . . .  ("- -P + ~ ) + ' " +  B~ , '~  

~ -r ( r - -  I -~- fll)(r -- I "q- #.)...(r-- I "~- #p). 

l 'aide de ces relations 3/I. Goursat  ddtermine les constantes A~, Bs en 

fonetion des al, fly. On peut inversement fo rmer  de ces relations les dqua~ions 

don~ les racines sont ai et fly. 

Mais ,  sans dd~erminer les a~ et flj par cette voie, on trouve, en ~crivant 

AnP,~(x; Q ) d e  mani~re que son terme libre soit l 'unit4: 

(5.5) P . ( x ;  Q )  ( -  ~)" d~" . . ( p n ) !  " d ~  '~ [ x P ' ( x  - -  I);~] = 

,n pn + I n ( n - -  I) (pn + O(pn + 2) x~ 
~ I - -  " - - X - t -  . . . . .  

I I I . 2  I . 2  

ce qui montre que P,(x;  Q) peut se mettre  sous la forme (5.3) seulement dans le 

cas off les constantes ont les valeurs suivantes: 

(5.6) ~ a x =  - n ;  a ~ = p n +  I; c q = p n  + 2; . . . ;  a p + l = p n  +19 
( fll = I ;  fl.~ = p n  + 2; f l a ~ P  n § 3; . . . ;  f l p = p n  + p  

E. Goursat: Sur les fonctions hypergdomdtriques d'ordre supdrieur. Annales scientifiques 
de l']~cole Normale Sup. t. I2. 1883, p: 26I et 395). 
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ce qui montre que la fonction hyperg6om6trique d'ordre 19 + I, (5.3) se r6duit 

g lu fonction hyperg6om&rlque de Gauss, et que les polynomes (5.5) P,~(x; (2) 
sont des polynomes hyperg6om6triques particuliers. En effet, on a: 

(5.7) p (x; 0) = F ( -  + i, i, x) 

F(a, fl, 7, x) 6rant la fonction hyperg6om~trique de Gauss. Mais, le polynome 

hyperg6om&rique: E ( - - n ,  a + n, 7, x) peut se mettre sous lu forme suivante: 

(5.8) . ~ ' ( - - . ,  0f "~ 72, Z, X) = x l - -7( I  - -  X))'--a dn 

formule classique (Jacobi). 

Par  cons6quent, il r6sulte que l'on a la relation curieuse: 

I d v  '~ ( x  - -  i ) - ( ~  - - ~ >  d ~ 
(5.9) (pn)! d x  p n l x p n ( x  - -  I ) " ] -  77] . d x ~ [ X n ( x  - -  I) phi 

quels que soient les entiers p et n, relation qui peut dailleurs ~tre v6rifi6e facile- 

ment. I1 en r6sulte que les polynomes P,~[x; xV(x -- I)] peuvent &re d6finis comme 

d6riv6e d'ordre pn  d'une eertaine fonction, mais aussi, g part un facteur, comme 

d6riv6e d'ordre n, ee qui explique en quelque sorte pourquoi ils sont apparem- 

ment d'ordre /9 + 1, en r6alit6 6tant d'ordre deux. Nous avons ainsi mis en 

6videnee une elasse partieuli~re de polynomes hyperg6om&riques, suseeptibles 

d'Stre repr6sent6s de deux mnniSres diff6rentes, par les formules (5.9). 

6. Le probl~me particulier envisag6 prgc6demment nous engage g d6ter- 

miner dans quel cas t'ordre du polynome P~(x; Q) est inf6rieur uu degr6 k du 

polynome-base Q(x), ce qui veut dire que Pn(x; Q) tout en v6rifinnt l'6quation 

(4.8), peut aussi 6tre solution d'une 6quation lin6aire de lu mSme forme, (c.-g.-d. 

s coefficients polynomes) mnis d'ordre inf~rieur. Duns le cns pr~c6dent, les poly- 

nomes  Pn[X; xP(x - I)] s'exprimant g l'aide des polynomes hyperg6om6triques 

ordinMres v6rifie uussi l'6quation: 

(6.1) X(X --  I ) y "  q- [(p,i~ - -  /'t + 2)X - -  I ] y '  - -  7~(pn q- I ) y  = O. 

Par  cons6quent, il se pose la question de savoir duns quel cas l'~quation (4.8) 

est irr6ductible au sens de Frobenius, c.-g.-d, que la suite des polynomes P,~(x; Q) 

ne v6rifie pas une 6quation diff6rentielle lin6aire g coefficients polynomes de 

degr6 ind6pendant de n, et d'ordre inf~rieur. 
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Nous allons consid6rer ce probl~me particulier d'irr6ductibilit6 et lui don- 

ner une solution par la voie la plus 616mentaire. Consid6rons pour cela l'6quation: 

(6.2) Q~(x)y(~) + o Q'~(x)y(~-1) + Q~_2(x)y(~-2) + . .  + QI(x)V + Qo(X)y = o 

Qh(x) 6rant un polynome de degrd h, Q'k(x) la d6riv6e de Q~(x), c u n e  constante, 

6quation un peu plus gdn6rale que l'6quation (4.8) que vgrifient nos polynomes. 

La constante c et les polynomes Qk-2, . . .  Q1, Qo contiennent un param6tre et 

pour les valeurs enti6res n de ce param~tre l'dquation admet comme solution un 

polynome de degr4 n. I1 s'agit de ddterminer dans quel cas les polynomes de 

la suite pr6c6dente peuvent aussi vdrifier une 6quation lindaire d'ordre inf6rienr, 

dont les coefficients, polynomes en x, contiennent le m4me paramStre n. 

Supp0sons pour p h s  de simplicit6, que les polynomes de la suite vdrifient 

aussi une 6quation d'ordre k - -  I, sans vdrifier une autre dquation lin6aire de la 

forme pr6cis6e, d'ordre inf6rieur. Alors, l%quation en question est de la forme 

suivante: 

(6.3) Rm(x)y(~-1) + R~_l(~)y(~-~) + .  + F~_~§ + R~_~§ = o 

les Rq(x ) dtant des polynomes dont le degr6 est 6gal ~ l ' indiceet  qui contiennent 

le param6tre n; on suppose de plus qu'on a chass6 les facteurs communs et que 

par cons6quent les polynomes tlq(x) sont primes entre eux. 

Les polynomes de notre suite v6rifiant les 6quations (6.2) et (6.3) ils Wrifient 

aussi l'dquations (6.3') qu'on obtient en ddrivant cette derni~re dquation, et l'dqua- 

tion qu'on obtient en 61iminant y(k) entre l'dquation (6.2) et (6.3'). Cette 6qua- 

tion est: 

(6.4) { [e Q'kRm -- Qk(R'm + Rm-1)]y (k-l) + [Qk-aRm-- Q,:(R'**,-1 + IR,~-u)ly (k-2) + . . .  
[ . . .  + [Q~Rm - -  Q~(R' ,~-k+2 + Rm-~+i ) ]y '  + [QoR~ - Q~R' ,~ -~+~]y  = o. 

Cette 6quation ne peut diffdrer de l'6quation (6.3). qu e p a r  un facteur, car autre- 

m e n t  on d6duirait que les polynomes vdrifieraient une 6quation lindaire ~ coef- 

ficients polynomes d'ordre tout au plus k -  e, ce qui est contre l'hypoth~se. Par  

consdquent, on dolt avoir: 

c Q'~(x)~m(x)- Qe(x)[R'~(x)+ R ~ - i ( x ) ] -  Z(x)R~(x) 

Q~-2(~) ~ (~) - Q~(~)[n'~_~(x) + ~ _ ~  (x)] = ~ (~) ~ _ 1 ( ~ )  

(6.5) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Q d ~ ) ~ = ( ~ ) -  Q~(-~)[~'~_~+2(x)+ R.~_~+~(~)] = Z(~)~_~+~(x) 

QO lZ~m (X) - -  Qk (X)-~tm--k § (X) ~ ;((X)~m--k+l (X) 
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)~(x) &ant  un polynome de degrd / ~ -  I. La  premiere relation: 

(6.6) Q~(~) [R'~(x) + R~_.(x)]  ~- [r Q'~(x)  - x(~)] R~(~)  

nous montre que Qk(x) et R~(x) ont  en eommun au moins un facteur du pre- 

mier degrd, car c Q'k(x)- )~(x) est de degrd ] ~ -  I. 

Soit T(x) le polynome de degrd i >-- I qui est le plus grand commun divi- 

seur de Qk(x) et Rm(x). La derni~re relation (6.5) nous montre que ~(x) admet 

aussi le diviseur T(x), car Rm-~+l(X) est prime avec R~(x). Posons: 

(6.7) Qk(x) -~ T(x) U(x); R~(x) ~ T(x) V(x); Z(x) -- T(x)~(x) 

U(x) et V(x) &ant  primes entre eux. 

La  relat ion (6.6) devienne alors: 

(6.8) U(x)[R'~(x) + R~-~(x) l -  V(x)[~q'~(~)-r(x),(x)l 

U(x) et V(x) &ant  primes entre eux, il r&ulte  qu e l 'on dolt avoir: 

(6 .9)  ~Q'k(x) -- ,(x)T(X) -- S(x) U(x) 

S(x) &ant  un polynome de degr~ i - -  I. En remplaqant Q'k(x) par son expres- 

sion, cette relation nous donne: 

(6.~o) [c U'(x) - , (x)]  T ( x )  - -  [S(x) --  c T'(x)] U(x). 

Comme U(x) est un polynome de degr5 k - - i  et le polynome c U'(x)-  re(x) est 

de degrd k - - i - -  I, il en r&ulte  que U(x) dolt avoir en commun avec T(x) au 

moins un facteur  du premier degr~ ee qui entralne que Qk(x): T(x)V(x) admet 

au moins un facteur multiple d'ordre deux. 

Pa r  consequent, si l '~quation (6.2), e~ par cela m~me l '~quation (4.9), est 

r~ductible s une 4quation d'ordre k - - I  au sens prdcisde plus haut,  l '~quation 

Qk(x)--o, admet des racines multiples au moins d'ordre deux de multiplicit& 

I1 en r~sulte que si le polynome-base Q(x) a tous ses facteurs simples il 

n 'est  pas possible que les polynomes P~(x; Q) soient aussi solutions d 'une ~qua- 

tion d'ordre inf~rieur s k, l 'dquation (4.8) &ant  dans ce cas irrdductible dans le 

sens prdcis& 

7. Une premiere gdndralisation des polynome's Pn(x; Q), toujours ddfinis 
�9 . x  

~ l 'aide du m~me algorithme, peut s 'obtenir de la mamere suivante: Soit le 
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m~me polynome-base Q(x)(2.I) et un autre polynome 6galdment donnd R(x), de 

degrd m: Consid6rons les polynomes d~finis par l'op6ration: 

(7.~) P~(~; Q, R) = A~-; [Q,~(~)R(~)] 

off N = ( k - -  1)n + m. Oh volt sans peine que /)~(x; Q,R) est aussi un poly- 

home de degr6 , ,  et qu'il a toutes ses raeines r6elles si Q(x)-~ o, R (x )~  o ont 

leurs racines r6elles. 

P~(x; Q, R) s'exprime facilement s l'aide des polynomes .P,,(x; Q) et de 

leurs d6riv6es jusqu'~ l'ordre m. En effet, en 6crivant la formule (7.I) sous la 

forme : 

(7.i') 
I d (k-1)• ~ d m ] 

et en reprenunt les m~mes calculs qu'au w 4, on trouve: 

(7.2) Pn(X; Q, 15~)= C~71~(m)(x),Pn(X; Q) + ~v--l,~(m--i)(x)~9'n(X; Q) -~""-~ 

+ n(x) P~m)(x; Q). 

D'ailleurs, cette formule ggn6ralise la formule (4.2) cur ~ un facteur constant 

pros P~(x; Q, Q' ) :  P'~+l(x; Q). Comme: 

-~7,(X; Q, R 1 -~- ~[~2) = 1Dn(X; Q, /~1) -~- P, ll(X; Q, ~2) 

il suffit de consid6rer les polynomes: -P~(x; Q,x p) (p > I) pour pouvoir exprimer 

lindairement tout polynome P,(x; Q,R) ~ 1'aide des combinaisons lindaires 

coefficients constants des polynomes P~(x; Q, xp). 
Pour trouver l'~quation diffdrentielle que satisfont les polynomes P~,(x; Q, _R), 

posons: v =  Qn(x)R(x). On a: 

(7.3) (2(~)R(x)v = [, Q'(x)R(x) + Q(~)R'(~)]~ = s(x)~. 

D6rivons cette relation _ N + m + / c - - I = M  lois et soit y - ~ v  (~'). On obtient 

1 6quation 

{ QRy(k+m) + C~(Q n)'y(~+~-~) +... + ~+~(Qn)(~+~)y --  

(7.4) = Sy(k+~-~) + CJeS'y(k+,~-2> -k ... + C~r~+~-~ Sl"~+~'-~)y. 

Par  cons6quent les polynomes P~(x; Q,-I~,) sont d'ordre m + k, quoiqu' i l  peut 

se faire que terrains  polynomes particuliers soient d'ordre inf6rieur (p. ex. 
P~(~; Q, Q), ~0~(~; Q, ~ ' ) . . . ) .  

19--3343. Acta mathematica. 61. Imprim6 le ]0 mai 1933, 
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8. D'une manibre g6n6rale, supposons donn6s p polynomes-bases: Ql(x), 
Qo.(x),... Qp(x) d e  degr6 respectivement 6gal s kl, k~ , . . ,  kp, et soient aussi p 

polynomes entiers: f~(a),f~(a) .... fv(a) dont les valeurs, pour les valeurs enti~res 

o, I, 2, . . .  de l 'argument a, sont des entiers positifs. 

Par  un algorithme de la m6me nature qu e pr6c6dement, on peut attaeher 

ces polynomes une suite de polynomes, P~(x; Qi, Q~,... Qv) d6finis par: 

(8.i) 

off: 

I d N" 
Pn(z; (~1, Q ~ '  Q~)=AN~5=~...~ dx N[Q~''(x) Q~,(x). . Q~,(x)] 

P 
N~ =f~(n),  Ne=f .~ (n ) , . . .  Np =fp(n)  et N + n = ~, k~.N}. 

1 

Le polynome (8.1) est un polynome de deg% n, et l'6quation P~,(x; Q~, Q2,... Qp)--o 

a routes ses racines r6elles si les 6quations Q i =  o out tou~es leurs racines %el- 

les. Ce polynome est en gdndral d'ordre s + k~ + --- + kp -- k comme on peut 

voir facilement en 6tablissant l%quation qu'il v6rifie. Posons pour cela: 

V r 
. .  - =  s (~) .  v =  Q~, Q~ . Q~; Q, Q~. . . Qp= Q; Q v 

En d~.rivant N + k ~  + k~ + . . . + k p - - I = N + k - -  I fois la relation: 

(s.2) Q(.)v'= s(~)v 

et si l 'ou pose: y=A~.  .... ~pPn(x; Q1, Q2,... Q~)= v(~), on arrive ~ l'dquation 

que satisfont les polynomes (8.I) savoir: 

(s.3) 
I Q(x)y(~) + c~§  Q'(x)u(k-l) + CIT§ Q"(x)v(k-~) + ... + C ~,~§ Q(~')(x)u 

[ =  S(x)Y (/~1) + CJv+k-iSt(x)~ (k-2) + " "  + ~lv+l.'--l(~k--1 S(k--1)(x)y 

6quation de la mSme forme que l'6quation (7.4) qu'elle g6n6ralise. 

Par  cons6quent, l'ordre des polynomes P~,(x; Q1,...  Q~) ne d6pend que du 

deg% des polynomes-bases et nullement de celui des polynomes ~-. Par exemple, 

les polynomes: 

dn, [(x~ ~(n+~)] 
(8.4) dx,~ --~)~_I 
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sont d'ordrc deux; ils sont solutions de l '4quation: 
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(8.5) (X ' -  I )y"  q- (n ~ -  ,, + 2 ) X y ' - - , , ( n '  q- l )y  = O 

ce qui montre qu'ils sont des polynomes d e  dacobi, particuliers. L'dquation (8.3) 

pcut aussi s'&rire sous la forme suivante: 

(8.6) 

. \k (). -- k)(X -- ~ + I) . (Z-- 2)[J~-- I "~(k,' ' ' '~(k'--,'/ '] 
' '" -1-[-- I ) ' -  . . . .  ( ~ - ~ I ) T  - [ - -~r  ix) -i- o , [ x ) j ~ = o  

off ) , = -  N + I. ]~crite sous cette forme, elle peut ~tre rapproch4e de l'4qua- 

ti0n consid4r4e par Pochhammer x comme g4n4ralisant l '4quation de Gauss que 

satisfait la fonction hyperg6om4trique. Cette 4quation de Pochhammer est de 

la forme : 

(8.~) 

~(x)y (~) - - [ ~  T~- '  ~'(x) + ~(x)] y(k--~)+ 

+ w m  
Z--k+1 , ' / . ) ]  . . . .  

"' ' "~ ( - - I ) k  ! ) " -  I ) i i '  ( ~ -  ~ " ~ I ) !  - - ] ) [ ~  ~(k) (~C) ~ ~J{k--1) (X)] y := O 

off: 

~ ( x )  = ( x  - ~ , ) ( x  - , , I  . . . ( x  - c,:) e t  ~ , { z )  = x s  + x - - - - , . _  + + x- - - - -~k q~{x) 

c.-s qu'ils sont de la m~me forme que Q(x) et S(x), la seule diff4rence entre les 

deux 4quations 4rant relative aux coefficients numgrique de %0{~)(x). 1%us nous 

contentons de signaler ici cette analogie des deux 4quations (8. I) et (8.7) sans 

insister d'avantage sur l'4tude de l'4quation (8.6). 

1 L. Pochhammer: Ueber hypergeometrischen Funkt. n ter Ordnung. (.lourn. fiir reine und 
angew. Math. B. LXXI 187o, p. 316). 
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9. On sait que la formule (I.I) a son analogue pour plusieurs variables, 

ddfinissant des polynomes de plusieurs variables consid6rds par F. Didon 1 et 

Ch. Hermite ~ comme extension des polynomes de Legendre. En poursuivant 

cette m~me vole, il est possible d'dtendre notre algorithme ggn~ral (8.I) au cas 

des ,polynomes de plusieurs variables et de d~finir des suites de polynomes atta- 

chds s un syst~me de p polynomes-bases donn~s. 

1 F. Didon:  ]~tude de eer ta ines  fonet ions analogues aux fonc. Xn de Legendre.  (Annales Se. 
de l']~eole Normale  S. tome V. I858, p. 24 I, 259). 

2 Ch. Hermi te :  (~uvres  t. II ,  p. 3o9 et  suiv. 

A 


