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I n t r o d u c t i o n .  

Dans une s6rie de travaux, A. Weilerl  a affirmS, qu'en intdgrant un syst~me 

complet d'dquations lin6aires et homog~nes on n'a pas besoin de passer s un 

syst~me en involution, comme le fair Jacobi. Sa pensde est tout s fair juste, 

mais Weiler n'a pas su en donner une preuve convaincante. Les travaux de 

Weiler sont embrouill~s, ils contiennent beaucoup de m6prises. On lui a indiqu6 

l'obscurit6 de l'exposition, les fausses conc lus ions , . . .  I1 d6battait, parfois ad- 

mettai t  qu' i l  avait tort, s nouveau d6veloppait ses iddes et de nouveau commet- 

tait  des inexactitudes. En m~me temps Weiler faisait une pol6mique fs 

et il est parvenu b~ ce r~sultat que sa pensge, bien que juste, n'est pas entr6e en 

usage, tandis que la m6thode de Jacobi devenait g6n6ralement connue. 

1 A. WEILER, I n t e g r a t i o n  der par t ie l len  Di f fe ren t ia lg le ichungen  ers ter  O r d n u n g  m i t  n +  I 

Ver~nder l ichen.  Zei tschr .  ffir Math.  u n d  P hys i k ,  I863, B. 8, ss. 264- -292 .  - -  I n t e g r a t i o n  der  par t i e l l en  
Di f fe renz ia lg lechungen  ers ter  O r d n u n g  yon unbesch rKnk te r  Al lgemeinhe i t .  Zei tsch.  ffir Math .  u n d  

Phys ik ,  1875, B. 2o, ss. 27I---299. - -  Nacht r~ge  zu  m e i n e n  A b h a n d l u n g e n  fiber I n t e g r a t i o n  par -  

t ie l ler  Di f fe ren t ia lg le ichungen  ers ter  Ordnung .  Zei tschr .  fiir Math.  u n d  Phys ik ,  I877, B. 22, 
ss. IOO--I25.  - -  I n t eg ra t i on  der a l l g e m e i n e n  pa r t i e l l en  Di f fe ren t i a lg le ichungen  ers ter  O r d n u n g .  

Zei t schr .  fiir Math .  u n d  Phys ik ,  1894 , B. 39, ss. 355- -375 .  
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Dans ~>Leqons sur le probl~me de Pfaff>) M. Ed. Goursat ~ a marqu6 le pro- 

blame tr~s int6ressant de M. A. Buhl. '~ 

& ce probl~me sont li6s beaucoup de noms saillants: P. AI~I~ELL, TH. DE- 

DONDER, ED. GOURSXT, S. LIE--FI~. ENGEL, S. LiE--G.  SCHEFFERS, H. POlNOA~, 

(3. P o P o v I c I ,  N .  S AL T YKOW .  

I1 s'est trouv6, que nos recherches de l'ann6e 1922 sont proches de ce pro- 

blame et nous avons publi6 trois notes: la premiere dans le Bull. des sciences 

math., la seconde dans les Comptes Rendus de l'Aead, des Sciences de I'URSS. 

et la troisi~me aux Acres clu Congr~s Intern., Bologne, 1928. ~ Les th6or~mes 

de la seconde note nous ont donn6 la possibilit6 de g6n6raliser la m6thode de 

Jacobi de l 'int6gration des syst~mes complets d'6quations lin6aires et homog~nes ~ 

et aussi de g6n6raliser les recherches correspondantes de Clebsch. ~ Nous sore- 

rues arriv6s s la conclusion, que l 'int6gration des syst~mes eomplets ne demande 

pas le passage aux sys~mes en involution: on peut se servir des syst~mes plus 

g6n6raux, que nous proposons d'appeler les syst~mes des syst~mes complets successors. 
Une suite d'autres conclusions est 6galement expos6e dans le present m6- 

moire. Entre autres choses sera introduite la conception de syst~me Jacobien 
gdn~ralisd. 

1 El). GOURSAT, Le~o~s su r  le p rob leme  de Pfaff. Paris ,  I922 , p. 234. 
2 A. BUHL, Sur  les fo rmes  l in6aires  a u x  d6riv6es par t ie l les  d ' une  in t6gra le  d ' u n  s y s t e m e  

d ' dqua t ions  diff6renticl les s imul tan6es ,  qu i  s o n t  auss i  des in t6gra les  de ce syst(~me. C.R. ,  I9OI , 

t. I32 , p. 313 . - -  Sur  les dqua t ions  diff6rentiel les  s imul t an~es  et  la forme a u x  d6riv6es par t ie l les  

adjointe .  Th~se,  Gauth ier -Vi l la rs ,  Paris ,  19oi.  - -  Sur  la  p e r m u t a t i o n  des  in t6gra les  d ' u n  sys t~me  

d '~qua t ions  diff~rentielles. C.R. ,  I9O7, t. I45, p. I I34.  - -  Sur  les op6ra teurs  diff6rentiels  pe rmu-  

t ab les  ou non.  Bull .  des sc. ma th . ,  I928 , s6rie 2, t. LII ,  pp. 3 5 3 - - 3 6 1 . -  Aper~us  mode rnes  sur  
la th6oric  des  g roupes  con t inus  et  finis. M~moria l  des s c . . m a t h 6 m . ,  fasc. X X X I I I ,  Paris ,  I928. 

s G. PFEIFFER, Sur la p e r m u t a t i o n  des so lu t ions  d ' une  6qua t ion  l indaire  a u x  d6rivdes par- 

t iel les du  p remie r  ordre. Bull .  des sc. ma th . ,  I928 , s6rie 2, t. LII ,  pp.  3 5 o - - 3 5 2 . -  Les  th6oremes  
e x p l i q u a n t  u u e  sdrie de ques t i ons  dans  le p rob leme  de la p e r m u t a t i o n  des so lu t i ons  d ' une  dqua- 
t ion  l indaire  a u x  d(~riv6es par t ie l les  du  p remie r  ordre. Comptes  r e n d u s  de l 'Acad,  des  Sciences de 

I 'URSS.,  A, I929, pp. 1 7 7 - - 1 8 2 .  - -  Que lques  add i t ions  au  probl~me de M. Buhl .  At t i  del Con- 
gresso In te rn .  dei Matem. ,  Bologna,  I928 , T. I I I ,  pp.  45- -46 .  

4 G. PFEIFFER, G6n6r~l isat ion de la m6 thode  de Jacobi  pour  l ' in t6gra t ion  des s y s t e m e s  corn- 

p le t s  d ' dqua t ions  l in6aires homog~nes .  Comptes  r endus  de l 'Acad,  des  Sciences de I 'URSS.,  A, 

I93 o, pp.  405- -409 .  
5 A. CLEBSCtt, Ueber  die s i m u l t a n e  In t eg ra t i on  l inearer  par t i e l l e r  Di f ferent ia lg le ichungcn.  

dourn,  ffir die rc ine  und  ang.  Math . ,  I866, B. 65, ss. 257--268.  

G. PFEIFFER, Sur  les op6ra teurs  d 'un  s y s t e m e  comple t  d '6qu~t ions  l indaires  et  homogenes  
~ux  d6riv6es par t ie l les  du p remie r  ordre d ' n n e  fonct ion ineonnue .  Comptes  r endus ,  t. I9O , 193o, 

pp.  909- -91  I. 
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Sur les op6, 'ateurs diff~rentiels des syst~mes de deux 6quations l in6aires et 
homog~nes aux d~riv~es par t ie l les  du p remie r  ordre  d 'une fonction inconnue. 

Prenons un syst~me complet de deux 6quations lin6aires et homog~nes: 

X ( f ) ~ I ~ - [ - ~ 2 0 ~ f 2 - ~ - ' ' - ~  ~ a ~ o ,  (I) 

Of 
Y ( f )  = v,  

qui satisfont ~ la condition: 

+ ~ ) ! f + . . .  +~],~Sf~o, (2) 

X Y ( f )  - -  Y X ( f )  = ZX(f) + # Y(f), 

~ o ,  / ~ o .  

(3) 

Les 6quations (I), (z) poss~dent (n--2) int6grales ind6pendantes communes: 

u~,  us ,  . . .  u , - 2 .  (4)  

A l'~quation (I) appartiennen~ (~--I) int6grales ind6pendantes. Si l 'on 

ajoute aux int6grales (4) une int~grale de l '6quation (I), u0, qui ne satisfait pas 

r6quation (2), on aura form6 un syst~me de (n-- i )  int6grales ind6pendantes de 

l '6quation (I): 

% ,  u~, u s ,  . . .  u ~ - 2 .  (5)  

Le syst~me le plus g6n6ral des int6grales ind6pendantes de l'6quation (I) a 

la forme : 

V0=(~)0(~0, Ul,. . .  Un--2), VI='= ~)I(U0, Ul,..- Urt--2), . . .  Vn--2=~n--2(Uo, U l , . . .  Un--2). (~) 

Celles des int6grales vi--(6), pour lesquelles: 

Ovi O~p~ 
0 %  - -  aUo = o,  (7) 

sont des intggrales communes aux 6quations (I), (2). 

Parmi les int6grales (6) une au moins n 'appart ient  pas ~ l '6quation (2), ma i s  

elles peuvent routes ne pas 6tre des int6grales communes aux 6quations (I), (2). 
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Partageons les int~grales (6) en deux catggories: g la prelni~re rappor~ons 

les int4grales, qui n'appartiennent qu'g l'4quation (I): 

(8) 

0 w~ ~ o, (9) 
69 u 0 

(~) q~o=O,o(Uo, u , . . .  un_~), ~ , = , ~ ( % ,  ,,,, . . .  u~_~), . . .  q~,=o,~(,,o, u , . . .  un_,), 

~'~--~-0, I , . . . r  

s la deuxibme les int~graies communes aux ~quations (I), (2): 

(b) ~p,:+~=,a;+~(,,, u=, . . .  u,_~), w~+==,~+,(u,  , ,~ , . . .  u , •  

~n--2 = O~n--2 (U 1, g2, " ' "  "n--2). (I O) 

Si l'on substitue l'une des int4grales (b)--(m), soit ~p, dans l'identit~ (3), 

alors ses ~ermes, chucun s6par6ment, seront nuls; si l'on substitue l'une des int6- 

grales (a)--(8), soit T, on obtient l'identit6: 

x r ( ~ ) - =  ~ r (~ ) ,  

X log a --= -- re, 

I 

( I I )  

(~2) 

(i3) 

D'apr~s nos r6sultats ~, le syst6me d'6quations: 

poss~de la propri&6: 
X ( f )  = o, Z ( f )  ~- a Y ( f )  = o 

X Z ( f )  - -  Z X ( f )  -= l X ( f ) ,  

(14) 

La substitution dans la ligne (I5) d'une intdgrale ~', du groupe (a)--(8), et 

diffgrente de ~, donne l'identit6: 

x ( z ( ~ ' ) )  - o.  (~ 6) 

Ceei montre, que rexpression: 

1 G. I)FEIFFER, Les th~oremes expliquant une sdrie de questions dans le probleme de la 
permutation des solutions d'une ~quation lindaire aux ddriv~es partielles du premier ordre. Comptes 
rendus de l'Acad, des Sciences de I'URSS., A, I929, pp. I77--~82. 
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z(99') = ~ r(99') - r(99') y(99) (I7) 

est une int6grale de l '6quation (I). 

De lg d6eoule, qu'il existe la possibilit6 de eonstruire, g partir de deux 

int6grales 99, 99' de l '6quation (i) ne v6rifiant pas l '6quation (2), une troisiSme 
int6grale v--(6) de l'6quation (I): 

]7(99') (I8) 
v = r ( 9 9 ~  

La transformation infinit6simale: 

I 
Z ( f )  = a Y ( f )  - y (99) Y ( f )  (I9) 

est l 'op6rateur diff6rentiel, traduisant des int6grales (a)--(8) de l '6quation (I) en 
des int6grales v--(6). 

Si' dans la relation (3) t t 6fair nul, alors nous n'aurions pas besoin de passer 
g la relation 05). Nous aurions l 'identit6: 

x (r(99))  --- o; (20) 

l 'int6grale 99 donnerait  l 'int6grale v'--(6) de l 'Squation (0: 

v ' =  r (99). 

Mais, en m4me temps que (2i), 
l '6quation (I). 

(2i )  

l 'expression (I8) serait aussi une int6grale de 

Les transformations mfim~6mmales: 

- -  I y ( f )  (22) Z ( f )  = Y ( f ) ,  Z ( f ) - -  y(99) 

repr6sentent des op6rateurs diff6renfliels, t raduisant  les int6grales (a)--(8) de 

l'6quations (I) en ses int6grales v--(6) .  

Fixons la eireonstanee suivante: l 'op6rateur diff6rentiel, t raduisant  les int& 

grales (a)--(8) de l'6quation (I) en des int6grales v--(6), reste aussi op6rateur 

diff&entiel lorsqu'on le multiplie ou divise par une int6grale de l '6quation 0)- 

Quand tt ~-o, Y(99) est une int6grale de l '6quation (i); en divisant le premier 

op6rateur (22) par Y(99), on obtient le deuxiSme. 
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A partir des int6grales ~0--(8) on forme les a eorrespondanLs - -  (I3): 

I I I I I I 

. . . . .  ~ f f l  . . . . .  ~ " , . �9 .~ O'i  . . . .  

,,o--- ~ ) - i i O ,  or(,,,o) r (~ , )  oo,, r(,,o) -~;--(7*-':i--!)-~ 
0 Uo 0 u o 0 % 

(23) 

eL les op6rateurs correspondants (I9): 

Z o ( J ' ) = a o Y ( f ) ,  Z , ( f ) = a ~  Y ( f ) , . . . Z , ( f ) = a ~  Y(f). (24) 

Quand # ~ o, aux op6raLeurs (24) on peut joindre l'opdrateur: 

Y(f).  (25) 

En mulLiplian~ les op6rateurs (24) par des 

fonctions des int6grales (6): 

JT,]o, E1,...(E~. 

constantes arbitraires ou des 

(26) 

eL en les ajoutant, nout obtiendrons l'opdrateur: 

Z ( f ) : = E ; Z o ( f )  + J~Z~( f )  + ... + E , Z , ( f ) =  

= (Looo + L ,o ,  + ..- + .E,,~,.) r ( f ) =  

/oo,,, . . . .  +o qr(,,oi 
\ 0  Uo 0 Uo 0 uo / 

(27) 

Le rapport de deux a--(23): 

~ = r (~0o) _ 0 ~,o __ z .  ( ~ )  (28) 
a e I'(~.~) 0co~ 

0 ' U  o 

est une int6grale de l'dquaLion (I). 

De 1,L r6sulte, que tous les op~raLeurs (24) d&oulent de l'un d'eux en le 

multipliant par les int~grMes de l'6quation (I). 

Prenons deux int6grales de l'6quation (I): 

q ) ( ~ o ,  ~ 1 ,  . - .  9% ~ P , + l ,  . �9 �9 ~ P , - 2 ) ,  

~'(~o, ~, ,  . . .  q;,, ~ , + 1 , . . .  ~p,,-._,), 
(29) 
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qui ne satisfon% pas s l'4quation (2): 

= ~ o  r(~Oo) + ~ r(~o~) 

~ ( ~ )  o ~ o 
= ~ o  r(Vo) + ~ ~:(~) 

O~ 
. . . .  ~ b~ ,  y (~') ~ o, 

o ~g y ( ~ )  ~ o, + . . . + ~  

(30) 

O, T sont des fonctions arbitraires des arguments, prises de mani~re pr4eise. 

Le rapport des expression (3o): 

r ( o )  
I 0(1) I O 0  I Oft) 

goO--o+---+ +___  o~ 0~, ai 0 9& 
I 0 l a  g I 0 t i  s l O t i  s 

; o ~  + - - - +  ... + _ _ _  a~ 09~ ~ ai 09~i 

(3 I ) 

est une int4grale l'4quation (I): 
L'int4grale (28) satisfait s l'4quation (z), si: 

0~0 o Oo~z , 
0 %  - - 0 %  @(ul, u~, . . .  u.-2),  (3 z) 

o,~ = ,,,~ a ,  ( , , ,  ,,~, . . .  , ,~_~),  (33)  

Off O, W son~ des fonctions arbitraires de leurs arguments? 
En particulieur l'int4grale (28) peut &re une quantit4 constante K, alors: 

w e = K o ,  + T (u l l  %, . . .  Un--2). (34) 
Pour: 

Le rappor t :  

Ouo Ouo 

est  une  fonct ion  des a r g u m e n t s  Uo, u l , . . .  ~tn--2. S'il  sa t i s fa i t  /~ l 'dquat ion  (2), alors il ne  ddpend 
pas  de uo, pa r  cons4quent :  

Ouo I Ouo - r u2 . . . .  un-~), 

0 ~w~. Ow~ 0 ~toz Oco O 

Ou~ Ouo - O u ~  0% -~ ~ 

Dans  les lignes" (33) les fonct i0ns  4 ,  ~ ,  & a n t  in t6gra les  de l '~qua t ion  (I), son t  en m~me 
t emps  des in tdgrales  de l ' 4qua t ion  (2). 

9,7--3343. Acta mathematica. 61. Imprim~ le 8 aoht 1933. 
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99' = ~ + T 

K = I, W = ~ (% u.~, . . .  u,~-2) 

l'6gMit6 (I7) donne l'unit6: 

- ( 3 6 )  

En appliquan{ g ehaque int6grale (a)--(8) (i+ I) op6rateurs (24) , 110118 fo r  
inons ( i+ I) groupes, 6quivalents Fun g l'autre, des int6grMes (28) de l'6quation (~): 

Z 0 (990) = I Z 1 (990) = O1 Z e  (990) = G~ . . . .  Z g  (990) - -  Gi .  
' 60 ' Go ' Go ' 

_ Gi 
Z 0(991) ~-~ G~ Z 1(~90) = I ,  Z 2 ( ~ l )  = a-L'2, . . . .  Z i ( ~ g , )  = - ' ,  

G1 G 1 G t 

Z 0 (~0i) = GO Z 1 (~0i) - -  ~  Z 2 (~)i) = ~ Z -  - ,  , , - i 

Gi fig Oi 

Les int6grMes: 

(37) 

G 0 G 1 G~--1 G~,+I Gi 
I ,  (3 8)  

Gv ' G,v ' " " " G~ ' G~ ' " fly' 

V = O, I ,  2 ,  . . . ~, 

peuvent  aussi  &re form6es  par l 'op&ateur  (27): 

~ 0  ~0 __ ~ G,v--1 Z(gD~) = + E t a * +  " + E, , -1  . . . .  + E~ + E~+I a~+l + + 1~,, ai 
.... ff.~, 61, G~, Gv 61 

V ~ O ,  I ,  2 : . . .  i .  

En soumettant les int6grMes (a)--(8) g l'aetion de l 'op&ateur arbitraire (24): 

Zj(f) = gi Y(/), (39) 

j =  O, I, . . . i ,  

nous trouverons 1s eolonne de rang (j+ I) des int@rMes (37): 

Z j  (99o) = ~ Z j  (9ol) -= aj . .  Z i  (g)i) = qi. (40) 
6 o ' a I ' " Gi 
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Dans le eas off les int6grales: 

! t !  

~, rf, q~ , . . .  (4I) 

de la catdgorie (a)--(8) sont lides par les relations: 

- -  & - . . . ,  ( 4 2 )  

on reconnait le proc@dd de Jacobi, qui s'exprime par la ligne: 

~, ~' -- &(~), ~ " ~ :  &(~'),  . . . .  (43) 

11 consiste duns | 'application successive du m~me op6rateur g l'intdgrale 

de la cat6gorie (a)--(8). 

AprSs que les moyens de construction des op6r,~feurs diff6rentiels, poss6dant 

la propridt6 rnarqude par Poisson ~ sont constituds, la g6n@ralisation de la re&bode 

de Jacobi se fai~ dvidente. I1 ne reste plus, qu'g s'adresser "~ un des plus beaux 

manuels, par exemple, aux legons de M . E d .  Goursat. "~ 

Tout ce qui a dt6 dit g propos de l'6quation (I) peut, il va sans dire, @tre 

appli(lud "L l'dquation (2). 

,~ 2. 

Les syst~mes de systb, mes complets successifs, s 

Consid6rons des syst~mes complets d'6quations lin6aires ct homogbnes aux 

ddrivdes partielles du premier ordre d'une fonction inconnue, comprenant plus 

de deux ~quations, pour lesquels se g~n6ralisent immddiatement les r~sultats du 

paragraphe prdc&lent. Nous qualifierons la nature des syst~mes complets, qui 

peuvent @tre int~gr6s par la m6thode jacobienne gdn6ralis6e, et proposerons de 

les nommer: syst~mes des syst&nes complets successtfs. 
Supposons, qu'il est donn6 nn syst~me complet des q (q > 2)dquations 

lindaires et homog~nes: 

,Eneyk lopgd i e  der ma th .  W i s s e n s c h a f t e n . .  , B. II, I, Heft .  2/3, s. 335- 
2 ED. GOURSAT, Legons su r  l ' i n tdgra t ion  des  6qua t ions  a u x  ddrivdes par t ie l les  dn p remie r  

ordre. Paris,  1921 , pp. 77--8I. 
8 G. PFEIFFER, Gdndral isa t ion de la mdthode  de Jaeobi  pour  l ' in tdgra t ion  des s y s t e m e s  

comple t s  d 'dqua t ions  l in( 'aires homog~mes. Comptes  r endus  de l 'Acad,  des Sciences de I 'URSS,  A, 

I93O, pp.  4o5 - -4o9  . 
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X l  ( f )  = o, X~ ( f )  - -  o . . . . .  X q - 1  ( f )  : O ,  

x ,  (f) = r ( f )  = o, 

(44) 

(4s) 

les symboles X q ( ) ,  Y( ) &ant identiques. 
Admettons en outre que les 6quations (44)forment un syst6me complet; 

alors, pour le systgme complet (44), (45) sont r6alis6es les conditions: 

q--1 

X~ Xk (f) -- Xk X, (f) ~ ~ ':~k Xj (f), 
j = l  

i , k - - I , 2 , . . . ( q - - I ) ;  i ~ k ,  

(4 6 ) 

qui expriment que le systSme (44) est complet, et les conditions: 

q--1 

X 1 Y ( f ) -  YXl(f)=-- ~ Z~ Xl,(f)+ Iz, Y(f); 
h = l  

q--1 

X~ Y ( f ) -  Y X: (f)----- ~, Z!: Xh (f) + /,., Y (f), 
h = l  

q--1 

X,_ l  r ( f )  - r x ; , _ l ( f )  - y ,  z~-i xh(f) + ~ - 1  r ( f ) .  
h = l  

(47) 

Notons une eirconstance importante. Si les 6quations (44), (45) sont multi- 
pli6es par des multiplicateurs quelconques: 

01, 0~, . . .  Oq-1, O,j, (48) 

fonctions des variables ind6pendantes, le syst~me: 

Zj (f)  = O, Xl  (f)  = o, Z~ (f)  = 02 X ,  (f)  = o , . . .  Zq- ,  (f) = Oq-1 Xq-i (f) = O, (49) 

Zq(f) =- O,j Xq(f) = Oq Y( f )  = o (5 o) 

poss6de encore le caraet6re (46), (47): dans le systhme (49), (50). sera eompris le 
syst6me complet (49). 

Les 6quations (44), (45) possgdent (n--q) int6grales ind6pendantes communes: 

u,,  us . . . .  u . - ~ .  (5I) 
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Aux ~quation s (44) appart iennent (n--q+ I) intggrales inddpendantes com- 
munes : 

UO, Ul, U 2 , . . .  Un--q. (5 2 ) 

L'int~grale u o du syst~me (44) ne satisfait pas g l%quation (45). 
Le syst~me le plus g6ndral de (n--q+ I) intdgrales indgpendantes du syst~me 

(44) a la forme: 

V o = V o ( U o , - , ,  . . .  u,,_q), w - e , ( - o , - ,  . . . .  -~ -~ ) ,  . . .  V,,--~=Vn--~("o, U,, . . .  , , - - , ) .  (53) 

Ces int~grales vi--(53), pour lesquelles: 

OVi __ O q)i __ 
o (54) OUo Ouo 

sont des intdgrales communes aux dquations (44), (45). 

Parmi les intSgrales (53) une au moins n 'appart ient  pas g l 'dquation (45), 
mais routes peuvent n'@tre pas des intdgrales de l 'dquation (45). 

Partageons les int~grales (53) en deux cat:gories: clans la premiere plagons 

les intggrales, qui n 'appart iennent  qu'aux ~quations (44): 

(a) mo=<Oo(Uo, u,  . . . .  , , - q ) ,  ~o,=<,, , ( , ,o,  u , . . .  u , , _ &  . . .  ~ ,=<o , (Uo ,  u~, . . .  ~<,_~), (55) 

g la deuxi~me - -  les in~Sgrales communes aux  dquations (44), (45): 

(b) ~ i + ,  = ~ i + i ( ~ l ,  u~, . . .  ~ _ q ) ,  ~ i + ~ - -  ~ + 2 ( ~ , ,  ~ ,  . . .  u~_~) . . . .  

. . .  ~p,,-q = ~ - q  ( u ,  u,~, . . .  U~_q). (57) 

Substituons une int~grale %0, c'est-g-dire l 'une des int@grMes (b)--(57), dans 

les identi t& (46), (47); alors dans celles-ci t o u s l e s  termes, chucun sdpardment, 

seront nuls; si l ' on  substitue une intdgrale ~, c'est-g-dire une des intdgrales 

.(a)--(55), alors dans les relations (46) t o u s l e s  membres seront nuls, mais  les 

relations (47) conduiront aux identitds: 
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ou encore 
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x~ r (9 )  ~ ,~ r(~),  

Xq--1 Y(~9)~-- #q--1 ~(99), 

X1 log a - -  #1, 

X= log a = --  #,,, 

X q - 1  log a : - -  #q-~, 

I 

= r ( ~ )  

(58) 

(59) 

(60) 

D'aprSs nos r4sultats ~, le syst~me d'6quations: 

X~ ( f )  -~ o, X~ ( f )  - -  o . . . .  X q - ~  ( f )  = o, Z ( f )  -~ a Y ( f )  = o (6i) 

poss6de les propri6t6s: 
q--1  

Xi Xk (f) -- Xk Xi (f) ~ ~ "~k Xj (f), (62) 

i, k =  ~, 2, . . .  ( q - -  ~); i ~ / ~ ;  

x i  z (f)  - z x ,  (f)  - 
q--1  

~ xh  (f), (63) 
h = l  

i =  1,2 . . . .  ( q - - I ) ,  

Z~' = -Z" 
O i "  

En subst i tuant  dans les relat ions (62), (63) l 'une des int6grales (a)--(55), 

soit 9~' diff6rente de 9% nous observons, que clans la ligne (62) tous les termes 

se r6duisen~ s6parement  'g z&o, tandis que la ligne (63) donne les identit6s: 

Xi (Z (~')) ~ o, (64) 

i =  ~, 2 , . . . ( q -  ~) 

1 G. PFEIFFER, Les th6or6mes, expl iquant  une s6rie de questions dans le problelne de la 
permutat ion des solutions d 'une 6quation lin6aire aux d6riv(es partielles du premier ordre. Comp - 
tes rendus de l'Acad, des Sciences de I'URSS, A, 1929, pp. I77--182. 
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Celles-ci montrent,  que l 'expression: 

)-(~,) 
z ( ~ ' )  : . o  Y (~ ' )  : :  ~ . ( ~ )  (65)  

est une int6grale du syst~me (44)- 

De 1"~ d6coule, qu'il existe la possibilit6 de construire, '2 partir  de deux in- 

t6grales T, T' du syst~me (44), qui ne r6duisent l)as l '6quation (45) "~ l'identit~, 

une troisi~me int~gra,le v--(53) du syst6me (44) et anssi, g l 'aide de l ' intdgmle 

q~ du systSme (44) - -  son op6rateur Z ( f ) :  

Y (+') z (f) = ~ ( f) v = y ( q D ) '  )." (qD) 

Et ainsi de suite. 

La g4n4ralisation de la m&hodc de Jacobi  est dvidentc. 

Les syst~mes complets: 

(66) 

(1r x ,  ( f )  - -  o ,  x ~  ( / )  = o ,  . . . x , , _ ~  ( f )  = o,  x ~  ( f )  :-: o ,  (67) 

intdgmbles par la m6thode jacobienne g~n6ralis5e, doivent poss6der les propri~tds: 

( S , )  X 1 X 2  ( f )  - -  X : I  X 1 ( f )  == ZI~  X 1 ( . f )  ~- Z2I q " X ,  2 ( f ) ;  

(S.,) X~ X~ (f) - -  X 3 X; (j') -~ Z]a X, (f) + ZTa X~ (f) + 1}':, X a (f), 

i = I, 2; 

(68) 

(69) 

(s) (s~) 

(&-~) 

(,%-1) 

x ,  x ,  (f) - x ,  x ,  (f) ~ z;, x ,  (f) + zh x~ (f) + ;~, x~ (f) + zt, x ,  (f), (70) 

i =  I, 2, 3; 
. . . . . . . . . .  . . . . . .  . . . . . . . . . . . . .  

X,  X,,_~ (f) -- X,,_~ X~ (f) ~- 1.]. ,,-, X ,  (f) + 

~- z~ ,~_~ x , ,  ( f )  + �9 ~- ~' ,- ,  x,~_~ ( f )  (7 , )  

i =  ~, 2 . . . .  ( q -  2); 

Xi  Xq (f) -- Xq X_~ (f) = ),.',, Xx (f) + ).~q X,a (J') + "'" -~ ).'IV X,, (f) (72) 

i =  I, 2 , . . . ( q - -  I). 

Nous proposons de les nommer - -  systbmes des syst&nes complets suceessifi TM. 

Aux conditions (S) le syst~me (R)--(67) est non seulement complet, mais 

aussi - -  syst~,me des syst~mes complets successifs. Les syst~mes: 
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(R~) �9 

(Rq_~) 

(Rq-~) 

renferm6s en lui, 
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X~ (f) =-- o, X~ (f) --  o, Xq-1 (f) - - "  O ;  

Xl (f) = o, X~ (f) = o . . . . .  Xq_.o (f) --- o; 

X , ( f ) = o ,  X,,(f) ..... o, X s(Or 

x ,  ( f )  = o,  x ,  ( f )  = o, 

sont tous complets. Les 

(73) 

(74) 

(75) 

(76 ) 

syst~mes: (R,)--(73) , (R~)--(74) . . . 

(Rq-a)--(75), de mSme que le syst~me (R)--(67) , son~ los sgsb)mesdes syst~mes 

complets successifi9. A chacun des derniers syst~mes se rapportent  les conclusions, 

auxquelles nous sommes arriv6s, en examinant  le syst6me (44), (45), poss~dant 

les propri&6s (46), (47); si l 'on multiplie les 6quations du syst~me (R)--(67) , 

poss6dan~ la propri&6 (S), par les multiplicateurs (48), ce syst~me ne perdra pas 

la propri6t6 (S). 

Aux 6quations (67) appar t iennent  (n--q) in~gra les  ind6pendantes communes:  

aux 6quations (73)--(r ,--q~-I):  

X,, (v,) ~ o; 
aux 6quations (74)--(n --  q + 2): 

X q - 1  ('l,2) ~ o ;  

et ainsi de suite: aux 6quations ( 7 5 ) - - ( n -  3): 

X~ (v,l-a) ~- o; 
aux &tuations ( 7 6 ) - - ( n -  2): 

r  ?~2~ �9 �9 �9 $1n--q~ UI~ V2~ �9 �9 �9 Vq- -2~  

X~ (Vq-2) ~ o; 

�9 ~ l '6quation X~ (f) = o --  (n --  I): 

?~1~ U2~ �9 ' * U n - - q ,  Y l ~  V2~ " " "  ?Yq--l~ 

X ,  (v,~-,) -~ o. 

(77) 

(78) 

(79) 

(8o) 

(81) 

(82) 

(83) 

(84) 

(85) 

(86) 

(87) 
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w  

La r@duction d'un systi~me complet quelconque d'@quations lin~ail'es et homo- 

g~nes aux d@riv@es part iel les  du premier  ordre d'une fonction inconnue au 

sys t i~me d e s  s y s t ~ m e s  c o m p l e t s  s u c c e s s i f s .  1 

Montrons, que tout systbme eomplet d'~quations lin5aires et homog~nes aux 

ddrivdes partielles du premier ordre d'une fonetion inconnue peut 5tre r4duit au 

syst~".mc des syst~me.s, complets successifs d'une infinit6 de fagons. 

Nos raisonnements repr@sentent la gSn6ralisation des recherches de A. 

Clebsch3 Ils sont plus simples, que ceux-ci. En eifet, Clebsch r6duit le syst~me 

complet des 5quations lin~aires au syst~me en involution, pour intdgrer par la 

re&bode de Jacobi, nous rdduisons le syst~me complet des dquations linSaires au 

syst&~e des sysl~mcs complets successifs, - -  qui est moins restreint, que le systSme 

en involution, - -  pour int6grer par la m&hode jacobienne g6n4ralis4e. 

Supposons que soit donn6 le systSme complet des q(q > 2) @quations lin6aires 

et homogSnes: 

O.f Of 

Of O.f 
A., ( f ) -  ::: axl ~ < O,, + 

+ ~"bs = o, 

+ : ; , ~  =o,  
F ~  

4f 4f  ~ f  
A q ( f )  = :,~ ~ + g,~ a ,7 ,  + " + !7, - -  o ,  

(88) 

dont les int~grales ind~pendantes communes sont: 

u,, %, . . .  un-q. (89) 

Montrons, qu'il est possible de construire, a partir du syst&ne (88), le syst&ne 

(R)--(67), poss~dant les m~mes int6grales ind@endantes (89), et jouissant en 

outre de la propri4t~ (S). 

1 G. I)FEIFFER, Sur les opdrateurs d'un systbme complet d'dquations lindaries et homogimes 
aux ddrivdes partielles du premier ordre d'une fonction inconnue. Comptes rendus, t. I9O, I93o, 

pp. 9o0--9I I. 
A. CLEBSOH, Ueber die simultane Integration linearer partieller Differentialgleichungen. 

Journ. fflr die reine und ,~ng. Math., :885, B. 55, ss. 257--258. 

2 8 -  3343. Acta mathematica. 61. Imprim6 le 9 aofit 1933. 
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En profitant de la circonstance, ci-dessus indiqu~e, savoir que le systgme 

(R)--(67) possMe encore la propri&g (S), apr~s la multiplication par des multi- 

plicateurs quelconques des premiers membres des dquations (67), nous ferons les 

raisonnements,  non pas sur la forme la plus g~n~rale de ce systb~me, mais sur 

une forme 16g~rement simplifige. 

I1 n 'est  pas difficile de se convaincre, que les coefficients des relations: 

A, (f) := X ,  (.f) + a,,, X., ( f)  + ...  + a,, q-2 X ,y , .  (.f) + a,. q--1 ~s ( f )  ~- (~1. (1 Xq (.f), 

A,,_ (or) :- X.~ (.f)4 . . . .  + ~'C2, '1--2 Xq--2 ( f )  ~- C~2, q--1 Xq-1  ( f )  Ac if2, q Xq (]'), 

A q - ,  (j') =: X,,_~ (,),4,) + g,i_l, q Xq ( f ) ,  

Aq ( f)  - -  X,, ( f )  

(9o) 

peuvent  8tre ddterminds de fagon que les expressions: 

X 1 ( f ) ,  X 2 ( f ) ,  . . .  Xli-1 (j'), X q ( f ) ,  (9 ' )  

fournies par la rdsolution des 5quations (90), const i tuent  un systSme (R)--(67), 

aux int~grales (89), poss~dant la propri&~ (S). 

Les intdgrales (89) appar t iennent  "~ ce syst~me (R)--(67). C'est 6vident par 

ce que les syst6mes (88) et (R)--(67) sont 5quivalents. 

Pour  que le syst~me (R)--(67) jouisse de la propri~td (S), il est suffisant 

et n6cessaire, que les conditions suivantes soient remplies. 

P remie re  condition. Le syst~me (R1)--(73) dolt avoir une int~grale vl, qui 

ne t ransforme pas l '4quation: 

Zq (f) --= A,, (f) --  o (92) 
en identit6: 

X,, (v,) ~= A,, (v,) ~- o; (93) 

la fonction v I est restreinte par la non-identit6 (93); 

arbitraire. 

Cette condition d~termine les coefficients: 

par ailleurs elle est 

A, (v l )  _ As (vl) 
O~ 1 q - - -  - x q ( - y l )  - -  Aq-(vl), (94) 



Bq-2 ( f )  --- Aq-2 ( f )  

Bq_~ ( f )  = Aq_~ (.f) 

A q ( f )  = Xq (f).  
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A~ (v,) _ A2 (v,) 
6 ~ -  z~(~) A~(,,)' 

A~_, (v,) _ & _ ~  (v,). 
6q-,,  q = Xq (v~) - -  Aq (v,) 
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(94) 

I1 est int6ressant 

est int6grale du syst~me: 

A s ( f )  - -  o, A~ ( f )  = o, . . . Aq-~ ( f )  -~ o. (96) 

Ce dernier doit 8tre complet. 

Les coefficients (94) se r6duisent alors s z6ro; il n 'en r6sultera aucun chan- 

gement  clans les raisonnements. 

Deuxi~me condition. Le syst6me (R2)--(74) dolt avoir une int6grale v~, 

qui ne r6duise pas l '~quation: 

Xq-1  (J) Bq-~ ( f )  - o (97) 
une identit6: 

Xq-1  (?)2) -~ Bq-1  (~22) ~ O; (9 8) 

la fonction v~ est restreinte par la non-identit6 (98); par ailleurs elle es~ arbitraire. 

Cette condition d6~ermine les coefficients: 

de faire a t tent ion au cas particulier, off la fonction vl 

Les relations (9 o) prennent  alors la forme: 

& (~,~) 
B 1 ( f )  ~- A~ ( f )  . Aq(Vl) Aq ( f )  = Xa ( f ) +  c~12 Xfl 0 4') -~ ' 

+ 61, ~-2 xq_2 (f) + 6,, ~-1 x~_ ,  (f), 

& (v,) 
B~ ( f ) - -  A~ ( f )  - -  ~tq(vj) Aq ( f )  = X~ ( f ) +  ... 

+ 62, q-2 Xq-2  ( f )  + a2, q-~ Xq_~ (f) ,  
. . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . .  � 9  (95) 

Aq-2 (v,) Aq ( f )  = Xq-2  ( f )  -[- 6q-2, q--1 Xq--1 (j'), 
Aq (v~) 

Aq-i  (vl) 
J q  (vl) Aq ( f )  =- Xq-~ (f),  
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:B, (,,2) R, (v,) 
' ~ ' . ' , - ' -  .x-;,• (v , , )=  .b,,_, (v.~) ' 

~.~ (*'.2 :B2 (v~) 
"~,',-' = xj_-,-(~[)-- -& .,-(-~;j' 

B~,_,~ (v,) ~,-~(,,2). 
~q-2, q - i  - -  Xq~-(V2i  : -1_~q-1 (v2) 

(99) 

Les relations (95) s'Scrivcn~ sous la forme: 

Ci ( f )  = B ,  ( f )  1L~-i ~ ) " q - *  tJJ = X l  ( f )  + ajo X ,  ( f )  q- . 

C~ ( f )  = B ,  ( f )  - -  B~Ll-(v~) q-1 ( f )  = X~ ( f )  + . 

B~- ,~ (v2)  , ,  , ~  
a , - ~  ( f )  = B , , _ ~  ( f )  - -  -,~- - , - ~  ~,,~_, u J  = 

-~q-~ tv~) 

Bq_,  ( f )  = A q - i  ( f )  Aq-1 (v,) .Aq (Y,) ---- X q - I  ( f ) ,  

A q ( f )  = Xq ( f ) .  

+ ~,. ~_.., X~_,., (f), 

+ . : ,  ~ X~-~(f), 

Xq-2 (f), 

(~oo) 

Et ainsi de suite. 

En d6finitive nous aurons le systbme 

communes (89), possddant 1~ propri&6 (S): 

(R)--(67), aux intdgrales inddpcndantes 

W1 (f) = 171 (f) - -  V, (vq-1) V2-(v;-~i I~ (f) - -  Xl (f)--- o, 

U,(v~-~) 
V~ ( f )  = U ,  ( f )  - g ~ ( ~ - ~ i  U~ ( f )  - -  X~ ( f )  = o, 

B~-~ (@ 
Oq---2 ( f )  = Bq-2 ( f )  - -  ~-q -i-(-v~ i B q - i  ( f )  --  Xq--2 ( f )  o, 

2L]--1 (Vl)Aq ( f )  - -  ~ q - 1  ( f )  = o;  B, ,_ ,  ( f )  .... A , ,_ ,  ( f )  A,,  ( , ,)  

A~ ( f )  - X, ,  ( f )  - -  o. 

,o,) 
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II est clMr, que l'on peut pusser du systbme complet donn6 (88) m~ syst~me 
des syst~mes complets succcssifs (ioi) d'une infinit6 de fu~ons: les fonctions v sont 

presque arbitraires et les expressions A( f )  peuvent &re prises dans n'importe 

quel ordre. 

Cas particulier. Supposons que les int6grales: 

~)1~ V2~ �9 �9 �9 Yq--1  1 0 2 )  

satisfaisant aux non-identit6s: 

sont les variables: 

alors: 

X,~ (v,) ~ o, X q - 1  (l,2) ~ o ,  . . . X 2 (yq -1) ~ o 

Xl~  Xo~ �9 . .  X q - - l ~  

~: ~ .~-_l. 
a l q - -  ~ q ,  ff2q : ~ I  ' �9 �9 �9 C~q--l,q : ~q , 

lO3) 

1o4) 

lO5) 

uvec 

,of 

, o f  

+ U8 ~X  3 + "'" + uX~ 

, O.f Yx.  + ~ . ~ a - ~ +  . . .  + r  , 

o.f v,i_l o f  ~_, o f  
B q - ~  (f) = ~l q - 1  ~ ) x 2  -~ O x  8 -~ " '"  -~ 7In O x , ~  

& (f) _. ~,,_of + ~ _Of + ... + ~ ~  = x , , ( f )  

k q 
_ ~ ' 

k - 1 , 2 , . . . ( q - - I ) ;  j = 2 , 3 , . . . n ;  

= x ~ - i  (f) ,  

(io6) 

(1o7) 

' C~ vi-~ 
= - - ~ - -  0~2, q--1 = gq--2,  q--1 ~tq.__ 1 ; 

al, q-1 ~,U1, ~ 1 ,  �9 �9 �9 = 
(lO8) 

C,(f)__.~O0~a+~]:xJi + . .  + ~ O f ,  (io9) 
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.:OJ" Of  .; ,OJ',  
c ,  ( f ) - -  g~ O x~ + r + ' + g 

. . . . . . . . . . . . . . . . .  (,09) 

c~_,~ ( j )  = ,r"-":, o !)f-.~ + r J f  + " + r o~ = x,,_~ (f), 

Bq__ 1 ( j ' ) =  l]r~--I q q - -10 . f  c).f 
Ox2 + '~~ ~ + ' + ,7~-' Ox,, = x( ,_,(f) ,  

. o f  v ,~- . f  # f  
A~(.f) - -  g? Ox~ + "'~ Ox, + ' + g'{ Ox,," = Xq(f);  

off 
l,k--q--1 __ V~ q--1 

~ -- J~ 'J" '~J (~ io) ~,~-I 

k - - - I ,  2, . . . ( q  2); j = 3 , 4 , . . ,  n. 
E t  ainsi  de suite .  

Le syst~me (88) se t ransformers  en le syst~me des syst~mes complets successifs: 

X ,  ( f)  

i s  ~ )  --- ,g(i_l O--xq_l 

Of Of_ 
x~ (f) - -  ~ _ ~  ,, + ~;~_~ 

(-1 Xq--2 1 

, , O.f 
~rgq 3 ~  "4- :7gq tl ()--Xq+l 

, O.f ~ O.f 
-~- II7q ~ "4- :7Kq+ 1 ()Xq+l 

+ ~d 4 f  . o f  

- - -  + �9 + ~ 3 ( -  o, 
i~ X n 

___  + .  + ~ ,  Of  
" ~x,i = o, 

4 f  
- - -  + �9 + ~dOx , , - - -o ,  

X q  ( f )  --- :;rgq (~ f .4- :Tgq O f  O.f 
Oxl -Ox~ + " + ~qq-10xq---1 

possddant  lr~ propri~t6: 

_ _  + ~ o . f  + 
qOxq 

q Of 
"4- 7~q-b l OXq--+ l 

o f  _ _  + + ~ ! , ~ - - -  O, 

x~ x :  l f )  - x ,  x ,  (f) = ~.I~ x ,  (f) + x ,  (~_1) x ,  (f); 

x ,  x ,  if) - x ,  x ,  (f) -= zr Xl  (f) + z~ x ,  (f) + .x, (~_~) x~ (f), 

i = I, 2; 

X,  Xq (f) - -  Xq X ,  0 e) ~ )dq X ,  (f) + ).~,, X~ (f) q- ... + 

+ zT~-, x , , _ ,  ( f )  + x ,  ( ,q) x , ,  (f), 

i - 1 , 2 , . . . ( q - -  I). 

(I~I) 

(I 12) 
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Duns le systgme (I I I) les op&ateurs de l'6quation: 

X~ (f) = o 
et des syst~gmes complets: / 

( I I3 )  
? 

X , ( f ) - = o ,  X ~ ( f ) = o ;  

X 1 ( f )  = o ,  X 2 ( , f ) =  o ,  X 8 ( f )  - -  o ;  

�9 . . . . . .  , . . . . . . . .  

X, ( f )  o, X2 (f) = o , . . .  Xq-2 (f) = o, Xq-1 ( f ) =  0 

sont les transformations infinit6simales: 

(i ;4) 

X~ (f) ~2(f~ ) , Z~ (f) --  X~ (f) ., 
z ,  ( f )  - x ~  ( ~ _ ~ )  - __~__ X ~  (x~_~) - 

Xq (f) ~ . ~ "  x~(~io-- YL~ 

A part~ir du syst~me comp!et: 

A~(f) o, A~(f) = o, ..  Aq-l( f)  = o, Aq(f) ~ o 

('.'5) 

( , , 6 )  

il est commode de construire le syst~me ( , I , )  de la faqon suivante. 

Prenons l'une des ~quations (, I6), contenant la d&iv4e a~-; Soit. Aq(f) ~ 0 ,  

Of des mitres 6quations (I,6); nous A l'aide de Aq(f) = o  61iminons 1~ d~riv~e ~-~ 

obtiendrons le  syst~me: . 

B 1 (f) -- o, B~ ( f ) =  o, . . .  Bq-2 (f) o, Bq-1 (f) = o. (1 ' 7) 

Parmi les 6quations (,I7) consid&ons en une, qui contienne lu d6riv5e Of 
~ : O X  2 ' 

soit Bq-l (f) =: o: A l'Mde de B q - x ( f ) = o  61iminons tu d6riv~e Of du reste 

des ~quations (I I7); nous obtiendrons le systeme: 

C 1 (f)  --- O, r ( f )  = O , - : . . . C q - 3  ( f ) : =  o, C q - 2  ( f )  = o .  ( I ,  8) 

Parmi les ~quations (I,8) prenons en une, qui contienne la d&iv~e ~ et 

de suite. 

ainsi 
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En d~finitive nous 

cessifs (111): 

w ,  ( f )  = x ~  ( f )  - o, 

Si l'on prend: 

parviendrons au syst~me des syst~mes complets suc- 

V2 (f) = X~ V) = o, . . .  Cq_~ ( f ) : :  Xq_~ (f) = o, 

Bq.--, (f) = Xq_, (f) = o, Aq (f) = Xq (f) -~ o. 

2 $ 
~/Tq--1 = 7gq--- 2 = ' ' '  = Y/~q - -  I~ 

(~I9) 

ce qu'on peut toujours atteindre en divisant les seconde, troisi6me . . . .  derniSre 

dquation (I I I) par leurs premiers coefficients, les opSrateurs de l%quation (II3) 

et des syst~mes complets (II4) seront les transformations infinitSsimales: 

X2(f) ,  X3(f) ,  . . .  Xq(f);  (,2o) 

dans les relations (I12) les derniers termes disparaltront. Avec cette condition: 

, 2 ' . . . . . .  ~ q =  I ( I 2 I )  7~q = Tgq~ 1 --- 7/:q--2 

nous no mmons le systbme ( I  I I )  syst3me des systt~.mes complets success(fs, gdndrali- 

sant le syst6me de Jacobi. I1 est simple de rue et suppl6e en entier le syst~me 

de Jacobi. 

w  

L'int6gration des s y s t ~ m e s  de s  sys t i~mes  e o m p l e t s  s u c c e s s i f s .  

Occupons-nous de l'int~gration du syst}~me des syst~mes complets successifs 

(R)--(67) , dont la propriSt6 caractdristique est (S). 

Posons que dans l'identit~ (S,) les coefficients ~,~,'1 ~2 sont diffdrents de z~ro: 

Dans ce cas il est indiff6rent de commencer par intdgrer 1 l'une ou l"mtre 

des deux premieres ~quations du syst~me (/~): 

x ,  (f) = o on x~ (f)  = o. (~ 23) 

Ddsignons les int6grales ind6pendantes de l'6quation: 

X 1 (]') = o (I24) 

' E n  p r a t i q u e ,  i l  e s t  c la i r ,  q u ' o n  c o m m e n c e  p a r  i n t d g r e r  l ' 6 q u a t i o n  q u i  p a r a i t  l a  p i l l s  s i m p l e .  
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par: 

A la condition que: 
91 '  9'~' . . . .  9 n - - l "  (125)  

Xg. (9~-1) ~ o, (I 26) 

ce  

nit6simale: 

Z ( f )  - -  X 2 ( f )  
X ~  (9,,-') 

est l'0p6rateur de l'6quation (I24). 

Ayant constitu~ les idcntit~s: 

qui ne restreint pas la g6n~ralit6 des raisonnements, la transformation infi- 

(127)  

z ( 9 , )  - 0), ( 9 ,  . . .  9 , , - ~ ) ,  z ( 9 ~ )  - -  0)., ( 9 , ,  . . .  9 , , - ~ ) ,  . . .  

�9  Z(gn--'2 ) = 0 )n -2 (9 , , . . .  9n--l), Z(9n-1  )-~- i, (i~s) 

nous prcnons la fonction: 

et exigeons, que: 
0 (91, 9'2, " ' "  9n- - l )  (I 29) 

O0 O0 
z (~  = , ) 9 ~  0)' + o9., 0),2- ~- �9 

O0 O0 
+ o9,2,,.0)"-" + o ~ L ;  - -  o, (~3o1 

d~l = d9_.. . . . . . . . .  rig,,-'-, = d9,,-~. 
0)  I 0)'2 tO n--2 I 

(131) 

Los int6grales inddpendantcs du systSme complet: 

x , ( f )  = o, x.q')---o (~32) 

seront les intdgrales ind6pendantes du systSine (I 3 I): 

91, 9~ , . . .  9~,--2. (I33) 

Quand dans l'identit6 (Sj) le coefficient ).~._, est nul, le coefficient ~2 est nul 

ou non; supposons tout d'abord, qu'il West pas nul: 

,2 ~ o,  ).~.,-- o;  (I34)  

l'expression (I26) repr6sente une int6grale de l'dquation (I24): 

x. ,  ( 9 . - , )  =- a ( 9 .  9., . . . .  9 . - , ) .  
29--3343. Xcta matkematica. 61. Imprim4 l e  9 aoflt 1933. 

(~35) 
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Les transformations infinit6simales: 

X .  ( f )  
X~ (f), Z{f)  -- X~ {9%-,) 

sont les opdrateurs de l'6quation (I24). 

L'gquation (I24) admet simultan6ment les int~grales: 

(I36) 

X 2 (~91) - - r  (~oI, . . .  ~9n-1), . . .  X 2 (~gn- 2):== O~n-2 (~/91 . . . .  ~gn--1), 

X 2  (~ On--l) : :  (0 ( ~ l ,  " ' ' ~Da-- 1) 

et les in~6grales: 
(,37) 

X~(f , )  ~1 
z ( ~ , )  = x ~  (~,,2~) = 0~ --: ~ (~"  �9 ~ " - ~ ) '  " 

z ( ~ , _ ~ ) -  x~ (~,,-2) ,~,,-~. x o ( ~ .  ~) 
" ' '  X 2 (~gn_l) "--- - t i~  = ~ (~01' " ' "  ~9n-1) '  Z ( ~ ) n - 1 )  = X 2  ( ~ n - 1 )  = 2 .  ( I 3 8 )  

Les ~quations: 

x,,  (o) = o ot z (o) - -  o (,39) 

sont 6quivalentes l'une ~ l'autre: 

O0 O0 O0 O0 
x~(o) = o ~ ,  ~'L + 0~., ~ + ' + 0 ~,,--.., ~"--" + 09o,,--~ 

[ O0 o~ O0 O0 ='~ '~b-& L+ . o,., + + 
O f ~ " O q~ ,,-,,. 

o 0 )  
""-"- + b~, ,_i  = ~ z (o) .  (~4o) 

Quand: 
zl.~ = o, ),~., r o; (~4~) 

on commence par int6grcr non pas l'~quation (I24), mais l'6quation: 

x ,  (f)  = o 
et l'on prend: 

Xl (f) 
comme op6rateur. 

Lorsque le syst~me (I32) est en involution, e'est-~-dire que 

(I42) 

(243) 

)~12 = O, J~= = O, ( 1 4 4 )  

il n'importe pas de commencer par l'une ou l 'autre des deux premi6res dquations 

(I23) du syst~me (1r Pour l'6quation X l ( f )==o  l'op6ratcur cst la trans- 
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formation infinit6simale X 2 (f), pour l'6quation X~ (f) = o l'op6rateur est la trans- 

formation infinit6simale X 1 (f). 

En disposant des int6grales (I33) du syst~me (I32), nous allons s la con- 

sid6ration des identit6s ($2). 

Supposons d'abord, que Fun au moins des coefficients: 

~,3 (i  :-- I ,  2) (I45) i3 

n'es~ p~s nul; alors g la condition que: 

ce qui ne restreind pas 

finit6simale : 

Zl (f) _ X., (f) 
X~ (~-~)  

est l'op6rateur du syst~me (I32). 
Ayant constitu6 les identit6s: 

X 8 (99n l -2 )  ~ o ,  ( I  4 6 )  

la g6n6ralit6 des raisonnements, la transformation in- 

(I47) 

1 1 1 1 ' 
z ,  M)  = o,1 (~ , ,  . . .  ~ , , _ , ) ,  & (~) = ~2 M ,  . . .  ~ , , -~ ) ,  . . .  

�9 . �9 1 1 1 1 Z 1 ) 
Z 1 ( ~ 9 n - 3 )  = f o , - 3  (~91, . . . @9n-2), 1 ( ~ 9 " - 2 )  = I  0 4 8 )  

nous prenons la fonction: 

0(99~, 99~,... 9%~--2) (I49) 
et lui imposons de v6rifier: 

OO1 801 1 001 , 
z l  (ol) = a ~  o,I + .~2 o,~ -~ . . . .  + b-(~G o,.-3 + 

d ~ l  dq~! . . . . .  dg , ' , -3  _ d ~ _ ~  

o,I o4 ' I fort--3 

OOt 
O 9,1-2 o; ( 1 5 0 )  

( 1 5 1 )  

Les int6grales du syst~me complet: 

x~  ( f )  = o, x .  ( f )  = o, 

seront les int6grales du syst~me (I5 I): 

2 ~o~, f L . . .  f~-3 .  

Si les deux coefficients (I45) &aient nuls: 

n 

x ,  ( f )  = o (152) 

(I53) 
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).?~ = o, ).~ --  o, 

les t ransformat ions  infinit6simales: 

x ~  ( / )  
Xs (/), Z, (f) =: X~ (~p/_~} 

serMent les op~rateurs du systSme (132), 

Et  Mnsi de suite. 

Supposons, que les int6grales du syst6me eomplet: 

x ,  (1')  = - o, x , ,  ( l ' )  = o, . .  x:~ ( l ' )  --= o, 

l < _ q - - t  
sont trouv6es: 

~Oll--1, ~0/--1, l---1 
�9 " " ~O?l--I ' 

Mors nous pnssons "~ In consid6rntion des identit~s (St). 

Si un nu moins des coefficients: 

~,l+l 
"$, l + 1 

( i =  ~, 2 , . . .1)  

n'est  pns nul, In t rnnsformation infinit6simnle: 

Zl  -1 (.f) = X l  + ~ (qD ,l-'_D ' 

nvec la condition: 
l - - I  

Xl  ~1 (~gn--l) ~- O, 

est l 'op6rnteur du syst6me (I56). 

Aynnt  constitu~ les identit~s: 

Z , _ _ I  (~l,---])  = (.0l--1 ( ~ / 1 - - ]  l - -1  
. . .  ~ , , - t ) ,  �9 

Zl--1 l--1 = o)l -1 (~O/t--l, ' ' "  (99n-- / - -1)  I t -- l - -1 " 

nous prenons In fonct ion: 

0,--1 ( ~ , - - 1 ,  ~ - - 1 ,  . ~/__2}) 

et Mnsi de suite. 

Qunnd les coefficients (I58) sont nuls: 

~t41 --0, ), /+1 ~ 0 ,  ~ . l ; l  - - - 0 ,  
1, l + 1  ":L/+ 1 " - l , l ~ . l  

les trnnsfornmtions infinit6simales: 

l - -1  ~9n -I)' Zl--l  ((])l,--ll) : -  I' 

I 54) 

~55) 

I56) 

~57) 

( ,58)  

( I  59)  

(~6o) 

(~6i)  

(I62) 

(~63) 
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Xz +i (f), Zt-1 ( f )  - -  X l  + 1  ( f )  
X, +1 (9~--~) (,64) 

sont les op6rateurs du systgme (156). 

La  question, g proprement parler, est 6puis6e, mais nous voulons demeurer 

au procSs de Jacobi, sous lequel nous entendons l 'application successive d 'un mSme 

op6rateur g l 'int6grMe donn6e. 

I1 esL non au fond, mais pratiquement,  la partie essentielle de la m6thode 

de Jacobi. 

En admet tan t  que l ' int6gration du syst~me (R)-- (67)es t  commenc6e par 

l '6quation (I24), examinons deux cas essentiels. 

Premier  eas. Admettons que sont diff6rents de zdro les coefficients: 

~-~2 (I65) 

et du moins un des coefficients duns chaeune des suites: 

~1+1 I~+1 ~t+l 
1 , / + 1  ~ - - 2 , / + 1  ~ . . . .  l , l+l*  (166) 

En supposant, que duns les groupes des int~grMes (I25) , 

(157) . . .  

991, 9% " "  9%-2, q~,~-l; 

~I, ~ ,  , . �9 �9 �9 ~ O n - - 2  

~I - - I  ) 1 - - 1  / --1. 

outre les derni~res int6grales: 

i l - - 1  
~ n - - 1 ,  ~ 9 n - - 2 ,  �9 �9 �9 ~ g n _ _ l ,  . . . ,  

i 3 3 ) ,  ( i 5 3 )  

(I67) 

(168) 

qui satisfont aux non identit6s (126), (I46), . . .  ( 1 5 9 ) , . . .  

x~ (~-1) # o, x.~(~'_~) # o,. x ,  ,-1 . . .  + 1 ( ~ _ , ) # o , . . .  

ne sont eonnues que les premieres: 

(I69) 
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f , ,  ~ I , . . .  9 ~ - ' , . . . ,  (I 7 o) 

s l 'aidc des op6rateurs (I27), (I47), . . .  (I6O), �9 

Z( f ) ,  Z , ( f ) , . . .  Z~_~(f), . . .  (17~) 

consti tuons les suites des intdgrales: 

,pl, ~ , ~ = z , ( ~ , ) , "  1 , ~ , = z , ( , r , ) , ,  ' . . .  ~ , ~ , - - z , ( ~ ; , _ , ) ,  ~ , ' , + , - - z , ( , f , ' , ) - ~ , ( ~ ; , ,  ~ ,  . . .  ~' , ) ;  

l - l  , - - l  z , l - l ' ~  , --1 F. [ 1 - - l ' ~  I--1 ( / - - I  ) 

q~- i+~==Z~-~ q~h-~ = z ~ - ~  q~l ,q~ , ' " 9 % - ~  

( I 7 2 )  

Dens les syst6mes (131), ( I S I )  . . . .  se dis t inguent  les systSmes: 

fP2 9 3  ~9i ]l:l(~Ol' ( ] ) 2 ' " ' "  ~Oi) I ' 

1 1 I . . . . . .  - -  d I o 
d9~ ~ ~ ,_tg,_~ . . . . .  drP_/-1 __. __ dgv~ _ 9%--- (173) 

qui s ' int6grent ind6pendamment  des autres 6quations des syst~mes (I 3 I), (I 5 I) . . . .  

Deuxi~me cas. Admettons,  que le coefficient (i65) et t o u s l e s  cocfficients 

des suites (i66) sont dgaux 's z6ro. 

En supposant,  que dans les groupes des int6grales (I67) sont  connues seule- 

ment  les premieres (17o), s l 'aide des op6rateurs: 

X , ( f ) ,  Xs(f ) ,  . . .  Xz+l(f) ,  .. �9 (I74) 

eonst i tuons les suites des int6gralesl:  

~ + 1  = x , , ( , f , )  = , ,  ( ~ , ,  ~ ,  . . . ~,); 
(,7s) 

X 1 . I 1 ~I ,  q,~ = G ( , f l ) ,  ~ '  == ~ ~(~.,), . .  ~;,  = x d ~ , , - , ) ,  

l X i 

i N o u s  n o u s  n ' a r r 6 t c r o n s  pa s  s u r  les  cas  1)ar t icul iers ,  
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Parmi les syst~mes (I3I), ( I 5 I ) , . . .  se distinguent les syst~mes: 

dgl  __ dg'~ _ 
qog 9~ 

___ d 9 ~ i - 1  __ dqPi 

~i ~(91, ~.~, . . .  9i) '  
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- -  d ~ i t ~ - I  ~-~ dgDi*~ " (176) 
~', '< (9~, ~ ,  - ~ , ) '  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  o 

qui s'int6gren~ inddpendammen~ des autres 6quations des syst~mes (I 3 I), (I 5 I), . . .  

Si nous d6signons les rapport des suites (176) par: 

dtl, d t ~ , . . .  (I77) 

alors, en int6grant les syst~mes (I76), nous trouverons t> te, . . .  par des quadra- 

tures. Ce seront celles des int6grales t,, t~ , . . ,  du groupe (I67) , analogues aux 

int6grales (I68), pour lesquelles: 

X , ( t , ) ~ - - - I ,  X s ( t ~ ) =  I , . . .  X / + l ( t l ) =  I , . . .  (I78) 

La m&hode mentionn6e de l'int6gration du syst~me des syst&nes complets 

successifs (R)--(67) , auquel se ram~ne n'importe quel syst6me complet, repr&ente 

absolument la g6n6ralisation de ta m6thode de Jacobi. 

Nous ne eroyons pas inutile de donner des exemples. 1 

Exemple premier. ~ 

X1 (f) --  

o f  
x~ (f) = xl 

~o f  
x8  (f) --- x~ #xl  

w 

Les exemples.  

Consid6rons le syst~me eomplet: 

o f  + o f  o.f 
Oxl ~ + " '  + Ox~--  o, 

O f + .  
+ xe Ox.2 

+ x~ Of  + . 
ax~ 

of 
+ X n ~ - x n :  O, 

+ Xn ,W~ ~ O, 
b~ Xn 

(179) 

1 Nous avons intdgr~ par la m~thode indiqude beaucoup d'exemples. 
I. A. Sm~RET, Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung, Dritte Aufl., B. ]II, Leip- 

zig, 19o9, ss. 529 und 537--538. 
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x~ z ,  (f) - z ,  x ,  ( f ) =  x ,  (f). 

x ~  x 3  (f) - 53  x ,  (f) = 2 x~  (f), 

X.  X 3 (f) --  X 3 X.  (f) = X 3 (jr). 

Les int6grales ind6pendantes de l '6quation: 

x l  (r  = o, 

d x  t : dw~ . . . . .  d xn  
sont les fonctions:  

~91  = X 1 - -  X n ~  ~ 2  = X 2  - -  X n )  �9 �9 �9 ~ g n - - i  = X n - - 1  - -  X n .  

En vertu de l 'id6ntit6 (18o~), la t ransformation infinit6simMe: 

x~(f) 
est l 'op6rateur de l '6quation (18I): 

Xfl(~gl) = 991, X,  2(~01] ) = ~ , ,  . . ,  Xfi(99n-1) = ~9n--1, 

Formons la fonction:  
0(91,  (P~' ' ' "  9 n-l)  

de fa'9on que: 

O0 O0 O0 

d~0, _ dg~ ~ __ _ _  d99n-1 

De lg on voit, qu 'au systbme: 

(i 801) 

(180.) 

(I8O3) 

(i 80) 

( I8 I )  

(x8~) 

(183)  

(i84) 

(xss) 

(I86) 

(I87) 

(lSS) 

appart iennent  les int6grales ind@enda,nts: 

~ J l  = 9 9 '  , ~)' = 1~0,) . . . .  ~Jtt--'~ = 9~.--2. (i90) 
9')1,,-- 1 ~OtZ--1 ~n--1 

En vertu des identit6s (18%), (18o8), la {ransformation infinit6simMe: 

x3 (f) 
Z (f) - -  .Xa OP,~-2) (t 9 I) 

est l 'op4rateur du systSme (189). 

X 1  (jg) = O, X~ (.~') = 0 (I 89} 
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Et  eomme: 

G ( ~ , ) =  (*, + *,,) r 

X 8 (~0n--,) : (Xn--1 ~- Xn) 99n--1 ; 

alors: 

X3 (~)1) = ~/)1 (~01 - -  ~n--1), 

X 8  (~-)n--2) = ~-)n--2 (~9n--2 - -  ~9n--1), 

Z (~Pl) - -  ~)1 (~-)1 - -  I)  
~,~_~ (~,,_~ - I ) '  

?., ( ~ , -  I) 
Z ( ~ )  - ~n--~ (~,,--~ -- I) '  

Z (~)n--3) -~- ~Pn--a (I/)n--3 - - 1 )  
~)n--2 (~)n'2 - -  I ) '  

z (~_~) = i. 

Cherchons la fonction:  

telle que: 
0 (~,, Va.,,... ~,~-~, Va,,-,) 

Z ( O )  = tOO ~ 1 ( ~ , -  i) 
01/) 1//)n-2(~Dn-2 - -  1) 

+ 
O~)~ ~)n--2(~)n--2 --  I) 

o o  ~ , ~ - d ~ - , ~ -  1) o o  
+ O?~--~?n--~(~,~--2 - -  I) + 0 ~ , - - ~  - -  O, 

d~Pl d~p~ 
~ ( 7 1  - -  ~) ~(W-,. - -  1) 

d ~ - a  dW~-2 
V a ~ - ~ ( ~ - ~ - I )  ~ n - d ? , ~ - ~ -  i) 
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( I92)  

(193) 

(194) 

(I95) 

(196) 

(I97)  

Les expressions : 

~ , , - ~ ( ~ 1  - i )  _ ~ n - - ~ ( ~ l  - -  ~ - - 1 )  _ (x, ,--2 - -  *~)(x, - -  *,,--~/ 

30--aa4a. Acta mathematica. 61. Imprim$ le 9 aofit 19aa. 

(198) 
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~)n--2(~)3-- I) qgn--2(~P3--~n--1)__(Xn--3--Xn)(X3--Xn--1) 
z~=g,~(Va~_3- ~) ~(~_3-q~._~)-(x~-x~)(x._~-x~_~)' 

~ ) n - - 2 ( ~ J n - - 3  - -  I )  _ _  ~ 9 n - - 2 ( q g n - - 3  - -  ~ O n - - 1 )  _ _  ( X n - - 2  - -  Xn)(Xn--3 - -  Xn--1) 

Zn--3 = ~)n--3 (~)n--2 - -  I )  - -  99n--3(qgn--3 - -  99n--1) (Xn--3 - -  Xn)(Xn--2 - -  Xn--1) 

( I 9 8 )  

sont les int6grMes id6pendantes du syst~me donn6: 

Xl( je)  --_ o, X 2 ( Je )=o ,  X a ( f ) = o .  (~99) 

L'int6gration du syst6me (I79) peug s'effectuer d'une autre mani~re. 

Remplaqons le systbme (I79) par le syst6me, qui lui est equivalent, syst~me 
des syst~mes complets successifs: 

H I ( f )  = (x  1 - - X n - 1 ) ( x  1 - -  Xn) 0 ~  1 
Of 

+ (.3 - * . - , ) ( * 3  - ~.)  ~ + "'" + 

+ (x~-3 --  xn-a)(Xn-2 -- Xn) Of 
O Xn--2 

O~ 

H3 (f) = (xt -- x,~) :~fxi + (x3 -- xn) O--ffx~ "k "'" + (Xn--2 - -  Xn) O f  
O~n_~ + 

+ (Xn--1 - -  Xn)OX~--I - -  O~ 

(~oo) 

Ha (f) ----- x, ~x~x 1 + x3 + ... +x,,-2 O f  + xn_~ +x, ,  = o .  
Xn--3 

Les expressions (I98) sont les intdgrales du syst6me: 

dxl dx 3 
( x ,  - * . - 1 ) ( <  - Xn) (X3 - -  X . - -1 ) (X3  - -  X,,) 

d x n - a  dXn-2  d x n - 1  d x n  
, ( 2 0 I )  

(Xn--3 - -  Xn--1) (Xn--3 - -  Xn) (Xn--2 - -  Xn--1) (Xn--2 - -  Xn) 0 0 

ce qui est lu m6me chose que les int6grales de 1~ premi6re 6quution (200). 

Exemple deuxi6me (Forsyth). 1 

Considdrons le syst6me complet.: 

ordre .  
1 El) .  (]OURSAT, Legons  sur  l ' i n t e g r a t i o n  des  6qua t i ons  a u x  der ivees  pa r t i e l l e s  du  p r e m i e r  

Par i s ,  I92I  , p. 96 . 



La gdn6ralisation de la m6thode de Jacobi de l'int6gration etc. 

Of O f  O.f 
x l  ( f )  = (~, - x~) ~ ;~  + ( ~  - ~ )  + (x~ - ~ ) o . ~  = o, 

X 2 ( f ) -  (x,-  xs) Of ~ Ox~ + (x~ - x~) + ( x ~ -  x,)  .... o, 

O.f x" Of Of 53  (f)  = (~, - x~) ~ + ( ~  - ,) ~ + (~1 - x,) ~ = o, 

-Ox~4f 4f ~ f  X ,  ( f )  - -  (x4 - -  xs) + (x5 - -  x , )  ~x~  + (x.~ - -  x , )  = o, 

X, X2 (f) -- X. X 1 (f) ~- o, 

x1  x ~  (f)  - x ~  x ,  ( f )  - - - -  x ,  (f) ,  

x~ x~  (f) - x~  x~ (f) --- - x~  (f), 

X 1 X 4 ( f )  - x ,  X~ ( f )  

X~ X ,  (f) - X ,  X ,  (f) - -  

X3 X4 (f) - X4 Xs (f) - 

X , ( f ) ,  

x ~ ( f ) ,  

x s ( f ) +  x , ( f ) .  

Les intggrales ind6pendantes de l'6quation: 

dx, 
X 5 - -  X 6 

son~ les fonctions: 

~1 = x , ( ~ , -  x~) - x ~ ( ~ -  xo), 

dx~ 

x, (f) = o, 

_ dxs __dx4__ dx~_dx~ 
X 6 - - X  4 X a - - X  5 0 0 0 

~ .... x~(x, - x~) - x~(x, - x,), 

~o 3 = X.l, ~0.1 ---- X~, 

(2o31) 

(203..) 

(2o3~) 

(2o3~) 

(2o3~) 

(2o3~) 

~ 5  = X6" 

E n  ver~u de  l ' ident i t6  (2o3,) ,  la  t r a n s f o r m a t i o n  in f in i tds imale :  

X2 ( f )  

es~ l'op6rateur de l'6qua~ion (204): 

X.4~,) = ( 9 ~ - - ~ ) ~ ,  X~(~.~) = - -  ( ~ - - ~ ) 9 ~ ,  X~(~)  = o, 

Cherchons la fonction: 

telle que: 

X~(~01) = O, X2(~05) = ~3  - -  ~04" 

235  

(202) 

(203) 

(204) 

(205) 

(206) 

(2o7) 

(208) 

(209) 



236 G. Pfeiffer. 

x~(o) = oo  oo oo 
09 ,  (93 - 9D 9~ - ~ (93 - 9~) 9~ + ~ (93 - 9~) = o ,  

d g l  = dg~ = dg~ = dg~ = d95.  

9 i  --ga 0 0 I 

On d6duit de lg, qu'au syst~me: 

X l  ( f )  = o, x ~  (/9 = o 

~pp~rtiennent les int6gr~les ind6pendantes: 

#a1=~1- -9~95 ,  gas=9~ + 9 3 9 >  ga3=93, ~P~=9~' 

Grgee aux identi~6s (2o3~), (2o33), la transformation infinit6simale: 

x3  (f) 
es~ l'op6r~teur du syst~me (212). 

At tendu que: 

x~(~,)  = ( ~  - ~ )  ~ ,  

x~  ( r  ~ ,  + r  - ( ~ ,  - ~ / ~ ,  

X a ( ~ )  = 92  - -  q% 

x~ (~ )  = o, 

X~ (gD = o,  

x~ (~,) = ( ~  - ~) ~, 

x ~  ( ~ )  = ~ ,  + ~ - (~v~ - ~v~) ~v~, 

x ~  (~v~) - -  ~vs - ~v~, 

x~ ( v , ~ )  - -  o. 

o n  ~: 

Cherchons 1~ fonction: 

0 0 P , ,  ~P,,, ,P3, ~P~) 
t e l l e  que: 

00 00 0O 

{z'(V1 uy.,~ t'~a 

(~p~ - ~p~) ~ ~p~ + ~p~ - (~p~ - ~p~) ~p~ ~p~ - ~p~ o 

2 IO) 

2 i i )  

212) 

(2,3) 

(214)  

(215) 

(2 i6 )  

(217) 

(2,8) 

(219) 



La g6n6ralisation de la m6thode de Jacobi de l'int6gration 

Au syst6me: 
x ~  ( / ' )  = o,  x .  (1') = o, x .  ( / ) -  o 

appar~iennent les int6grales ind6pendantes:  

etc. 237 

(220) 

Z l = I P l - - ~ 3 3 ~ 3 1 ,  • . o - -  -]- ~3 ,  Z S = ~ J 4  �9 ( 2 2 I )  ~p.~ - ~p~ 

En vertu des iden~i~6s (2034), (2o35), (2o3#), la ~ransformation infinit6simale: 

X4(f) X,(f) X4(.f) X,(.f) (222) 
Z ( f )  - -  X ,  ( ~ )  - -  x ,  - -  x5 ~ - -  ~ ~'~--  ~P, 

es~ l 'op6rateur du syst6me (22o). 

Parce  que: 

x , ( ~ , ) = - ( ~ ,  + ~ )  + ( ~ - ~ , ) ~ , ,  

x , ( ~ ) = - ( ~ - ~ , ) ~ ,  

x ,  (~%) = o, 

x ~  (~0~) = ~ - ~ , ,  

x ~  (~,~) = o ;  

x ,  (~,,) = - ( ~  + ~ )  + (~,~ - ~,,) ~,,, 

x ,  (~,.~) = - (~,~ - ~,,) ~,~, 

X4 (~3) : o, (224) 

x ,  (~)  = vJ~ - ~ ;  

5 4  (Z1) : - -  (~'~1 "q- ~dg) - -  (~d 3 - -  lp4) 2, 

X ,  (Ze) = - -  (~3  - -  ~4) ,  ( 2 2 5 )  

x ~  (z~) = w~ - ~ ,  

Z (Z~)= --Z~ + Zs, 

Z(Z2) = - -  I ,  (226) 

Z ( Z 3 )  = I .  

(223) 

telle que : 

o n  a :  

Cherchons la fonct ion:  

0 (Zl,  Z~, Zs) ( 227 )  
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0• O0 O0 z(ol = (z~  - Z~) - ~ + ~ = o ,  ( 2 2 s )  

d z ~  : d z~ = d z.~. (229) 
Z3 - -  Z2 - -  I I 

Les expressions: 

~i + ga= 
Vl = Z~ + Z s - -  ~0 3 -  ~ 4  

v~ = (Z3 - -  Z2) ~ - -  4 Z, = tp~ + _  ~p~ + ~P8 - -  qar - -  4 *P~ + 4 (~P3 - -  ~P4) *P~ = 

- ~ + ~' + ~ - ~ ,  + r  = 4 [ ~ ,  - r ~5 - ( ~ 3  - r ~]  

( ~ 3 o )  

sont des in~6grales ind6pendantes du systbme donng: 

X 1 ( ] ' )  : o)  X 2  (1o) : o ,  X 8  (]o) = o) X 4  (1o) : o ,  (2 3 i)  

Le syst6me (202) peut ~ r e  facilement mis en forme de Jacobi, mais on n'a 

pas besoin de le faire. 

Y 


