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Introduction. 

Prenons  un syst~me de m relations:  

H I ( x  1 . . . .  X n ,  P l ,  �9 " -  p n )  = O ,  

H~ (x~ . . . .  xn, p . . . .  p~) = o, 
(A) (i) 

. . . . .  �9 . . . .  ., �9 �9 

/Tim (X 1 . . . .  Xn, Pl, " ' "  pn) = O, 

qui l ient  les variables: 

D6signons chaque 

(B) 

X l , . . .  Xn, P l ,  " " " p n .  (2) 

syst~me, dquivalent alg6briquement au syst~me (I) par: 

e~ ( x . . . .  x~, p . . . .  p~) = o, 

G 2  ( x l ,  �9 �9 �9 x ~ , ,  p l ,  . . . p , ~ )  ~ o ,  

(3) 
�9 , . �9 �9 . , �9 . . . . .  

G ~ ( x .  . . . x . ,  p , ,  . . .  p . )  = o .  
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Admettons,  que le systSme (I) pent  6tre mis sons la forme:  

(c') 

~*1 = ~)1 - -  9 1  (Xl '  " " " X ? I ,  P.2,  �9 . .  P . , ,  p . . i l ,  �9 �9 �9 P . )  = o ,  

F , ,  = : p . ~  - -  9 '~ ( x t  . . . .  Xn, p,j, . . .  p , , , ,  p , , + ~ ,  . . .  p , , )  - -  O ,  

(4) 

k ~ z  = p't,'Z - -  ( p m ( X  1, �9 �9 �9 X, t ,  p r o + l ,  �9 . . . .  ,Pn)  - - -  O ,  

et, par  consgquenfi, sous la forme:  

(D) 

E 1  - -  ~)1 - -  ~)1 ( X l  . . . .  X n ,  2), t l+l  . . . .  p n )  ---- O,  

E,_, = p~ - -  ~V~ ( x ,  . . .  x,, ,  :p,,~ ~ 1, �9 . .  p,,) = o, 

(s) 

E , , = p , , , -  g , . , ( x ,  . . . .  x,, ,  p . ,+ : ,  . . .  p . )  = o . :  

Le d6terminant :  

A - -  9_(H, ,  1t,; . . . .  n,,,) 
D ( P l ,  t).a . . . .  P , . )  

oH, oH~ oH~ 
0Pl ' O2)1  ' ' ' "  -07Pl 

O H ,  O H , ,  O H . ,  

O l ) ~ "  O-pTP* ' " Op.a 

O H ,  OI I~  O H . ,  

o~;,: '  o ~ T d '  o2o~ 

(6) 

n'est  pas nul  en vertu des connexions (I): 

d ~ Z o .  (7) 

D'aprSs le th~or~me de Laplace:  

d == ( - -  I) i+k ~-a ( - -  ' ~r+~d~'~ D (tli ,:H,~) " 
, i, k D (p .  pk) ' (8) 

la somme s '&end aux combinaisons r , s  des hombres I, 2, m" d r,~ est le 

mineur  du d6terminant  .4, qu'on obtien~ en suppr imant  les colonnes r, s et les 

lignes i ,  k ;  i, k &ant  des hombres arbitraires et distincts, pris d 'une mani6re 

prdcise, de la sdrie 1 , 2 , . . . m .  

Cela es t  poss ib le ,  si dans  le s y s t b m e  (I)  les var iab les  x , , . . ,  x n ne son t  pas  lides p a r  une  

on p l u s i e u r s  re la t ions .  



La g6n6ralisation de la m6thode de Jacobi-Mayer  de l ' in t6grat ion etc. 

E n  j o i g n a n t  g l ' i den t i t6  (8) les  iden t i t6s :  

241 

o = ( -  1),+~ 7s  ,~,+, *,"~ D(H,,  H.,) 
"tl z ' i " k '  D(ni.nk),~_ ._ ,  ' 

r, 8 

(9) 

l ' un  des h o m b r e s  i ' ,  k '  es t  d i f f6ren t  des h o m b r e s  i, k, pr is  d ' u n e  off au  mo ins  

man i~ re  pr6cise,  nous  nous  c o n v a i n c o n s  que le d & e r m i n a n t :  

IJ : l (io) 

n ' e s t  pas  nu l  en ve r tu  des c o n n e x i o n s  (I): 

j ' , ~  I I ~,~l# o. (i1) 

Ph.  G i l b e r t  I a 6~abli l ' identi~6:  

(~ ,  E~) = (P,--V',', P~-- g'~) --= ( -  I);+~ j ~ ,  ( - -  i ) '  +s J r :  ~ (H, ,  Hs), (I2) 

qui  est  jus~e n o n  s e u l e m e n t  p o u r  l e s  6gal i t6s  (I), m a i s  encore  p o u r  les 6gal i t6s:  

H i = a 1 ,  H ~ = a ~  . . . .  , H m = a m ,  (13) 

off al,  a 2 . . . .  a~ son t  des c o n s t a n t e s  a rb i t r a i r e s .  

E n  6 tab l i s s~nt  l ' i den t i t6  (12) Bh.  G i l b e r t  ne  fa i r  pas  la  s u p p o s i t i o n  que 

io~,~oe, . . .  Io. son t  des  d6riv6es d ' u n e  m 6 m e  f o n c t i o n  z p a r  r~pporg  a u x  va r i ab l e s  

i n d 6 p e n d a n t e s  x~, x 2 , . . ,  x , :  l ' i den t i t6  (I2) a l ieu p o u r  rou tes  les va r i ab les  (2), 

li6es p a r  les r e l a t ions  (I). 

Les  ident i t6s ,  a n a l o g u e s  g l ' idengi t6  (12) e o n c e r n a n t  les 6gal i t6s  (i), p e u v e n t  

6ga lemen~ ~ r e  6cri tes  p o u r  les 6gal i t6s  (3): 

(Ei, E~) = (pi - -  , i ,  10~ - -  , # )  -~ ( - - I ) i + #  ~ ( - -  I)r+ ~ ~i,~(Vr, G s ) ' ,  " ; (14) 
r, 8 

les d & e r m i n a n t s :  

D(G~,  G~ . . . .  G~) et  IV',~ 
v = D ( p ,  ~,...~,~) ,,,~1 (15) 

i 1)H. GILBERT, Sur une propri6t6 de la fonetion de Poisson et sur l'int6gmtion des 6quations 
aux d6rivdes purtielles (Comptes rendus, t. 9I, I88o, pp. 541--544 et pp. 613--616); Sur une pro- 
pri6t6 de 1~ fonction de Poisson et sur la m6thode de Jacobi pour l'int6gration des ~qu~tions aux 
ddriv6es partielles du premier ordre (Annales de la Soci6t6 scientifique de Bruxelles, Vol. 7r 2 partie, 
1881, pp. 1--16). 

P. MA~SlOI% Th6orie der p~rtiellen Differentialgleiehungen erster Ordnung (Berlin, 1892 , 
pp. 164--I7o). 

3 1 - - 3 3 4 3 .  A c t a  m a t h e m a t i c a .  61. l m p r i m 4  lo 9 a0fl t  1933. 
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ne sour pas nuls en vertu des connexions (3) 

~ / # o  et [ r., ~]i, k [ ~ O, 

et pour les 6galit~s (4): 

(E, ,  E~) = (~,, - -  ~ , ,  p~ - -  ,p~) ( - -  ~)'+~ ,7 ( 

r~ t~ 

les ddterminants : 

D (p , ,  p~, . . pro) et [Y'~ 
- - -  - -  . . . . .  ] , k [  

( I 6 )  

(I7) 

(i8) 

ne sont pas nuls en vertu des connexions (4): 

~ = I ~ O  et [~,,~1 ~.~., ~ O. (~9) 

Faisons main tenant  la supposition que le systhme des relations (I) est un 

syst~me complet d'dquations aux d6riv~es partielles du premier ordre, ne contenant  

pas la fonction z: les parenthbses de Poisson: 

(Hr,  H , )  (20) 

sont nulles compte tenu des relations (I). 

En vertu de l ' identit6 (I2) 

les parenthgses de Poisson: 

sont ident iquement  nulles. 

le systSme d'dquations (5) est en involution: 

(E,, 14) (2~) 

En vertu de l ' identit6 (I4) et de la seconde in4galit6 (I6) le syst~me (3) est 

un syst~me conlplet: les parentheses de Poisson: 

((;~, ~),  (~) 

gr~.ce aux relations (3), sont nulles. 

Gr'~ce '2 l ' identit6 (I7) et '~ la seconde in6gMit6 (I9) , le systbme d'~quations 

{4) est un syst6me complet, mais c'est un syst~me complet d 'une esp~ce parti- 

culi~re: les parentheses de Poisson: 

(F,, F~), i < k (23) 

sont nulles en vertu des connexions: 

.~',~ O, t i+2  O, . . . A[,n O. (24) 
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E n  ddfini t ive nous  avons  le t h6or~me  g~ndrM: 

>>Si le sys t~me (I) d ' dqua t i ons  aux  d6riv~es par t i e l l e s  du p r e m i e r  ordre ,  qui  

ne  c o n t i e n t  pus la  f onc t i on  z, e s t  comple t ,  a lors  t o u t  a u t r e  sys t~me,  a lgdbr ique .  

m e n t  dqu iva len t  s lui,  es t  auss i  complet>> 

et  une  sgrie de conc lus ions  pa r t i cu l i~ res :  

>>Les sys t~mes  (3), (4) son t  comple t s ;  le sys t~me (5) est  en involution>). 

S ' i l  es t  poss ib le  de r6dui re  le s y s t ~ m e  ( I ) s  1%spect (U):  

U 1  = x l  - -  ~ 1  ( x 2 ~  . . . X k ~  X k + l ~  �9 �9 �9 X m ,  X m + l ~  �9 �9 �9 X n ,  

291 . . . .  pk, pk+l . . . .  pro, p r o + i ,  �9 �9 �9 p n )  ~ O, 

U 2  = x 2  - -  ~,2 ( x 3 ,  �9 �9 �9 X k ,  X k + l ,  �9 �9 �9 X m ,  X m + i .  �9 �9 �9 X n ,  

-Pl,  p k ,  p k + l ,  . P , ~ , p , , + I ,  p n )  = O, 

Uk = xk - -  ~ (x~+l, �9 �9 �9 x m ,  X m + ) ,  �9 �9 �9 Xn,  

u )  p~ . . . .  p~, p~§ . . . p ~ ,  p~+~  . . . .  p,~) = o,  (25) 

U k + l  ~ - -  p k + l  - -  ~ k : ~ i  ( X k + l ,  �9 �9 �9 X m ,  X 'ra-F1,  �9 . .  X n ,  . 

101 ,  . . . p k , ~ g k §  . . . .  p r o ,  P r o + l , . . . p n )  : O ,  

U k ~ - 2  : P k + 2  - -  (?jOke-2 ( X k + l ,  �9 �9 �9 X ,~ , ;  X m - F 1 ,  �9 �9 �9 X n ,  . . . . .  

p~ . . . .  p~, p~+s, �9 �9 �9 p~, pm+~, �9 �9 : p,~) = o 

U,~ = p r o  - -  9~m (x~+~,  . . .  x m ,  x~+i ,  . . .  x,~, p~ . . . .  p~, pm+~, �9 �9 .p , )  = o, 

s l ' a s p e c t  (V):  

( v )  (26) 

V~ = x~ - o,1 ( x ~ , . . .  xm,  x ~ §  . . .  xn, p , . . . p , )  - o, 

V 2 = x 2 - -  ~o. 2 ( x 3 , . . .  x o ! ,  X m §  . . .  X n , ~ l ,  . . . p n )  = o ,  

V m  : X m  - -  (.Ore (Xm-{-1,  �9 . .  X ~ ,  ~01, . . .  p , )  = O 

ou, plus ggn6ra l emen t ,  ~ 1 'aspect  ( W ) ,  off m quan t i t6s  de la  s~rie (2), n o n  con- 

jugu6es  e n t r e  elles, s ' e x p r i m e n t  s u c c e s s i v e m e n t  s l"aide des au t res ,  a lors  de pare i l s  

sys t~mes  son t  t o u j o u r s  comple t s .  , 

L e s  sys t~mes  (g2), dqu iva len t s  au  sys t~me (I), d u n s  lesquels  m quan t i t~s  de 

la  s~rie (2), en  pa r t i e  con jugudes ,  s ' e x p r i m e n t  succes s ivemen t  s l%ide des au t re s ,  

son t  d g a l e m e n t  comple t s ,  ma i s  .ne nous  se ron t  p a s  f iec6ssaires  d u n s  ce qui  suit .  
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P a s s o n s  a u  s y s t ~ m e  des  m r e l a t i o n s  

H l ( x l l  . . .  X n ,  ;g, p l  . . . .  P n )  = o ,  

(~) H~ (~,, . . .  x~, ~, p . . . . p ~ )  = o, 

�9 o . o , . . . . . . .  o 

H ~  ( x , . . .  Xn, Z, p~ ,  . . .  p , )  = O, 

q u i  l i e n t  les  v a r i a b l e s  (2) e~ l a  f o n c t i o n  z des  v a r i a b l e s  xl ,  x~ . . . .  x,,. 

(~) 

D & i g n o n s  

( 2 7 )  

c h a q u e  sys~bme,  a l g 6 b r i q uem en t~  g q u i v a l e n t  au  s y s t b m e  (27) p a r :  

G~ ( x l ,  �9 �9 �9 x~ ,  z ,  p l ,  . . .  p,~) = o ,  

e ~  (x~, . . .  x , i ,  z ,  p~ ,  . . .  p,~) = o,  (28) 

G,~ (x~ . . .  x , ,  z ,  p ,  . . .  p n )  = o.  

A d m e g t o n s ,  q u e  le  s y s t b m e  (27) se r 6 d u i t  a u x  f o r m e s :  

F 1  = . P l  - -  qPl (Xl ,  �9 �9 �9 Xn,  Z,_O2, pa ,  �9 �9 �9 Pro, pro+l, �9 �9 �9 pn) = O, 

( ~ )  "~2 = P I 3 - -  ~ 0 2 ( X 1 , " ' "  X n ,  , g ,~98 , . pa ,  " ' "  pro ,  p r o + i ,  - . . p n )  = O, 

F m - ~ - p m  - -  ~0m(W 1, �9 �9 �9 Xn,  a, pro+i, Pro+2 . . . . . . . .  p n )  ~ O; 

R 0 = z - -  ~ o  (xi, . .  �9 Xn,  p , ,  p~  . . . .  pm-- l~  p r o , . . . P n )  ~ O, 

(~) n ,  = p ~ -  ~ ( x .  . x . ,  p , ,  p3, . .  p . , - 1 ,  p r o , .  p~) = o,  

�9 �9 . . . . .  . o . . . . . .  o . . . . . . . .  

R m - - 1  = .Pro--1 --~U'm--1 ( X l ,  �9 �9 �9 Xn, Pro, pro+l ,  �9 �9 �9 �9 P,,) = O, 

eg, p a r  c o n s e q u e n t ,  a u x  f o r m e s :  

:El = p ~  - -  g ,~ (x~  . . . .  x ~ , z ,  pm+~,  . . .  p~)  = o ,  

( ~ )  ~ = P 2  - -  ~D2(XI, " " "  X n ,  ,~, pro-I- l ;  � 9  = O, 

E , , = p , ~ - - g &  ( x  D . . .  Xn,  z ,  p ~ + l ,  �9 �9 �9 P~) = o; 

(29) 

(30) 

(3I)  
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S 0 : g - -  ( .o 0 ( x l ,  �9 . .  X n , . p m ,  P m - b l ,  �9 �9 �9 P n )  ~ O ,  

S~ : p ~  - -  ~o 1 (xi . . . .  x , ,  Pro ,  P r o + l ,  �9 �9 . P n )  ~ O, 

. . . . . . .  ~ . . . . . .  . . . . ~ ~ . . 

S , ~ - 1 - ~ p ~ - I -  ~ o m - ~  ( x ~ ,  . . . x , , ,  p ~ ,  p ~ +  ~, . . .  p , , )  ~ -  o; 

2 4 5  

(32) 

T O  = g - -  ( -00 - -  X 1 ( P l  - -  ( ' 0 1 )  . . . . .  X m - - 1  ( P r o - - 1  - -  O ) m - - 1 )  ~ - -  O ,  

T1 ~ P l - - w l  ~ O, 

�9 ~ ~ . ~ ~ ~ . . ~ ~ . . . .  

T i n - 1  ~ p m - - i  - -  m m - - 1  ~ O.  1 

(33) 

Q 

e~ 

Les  d6terminants :  

2) ( H ,  H,  . . . .  Hm) 
A = (34) 

V = D ( H ~ , H ~ , . . .  H , ~ ]  

D (z, p , . . .  p~ - l )  

ne sont  pas nuls en ver tu  des eonnexions (27): 

et 

(35) 

A ~ o (36) 

V ~ o .  ( 3 7 )  

En regardang z eomme fonet ion  des v~riables x~, x ~ , . . ,  x~ et en prof i tant  

de ra i sonnements  analogues  aux raisonnemen~s de Ph .  Gi lber t  ~, nous  6tablirons, 

sans embar ras  part iculiers ,  l ' identi t6:  

r 8 

(38) 

concernan t  les re la t ions (27). De pareil les identit~s peuven t  8tre auss i  ~crites 

pour  les gga l i t~s :  (28), (29) , (3o), (3I); (32), (33). 

Ayan t  fair  la supposit ion,  que le systSme des connexions (27) est  un systSme 

d '6quat igns aux d~riv6es par~ielles du p remier  ordre eontenang la fonct ion z, nous  

arr iverons  au th~orbme g~n~ral: 

1 Pour cela il est n~cessaire que le syst~me (27) ne contienne pas de connexions entre 
z ,  X l ,  . .  �9 x n  ou entre X l ,  x2 ,  �9 � 9  x n .  

Voir le renvoi I p. 24i. 
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>>Si le syst&me (27). d'6qu~tions uux d6riv6es purtielles du premier ordre, 

contenunt  la fonction z, est complet, alors tout  autre syst~me, algdbriquement 

dquivMent '2 lui, est uussi complet>) 

et ~ une s6rie de conclusions purticuli~res: 

>,Les systSmes (29), (30), (3I), (32) sont complets; le syst~me (33) est en 

involution.>> 

En g6n6ralisant lu m~thode de Jaeobi de l ' int~grution des systgmes complets 

d'dquutions lin6uires et homogbnes ~, nous avons introduit  les notions: d 'un 

syst~me lin6uire, homogb.ne des syst~mes complets successifs et d'un syst~me des 
syst~mes complets successzfs, gdn6rulisunt le syst~me de ffaeobi. 

Eu rdulisunt lu gdnSrulisation de lu m6thode de Jacobi-Muyer de l ' int6gration 

des dquations non lin~uires et des systgmes eomplets d'6quations non lin6aires, 

qui ne cont iennent  pus lu fonction z ou qui lu contiennent,  nous introduirons 

les notions: d 'un syst~me non lin6uire des syst~mes complets successifs et d'un 

systdme fondumental  des syst~nes complets successifs. 
Le systSme eomplet (A) --(I): 

t t  1 - -  o ,  t I  2 = o ,  . . . H , , - :  - o ,  H m  ~-- o ,  (39) 

no eontenant  pus lu fonetion z, pour lequel les purenth5ses de Poisson: (Hr, H,), 

(r ,s  -= I, z , . . .  m) sont nulles, en vertu des dgulit6s (39), s'appelleru un syst&nc 
non lin6aire des syst~mes co mplets successifs duns le cas, oil les systgmes: 

H, = o, H~ = o . . . .  H,,,_, = - o ;  (40) 

H , = o ,  1 t ~ - o , . . .  H , n - ~ = o ;  (4~) 

/-/~ = : o ,  H . - -  o ,  /,r~ = o ;  (42) 

H i  - -  o, t ~  = o (43) 

sont eomplets; sont done @ales '2 z6ro les purenthb, ses de Poisson: 

1. G. I)FEIFFER, La gdndralisation de la mdthode de Jaeobi de l'int~gration des systitlnes 
complets d'6quations lin(~aires et homog(,nes; 1,~ g(indralisation des recherches correspondantcs de 
Clebsch (Bull. de l'Acad, des Sciences de I'URSS, I93 H pp. Io5I--IO87). 
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(Hr, II~), r, s c o m b i n a i s o n s  des  n o m b r .  I,  2 . . . .  m - -  I,  - -  en v e r t u  des  dgal .  (40); 

'~ ~ , ,' ,, I ,  2 , . . .  m - - 2 ,  ~ ~ ~ ~' ( 4 I ) ;  

,, >~ ,> ,~ ~> ~, 2, 3, >~ >> ~ >' (42); 

(II~, I-t~) ~ ~ ~' '~ (43). 

C h a q u e  sys t6me  (4o), (4I)  . . . .  (42), (43) es t  un syst~me non  l i nda i r e  des sysff~nes 

eom))lets s uccessifs. 

Le  sys tSme  e o m p l e t  (C ) - - (4 ) :  

F r o - - o ,  ~ , , _ , : = o , . . .  F_,-==o, l"~ : - o  (44) 

es~ u n  syst~me non  l i nga i r e  des systt~nes complets s.uecessiJ;', pu i sque  les sys t~mes :  

F r o - - O ,  ~ : m - - 1  = O , . . .  / 7 ~  = O ;  (45) 

/",,  == o, I"~-~ = o, . . . ~;a =:~ o; (46) 

1"~ = o, _~' ~ -1  = o (47) 

song eomple t s .  P r e n m ) s  le p o u r  le syst~me f o n d a m e n t a l  des  systi'mes complels 

s uccessifs, ne e o n t e n a n t  pas  l a  f o n e t i o n  z. 

Les  sys t~mes  (U), (V), (W),  off l ' on  p r e n d  les ~qua t ions ,  's pa rg i r  de la  

p r emie re ,  e t  le sys t~me (D)- - (5) ,  e o m m e  sys t~me  en i n v o l u t i o n ,  s o n t  des  syst~mes 

des systbmes complets successif~. 

Le sys t~me  c o m p l e t  (?[)-~-(27): 

H i = o ,  H,., =- o, . . . t i m = o ,  

c o n t e n a n t  l a  f o n c t i o n  z, s ' a p p e l l e r a  

( 4 8 )  

syslgcme non  l i n6a i r e  des syst~'mes complets 

suecessifs d a n s  le cas  off les  sys t~mes :  

son t  comple t s .  

t f  1 ~ O, H ,  2 = o ,  . . . g i n - 1  = o ;  

H I = o  , H ~ = o , . . .  t t m - 2 = O ;  

. . . . . . . .  . . . . . . .  

H ,  - o ,  H , = o ,  H 3  - -  o ; 

H 1 =: O, /-/.; - '  O, 

(49) 

(so) 

(s2) 
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Les sys~mes (g) --  (29), ( ~ ) -  (3o), (~) --  (3I), (~) --  (32), off l'on prend les 

6quations, g partir de la premiere, et le syst~me ( (~ ) -  (33), comme syst~me en 

involution, sont des syst~mes des syst~mes complets successifs. 

C'est le syst~me (~)--(29), e~ non le syst~me (~ ) ) -  (3 o) que nous prenons 

pour syst~me fondamental des syst~mes complets #uccessifi ~. 

Remarque. Le syst~me comple~ d e  deux 6quations, ne contenunt pas la 

fonction z ou la contenant, est g regarder comme un systdme des systdmes complets 

8uCCe88gfs, 

La g6n6ralisation de la m6thode de Jacobi-Mayer? 

La g6n6ralisation de la m&hode de Jacobi-Mayer, que nous proposons, 

consiste en ce qui suit: il sera monet6, que l'on peut r6duire les syst~mes corn-  

plets donn6s d'6quations aux d6riv~es partielles du premier ordre g une forme 

plus g6n6rale que la forme habituelle. 

Pour exposer le fond de la m&hode de Jacobi-Mayer de l 'integration des 

syst~mes complets d'6quations non lin6aires, ne con~enant pas la fonction z, on 

n'a pas besoin de r6duire le syst~me complet donn6 (A)--(I) g la forme (D)--(5), 

qui est en involution, - -  il suffit de le remplacer par le syst~me fondamental des 

systdmes complets successifs (C)--(4): 

F1 = p l  - -  q~l (x, . . . .  xn, p~ . . . .  pm, pm+~, . . .  p , ) -  O, 

( c )  - . . . .  p , , )  = o ,  ( s 3 )  

. . . . . . . . .  . , �9 , . . . . . . .  , ~ �9 

Fm =pm--qD~ (X,  . . .  X, ,  p~+~, . . .  p , )  = O. ~ 

Ajoutons au syst~me (53) la connexion: 

W ( x , , . . .  x , , p ~ + ~ , . . .  Pn) = a (54) 

et exigeons que conjointement avec les 6quations (53)elle donne un syst~me corn- 

plet. Pour cela il est n6cessaire, que les parentheses de Poisson: 

1 G. I)FEIFFER, La gdn6ra l i sa t ion  de la m6 thode  de Jacobi-Mayer  (Comptes  r endus ,  

193o, pp.  I iO7- - I iO9) .  
Quand  m = I7 on re~oit une  6quat ion .  

t. I91, 
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O~_ O/';- 

j = l t O l ) j  O q "  OXj Ot~d] 
(55) 

. _  ~t , ll " 0  o e _  ~ 0 9 , o e  ~ I ~ , o e  
- -  f )Xi  j = i + l O p j  OXj  j ~m+llOloj OX~ 

i :  I,  2, . . . ~  

soient nulles en vertu des relations: 

l " t , - - o ,  t ' ~ + , 2 = o , . . ,  l "m=o , '  (56) 

ou, ce qui est la m4me chose, en vertu des 6gMit6s: 

Ei+l=:-o ,  ] ' . ' i t 2 = o , . . .  J~',,,--:o. ( 5 7 )  

D6signons le %sultat  de la substi tution des expressions: 

~)i r ' l  ~ ~ ] i t l  ( X l ,  ' �9 �9 X n ,  p I l l q - 1 ,  �9 �9 �9 ~), ,) ,  

p i + 2  = ~ p i + 2  (95' I . . . .  X n ,  p r o + i ,  �9 �9 �9 p n ) ,  ( 5 8 )  

l ) m  = ~-]o, (//31, �9 �9 �9 X n ,  p m  t l . . . .  p:,,), 

dans la fonetion: 

P i ( x ,  . . . .  Xn, :p,+, . . . .  p .... P,,,+,, . . . P,,) (59) 

par (Pi): 
( I ' , . ) -  P ; ( x , ,  . . .  x , , ,  VJ ,+ , ,  . . .  W .... p ~ + , ,  . . .  p, ,) ,  ( 6 0 )  

alors la fonetion �9 sera l ' int6grale du systgme d'6quations lindaires: 

x,(,D)__ ~  [~176 1o~,10'1, . [ ~  
oxl lo Vii ox.., - l o p ,  l oz.~ . . . .  lop, ,I  ox,,, - 

x , ( . )  :=: o.  (o~,io. io~qo. 
Oz., - -  \Opa ] 0]~); . . . .  lop,, /O-xm - -  (6I) 

- a)-~ b ~ j - w ~ . ~ f o j v l  = ~  

x,,,(~)= ox,~ 7 : ~ + g  a,,; ) o ~ -  ' ' ~  ox, ~ a~t .... o 
�9 3 2 - - 3 3 4 3 .  Acta  mathemat iea .  61. l m p r l m 6  lo 10 a o f i t  1933.  

_ 0 ~  0 �9 / 
o ~  op, . t  ' 
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La m6me fonction @ est l'int6grMe d'un systSme en involution d'6qnations 

lin6Mres: 

o o { ,  ( o v, , o a, ov,,o~o) 
(E,, ~) o~, j=~+~\ojv Ox~ o,~ ~ =o,  (6~) 

i =  I ,  2, . . .  Jn. 1 

De lg d6coule, que le syst~me (61) est c0mpleL 

Le syst~me (61) appartient an type des syst~mes lin6aires homog~nes, 

pr6sentant les syst~mes des syst~me,~ complets successifs, g6n6ralisant le syst~me de 

Jacobi: ses op6rateurs diff&entielles s'6crivent immddiatement. ~ 

Pour l'6quation : 
x ~ ( f ) = o  (63) 

et pour les systbmes complets: 

X~ (f) = o, X~_,  (f) : o; 

x ~  ( f )  = o, X ~ - l ( f )  = o, . . .  

(64) 

X ~ ( f ) = o  (65) 

les transformations infinit&imales: 

x~_,(f), x,,_~(f), . . ,  x,(f)  (66) 

sont des op6rateurs diffdrentiels. 

Attendu que les intdgrMes ind6pendantes du systbme (6I) sont ind@endantes 

par rapport aux variables: 

Xm+l,  �9 . .  Xn, pro+l, �9 .. p,, (67) 

il existe toujours la connexion (54), qui se r6sout par rapport g une des variables: 

pro+l, �9 �9 �9 pn, (68) 

par exemple, pm+J. 

Le cours ult6rieur des raisonnements est clair. 

Duns l'int~gration pratique il est souvent avantageux de profiter des formes 

(U), !V), (W) du syst&me complet donn6 (A)--(1) au lieu du syst~me (D)--(5) en 

involution et du syst~me fondamentM des syst~mes complets succes~fs (C)--(4). 

1 ED. GOURSAT, Legons sur  l ' intdgrat ion des @quations tmx ddriv6es partielles du premier  

ordre (Paris, I92I  , pp. 274--275). 
2 G. PFEIFFEIr Sur les opdrateurs d 'un  Systbme eomplet  d 'dquations lindaires et homog6nes 

aux d6rivdes partielles du premier  ordre d 'une fonetion ineonnue (C. R., I93O , t. I9o , pp. 9o9- -9 I  I). 
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L~ diff&ence eonsiste en ce que les formes (U), (V), (W) peuvent amener 

g l'int~grale de S. Lie et non p~s g l'intggrale de Lagrange. 

Depuis les indications de P. Mansion, les r~sultats de M. N. Saltykow e~ 

nos recherches la construction de l'int6grale de Lagrange d'apr~s une int~grale 

de S. Lie ne pr6sente pas de difficult~s. 

I1 es~ ~rgs int6ressant de consid&er les syst~mes d'~quations linSaires qui 

son~ li& aux formes (U), (V), (W) du syst~me (A)--(~). 

L'5qua~ion: 

(xkq-1, . . .  Xm, Xm-I-l, . . . Xn, Pl, " "  pk, p~'n-kl, . . . pn) = a, (69) 

r~unie aux 6quations (U), donne un systgme complet, si 1~ fonction �9 est une 

int~grale du systgme d'~quations linSaires: 

0 0  
171 (~) -- + 

Op~ o xd ~ + to xA op~ + + to ~.J op~ 

t~pp~l ~ ~ Ox~ - to  x~lO pA 
j = k + l  1 

O, 

~(~)__ o~ l-O~l o~ [o~1 o~ 
- ov~ + to x d  ~ + + to x~d op~ 

_~ [o~.q o ~ _  o~.q o ~ _  [o~1.o~ ~ 
j=k+~ L O p j l  Oxj  j=~+~l[op.~-] Oxj [Oxj_[ o p j l  o, 

o ]  o qoo} 
j = k + l  = 1 

(7o) 

Yk+~(q)) -- OXk+l L0pk+2J Oxk§ 
[~§  o~ . . . . .  p~§ 1 o~ 

Opk+aJ Oxk+a L O pr~ I Oxm 

O, 

o~ �84 [o~§ o~ _ [ 0 ~ k + q ~  

I o, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  : �9 . 

oo  z+{[oqoo  o<oo} 
Ym(q))= Oxm J :  , ~ ~ [Ox i lO~p~  = o ;  
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les crochets indiquen~, que les quantit6s: 

Xl} �9 . �9 Xk~ J ) k + l }  �9 �9 �9 ~O~'l 

sont~ remplac6es pa r  les fonc~ions des quantit~s: 

(7~) 

fournies par les 6quations (I). 
Le syst~me (70) est complet, il appartient au type des 'syst6me lin6aires 

homog6nes pr6sentant les s y s t ~ m e s  d e s  s y s t ~ m e s  c o m l ~ l e t s  s u c c e s s i f s ,  g6n6ralisan~ le 

syst6me de Jacobi: 

L'6quation : 

( I )  ( X m + l ,  . * . X,~,} ~ 9 1 ,  . . . p n )  ~ -  a ,  ( 7 3 )  

r6unie aux 6quations (V) donne un  syst~me complet, si ia fonction q) est une 

in~6grale du syst6me d'6quations lin&ires: 

Zl ({v).- Oio~ lo ~! o p~ - \o x:j 8V~ - lo~m! op,~ 

Z._ (@)  Op. ,  - -  ~ 0  x J  O p ,  - - '  ~ O x m ]  O p ~  (74) 

Zm(q})= 

les.parenth~ses ( ) indiquent, que les quantit6s: 

X l ,  X2,  . . - X m  ( 7 ~ )  

sont remplac6es par les fonctions des quantit6s: 

x m + l ,  . . . Xn ,  P l ,  " �9 �9 p n ,  (7 5 )  

trouv6es s l'aide des 6quations (I). 

x .e+l ,  �9 . .  x ,~ ,  x , , + l ,  . . .  x ~ ,  P l ,  . .  �9 p k ,  p r o + l ,  �9 . .  p n ,  ( 7 2  ) 



La gdndralisation de la mdthode de Jaeobi-Mayer de l'intdgration etc. 253 

I1 n'est pas diffieile de comprendre, que les raisonnements exposds pour les 

syst~mes (U), (V) sont aussi applicables au systgme (W). 

Des systb.mes (f2), comme nous avons dit, nous ne profiterons pas, et voilg 

pourquoi. Les systgmes d'dquations lindaires, ddterminant la fonction @, lids 

aux systdmes (~2), sont complets, mais ne prdsentent pus les s y s t ~ m e s  lindaires 

homogbnes d e s  s y s t ~ m e s  comio le t s  s u c c e s s i f s ,  gdndralisant le syst~me de Jacobi. 

Pour exposer le fond de la m&hode de Jaeobi-Mayer de l'intdgration des 

systbmes complets d'dquations non lindMres, contenants la fonction z, on n'a pus 

dgalement besoin de rdduire le systbme complet donnd (~1)- (27)g la forme 

(| qui est en involution, il suffit de le remplacer par le s y s t d m e  fonda- 

mental d es  s y s t ~ m c s  c o m p l e t s  s u c c e s s i f s  (~)--(29): 

F 1  = P l  - -  99, (Xl,  �9 �9 �9 x~,  z ,  P2, Ps,  �9 �9 �9 pro, pro+l ,  � 9  �9 p,,) = o, 

(@) F ,  = p , ,  - -  992 ( x l  . . . .  x~ ,  z ,  pa,  P ~ , . . . p m , p ~ + l , . . . p , ~ )  = o,  (77)  

F m = p ~  - -  9 9 , , ( x ,  . . . x, , ,  z ,  pro+l,  pro+2, �9 . . . . . .  pn) - -  0.1 

Ajoutons au syst~me (77)  la connexion: 

O ( x l , . . .  x~, z, p~+l . . . .  p~) = a (7s) 

et exigeons, que conjointement avec les dquations ( 7 7 ) e l l e  forme un systgme 

complet. Pour cela il e s t  ndcessMre, que les crochets de Weiler: 

Ox~ O p j  O x  i + p i - -  - -  99~ N j = i + l  j=i+l O p j  p] 1 0 p j  OZ 
(79) 

' top  + oTP ]op t ' j=m+l 

i = I , 2 , . . . m  

soient nuls en vertu des relations: 

F . i=O,  xP'~+ I = O , . . .  Fro=O,  (so) 

1 Quand m= 1, on n'aura qu'une 6quation. 
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ou ce qui est  la m4me chose,  en vertu des 6galit6s 

E l : O ,  - E i + l : O ,  . . .  E m : O .  

D 6 s i g n o n s  le r6sultat de la subst i tut ion  des express ions:  

Pi ~-- ~)i (Xl, �9 .- Xn, Z, pro+l, �9 - -/'On), 

p i + l  --~- ~ i + l  (Xl, . . .  Xn, Z, p m + l ,  . . . p n ) ,  

dans  la fonct ion:  

p.r [Q,]: 

p , ,  = g,,,~ ( x ,  . . .  x,,, z ,  p,n+~, �9 �9 �9 p, , )  

Q i ( X l ,  . . . Xn ,  Z,  p i ,  . . . P r o ,  p r o + l , . . . 2 O n )  

[ Q i ] ~  Q i ( x l , .  . . x n ,  z ,  lp i ,  . . . ~ m ,  p m + l ,  . . . p n ) ,  

Mors la fonc t ion  q) sera l' int6grMe du systSme d'6quations lin6Mres: 

0(1)  
X 1 ( (~)- - -  O X  1 

[e~,lO~ [ e ~ , l a ~  . 1 ~ , 1 o ~  
o p ~ / ~  - to p~ /o .~  . . . .  top,,,] ~ + 

+ ~ ' - Z t m , , j * ; - - Z  la-ia;J~'qo~ 
j=2 j : r a  + l 

~t 
-Z~P~, I  ~176 tP~:l ro~,~ ~o~I 
j:.,+l[[OpjjbT:i- ~[Oxj] + [~Tz JPJl op#t= 

" O x 2 -  [ O I , ~ J  Ox~ . . . .  [ O p , , . j  ~ + 

~- ga,~-- uOpj i gaj-- p; 
j=3 j=m+l  

x,, ,(e)-- oa~ { " I-o~.,] /oa~ 
0~:;,; + ~ ' , ~ - Z  l-~-Jp, lo~ 

j=m+l  

gl [oq%,l \ c)a)~ 
+ [ o~ lPq opd - 

O, 

O, 

O. 

(8,) 

(8~) 

(83) 

(84) 

(85) 
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Le syst~me d'6quations lin~aires, li6 au systSme (~)--(3I),  est un cas parti- 

eulier du syst~me (85). 

L 'ensemble des op6rations, auxquelles a &g soumis le systgme (~)--(29), esg 

applicable aussi au syst~me (~)--(3o). 

La  connexion : 

O ( x D  . . , x , ,  p , , ,  . . . p , , )  = a ,  (86) 

r6unie aux 6quations (3o), donne un systSme complet, si les crochets de Weiler :  

e t  

[Ro, (p] = _ ~ O-~ o 0 q) ~ [ Owo\ 0 @ 
j = l  Opj  O X j  j~m~flgJ--~X, jJ O~Oj 

0@ 
[R~, O] - -  Oxi ~=~+ op~ Ox~ s=~\opj Ox~ Oxj ~pj 

i ~- I, 2, . (m- -  I), 

(87) 

(88) 

sont nuls en vertu des relations: 

et 
/~1  = O,  /~2  ~ O, �9 �9 �9 / ~ m - - 1  = O 

R i +  1 : o ,  / ~ i + 2  " - -  O, . . . / ~ m - - 1  : O ,  

(89) 

(90) 

ou ee qui est la mSme chose, en ver tu  des 6galit6s: 

e t  

S 1 = O ,  S ~ - = o , . . .  S m - l = o  

S i + l  o,  S i+2  = o,  . . . S m - 1  = o.  

( 9 1  ) 

(92) 

D6signons le r6sultat  de la subst i tut ion des expressions: 

dans la fonc~ion: 

P i + l  = o/i+1 (Xl . . . .  X n ,  P m ,  �9 . .  p n ) ,  

p ~ + 2  = o / i + 2  ( x l ,  �9 �9 �9 x , ,  p ~ ,  . . .  p , ~ ) ,  

p m - - l =  o / m - - l  ( X l ,  . . . X n ,  p r o ,  . . . p n ) ,  

par [Ni]: 
N i  ( x j ,  . . .  X n ,  p i  +1 ,  �9 �9 �9 p r o - - l ,  ~ )m . . . .  pn) 

[ N i ]  = ~ V i ( x l , . . .  x•, o ) i + 1 ,  . . . o / m - 1  , p r o , . . .  ~0n), 

(93) 

(94) 

(95) 
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alors la fonction @ est l'intdgrale du syst~me d'dquations linSaires: 

j=l j=m 

i = I , 2 , . . .  (m- -  ~). 

Le systbme d'~quations linSaires, lid au syst~me (~).(32), est un eas parti- 

culler du systbme (96). 

La fonction q) de l'dquation (86) est, en m~me temps, l'int4grale du syst~me 

complet des ~quations lin~aires: 

[To, @] ---- o, (T1, 0) = o . . . .  (Tr~-l, (1)) = O, 1 (97) 

qui est li~ au syst~me en involution (| en vert u de cela les syst~mes (85), 

(96) son~ complets. 

Le syst~me (85) appartient au type de systSmes lindaires homog~nes, prd- 

sentant les syst~mes des syst~mes complets successifs, g~n~ralisant le systSme de 

Jac0bi, pour lesquels s'dcrivent imm~diatement les opdrateurs diff~rentielse; le 

systSme (96) ne s'approche pus de ce type, on dolt en faire la transformation. 
/ i p De 1~ decoule, qu'il faut, avant le syst~me (~)--(30), profiter preferablement du 

systSme fondamental (~)--(29). 

Exemple. 

Prenons le syst~me complet de deux dquations: 

1~ =-Pl + ( x ~ p ~ -  x4pa)x~p~ + ( x 3 x 4 -  x2)P~ 
Xl P~ Xl 

F~ : p~ -- xlP3 : o; 

�9 (F1, F~) = O en vertu de F 2 = o. 

- -  O ,  

(i) 

1 ED. GOURSAT, Lepons sur  l ' in tdgrat ion des dquat ions aux ddrivdes part iel les  du premier  

ordre (Paris, I92I , p. 289). 
2 G. PFEIFFER, Sur les op~rateurs d 'un  syst6me eomple t  d '~quations lin~aires et  homog~nes 

aux d(~rivdes par~ielles du premier  ordre d 'une  fonet ion ineonnue.  (C. R., I93o, t. I9o, pp.  9o9- -9 I I ) .  
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Le syst~me (1) esg un syst~me fondamenta l  des syst&nes complets suecessifg. 
Ajou~ons au s y s ~ m e  (I) la connexion: 

{I} (Xl, X~, X3} X~,, P3'-P~) = a (2) 

et exigeons que les 6quations ( I ) ,  (2)  donnent  un syst~me complet. 

La  fonction @ doig 4ire l ' int6grale du systOme l in&ire homog~ne des syst&nes 
comlolets successor% g6n6ralisant le syst~me de Jacobi :  

x~ (xl x~ P3 - -  x~ P4) 0 �9 0 

Oq) Oq) 
- ~ ' P ~  0 L  - [(x, ~ + ~3) p ,  - 2 ~ , p ~ ]  ~ = o.  (3) 

O 0  O 0  
x~(~) = Ox~-  ~' ~ = o ;  

X 1 X ~  (t~) - -  X 2  X 1  (11~) - -  (I  - -  X 1 X4) X 2  (lIT}), 
x l  

Les in~6grales indgpendantes de l '6quation: 

x ,  ( ~ )  = o (4) 
sont les fonctions:  

( O I = X  D f9,2 = X4~ {08 =11}8, 1104 = j 0 4 }  (-05 = X 8 =t-- X l X  2, (5) 

La transformation infinit6simale : 

Xl (~) 
est l 'op6rateur de l '6quation (4): 

X, (co D = i, Xl  (r = - r X1 (w~) - ~ ~.~, 

X ,  ( ~ )  = ~ .  o,~. 

(6) 

(7) 

Formons la fonction: 

33 - -  3343. Acta mathematica. 

0 (r r w3, r%, ~%) 
61. Impr im~ lo 10 aofit 1933. 

(8) 
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de fagon q u e :  

x~ (o)-- oo ~ oo oo oo oo 
0 co 1 ~o.~ ~ - w 2 ~% 0~%~ + (2 ~o,~ w ,  - -  ~% ~%) ~ + ~o.z o~ 5 ~ : o ,  (9) 

d~o_  do,~ _ de% = do,, _ - -  d~~ (,o) 
I - -  fO~ - - - 0 ) 2 0 )  3 2 (02 f04 - -  0)3 O) 5 0 ) 2 0 )  5 

On voit uinsi qu 'une int6grale du syst~me: 

est l 'expression : 

x , ( ~ )  = o, x , ( ~ )  = o ( , , )  

~ .  (,2) 
r 2 

O n  peut  prendre 1~ connexion (2) de la forme:  

P ~ = a .  (I3) 
Xa 

Les 6qu~tions (I), (I3) um~nent au syst~me fondument~l  des syst~mes complets 

successif3: 

J~ = P l  + (x~p~-- x4p4)x~p ~ + (x~x4--  x~)p2 = o, 
X l p  3 Xl 

72 = P2 --  xl P.~ = O, 

f3 =- P.~ - -  a x 4  - -  o; 

(fl,f'2) : o en ver tu  de f,~ = o, 

( A , f 3 )  : o en ver tu  d e  f ~  : o ,  

( A , A )  -= o. 

(i4) 

Ajoutons  ~u syst~me (I4) 1~ connexion: 

W ( x .  x~, x3, x~,p~) = b (i5) 

et exigeons, que les 6qu~tions (I4), (I5) donnent  un syst~me complet.  

L~ fonct ion W doit  4tre une int6grale du syst~me lin6aire homog~ne des 

syst~mes complets successifs, gdn6rulisunt le syst~me de J~cobi:  
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YI 
O W  i 

w )  - Ox--  ~ + - -  gtX 1 
{x, [, (2 ~, x~ + x~)-p~] - ~ }  o w 

O W  . : O W  O W  
X4a (a x 1 x 2 - - p l )  O x  3 - -  x 4 0 x ~  - -  x4" [a (x 1 x 2 ~- x3) - -  2/'04] ~ = o, 

G 
O W  O W  

W) = O x~ - -  x~ O x3 ~- O, 

Y . ~ ( w )  = o w o w 
' o~W + a o V i = o ;  

Yl G ( w )  - �90 y , ( w ) -  ' - ~ , x ~  G ( w ) ,  
Xl 

y~ G ( w ) -  G G ( w ) =  x~ G ( w ) ,  

G r ~ ( w ) - -  r~ G ( w ) - =  o. 

Les int6grales ind6pendantes de l'6quation: 

r ~ ( w ) =  o 
sont les fonctions: 

La transformation infinit6simale: 

r~ (w)  

est l 'op6rateur de l'6quation (I7): 

Choisissons la fonction: 

de fagon que: 

0 9  O& 

d~0~ = d~4. 
I a ~ ,  
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(16) 

(i7) 

(18) 

(I9) 

(20) 

(2I)  

(22) 

(23) 
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De  1s on  d6duit ,  qu ' au  syst~me:  

Y~(W)=o, Y~(w) = o  

a p p a r t i e n n e n t  les in t6gra les  i n d @ e n d a n t e s :  

~)I = 091' '(P2 = 093, ~)3 = 94 -- a ~o I 992. 

La  t r a n s f o r m a t i o n  inf ini t6simale:  

est  l ' op6 ra t eu r  du  systbme (24). 

- A t t e n d u  que:  

~71 (991) = I ,  

alors  

yl(w) 

Y~ (~v~) I [~a (2 a ~o~ ~ - -  ~4) - -  a ~,,], 
a ~ol 

Y~ (gJ  = 9~ 9~, 

F o r m o n s  la fonc t ion ;  

07  ,., 07  07  
Y1 (~]) - -  O ~1 ~P,2 0~)2 2[_ 2 '~2 ~)3 "0 'lpg 

de fagon que:  

d g ' t  d~p~ __ d~p.~ 

I - - ~  2 '(,0, 2 '[P3 

De 1s on dddui t  qu 'une  in t6gra le  du systSme:  

O, 

y~(W)=o,  Y,~(W)=o, Y.(W)-o 
es~ l ' express ion:  

~)22 '(P3 = : t  (~04 - -  a ~1 9?,2) = x24 [P4 - -  a (x 1 x2 4- x3) ]. 

L a  connex ion  (I5) peu t  8tre  prise de la f o rme :  

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(2s) 

(29) 

(30) 

(3i) 

(32). 

(33) 

x] [p~ - -  a (xt x 2 + xs) ] - -  b. (34) 



La g6n6ralisation de la m6thode de Jacobi-Mayer de l'int~gration etc. 

Les 6qu~t ions  (I4), (34) donnent les expressions des d6r ivSes :  

P l  =- a x 2 x ~  + b, 

P2 = a x 1 xa, 

p~ ~ a x ~  

b 
P4 = a (xl x.~ + x:~) + 

X4 

et, "en mgme temps, 1~ fonet ion z: 

x4 
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(35) 

(36) 


