
FASTPERIODISCHE LOSUblGEN DER WELLENGLEICHUNG. 

VON 

S. BOCHNER 

in PRINCETON ~N. J. 

(l) 

mit >> elliptischer >> 

gemeinerung der klassischen Wellengleichung 

k 
0~ 
ot 

auf krummlinig'e Koordinaten bzw. Riiume ist. 

Wir  meinen die Gleichung 

k k 

linker Seite [Pr~zisierung erfolgt sparer], welche eine Verall- 

Die Koeffizienten a~), I, tt sind 

Funktionen der x l , . . . ,  xk in einem beliebigen (such unbeschr~nkten)offenen 

Gebie~ G des k-dimensionalen Raumes, und auch alle sonstigen Funktionen der 

x werden nur in. diesem offenen Gebiet betrachtet werden. Wenn eine Funk- 

tion, wie z. B. eine LSsung ~(x, t) yon (1), auch yon t abh~ngt, so durchl~uft t 

das Gesamtintervall [ - - ~ ,  ~].  

~blicherweise werden die Lssungen yon (I) dahin eingeschr~nkt, dass sie 

ffir j edes  t als Funktionen in x gewissen ~Randbedingungem> geniigen sollen, 

z. B. dass sie verschwindende Randwerte haben. Wie auch diese Randbedin- 

gungen im Einzelnen beschaffen sein nlSgen, sie sind immer >>linear>>. D . h .  

bezeichnet man mit ~ die Gesamtheit der Funktionen in x mit diesen Rand- 

bedingungen, und ist f l  c 5,  f2 c ~, und sind cl, c2 beliebige Zahlen, so is~ auch 

el f1  + c J ~ . c ~ .  1 

1 Alle Zahlen und Funkt ionswer te  sind bis auf weiteres reell. 
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Ffir die meisten, wenn auch nicht alle, Arten yon Randbedingungen genii- 

gen die LSsungen yon (I) dem Energieprinzip, welches besagt, dass das Integral 

k 

G 

von t unabhgngig ist. Auf die Gfiltigkeitsfrage kommen wir sp~iter zuriick. 

Neuerdings hat Herr  Muckenhoupt ~, im Falle k = I, und fiir die einfaehsten 

Randbedingungen eine wichtige Beziehung zwischen dem Energiesatz und dem 

zeitlichen Verlauf der LSsungen aufgewiesen. Er hat gezeigt, dass, ))ira qua- 

dratisehen Mittel fiber x~, die Funktion ~(x, t) eine fastperiodische Funktion 

yon t i s t .  Dieses Resultat wollen wir m5glichst allgemein und unter mSglichst 

scharfer Herausstellung der zugrundeliegenden Voraussetzungen erneut begrfinden. 

Die Begrfindung wird, wie bei Muckenhoupt, in einer direkten Verifikation der 

Bohrschen Definition der fastperiodischen Funktionen durch relativ diehte [arith- 

metisch nieht spezifizierte I Verschiebungszahlen bestehen. Die Schwingungseigen- 

schaften der fastperiodischen Funktionen scheinen in dieser wichtigen Anwen- 

dung, ebenso wie im Bohrschen Aufbau der Theorie, tats~chlich den Verschie- 

bungseigenschaften im Range nachzustehen; hieriiber wolle sieh der Leser aus 

dem Gang der nachfolgenden Betrachtung selber ein Bild machen. 

Das ganze Resultat ist fiberraschend, wenn man sich seine physikalische 

Deutung vergegenw~irtigt. Es besagt, dass im Falle eines beliebig krummlinigen 

Raumes, sofern nur die Zeitkoordinate unrelativistiseh abgesondert ist, jede ener- 

gie-konstante Welle in einem fastperiodischen Rhythmus schwingt. 

w ~. Der Energiesatz. 

Zur eigentlichen Fastperiodizit~itsaussage sind verschiedene Voraussetzungen 

notwendig, die wir im Kursiv-druck hervorheben und fortlaufend mit r5mis~hen 

Zahlen numerieren werden. Wir bemerken, dass man verschiedene unter den 

Voraussetzungen mildern, zusammenziehen, oder ggnzlich auseinander ableiten 

kSnnte. Aber wir wollen uns absichtlich von solchen akzessorischen Betrach- 

tungen m5glichst freihalten. 

1 c. F. Muckenhoupt, Almost periodic functions and vibrating systems. Journal of Mathe- 
matics and Physics, Massachusetts Institute of Technology, 8 (I929) , I53--I98. 
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I. Die Funktion tt(x) ist stetig, und die Funktionen av~(x ) besitzen durchweg 

stetige partielle Ableitungen bis zur zweiten Ordnung. 

II. Vorgegeben ist eine lineare Klasse ~ yon Funktionen in x, yon denen 

jede stetige partielle Ableitungen bis zur zweiten Ordnung besitzt. 

I I I .  Fiir je zwei Funktionen f ,  g aus ~ existiert in irgend einem STnne 

das Integral 

G G 

dx 

und hat den Wert null. 

Diese Forderung des Nullwerdens lguft auf eine Randbedingung hinaus, 

wie man erkennt, wenn man im Falle eines ))anst~ndig~ berandeten Gebiets G 

das Integral rechts in ein Integral fiber die Berandung yon G verwandelt. 

IV. Die Funlction q~(x, t) ist eine festgehaltene LSsung yon (I), t'on der Art, 

dass fiir jedes t die Funl~tionen 

(< t), o t) 

zu ~ gehSren. 

V. Das [nteg~al (2) 

die Differentiation lYsst sich unter dem Integral ausfiihren, 

existiert, ist eine differenzierbare Iunk t ,  on yon t, m,d 

(3) dt - a"q OxpOxq Ot + o r  " tt Ot~ l 
G 

02 q~ 
Wenn man hierin fiir #Ot~  die linke Seite 

die Funktionen 

0~ 

dx.  

yon (I) einsetzt, und III .  auf 

anwendet, so erhalten wir den 

E n e r g i e s a t z .  Falls die Voraussetzungen I . --V. zutrcflen, so ist 

E : cons~ans.  

Um den Energiesatz anwenden zu kSnnen, benStigen wir weitere u 

setzungen. 
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VI. 

integrierbar, d. h. 

Jede l':unktioa j" aus ~ ist mitsamt ihren ersten Ableitungen quadratisch 

(4) .1 "2 + l o l l - * +  + - ' < �9 " �9 ' { . X  a r  
~Ox~l 

G 

u n d e s  9ibt Zahle~ 

so dass 

O < C <  C, 

e ~ t b x ~ !  d x <  ' a x < C  = . ,  p, q Oxv OXq = ~v ~Oxp! 
G G (; 

<= , ~ C f ~ d x ,  

t ~ (; G 

dx  

wobei aueh die zwei mittleren Integrale als existierend vorau, gesetzt werden. 

Aus dem Energiesatz und VI. ergibt sieh, wenn man die positive Zahl 

A = einfiihrt, die wiehtige Relation 

~Oxp! ' \ o t  ! ! = - ,~ <t <~ d \ o x , !  + d x .  - |174  tot! ! 
G G 

Die mit  der LSsung ~(x, t) fiir i rgendein , gebildete Funkt ion  

(6) ~ ( x ,  t) - -  ~ (x, t + ,,) - ~ (~, t) 

ist wiederum eine LSsung, und wir setzen voraus: 

VII.  Die Voraussetzung V. wird yon allen Funktionen 

~(x, t ) - -  ~ ( . ,  t) 
e~fiillt. 

Daraus folgt dann fur  die Funkt ion  

(,) o(,,, = f - , ,)r § io,(x, ,,) ,,,(x, 
ox2, s t o t -  - -  b - t - - l  j dX 

G 

die Behauptung:  
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Fiir alle ~ ist 

Ob. Gr. q ) ( t + ~ , t ) ~ A  ~.Unt .  Gr. q)( t+~, t ) .  

231 

w 2. Die Verschiebungseigenschaften.  

Eine (ffir alle t) definierte Punk~ion F(t) heisse eine Muckenhouptsche Funk- 

~ion, falls die Werte  
- -  F ( t )  

nicht Zuhlen, sondern quadratisch integrierbare Funktionen in x sind. VVir 

ordnen jeder quudratisch integrierbaren Funktion a = f ( x )  als ihren ~)Betrag)) 

I c~l die GrSsse 

G 

zu. In diesem Sinne nennea wir eine Muckenhouptsche Funktion F(t) [gleich- 

mitssig] stetig, falls 

lim I F ( t +  ~:) --  F( t ) l  = o 
" g ~ O  

[gleichm~ssig in t], und wir nennen sie fastperiodisch, falls, wSrtlich wie bei 

Bohr, man zu jedem ~ ein l angeben kann, so dass jede Umgebung I ~ -  %1 < / 

eine Zahl �9  enth~tlt, fiir welche 

IF( t+  ~ ) -  F.(t)[ _-< 

Wenn man die )> abstrakte >> Muckenhouptsche Funktion /"(t) als eine kon- 

krete Funktion F(x,  t) ansieh~, so besagt offenbar unsere Fas~periodizit~tsdefini- 

tion, dass die letztere Funktion >~im quadratischen Mittel ~iber x>> fastperiodisch 

nach Bohr ist. 

Die Muckenhouptschen Funktionen sind Spezialf~lle allgemeiner >>abstrakter>> 

Funktionen, wie sie in einer voraufgehenden Arbeit des Verfassers ~, die wir mit 

>) V>> zitieren werden, systematisch untersucht wurden, t)ber solche allgemeinen 

Funktionen benStigen wir den folgenden 

S. Bochner, Abstrakte  fastperiodische Funktionen,  Acta mathematica,  6! (I933) , 149--I84. 
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Hilfssatz.  Damit  eine abs t rakte  Funk t ion  G(t) von der in >> V,>, w I be- 

t r ach te ten  Ar t  fastperiodisch (im dor t igen Sinne) ist, sind die folgenden Voraus- 

setzungen hinre ichend : 

I) G(t) ist s tet ig und beschr~inkt, 

2) der W e r t e v o r r a t  yon G(t) ist kompakt ,  d. h. jede Polge {t,} enth~ilt eine 

Teilfolge {tp,}, derar t  dass 

lim I " ( t , , J  - G (tv.) I = o, 
m , n ~  :c 

3) es gibt eine Kons tan te  A > o, so dass fiir alle 

(9) Ob. Gr. IG(t+~)--G(t) l<= A Unt. Gr. la(t+~)-(;(t)l. 
- - o v < t  < ~c - - ~ < t < ~ r  

Beweis.  Gegeben sei ein t > o. Unter  den Wer ten  c~ = G(t) gibt es eine 

endliche Anzahl  

(io) 

derart ,  dass fiir alle t 

C~ 1 ~ gd 2 ~ �9 . . ~ (~Jl 

Min la(t)  ",1----< ~; 
r 

denn wenn dem nicht  so w~tre, so g:,ibe es im Widerspruch  zur Voraussetzung 2) 

eine unendl iche Folge a. = G(/n), so dass f f i r  al le m, n 

W i r  be t rachten  nun 

annimmt,  so dass 

(~,) I ( ; ( t )  - H ( t )  l < 

und dass jeder  Wer t  (IO) mindestens einmal angenommen wird. 

nun  irgendeine Umgebung  

( I 2 )  I t ]  < ~ ,  

in we lche r  H(t) jeden W e r t  mindestens einmal annimmt.  

t I ein "1 aus der Umgebung (I2), so (lass 

I H ( t , )  - H(*,)  I = o .  

eine b eliebige Funkt ion  H(t), welche nur  die Wer t e  (io) 

(--  z r  t <  ~r 

Wi r  bet rachten 

Dann  gibt es zu jedem 
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N a c h  ( I  I )  i s t  

I G( t , ) -  Gff,)l ~ 2~, 

und die Voraussetzung 3) ergibt ffir alle t 

I G(t+ t 1 - . 1 ) -  (;(t)[ <= z A r .  

Die Zahl t l -  % liegt aber in der gmgebung [ t - - t , [ <  l, deren Mittelpunkt t 1 

als beliebig angenommen wurde, und 1 ist nur yon ~ abhgngig, womit der Hilfs- 

satz bewiesen ist. 

Wir kehren zu unserer LSsung qD(x, t) zuriick. Die Ableitungen 

O~ . Or OqD 

sind jede eine Muckenhouptsche Funktion in t, und auf Grund des Hilfssatzes 

wollen w i r  zeigen, dass sie fastperiodisch sind. Die unwesentlichen Vorausset- 

zungen I) und 2) des Hilfssatzes mtissen wir explizit formulieren, mit Ausnahme 

der Forderung der Beschri~nktheit, welche auf Grund yon (5) yon selbst erfiillt 

ist, also : 

VIII .  Jede der k + I Funktionen (I3) , als Muckenhouptsche Funktion If(t) 

betrachtet, 

I )  ist stetig und 

2) hat ei~,en kompakten Wertevorrat, d.h. jede unendliche Folge {tn} enthdlt 

eine unendliche Teiljblge {tvn}, so dass 

l im]  F ( t p , ~ )  - -  F ( t ~ , ~ )  [ = o .  
/t~, n ~  oo 

Die Voraussetzung 3) des Hilfssatzes hingegen ist mit der Relation (8) 

gquivalent. Sie folgt zwar nicht aus (8) fiir jede einzelne Funktion (I3); wenn 

man aber die k + I Funktionen (I3) als die vektoriellen Komponenten einer ab- 

strakten Funktion G(t) auffasst, deren absoluter Betrag durch 

8 

definiert ist, so erfiillt letztere Funktion auf Grund yon VIII .  und (5) und (8) 

sgmtlicbe Voraussetzungen des I-Iilfssatzes, und ist daher fastperiodisch. Wenn 
3 0 ~ 3 3 6 1 7 .  Acta mathematica. 62. Impr im6 le 20 december  1933. 
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G(t) fastperiodisch ist so sind es aueh die Komponenten ~13), und war haben 

daher den 

Satz 1. Falls die Voraussetzungen I . - - V I I I .  e~fiillt sind, so sind die t" + I 

3luekenhouptschen ~'unktionen (13)fastperiodiseh. 

Oq~ 
Insbesondere ist also die zeitliehe Ablei tung 0{ yon 90(x, t) fastperiodisch. 

Was nun die Fastperiodizitiit  von ~(x, t) selber anbetrifft ,  so ist sie nicht  mehr 

eine reine Folgerung aus dem Energiesatz. Um sie zu erzwingen, hat  Mucken- 

houpt  sich auf Probleme mit  allereinfachsten Randbedingungen beschr~inken 

miissen. Zu einem allgemeinen Resul ta t  gelangt  man, wenn man ein allgemeines 

Kri ter ium dariiber anwendet,  wann das Integral  einer (abstrakten) fastperiodischen 

Funkt ion  wiederum fastperiodiseh ist. Ein solches Kr i te r ium ist in >> V>>, w 5 

gegeben worden, und aus den dortigen Betrachtungen ergibt sich, dass in un- 

serem Falle die folgende zus~tzliche Voraussetzung ausreicht. 

IX. Die Mucke~houptsche Funktion F ( t ) ~  q~(x, t) i.~t be.r 

('4) I F(t) l -_< co.stans, 

and ihr Wertevorrat ist komIJakt. 

Und unser Satz lautet  nun:  

Satz 2. Falh" die Voraussetzm~g IX. hinzugenom,men u'ird, .~'o ist (inch die 

Muekenhouptsehe Fu~ktion ~(x, t) fastperiodiseh. 

Die Voraussetzung ('4) ist prinzipiell nieht  ein Teil des Energieprinzips; 

aus dem Energieprinzip selber folgt  eben nur  die Fastperiodizit~t  des >>Wellen- 

0 ~  
flusses)~ -0~ und nicht  der Welle selber. Und wir bemerken, dass die Betrach- 

tungen des folgenden Paragraphen  insofern yon der Voraussetzung IX. unab- 

h~ingig sind, als man in ihnen die Funkt ion 9~(x, t) durch die Funkt ion  Ocp(x, t) 
Ot 

ersetzen kSnnte, welche ja  auch eine L5sung yon (,) ist, und deren Fastperiodizi- 

tzit yon dieser Voraussetzung unabh~ingig ist. 

w 3. Die Schwingungseigenschaften. 

Wir  wollen von jetzt  an auch komplexwertige LSsungen von (I) zulassen 

[, die Koeffizienten a~q(x) und it(x) sollen nach wie vor reell sein], und zwar wollen 
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wir sowohl die Funktionenklasse ~ als auch den Begriff der LSsung dahin er- 

weitern, dass sie aus allen solchen Funktionen bestehen, deren Real- und Ima- 

gingrteil eine Funktion der bisherigen Klasse ~ bzw. eine LSsung der bisher 

betrachteten Art ist. Als erstes machen wir die Voraussetzung: 

X. Wenn man einem jeden Element a - - f ( x )  der (so erweiterten) Klasse 
den Betrag 

]=l=[f]f(*,l~dx] 1/~ 
G 

zuordnet, so bildet ~ ei~en komplex-lineare, Raum gem&s der Defi~itio~ i ,  * V,>, 

w  
Nach ,, V,>, w 6 kann man jeder fastperiodischen Funktion F(t), deren Werte  

Elemente aus ~ sind, eine sie eindeutig bestimmende Fourierreihe 

(~ 5) F(t)  ~ F,  a . ( x ) e ~ - '  

zuordnen: die Exponenten sind gewisse reelle Zahlen, und die Koeffizienten A,~(x) 
sind die dureh 

T 

A,~ = T+~lim 2IT f F(t)e-ia,~tdt 
- - T  

Insbesondere setzen wir die Fourierreihe (I5) ffir bestimmten Elemente aus ~. 

die Funktion 

an, und 

gehSrige 

~'(t) ~ ~ (x, t) 

wir wollen Bedingungen angeben, unter denen fiir je zwei zusammen- 

GrSssen (A,,, A,~) ihrer Fourierreihe die heuristisch sehr plausible Dif- 

ferentialgleichung 

(~6) 

besteht. 

XI. 

~p O~p(~q apqOAq) q-A'attA ~ 0  

Die partiellen Ableitungen 

OxvOxq 

si,nd in allen Punkten yon G vorhanden und stetig, ,tend sind Elemente von ~. 
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XI I .  Ion  jeder der l , 'unktio,e,  

OqD OqD 
(i8) f ( ~ ,  t ) = -  ~, 0 ~ ,  ' " " Ox,, 

gilt folge~des. Wem~ man sie dutch die Werte ,ul l  2"u ciner im ganzeJ~ k-dime~.~io- 

nalen Baum R definierten Fm~ktio,n erweitert, so gilt, ji'ir jede~" p , voJ~ der >) D~fferenz'~> 

da~'s 

h - -  Ox v dx ,  
R 

lira D h ( t )  = o 
h ~ 0 

gleichmS~.sig in t. 

Auf Grund dieser zwei Voraussetzungen sind auch die Funktionen (I7)fast-  

periodisch, und die Fourierreihen der Funktionen (17) und (I8) entstehen aus der 

Fourierreihe yon 9(x,  t) durch f o r m a l e  Differentiation. Um nun sicher zu sein, 

dass die beiden Seiten yon (I) fastperiodisch sind, machen wir die Voraus- 

setzungen: 

X I I I .  Die Funktionen 
O avq O'2 ap,j 

av~, Oa',,' Ox~Ox',' !i 

.,'iml beschrdnkt in G. 

XIV. Die (abstraktO Funk t io ,  0 ~  ist stetig in t. 

Nunmehr  sind wir fertig. W e n n  man n~hnlieh in (1) fiir die vorkommenden 

Ablei tungen yon 9(x, t) die Fourierreihen einsetzt, und die Koeffizienten auf 

beiden Seiten vergleicht, so ergib~ sieh endgiilt ig der 

Satz 3. Falls die Voraussetzunge, I . - - X I V .  erfiillt 8iud, so gilt vou der 

Foarierreihe 

dass jeder Bestandteil 

~(x ,  t) ~ >'  A,,(~.)e,',,', 

~,,(~, t )= A,,(x)#".' 

gleichfalh, eine denselben ~>Bandbedingu,gen>> ge,  iigende L6sung voJt (i) ist. 
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In  welchem prgzisen Sinne q~(x, t) eine Summe der Bestandteile ~,~(x, t ) is t ,  

wolle man aus >> l&>, w 6 und w 8 entnehmen. Insbesondere  ist die Parsevalsche 

Gleichung 
T 

f T--lim~ I f [ f .~l.. t),'dx I at 
G - -  T ( ;  

zu beachten. 

29. Jul i  I933. 


