
SUP, LES EOUATIONS AUX DIFFEP,ENCES FINIES. 

PAR 

M. GHERMANESCO 

'~ BUCAREST. 

Les 6quations aux diff6rences finies, connues du temp~ d'Euler, Bernoulli, 

Lagrange, etc. ont fair l'objet des pr6occupations de nombre de math6maticiens, 

dont les efforts se sont concentr6s surtout g l'6tude de l'dquation* 

(A) f(x + --f(x) = 

qui en 6fair la plus simple, du moins, quant "s la forme. 

Mais ces efforts n'ont pas port6 tout leur fruit pour deux causes essentielles: 

la premiSre, on ne pouvait pas s'assurer de l 'uniforme convergence des d6veloppe- 

ments des solutions, dont les polynomes de Bernoulli y 6talent l ' instrument ana- 

lytique primordial et la deuxiSme, la solution de l'4quation (A) d4pendant d'une 

fonction arbitraire, on ne pouvait pas distinguer entre les propri6t6s qui earac- 

t&isaient  route solution de l'4quation (A) et celles introduites par la fonetion 

arbitraire consid6r6e. 

C 'es t  plus tard que N. Nielsen 2 parvient g rem6dier partiellement au pre- 

mier inconvenient en introduisant les polynomes qD,(x), ayant une 6troite parent6 

avee ceux de Bernoulli et dont il d6termine la valeur asymptotique, ce qui permet 

d'obtenir une solution absolument et uniform6ment eonvergente, lorsque g ( x ) e s t  

une fonction enti6re de genre un au pins. 

C. Guichard 3, P. AppelP et A. Hurwitz ~ donnent une nouvelle impulsion 

1 P o u r  l 'h is tor ique complet  on peu t  lire l 'article de M. NO•LUND, ,,Sur l'dtat actuel des 
,iquations aux diff&'ences finies,,, Bull. des Sc. Math. I92O , p. 174 et suiv. 

2 ~N. NIELSEN, Math. Ann. Bd. 59, PP. IO3- - I~  

a C. GUICgARD, Ann. de l']~cole 2qormale, I887. 

4 p. APPELL, Journa l  de Liouville, I89I.  

5 A. I{URWlTZ, Acta mathemat iea ,  t. 2o. 
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la th~orie, en remplagant les polynomes de Bernoulli  par des fonctions entibres, 

convenablement choisies, qui assurent la convergence du ddveloppement de la solu- 

tion, lorsque g(x) est une fonction entibre quelconque. 

Mais c'est s M. NSrlund qu'on doit l 'aspect moderne de la thdorie, qui crde 

des formules sommatoires, tomb6es en oubli, un puissant ins t rument  de recherche 

et qui en obtient la solution, qu'il nomme pri~cipale  - -  en ne fa isant  que des 

hypotheses trbs g6n6rales sur la nature  particulibre de la fonction donn6e g ( x ) -  

de l '6quation fonctionnelle (A). 

Les t ravaux de M. NSrlund sur l '6quation (A), sur l 'dquation 

(n) f ( x  q- I) q - f ( x ) =  2.q(x) 

et sur les  dquations obtenues en it~rant les op6rateurs des premiers membres 6, 

sont fondamentaux  pour la nouvelle th6orie. 

Les mdthodes, si f~condes, de M. NSrlund ont permis l 'extension de la 

th~orie ~ des 6quations plus g~n~rales que ce|les de M. NSrlund et je dois citer, 

suivant  le degr6 de gdn~ralit6, le m6moire de M. R. Raclis;  et celui de M. S. 

Bochner s qui y ~tudie l '~quation aux differences finies 

x 

(C) E ~ ( x )  = Aoef(x ) + JiqD(;~:-k wl) H . . . .  q- Ap~v(/-k Wp) : g(x). 
P 

C'est cette m~me 6quation qui forme l 'objet du pr6sent travail. J ' y  introduis 

les polynomes G,~(x) 9, qui ont une grande parent~ avec ceux de M. Bochner, 

mais dont  je d~termine la valeur approch~e pour ~ tr~s grand. 

Je  retrouve par des moyens un peu diff~rents les r~sultats de M. Boehner 

et qui ont t ra i t  s la th6orie de M. NSrlund. 

J '6tudie aussi quelques solutions sp6ciales, obtenues en ~tendant  les pro- 

c~d~s de A. Hurwitz  et s cet effet, j ' introduis  une suite de fonctions enti~res 

(~(x) 1~ n~cessaires s l '6tude. 

Le probl~me des solutions p6riodiques, 6tudi6 pour l '6quation (A) par M. 

E. Picard, s'y trouve aussi ~tudi6 pour l '~quation g6n6rale (C). 

J 'dtudie aussi un cas special, celui off la r~solution de l '~quation fonction- 

6 ~N. N/SRLb-ND, A c t a  m a t h e m a t i c a ,  1920 ,  t .  43,  PP" I 2 1 - - I 9 6 ;  Idem,  I 9 2 2  , t .  44 ,  PP .  7 1 - - 2 1 2 ;  

Trans. of the American Math. Society, v. 25, January 1923, pp. I3--98. 
7 R. RACLIS, Acta mathematica, t. 55. 
s S. BOCHNER, Idem,  t. 5I. 

~' M. GHERMANESCO, Bull. de l'Acad, de Belgique, 1933, 4, P. 387. 
~o Id,, Rend. Accad. dei Lincei, I933, nmrs, p. 38I. 
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helle (C) se r6duit ~ celle d'une infinit6 d'~quations int6grales de premiere esp~ce, 

du type de M. Volterra. 

Je  montre encore comment on pourrait ~tudier une 6quation fonctionnelle, 

telle que (C), mais dans laquelle les Ai sont des constantes asymptotiques. 

Je  finis, en consid6rant quelques syst~mes d'6quations fonctionnelles lin6aires 

et en ramenant leur r6solution s celle des 6quations, telles que (C). 

C h a p i t r e  I. 

I. Les polynomes G~(x) et (~(x). 

1. Consid6rons l'6quation aux diff6rences finies 

(i) E F  : AoF(x  ) + A~F(x  + ~o~) + . .  + AI, F ( x  + ~op) : g(x) 
P 

dans laquelle les Ai d6signent des constantes, dont deux au moins sont diff6rentes 

de z6ro, les ~o~ sont 6galement des constantes, diff6rentes on non 11, mais positives 

ou s parties r~elles positives, cas auquel on parvient toujours par un simple 

changement de variable; d6signons encore par ]c le plus petit entier positif, tel 

qu'en posant 
P 

(2) B m = A i o ' I  ~ + A2~o~ + ' .  + Apmp, B o =  ~ A ~  
0 

on air Bk ~ o. 1~ Quant au second membre g(x), il d~signera diverses fonctions 

que nous sp6cifierons dans la suite. 

Pour l'6tude de l'6quation fonctionnelle (I), nous ddfinissons les polynomes 

Gkn(X), solutions des 6quations partlcuheres" ' "  

X~t--k (31  P-p si 

(4) / ~ F = o  si n < k  
P 

it On pen t  bien les s u p p o s e r  routes di.f#renles, ear dans le cas contraire on groupe les te rmes  

eorrespondants  en u n  seul. 

1~ Cette expres s ion  des Bm reetifie h~gerement eelle eonsid6r~e par  M. BOOHNER (loc. eit. 81. 

31--33617. Acta mathematica. 62. Imprim6 le 20 december 1933. 
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M. S. Bochner  utilise (loc. cir. 8) pour  l '6tude de la m 6 m e  6quation fonct ionnel le  

(I) les-polynomes P,,(x)  qu'il d6finit comme solutions des 6quations (4) et 

x 

(S)  E F  = x " - k  
P 

avec les m6mes conditions pour ~. I1 est facile d 'dtablir  un lien entre  nos poly- 

homes G~(x) et les polynomes P , ( x )  de M. Bochner :  on voit que la diff6rence 

est une solution de l '6quation (4) et comme elle est un polynome, celui-ci ne peut  

6tre que du ( k - - I )  e degr6 au plus. 

Les raisons qui nous d 6 t e r m i n e n t  s employer  les polynomes G~(x) au lieu 

des P , ( x )  sont bien simples: ils offrent  plus de sym6trie aux expressions qui les 

cont iennent  et, ce qui plus est, on peut  leur t rouver  une valeur  asymptot ique,  

ce qui est fondamenta l  dans l '6tude de l '6quation ( I ) .  

Remarquons  en passant  qu 'on a toujours  k < p car autrement ,  le d6termi- 

nan t  du syst~me d '6quations homog~nes 

A l w ~  + A,~o~. _ + ' " + A vo~ v - o i = o, I, . . . p - -  I , 

qui n 'es t  autre  que le ddterminant  de Vandermonde  des quantit6s ~o~-, serait  nul, 

et il ne peut  pas 6tre nul  sans que deux de ces constantes  soient 6gales, hypoth~se 

exclue (notice II). 

En revenant  aux polynomes G~(x), on t rouve en d6rivant  

d G~ (x) ekn__l (X) (6) ..... h ~  = 

ce qui montre  que les po lynomes  G~(x) f o r m e n t  une  sui te  d 'Appe l l .  ~ 

de Taylor  

(7) 

devient,  ?~ cause de (6) 

(s)  

+ h)= Z x) 
i I d x  i 

0 

n . 

h' 
G~,(x + h) -~ ~ '  i !  G,~_,(x). 

0 

La formule  

13 p. APPELL, Ann. de l'l~eole Norm. (I88o), t. IV, pp. IX9--I45. Voir aussi N. NIELSEN, 
Recherches sur les polynomes d'Hermile (Det Kgl. Danske V. S. 1918, I, 6). 
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D6finissons les nombres G k =  ,k G~(o), cette relat ion nous donne 

(9) 

~b 

~0 xn--i 
Gkn(X) : G~ (n - -  i] 

Compte tenu de (8), l '6quation fonetionnelle (3) devient 

(so) Bk G~_k(x ) + _ _ _  
kl 

B k + l  B ,  Gko(x) _ x '~-k 

ou, en changean~ n e n  n + k 

(I I) /~k ek(X ) _~_ _ _ _  
k! 

Bk+l Gkn_l(x) + . . . +  _ _ _  
(k + ~)! B.+~ G~o(X) ~" 

( ,  + k)! = g i  

qu'on peut consid@rer comme ~tant la relation de r6currence entre les poly- 

homes G~(x)  e t  qui permet leur ddtermination explieite, en proc@dant de proche 

en proche. 

On a par exemple, pour n ~ o, i, 

k! 
G~~ B~ 

La relation (I I) nous donne encore, pour x = o, 

(I2) Bk k Bk+l  Bn+k ~k 
k ~ . e " §  (k+ I ) ~ e ~ - ' +  . . + ( n + k ) ! G o = O  n > o  

avec 
k~ 

G~ = G~(x)  - -  B k  

e t  qui constitue la relation de r@currence entre les hombres G~. 

Si dans (II) on remplace n succesivement par o, I, 2 , . . .  n, on obtient un 

syst~me d'dquations aux inc0nnues G~(x), duquel on tire rexpression suivante 

pour le polynome G~(x)  
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(13) (~nk(x) = i ~ ! i  u+ l  
IBn] 

M. Ghermanesco. 

x" B k + ~  Bk+2 
~! (k+ 0 ! ( k + 2 ) !  

x ~-~ B~ Bk+~ 
(n--~)! k! (k+~)!  

X n - 2  B k  

( ~ - - 2 ) !  o k! ' 

Bk + .  

(k + n)! 

B k + n - - 1  

(~ - ~ - n - -  I ) !  

. . . . . . . . . . . . .  . �9 o 

Bk 
I 0 0 " ' '  

k! 

2. Si k----o, on peut grouver une expression remarquable pour les poly- 

nomes G~(x)= G.(x). En effet, on d6duit successivement de la relation (II) 

~,(x) = ~ x -  

I [ , 2 B ~ I  
G&) = E x~ - E (~B'~ + B,) + B~ ] ' 

1 
Ddsignons par HF la 

r 

l'expression 

et en g~n~ral 

nous aurons 

d{O~rence premiere de la fonetion F(x),  c'es~-s 

1 
J F =  F ( x  + co) - F ( x )  
( , )  

H F = H  
f O l i O  2 . . . t O  m t 0 1  ~ ( D 2 . . . ( 0  m ] 

P P 1 

:B,x + B~= E A,(~x~, + ~ ) =  E ~ J x  ~ 
1 1 ~ 

= ' ~'  Y ,A, ,4~(~~ 
P 

P 2 P 2 / ~ 1 ~ ('2) 
= Y , A ~ x '  + ~ Y,A,~j Jx-" = / ~ ,  A,~x ' /  

1 t~ 1 c)it~ ~ 1 to i I 

off l'on convient de remplacer les puissances symboliques 
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1 } \ 2  2 1 1 2 
par  J ,  J •  par  J 

\ wi I aJ i r i vJj to i mj 

Y~ ~ , ~ . ~ , x ,  I . 2 ! Bo G,(x)  = x ~ - -  A i J x  ~ + 
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(I4) 

Je  dis que, d 'une  mani~re g6n&ale,  on a 

I 1 I ~ I Z  1 \(2) ~Bo<,(*)----~"--=-ZA,~"+-- ~ , ~ , x "  I.  - . . .  

(--" I I n l ~ 1 l(n) 
+ ' ~ [ 2 J A ~ A x " |  �9 

~ o \  ~i I 

E n  effet, supposons cet te re la t ion  vraie pour  les valeurs  i, 2 , . . .  3 - - i  de n; 

nous allons m on t r e r  qu'elle est  encore vraie  pour  n. L a  re la t ion  (I I), qui pour  

k = o s 'dcri t  

I Ia) B1 B,,  Go(x) x" B o G,,(x) + ~ .  G, -~(x)  + . . .  + ~ .  - -  n ! '  

devient,  avec nos hypotheses  

I n ~ B [  I 1 ] 
(IIb) n I B g G " ( x ) = B ~  - -  ~ I J  1 x n - 1 - -  - - Z A i  J x ' - i  -4-... 

�9 B o  t,,~ 

( : )  [ 1 l - -  B~ X n-2 I Z A i J x n - ~  A- . . .  
B 0 vJ i 

. . . . . . . . . . .  ~ . o ~ , 

=Box _ + 

+ B o  B 1 Z A i  Ajgx't- l  ~- B $ Z A i ~ x n - 2  ~ - . . .  

B~ B~ A i d x  "-~] + ...  

+(-*"[(:)  '") l B I ~ Z A i , J X n - 1 1  + . . .  + . . .  
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mais on a 

Z A, [(~ + ~,) ,~-  x,~] = ZA,~x". 
('~i 

Je  dis qu'on a la relation g~n~rale 

+ "'" + Bn 

(15) (ZA, xo)= ZA, + ZA, + 

Nous pouvons la supposer vraie pour les entiers i, 2 , . . .  m; en lui appl iquant  
1 

l 'op~ration , ~  A~,J darts les deux membres, on aura visiblement co i 

( Z  1 ~(m+l)(.:) ( Z  1 )(roT1) 
A~Ax"~ = ~_j Ai A~,dx  '~-j + ' 

m i l m i 

et avec cela, (IIb) n 'est  autre chose que (I4). 

Une telle relation a 616 donn6e par M. R. Raclis pour ses polynomes par- 

ticuliers R ~ ( x ) ( l o c .  cit. 7). 

8. On trouve une expression semblable pour la solution de l '~quation fonc- 

tionnelle (I) lorsque g(x) est un polynome du m c degr~, toujours  dans l'hypo- 

th~se k ~ o. En ~crivant 

~. g("(x) = g(i)(x)E G,(h) 
" 0 P 

on voit ais~ment que la solution principale de l '~quation (I) avec g(x) polynome 

est le polynome 

(16) qD(x + h) -~ ~_~ g(i)(x)Gi(h). 
0 

Nous n'avons qu's remplacer dans cette relation, les polynomes G~(h) par 

leurs expressions (14); on aura 
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c)  i J l  

I 1 I A .4h2}  i + g. ' (~) h~ -- ~ o Z  A i J h ~  + B~ 
to i o9 i l -! 

. . . . . . . . . . . . . . . . .  �9 . . 

�9 --  9(x) + ~ y (x) + ~ .q  tx) + . . .  

[z ( = ,1  )1 i A~ g ' ( x ) Jh  + g tx__Jjh ~. + . , .  
B o  - ~"i 2 ! o, i 

. . . . . . . .  �9 . . . . . . . .  

g(x) + h g'(x) + h~ " -~ ~ g (~) + . . . .  9(x + h) 

It[ \ 1 1 
g ~x) A h  ~ --  J g ( x  + h) g ' ( x ) J h  + , + . . . .  

et on d6montrel par induction, la relation g6n6rale 

) I 1 1 ( 2 )  

(I7) B o q ~ ( x + h ) = g ( x + h ) - - = - ~ , A ~ z C a ( x + h ) +  A,._4g(x+h) . 
~ 0  1 (hi ~ (')i 
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(~8) IB+I=  I A+ < ~ I A . ~ I ~ ' < A o / .  
1 " 1 

La relation (I I) nous permet d'6crire pour les valeurs successives de n e t  compte 

tenu de (I 8) 

I B~ Go ~(~) I = k ! x > o 

]B'~e~(x)[ < kl ~ .[Bk[  + (k + i)l[BkG~(x)[ 

[ x A f o  kq-i ] I x  
< k !  A+~ t + ( k + , ) i k !  = k ! A , o  ~ 

le d~veloppement s'arr6tant de lui-m~me au (m + I )  e terme. 

4. On peat d6terminer une valeur approch~e du polynome Gk,~(x) pour n 

tr~s grand. D6signons par oJ la plus grande des quantit6s t~i, ou lem" plus 

grand module si quelques unes sont complexes, par A la somme des modules 

des coefficients Ai, de sorte qu'on aura 
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'~ k! . . . . . . .  IBm+, I IB~.G~(x)i + IB~B~+.~IIBkGo(X) I ,~ I B~e+:(~)I < IB~12i + (~+ i)! (~+ 2)! 

I x~ A2o,2k+l(T -~- O) ) -~ A20) 21;+2] 
< ]g! A2~ -~- ] r  I ]~+ I "(]g+ 1) ~ ]  

[ x ~ , o x  ~ ~ ~ 1 
= ~! A ~ ~  ~,. + ~ + i ' ( ~ - + - ~ ) H  " 

On trouve de m~me 

Ix  ~ ~ x  ~ + 2eo"x 4~0~ .] 
]B~'G~(x)]<k!A%"~ 3 ! +  k+~I ( k + ~ ) ~ + ( k + ~ ) ~ J  " 

Je dis qu'on a, d'une manibre g~n~rale 

(i9) 

IX  n O~X n-1 2 ~2Xn--2 
< ~! A"~"k ;ii + (k + r~(,-,-- i)--., + (k § i )~( . ---@ + ' + 

2n--1 ~On l 

( k T  i)"1 " 

II suffit de supposer cette relation vraie pour les valeurs o, I, 2 , . . .  n de.n, pour 
~k d6montrer qu'on obtient une limitation analogue pour le polynome (%+1@)" 

De la relation (I I) on d~duit pour le polynome G k (x), n+l 

I B n+~- G~+1(x) I k 

IB~kBn+~+l I ~ 1 < k ,  IB~+I x n + ~  IB~+,!I~+,G~(x) I + + �9 I(. + ~)! + (k+ ,)!' " ( , -+k+~i]BkGX(x)]  1 

< k!A"+~~ [(n + I)! + k +  I in!  + (k+ I ) ( n - - - I ) !  + "'" + ( k +  l)n/ 
_~ ,o~ I x,,-, .xoJ- -~:-~'~ ] 

(k + ~? t ( .  = i ) !  + (~ ~ ) ( ~ - - ~ ) i  + + (k + ~)'-V + 

<]v[An+l~k(n+l)[ xn+l 0 9 X  n 2602X~. ~-1 2nr n+l ] 
1(. + ~)! + (k+  i);;i  + (k + , ) '~ (h- i  )~ + + (k+ ~)"+~! 

expression de la m~me forme que (I9) , qui est ainsi g~n~rale. On a encore 

]B~+IG~(x)] < k! A~oJk'~[ x" z~xn-~ e"~ ] 
�9 1.!  + (k+ ~) (n;  ~)! + + (k+ ~)~J 

i=~ !711 ,~ [  (k + i)x (k + ~)~x~ 
= ~ ] ~  ~ +  I ] [ I -[- - -]- - - + - - "  + 
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En posant 

(20) k[ 2 A t o  TM k + I 

I/~kl 2 

la derni~re in~galit~ devient 

(21) 

et elle va jouer un rble impor tant  dans la suite. 

Si x prend aussi des valeurs ndgatives on remplacera x dans le second 

membre de (2i) par ]x l .  

5. Defimssons encore les polynomes G,(x)  par la relation 

93 

(22) E(xn.) = n! G~(x), G~n(x). -~- 0 pour n < k 
P 

qui montre qu'on peut obtenir G~(x) en appliquant au polynome G~+k(x ) l'op~ra- 
x 

t ion E deux fois de suite. 
P 

De la relat ion (22)on  d~duit 

(;) (;) (23) " ! G k ( x ) =  B k x n - - k  + k +  I Bk+axn--k--1 + " "  + Z n  

n > k .  

h 
Appliquons l 'op6ration E aux deux membres de la relation (8); on a 

P 

(24) (x + h) ~-k = (n - -  k)! ~ 0~(h)G~_,(x) 
i=k 

et comme, d'apr~s (23) , on a n! G~(o)=  Bn, nous obtenons pour h =  o la rela- 

t ion (IO), pour x = o la relation 
n 

(25) Y, 

qui constitue la relat ion de r6currence entre les polynomes G~(x) et pour x =  h = o 

la relation 
n 

i : k  " 

32--33617. Ac~ mathematics, 62. Imprim6 le 20 december 1933. 
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suivant que n > k ,  n----k et qui d'ailleurs n'est autre que (i2). De la relation (25) 

on d6duit l'expression suivante pour les polynomes G~(x) 

(27) C~(X) --  I 
(G~)" -~+ '  

O n  a a u s s i  

9?n - -k  

( .  - I t ) !  

.Tn- -k - -1  

( n - - k - -  I)! 

G~ (4~ G k 
. " " " ? ' t - - k  

G~, G k, k �9 " " G n - - k - - 1  

o ( ;ko  . . . .  

i o o G~ 

(2s) dV~(~) 
d x  - -  G n - l ( X )  

- - k  , , 

qui, avee (25), montre que les polynomes Gn(x) sont des solutions partleuheres 

des 6quations diff6rentielles 

(29) 
.--k tin-!,.-1 y Xn--k G k d y G k 

n - - k ( ~ x n :  ~ "4- 9rn__l.__ 1 dx,,__k__~ + ' ' "  + G~y = (1~--k)! 

On aurait trouv6 de mSme, que les polynomes G~(x) sont des int6grales parti- 

culibres des 6quations diff6rentielles 

B,,+~ d ' y  . Bn+~.-1 d "-1 y Bk x" 
(30) (- +-ki! dx  ~ ~- (,~ + k - -  i)! dx  " - I  + + ~ V  = , -~  

- - k  6. 5Tous pouvons d6terminer une valeur approchde du polynome G,,(x)pour 

n tr~s grand. On peut 6crire la relation (23), compte tenu de (I8) 

+:tl G~(x)l < IBk l lx l" -~  + ~ + x  

[(;) < Atok Ix[n--I: -{- k-~- I 

m a i s  o n  a 

done 

i < _ n - - k  
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G.(x)l < A~(I~I + I -~ ~o)":~ 
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II. Formules  sommatoires.  

7. 5Tous Mlons mettre  en 6vidence quelques d6veloppements particuliers en 

s6rie de polynomes G~(x). 

Consid6rons le d6veloppement 

0 

et appliquons l 'op6ration /~ dans les deux membres de cette relation; en d6sig- 
P 

nan t  par O(t) l 'expression 

(3 2) O(t) = A o -t- _A_let~ol ~- A~e t~'~ + . . .  + A~et~Op 

reneontr6e aussi par M. Boehner dans ses reeherches, on obtient .  

(33) o(t)e~ ~ , : t Vi (x) 
k 

et le deuxi~me membre repr6sente une s6rie conv.ergente si, d'apr~s (3I), on 

(34) It(Ixl  + .,)1 < , .  

On d6duit de (33) 
co B.  

k i! 

ce qu'on pouvMt obtenir directement de (32). 

Formons le produit  

\k~. I 

les coefficients des termes en t ~" ()~ > k) sont tous nuls, en vertu de In relat ion (26), 

celui de t k 6rant 6gal s un; on obtient Mnsi la relation 
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(36) O(t) o 

Multiplions les deux membres de cette relation par e re, on a 

(io o ( t ) -  -~. • o~t 

Dans le deuxibme membre, le coefficient de t i n 'est  autre, d'~prbs la relation (9), 

que le polynome G~(x), donc 

~c 
tk et X 

(3 7) 0 (-t) = ~ t' a~(x) 
o 

et l 'in6galit6 (21) montre que le deuxi6me membre converge si 

(38) I tMI < , .  

8. L'in6galit6 (2I) montre encore que la s6rie 

(39) 
~ 

converge pour route valeur de x et de t et repr&ente,  par suite, une fonction 

enti~re. On ne peut pas d&erminer l 'expression finie de la fonction gdn6ratrice 

G(x,  t); elle est probablement" une t ranscendante  @troitement li6e s la fonction 

bien connue de Bessel, car on peut  l 'exprimer s l 'aide de cette fonction. On a, 

en effet, d'apr~s la relation (9), 

av 

G k Gn k G ( x , t ) =  ~[CCon! + 1 ( • , _ _  i ) !  " ~ - " ' "  7 I- 

- -  t , x  n t n x , - t  
=o~ o E - -  + o.~E ,(._.), 

~ n !  n !  1 n .  

ao 
~k ~ t n x n - - 2  

2 

+ 

Mais, en consid~rant la fonction de Bessel J ( I ,  Z) ,  on a 

t x  t~x 2 
J ( I , t x ) :  I + i~ii! + ~l~]. + 

on en d~duit 
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de sorte qu'on a aussi 

(40) 

On a d'ailleurs 

(4~) 

et aussi 

(42) 

t n x n 
~-J n! n! = J ( I ,  tx) 

0 

c~ 

t n X n-1 el 
Z t ( n _ i ) i  -~-- J ( I  tx) 

1 n .  d x  ' 

ar 

t '~ x ~-2 d ~ 
y .  , ( n _ 2 ) ! - -  ~ J ( I ,  tx) 

2 n .  

ao 

G(x , t )~ -  ~ G ~ d ' J O ' t x ) .  
~' i d x i 

0 

t'~x '~-k dkJ(I ,  tx) 

o0 
t 

~E e(x, t)= E G~(x)5~(t). 
P k 

On peut encore regarder la transcendante enti6re G(x, t)comme la solution d'une 

6quation int6grale du type de M. Volterra 

t 

(43) G(x,t)  + )~ N ( t - - s )  G ( x ' s ) d s = l ~ J ( I ' t x ) '  ~ - - B k  

0 

dans laquelle x est considdr6 comme param~tre et 

(44) .N(u) --  Bk+l Bk+2 Bk+3 u2 
(k + ~)! + ~ !(k + ~)~ u + + . 2 ! (k+  3)! 

En effet, l'identit6 
t 

f (t-- s)~sg ds -- 
0 

(~+~+ I)! 

t / t  
montre que le coefficient de ~. dans le premier membre de l'6quation int6grale 

consid6r6e est 
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k![Bk G~(x)-*- .Bk+_l Bk+n Gok(x) ] 
B~ ~! , (~ + ~)! ~_~(x) + + (~ + .)~. 

]C ! X n 
c'est-s d'apr~s (II), justement n!Bk qui est le coefficient du m~me terme 

dans le second membre de (43). 

La s6rie qui repr6sente le noyau N(u) est enti~re, car on a, d'apr~s (I8) 

] /~( t t ) [  < ( k +  I)! I + + + " "  ! (k+2)  2 l ( k + 2 )  ~ 

A fo k-rl e KI ul o) 
(45) IN(~)l~ (k+~)! , K = ~ + ~  

Comme la solution de l'6quation int6grale (43) est dans ces conditions, d'aprbs 

la th6orie de M. Volterra, une fonction enti~re, on a u r a r  d6duit cette propri6t6 

de la fonction G(x, t) sans connaltre l'in6galit6 (2I). 

9. Nous avons consid6r6 deux d6veloppements particuliers en s6rie de poly- 

nomes Gk,(x) et 6tudi6 leur convergence. Mais si nous nous donnons une fonc- 

tion arbitraire ~(x), dans quelles conditions peut-elle ~tre d6velopp~e en s6rie de 

ces polynomes? 

La r6ponse est donn6e par les formules sommatoires, qui, quoique connues 

du temps d'Euler, ne se sont rev616es comme de puissants instruments de re- 

cherche que depuis les travaux de M. NSrlund. 

M. Bochner a donn6 une formule sommatoire, attach6e s l'dquation fonc- 

tionnelle (I), s l'aide des polynomes Pn(x); sa m6thode s'inspire des proc6d6s de 

M. NSrlund. 

Je  vais 6tablir la formule sommatoire pour les polynomes G~(x) par une 

autre m6thode, de laquelle on d6duira facilement la formule de M. Bochner et 

routes les autres, qui se rattachent s des 6quations fonctionnelles plus particu- 

li~res que (I). 

Nous allons imposer s la fonction donn6e q~(x) la condition d'avoir des d6ri- 

vdes jusqu's un certain ordre m + I. La formule de Taylor 

h 
h h., ( (h -  8),. 

(46) ~(x + h) = ~(x) + ~ ~'(x) +---  + m~ ~(m)(x) + J m! q~(m+~)(x + ~')ds 
0 

nous permet d'6crire 
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"~ B k  ,~(~.) (xi (47) E q g ( x ) =  k! , ' ' 
P 

B k + l  

+ (k + ~1! ~ ( ~ ) ( x ) + . . .  
t.o i 

B. f (o,-s)- + ~(~)(x) +~o A, m! 
o 
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. . . .  ~ ( ~ + ~ ) ( x  + s)d,~.  

h i 
Posons  q~(x)=j~k)(x) et remplagons d u n s  (46) les ~ par les expressions don- 

ndes par la relation (I I) darts laquelle on a fair x = h; on obtient,  apr~s avoir 

group6 convenablement  

+ Gk,(h)[B!f(~+l)(x) 

B k + l  
~ f ( k + i ) ( x )  ~ - .  + (k+ 

+ B k + l  .f(k+2) lx~ 
(k + I)! J ~'1 +" 

Bk+m ] 

h 

o 

- q ; " + ~ ) ( x  + s ) d s  

ou encore, vu la relation (47), dans laquelle on remplaee m successivement par 

r e + k ,  m +  k - -  ~, . . .  

m+k h y (48) ~o(. + h) = ~ a~(h) ~ f (J ) ( . )+  (h--,)~ ~(...+1)(, + ,) ~t~ 
j=o m ! 

o 

m+k p t~i 

_ ~ ~(~)z  ~ ~, f (o~- ~)-k-~ 5=0 ( , , / 7 ~ - - ~ i  f ( .+ l ) ( ,  + , )d, .  
o 

En ddsignant par Rk la derni~re double somme, on a 

to i m-+-k p 

j:O i=O J (Tn + ]g - - j ) !  ~)(m+i)(x + 8)dg = 
o 
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p t~i  m + k  . 

=~oA, f~,<:,+,,(.+,,r~,.<,.,,-,)'+"-' ] l ~ (m ; ~--3~. (~(h) e. = 
o 

t'Jf 
P 

-- ~ Ai a , .+k( - -  s + , , i)qD('+l)(x + s ) d s .  

Posons 

(49) 

h 

- + ,  J 7,,i 
o 

t'J ?" 
P 

- - - -  ~0(m+ 1) (X + 8)(]8 - -  ,_o ~ A, f .~ .~ +~.,,h - ~  . + o , ) + ~ + ' , ( ~  + . , .  

o 

1s formule sommatoire (48) devient 

(50) 
m+k 

qD(x + h) = ~_~ G J ( h ) E  f 'J)(x)  + R k,,+, , .f(k)(x) = qD(x) 
j=O P 

qui, pour k = o,  se r6duit s la suivante 

(5  I )  
x 

qD(x + h) = Gj(h)Eqg(S)(x) + Rin+,. 
j~O P 

On peut  donner d'autres formes au terme reste R E D'apr~s ( I  I )  o n  m + l  " 

peut 6crire 

h P 

]~km+l = , = 0  ~' " ' f  ~.,+~(~-" + ~ (]9(m-t-1) (x  --t,- ,17) d8 - -  

o 
(o i P 

Z ( k h o,,)~(-+,(x + 8)a,~ - -  A i  G ,,,+~.( - -  s + 
i=O d 

0 

h p 

: __zoA, + 
0 

co i 

h (x + s ) d s ]  - -  f Gin+k( - - S  "~- (Di)~9 (m+l )  

o 
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(52) 

h P 

k ~_ Z Ai f Gm+k(h / ~ m + l  k __  

i : 0  

8 "~- O ) i ) ~ ( m - ~ l ) ( x  ~- 8)d8. 

10. Supposons maintenant que w~, h, x soient r~els et o ~ h ~  ~o, w ~tant 

la plus grande des constantes wi; lorsque s varie de h ~ wi, h-~s + eoi varie de 
"k 

wi ~ h. Ddsignons par G,~(x) la fonction d~finie pour route valeur rdelle de x 

par l'dquation 
x . 

(53)  = o 
P 

et qui duns l'intervalle o - -<x<co  coincide avec le polynome G~(x); on peut alors 
~k remplacer dans (52) le  polynome Gn(h--8-~" ~o~)par la fonction G~(h--s+ eo~) 

h P 
Rk = E Ai em+k(h--8 ~- O)i)~(mT1)(X ~- 8)d8. m+l 

i : o  

h o 

Ddcomposons l'int~grale en f + f ;  on aura 

0 mi 

h P 

m + l  
i = 0  

0 

p 0 

+ ~, A~ G~+l:(h - - 8  ~- (Di)~(m+l)(x "Jr s)ds. 

w i 

La premibre int~grale est nulle, d'apr~s (53); dans ce qui reste, ddeomposons en- ~ 
core l'in~grale en f ~ + ; on aura 

3 3 - - 3 3 6 1 7 .  

0 p 

m + l  : A~Gm+.(h--s + eoi)~(m+l)(x + s)ds 
i : 0  

+ ~ A i  "k Gm+a(h-- s + o)i)~(m+l)(x -~ 8)d8. 
i ~ o  

A e t a  mathemat ica .  62. I m p r i m ~  ]e 17 j a n v i e r  1934. 
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La premiere intdgrale est encore nulle, d'aprbs (53); en faisant dans l'autre 

le changement  de variable s =  to~ + t, on obtien~ comme expression du terme reste 

ou encore 

(54) 

p 

J~m+lk = d~Tk(h-- t ) Z  ~(m+l)(  x -~- t "~ o)i)dt 
i~o 

o 

17 k = d ~ + k ( h - -  t) Eqg('n+')(x + t)dt .  m+l 
P 

0 

L'~.tude de la convergence de cette int~grale a ~t~ faite par M. Bochner h. 
~k l'aide de la valeur asymptotique de la fonction ff,~(x)~ e,,Gn(X). 

Nous en verrons plus loin les conditions n~cessaires. 

(1) 

I I I .  L'~quation E F = g(x). 
P 

l l .  L'~quation fonctionnelle (I) 

E F =  g(x) 
P 

a ~t~ r~solue, suivant le proc~d~ de M. N5rlund, par M. Bochner, s l'aide des 

formules sommatoires. Nous nous proposons d'examiner ici d'autres modes de 

solution, obtenus en ~tendant quelques-uns de ceux connus pour les ~quations 

particuli~res 

( I ' )  &W(X q- I) ! F(x) =if(x). 

Remarquons d'abord que si les ~carts coi ont des rapports mutuels commensurables, 

l'~quation (I) peut ~tre ~crite 

(!") A oF(x) + A 1F(x  + w) + A ~ F ( x  + 2 w) + . . .  + A p F ( x  + poJ) = g(x) 

et une telle dquation est ramen~e ~ une suite d'~quations de la forme ~l~mentaire 

(55) ~gi(x -~ s - -  Zi+l~pl(x) = ~oi+i(x) 

i ~ o ,  i, 2 , . . . p - - I  

avec ~p(x)= g(x), les hi dtant les racines de l'~quation caract~ristique 
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(56) S(Z) - -  Ao)J ) + AI)J ~-1 + " + Ap = o. 

La rdsolution successive des 6quations (55) nous condui t  & la solution de l ' dqua-  

t ion (I"). 

Mais nous allons 6carter ce cas particulier,  en nous main tenan t  dans l 'hypo- 

thbse la plus gdn~rale en ce qui concerne les toi. 

Nous  commeneerons  par  chercher  une solution formelle de l '~quation fonc- 

t ionnelle (I), quelle que soit la fon&ion donnde g(x).  Posons AoG(X ) ~ -g (x )  et 

introduisons un parambtre  Z; l 'dquation (I) s'6crit 

(57) r --  Z [A, r  + ~ )  + A~qD(x + ~%) + . - .  + A~q~(x + %,)] = G(x).  

Cherchons & y satisfaire par  un d@eloppement  de la forme 

(ss) r = r + ~r + z'r + . . .  

nous obtenons les relat ions 

~Oo (x) - -  G (x) 

q%(x) = A 1 G ( x  + ~o,) + A~G(x  + o.~) + . . .  + A v G ( x  + %,) 

~(x)  = A1r + ~o,) + ~ , ( ~  + o,~) + . . .  + A,,v~(x + o,~) 

(q~) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

cf,,,(x) = AlCfn_l(X + ~oi) + AeqDn-l(X + ~o,) + " "  + ApqDn--l(X + ~p) 
. . . .  �9 . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . 

Nous pouvons met t re  les fonct ions q~,(x) sous une forme assez simple: on a 

P \ P  / 

q~.~(x) = E r  - -  AoqDt(x) = G(x) - -  AoG(x)  --  A o E O ( x )  
P P L P  P 

x 2~ 

= E ~ e ( x ) -  2AoEC,-(x)+ AgC~(x) 
P P 

ou encore 

+ A~G(x)  

Or, on aura  en gdn6ral 

~(x) = ( ~ - A o )  (~) e(x). 
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(59) q~,,(x) = - - A o )  G(x). 

En effet, eette relation 6rant suppos6e vraie, on a 

(:) �9 (:) (:) q % ( x ) = E " V ( x ) -  A o E " - ' e ( x )  + AoE -(,(x) . . . .  + ( - - i )"  A',~G(x). 
P P P 

En appliquant aux deux membres l'op~ration --.40 on aura faeilement 

x 9"~ -}- I n - - 1  99n+l(x)_~_En+lG(x)__ . +  I AoE,~G(x  ) + A2 ~ _ . .  
p I p 2 

o u  encore 

~,,§ = (~-Ao)('~+l)C;(x) 

ee qui prouve la g~n~ralit6 de (59). Le d6veloppement formel de la solution de 

l'gquation fonctionnelle (57) sera par consequent 

ac 

et il n'y a qu's y faire A0~.----I  pour obtenir eelui de la solution de (I). 

Supposons, pour en faire une application, g (x )=  d a' et posons g ( t ) =  O ( t ) -  Ao; 

on aura 

- -  Ao) e tz = etZt~n(t ) 

done 

~o~O(x)--  e �9 [i + z , ( t )  + z~F,~(t) +.. .]  
qui converge si 

I z~(t) l < ,  
qui devient, pour A o Z = - - I  

I O(t)[ 

~ool < ~  

et qui conduit ~ la solution, d6j& trouvde, de l'~quation (I) 

d~ 

(x) = O(t)" 
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Supposons encore que r6quation fonctionnelle (I) se r6duise s la suivunte 

~(x + ~) + ~(x) = ~(x). 

L'expression (60) de lu solution formelle devient ici 

A~ = ~o \ Ao] g(x + r~o) 

duns laquelle Ao~-~ +_ I et on retrouve ainsi les sdries 

o0 a~. 

(6~) - ~ g ( x + . ~ ) ,  Y~(-  ~)'~y(. + , ~ )  
o 0 

6tudi6es par M. NSrlund. 
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(62) 

u v e c  

(63) 

~n(x )  = Z 211Ani1Ani2"cjt2 . . . Ap ipg  (x  + ~ni )  

~r~n i = $~i10) 1 -~ ??i2~02 -~ . . .  + nipO)p 

i =  I,  2, . . . p  

les nfj 6rant des entiers positifs, non tous nuls et tels que 

(64) ni l  @ hi2 + "'" + nip = •. 

En posant encore 

(65) ~l~n"~n'~ ... A ~  = A~,, 

on obtient la solution formelle de l'6quation (57) sous lu forme 

p 

(66) A~ i=1 -Qni)] 

12. Duns le cas g6n6ral de l'6quation fonctionnelle (I) on peut encore 

mcttre la solution formelle sous une uutre forme: rempla~ons, dans (~0), l'ex- 

pression de 91(x) duns !p~(x), ensuite celle de ~%(x), ainsi obtenue, dans ~ (x )  

et ainsi de suite; on parvient s l'expression suivante pour l'approximation g~n6- 

rule q~n(x) 
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Une expression de cette forme, mais avec moins de pr6cision en ce qui concerne 

les coefficients, a 6tg donn6e par M. Bochner. 

13. II s 'agit  main tenan t  d'~tudier les cas de convergence de l 'une des 

deux s~ries (6o) et (65), qui repr~sentent la solution formelle de l 'gquation fonc- 

tionnelle (57). 

Comme ces s@ies en sont uniques, elles devront  conduire, en cas de con- 

vergence, s la solution principale, relic qu'elle a ~t~ d~finie par M. NSrlund et 

trouvde par M. Bochner pour l '~quation fonctionnelle (57). 

Or cette solution principale est aisde s retrouver, en par tan t  de la formule 

sommatoire (5o) avec l 'expression (54) pour le terme reste R k �9 ~crivons l'gqua- 
m + l  ~ 

t ion fonctionnelle (I), dans laquelle on a remplac~ la fonction g (x )par  son 

dgvel0ppement (50); on a 

re+t," / 
E F ( x  + h) = G~.(h  f(J)(x) + Gm+x(h--t)Eq~('+~(x + t)dt 
P j=0 P 

0 

= g ( x )  

ou encore 

m+k " j ,+ ] E l+'(x + h)== E G~'(h)j~Y+(x) + G,~+k(h--t)qD("+')(x + t)dt 
P P L j : o  

0 

d'od il s 'ensuit  

m+k / ~k 
(67) F ( x  + h) : ~,  G)'(h)f~J)(x) + G.~+k(h --  t)g("++')(x + t)dt 

j=O 
o 

parce que les deux membres ne different que par une fonction arbitraire, qui est 

solution de l '~quation 

E F  = o 
P 

et qui est ident iquemment  nulle, puisque F ( x  + h) est la solution principale. 

De sorte que, si les s~ries (60) et (65) convergent pour Ao). = --  I, leur 

somme commune doit se r~duire au deuxi~me membre de (67). 

Remarquons d 'abord qu'on a 

F =  E - -  A o F + AoF.  
P \P ! 
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Appliquons main tenant  l 'op6ration E ,  6crite sous eette derni~re forme, aux deux 
P 

membres de la relation (60); on aura 

�9 ( ,  2:0, , ,  ,,,> 
A~ Z)Jto xpJ~-- A~ ('+l)g(x) ~- AO ~n(Ep - A~ g(x) 

I 
ou, en rempla~ant g par A0 

(68) A o E f ( x  ) = Aog(x ) + lim A n - -  A 0 g(X). P n=~ 

Cela 6tabli, appliquons ~ la fonetion 9(x), donn6e par (6o), la formule som- 

matoire (5o) avee 1'expression (54) du terme reste R k " eompte tenu de la rela- 
m + l ~  

tion (68), on aura 

m + k  [ ,,,+1, 1 
Aog(x  + h ) =  ~, G](h) Aof(J)(x ) + lira g" -- Ao) f(J)(x)l 

j~O "n = 

+f" [ (" l G~+k(h-- t) Aog(m+~)(x + t) + lira 2r E - -  Ao)("+~)g("+~)(x + t) dt  
0 

et il est facile de voir que, pour que eette relation conduise fi, la solution prin- 

cipale (67) , il fau t  et il suffit que l 'on air 

(69) �9 
/ �9 \(n) 

lim ~" r E - - A o ) f ( J I ( x ) - = o  
n ~ o o  

j = o ,  I, 2, . . .  k + m +  I. 

Cette relation a lieu, d'apr~s (62), lorsque 

(7o) lira ;~nAni f(J)(x + Y2, . )  = o .  

Or, soient A, w les plus grandes valeurs absolues des eonstantes Ai, eoi; on a 

[An,.[ < A n, g"2,,~: < con. 

La relation (7 o) a lieu en m~me temps que la suivante 

(7 I) lim (;~A)~f(J)(x + n~) = o 
n ~ a r  
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posons x + n~o = y ,  cette re la t ion devient  

x y 

(7 2) (hA) '" l i m  (,~A)~' f ( J ) ( y )  = O. 
y = x  

I1 suffit done d 'avoir  
3: 

(73) lim x~(~A)~ fJ) (x)  = o 
x ~  ~c 

ce qui a lieu lorsque 

f(J)(x) 
(74) l i r a - - - - o ,  j = o , I , 2 , . . . m + k +  I 

x =  :c X n 

n ~-~ a rb i t ra i rement  gTand 

pour  que les relat ions (72), (7I), (7 o) et, par  cons6quent,  (69) aient  lieu, ce qui 

nous condui t  de la solution formelle (60) s la solution principale (67) de l '@uu- 

t ion fonct ionnel le  (57)- 

La  relat ion (73) cont ient  aussi la condit ion pour  que l ' int6grale (54) air 

un sens. 

On peut  aussi arr iver  ~ la solution principale en la d6finissant comme la 

limite pour  r t = o de la s6rie 

(75) 

r p 

t endan t  vers z6ro par des valeurs d6croissantes, ce qui revient  s consid6rer la 

solution principale de l '~quation fonct ionnei le  (I) comme la limite de la solution 

principale de la suivante 

E F =  e - ~  g(x) V > o 
p 

lorsque V tend  vers z6ro. On arrive h un tel  r6sul tat  en suivant  de prbs la 

marche indiqu6e par  M. N5rlund.  

14. Un crit~re de convergence pour  la s~rie (65), dans le cas des variables 

complexes 6tudi6 pour  le cas part icul ier  des s6ries ( 6 I ) p a r  M. R. D. Carmichae114, 

peut  6tre mis en 6vidence en 6 tendant  le proc6d6 de ce g6om~tre. Supposons 

que la fonct ion donn6e g(x) puisse se met t re  sous la forme 

14 R. D. C A R M I C H A E L ,  American Journa l ,  I916, 19I 7. Voir aussi  TA-LI, Jou rna l  fiir reine 

u. ang. Math. I933, H. 4, P. 87. 
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(76) g(x) : xP(x)eQ(X)(I + at ~ 2 + ''" a2 ) 

dans la,quelle P(x) ,  Q(x) d&ignent  des polynomes de la variable comptexe x ,  de 

degr~s respect ivement  p et q (p + q--> 2) et soit x 0 un point  pour  lequel la sdrie 

r 
F( . )  = ~ ~, .g(.  + .~,.) 

o 

converge. Posons 

On peu~ ~crire 

en pos~nt anssi 

~,.(x) = .q(x + &,) 
g(xo + P.,.) 

g (X) ~ e P (X)log X + Q (x) ~) (X) lim ~(x) ~- I 
X~c 

P(x )  := #o + tt~x + " "  + #~xV 

Q ( x ) =  Vo + v l x  + " + vqxq 

et compte tenu du d6veloppement 

lOg ( I  "~- ~3Cni) : X~ni 2I (.~,i)2 + ... 

dont  nous prendrons le premier  te rme seulement,  on pourra  dcrire encore 

(:) (i) 
g ( x +  t?,i)~eAl~ 1 , lira P1 ~ = I 

~vec 

donc 

avec 

~P 
A = tt~ ~i + p t t ~ - - ~ x t ~ 7  ~ + ' 

B =  ttpX~Pn71 §  + v q q x ~ q T  ~ + "  

I I "' ._1 (:)I g(x + t~n~ eV~p(,~--~o)],, log~,.~+...+~,qq(~.--~o)~,,~ p_~ 
I Yni(X)[ -~- ] g ( x  0 _~ -Qni 

lim P~ ( I - / ~  i 

ou  e n c o r e  
34-33617. Acta mathe, matica. 62. Imprim6 le 19 janvier 1934. 
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I - 
[ ~r [ ~ e pttp(x-x~ il~176176247 X--X~176 P2 ] 

mais .q,~ ~ nr donc 

Si p >--q, la partie principale de l 'exposant du second membre est 

p t t ~ ( X - - X o ) n ~ - ~ l o g ~ .  Pour que le second membre tende vers z~ro, pour n in- 

fini, il suffit donc que la partie rdelle de l'expression !tp(X--Xo) soit n~gative, 

c'est-~-dire 
< 

Cela ~tant, la 

suivante 

sdrie dont le terme g~n~ral est v,i(x) est comparable h la 

qui est convergente 

positives r on a 

donc 

puisque, en d6signant par w' la plus petite des quantit~s 

I I 

~ i  ~ n ~ ~o '~ 

dont le sdcond membre est le terme g~n~ral d'une s~rie convergente. 

Si p < q, la partie principale de l 'exposant sera q~,,~(X--Xo)~q71 et on est 

conduit s la m~me conclusion. 

S i p : q = ~  il faut 9l [!h (x -- x0) ] < - 2 .  

Or, la sdrie ~ i ( x )  ~tant convergente, il s'ensuit aussi la convergence de 

la s~rie 

et, d'apr~s Dedekind, la convergence de cette s~rie entraine celle de 

F,c,.g(x + 
0 

* w ddsigne iei  une va l eu r  moyenne  en t re  la p lus  g rande  et  p l u s  pe t i t e  des wi. 
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On peut donc 6noncer la, propri~t~ suiva,nte: 

Soit, darts le champ de la variable complexe x, u~e fo~wtion g(x), admettant 

darts le domaine du point ~ l'infini le ddveloppement'asymptotique suivant 

g(x)=xP(x)eq(~)( I §  al §  x ~ §  

P(x), Q(x) d6signant des polynomes, ~t coefficients complexes de degr~s respectivement 

p e t  q (p+q>--2) .  

Soient tip, Vq les coefficients des termes du plus haut degr6 dans ces deux poly- 

homes; en les d6signant indistinctement par a, la s6rie 

~e ,  ig(x + ~ni) 

sera co~vergente si, x o dtant un point de convergence, on a ;)~(ax)~ ~(aXo), ou 

~ ( ~ x )  - ~ ( ~ X o )  < -  2 s i  p = q = ~. 

15. L~ solution principa,le, telle queue a, 6t6 congue pa,r M. NSrlund, a, 

l'a,vanta,ge d'etre tr~s gdn~ra,le, puisqu'elle n'exige a,ucune hypoth~se concernant 

la, na,ture de la, fonct ion  donn6e, g(x). Ma,is si l'on tient compte de la na,ture 

de cette fonction, on peut obtenir une solution de l'6qua,tion fonctionnelle (I) 

sp6cia,ldment a,tta,ch6e ~ la, n~ture de g(x), en suiva,nt des proc~d~s employ~s pa,r 

ma,ints a,uteurs a,nt~,rieurement ~ M. NSrlund. Les solutions, fournies par ces 

proc6d6s, ne jouissent pa,s de la, g~n6ra,lit6 et en m~me temps des propridt6s 

ca,ract6ris~iques de lu solution principa,le de ~[. NSrlund; elles sont toutefois 

dignes d'intgr~t, a,uta,nt pa,r elles-m~mes que pa,r les proc~d6s qui les d6couvrent, 

d'a,uta,nt plus qu'on peut en extra,ire toujours Ia, solution principa,le, lorsqu'elle 

est convergente. 

Nous a,llons exa,miner de ce point de rue les ca,s off la, fonction donn6e 

g(x) est enti~re ou m6romorphe. 

16. Supposons la fonction g(x) enti~re, ~dmettant un d6veloppement de 

la forme 
o~ 

~ , a n  Xn 
(77) g(x) = o ~;~ 

L'6qua,tion fonctionnelle (I) s'dcrit 

co 
x 

E~' (x )  = F, a , ,E O~+k(x) 
P O. P 
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d'ofi la solution principale formelle 

(78) F(x) = ~ a,, ~,,+~(.) .  
0 

Etudions la convergence de la sdrie du second membre. 

on peut dcrire 

k . 7t ~la,,G,,+~(x)l < aer E I.,,IM". 
0 0 

D'aprbs l'indgMitd (2x) 

La s6rie du deuxi~me membre converge si 

(79) l i m l a " + l [ <  I 
,~ = | a. M 

ce qui entraine aussi hi convergence uniforme de la s6rie (78). Comme (78) est 

une s~rie uniform~ment convergente de polynomes, elle ddfinit une fonction 

enti~re F(x), qui est la solution principale de l'~quation fonctionnelle (1). 

Pour donner un exemple, prenons lecas ,  d@s rencontre, g ( x ) - e  tx. L'~qua- 

tion (I) admet dans ce cas la solution, fonction enti~re 

~c 

z,'(x) = .E  t " - ~  c~.~ 
0 

Si l'on avait pris g ( x ) =  t~'d x, la solution serait 

~c 

1,'(x) = F, t,, ~,~(x). 
0 

Ces deux s~ries convergent si, d'apr~s (79), on a 

[ t M  I < I. 

Un cas particulier de la condition (79) est 

(80) lim ~ a,, -= o. 
7 l - -  ar 

Tel est par exemple le cas pour la fonction de Bessel 

zc 

X n 

g(x) = J(7, x) = ~o , ! 7(7 + , ) : : : (7 + ~ = i i 
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la solution correspondante de l'dquation (I) est 

e~+~(~) 
F(x) 

~ 0  ~(Z + I ) ' ' ' ( 7  "j- S - -  I ) "  

269 

Nous pouvons donc 6noncer la propri~t~ suivante: 

Si g(x) est une fonction entibre, admettant le d~veloppement 

et si 

l' ~quation f onctionnelle 

z~ 

g(x) = ~ . . ,  ;;, 
o 

I I I lira a,,+~ < -  

x 

z F  = g(~) 
p 

admet comme solution principale la fonction enti~re 

~k F(X) = ~ an a,~_kIX ) . 
0 

17. Mais [a condition (79) n'est pas remplie pour routes les fonctions 

enti~res, de sorte que la s~rie (78), qui repr6sente la solution de l'~quation fonc- 

tionnelle (I) n'es~ pas toujours uniform~ment convergente. 

I1 faut alors remplacer les polynomes G~,(x) par d'autres fonctions enti~res, 

qui assurent | 'uniforme convergence de la s6rie (78), lorsque g(x) est une fonc- 

tion enti~re quelconque. 

Ce procgd~ a 6t~ indiqu5 pour |a premiere fois par C. Guichard ~, et ap- 

pliqu~ ensuite par P. Appeli ~ et surtout par A. Hurwitz '5, dont nous ~tendrons 

l'id~e '~ l'~quation fonctionnelle (I). 

A cet effet, remarquons que la relation (37) 

t k  e t x 

(37) O(tt ~ t~G~(x) 
0 

s Note 3. 
* Note 4. 
~' Note 5' 
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pcrmet d'6crire, "~ l'aide d e  l'int6grale de Cauchy 

I ~" e zx d z  
(8 i) c~(~) = 2 ~,  j o(z) ~n=,:~, 

l'intdgrale 6tant ~tendue '2 un contour re~fermaJ~t i~ so~ i~tte:ricur lc pSle z - :  o 

seuleme~t. Mais la fonction O(z) admet comme z6ros d'ordre k les racines de 

l'6quation (lorsque les r sont entiers; autrement k ' =  o) 

e : - - I ~ O  

c'est-s 
Z ~--- 2 k ' z i  ( ] ~ ' = O ,  ~_ I ,  ~ 2, . . .  ~- ~, . . . )  

puisque B o = - B ~ = B  ~ . . . .  B k - ~ = o ,  ainsi que ceux provenant de l'~nnulation 

des faeteurs de O(z), tels que 

e~+~,, e~-r c . ,  ,3, > o 

et qui sont compris duns l'une des deux formules 

z = Lc~,. + (2k' + I )z i ,  z = Ll~,. +_ 2k'~ri .  

k En suivant l'id6e de A. Hurwitz, nous allons consid6rer la fonction enti~re (~ (x), 

dSfinie ~ i'aide de l'int6grale de Cauchy 

(82) (~)~(X) ~--- I f 6 "zx d z  

l'int6grale 6rant prise de long d 'un  contour enveloppant cette fois les points 

z = z k ' ~ i ,  z = L a ,  + (2k '+  I)~i ,  z = L f l ~  + 2 k ' n i  

l'int6gr~le sera alors 6gale g la somme des r6sidus, correspondan~ /~ chaeun de 

ces pbles. 

I1 est facile de montrer que la fonction 6)~(x), uinsi d6finie, est une solu- 
Z 

tion d e  l'6quation fonctionnelle (3). En effet, en appliquant l 'opdrateur E ~ux 
p 

deux membres de (82), on trouve 

x ~ j ' e . ~ l z  x,,-,: fdzx,    
~(~(x)p = ~ z ' ~ + 1  - 2 ~ i ( , ~ - k ) !  ~ - - ( ~ - k ) !  " 

I1 s'~git maintenant de ddterminer une limite supdrieure pour l'int6grMe (82). 
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Soit a la plus grande valeur ubsolue des quantit6s La,., Lfl,,; nous prendrons  

comme contour  part icul ier  c. un carr6, dont  les c6t6s ont  pour  6quations 

~ = + a + ( 2 ~ + 2 ) ~ ,  v = + a + ( 2 " + 2 ) ~  

duns le plan de la variable complexe 

z = ~ + i V  

tel qu'i l  cont ienne g son int6rieur t o u s l e s  p61es envisag6s plus haut  et que nous 

ramenerons  au carr6 fixe F,  dont  les c6t6s sont 

~'-=- +_ I, ~ ' =  + I 

par  le changement  

(83 )  Z - -  a ( I  "J- i) : ( 2 .  -~- 2 ) Z Z ' ,  Z' --- ~' "~- i V '  , 

on a sur F 

l a ( '  + i) + (2 .  + 2 ) ~ ' l  > (2 .  + ~)~ I~.' I -> (~,, + ~)~ 

et si x reste duns une rdgion R,  finie mais arbitrairement grande, 

e[ax(l +i) + (2n+ 2)~xz'] <~ eaX(e~XZ') 2n+ 2 < e~  e2,,+ 2 

de sorte que 

(84) I(S},~(x) I < (2,, + 2)"--~"-" ~ " 
�9 v Ao + ~_j Aje~J [<*+~)+('2'~+2)~='1 

1 

Pour  6valuer la derniSre int6grale, remarquons que le d6nomin~teur,  qui 

n 'es t  aut re  que O(z), peut  &re 6erit 

O ( z ) = ( e z - - I ) k ( e z +  g , . ) ( e z - -~ , . )  Y =  I ,  2,  . . .  

z devant  y 8tre remplae6 par  so n  expression (83). 

Or, on a 

]ea(i+l)+(2n+2)zgz' - I I > l e  a(i+l)+(2n+2)~(~''ti*?')] - -  I > ]e (2n+2)~(~'+i.2')] - -  I .  

En 6valuant  le module de eette expression sur chaeun des c6t6s du carr6 F ,  on 
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trouve - -  tout  aussi comme dans le cas particulier 6tudi6 par Hurwitz  - -  qu'il 

I 
est sup6rieur ~ �9 

2 

On montre de la m6me manibre que t o u s l e s  autres faeteurs de O(z) sont 

sup6rieurs ~ des quautit6s fixes, ce qui conduit  ~ la conclusion que O(z)est 
aussi sup6rieure "s une quantit6 fixe et par suite, l ' int@rMe qui figure dans 

l'in6gMit6 (84) est inf6rieure s une quantit6 A,  ne ddpendant  pas de n, de sorte 

que (84) devient 

A eaX Q2n+'- ' 
(ss) I ~,~(x)l < b .  + ~)"-" ~"-~ 

in6galit6 fondamentale  pour la suite. 

18. Reprenons l '6quation fonctionnelle (r), dans laquelle g(x)a le d6ve- 

loppement (77). I1 est facile d'en d6duire qu'une solution de l '6quation (I) est 

donn6e par 
r162 

k (86) F(x) = Z an~,,+k(x)" 
0 

Etudions la convergence de la s6rie du second membre. On peut 6crire, d'aprbs 

l 'in6galit6 (85) 

cx~ 

~1~,,11 ~ ,o~§ ~ ~ @.+~(x) I < ~ ~_~lan[(zn+2),w, 
0 0 

Pour d6cider de 

la limite de 

pour n infini. 

la convergence de la dernigre s@ie, nous allons ehercher 

n 2 

1]  
D 

anl 

Or il est @ident  que le terme 

Q~ 

2Z('l/ -t- I) 

tend vers z6ro; il suffit que l 'on air 

n 

(871 lim I ' [ - ~ ; , I  = eonst. 
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pour que la s6rie consid6r6e et, par cons6quent la s6rie (86), converge uniform6- 

ment. Comme (86) est une s6rie de fonctions enti~res et comme elle converge 

uniform6ment pour route valeur de x, sa somme F(x ) sera  une fonction en- 

fibre en x. 

La condition (87) et le d6veloppement (77) montrent que g(x) doit 8ire une 

fonction enti~re, de sorte que nous pouvons ~noncer la proposition suivante 

Etant donn6e l'~quation fonctionnelle (I) et les fonctio.ns enti~res g(x), ~ ( x ) ,  

la fonction F(x),  donn6e par le d6veloppement 

c ~  

= k (x) 
n + k  

0 

est une solution, fonction enti~re, de l'6quation fonetionnelle (I). 

19. La solution, ainsi t~'ouv6e, de l'6quation fonctionnelle (I) n'est pas la 

solution prineipale; cependant, on peut en extraire la solution principale, lorsque 

la derni~re est uniform6ment convergente. En effet, s~parons dans l'int6grale 

(82), qui d6finit la fonction (~(x), la p~rtie correspondant au p61e z-~  o, des 

autres: la premiere est justement le polynome G~(x); quant s la partie restante, 

elle d6finit une fonction g~(x), qui est solution de 1 equation fonctionnelle (4), 

de sorte qu'on peut 6crire 

(88) 

Eg~(x) = o 
P 

e (x) + 

et la solution (86) de l'6quation fonctionnelle (~) devient 

r(x)  F, an e (x) + F,  ng (x) 
0 0 

et on reconnait, dans la premiere s6rie du second membre, justement la solution 

principale (78), exprim6e s l'aide des polynomes Gkn(x). Bien entendu, elle n'est 

pas uniform~ment convergente si la condition (79) n'est pas remplie, de sorte 

qu'on doit se contenter dans ce cas de la solution sp6ciale (86), exprimde s l'aide 
k x des fonctions enti&res (~ ( ) ,  si l'on ne veut pas avoir recours s la solution 

principale (57). 
35- -33617 ,  A c t a  mathemat ica .  62. Impr im6 le 17 janvier  1934. 



274 M. Ghermanesco. 

k x 20. On a mis uinsi en ~vidence une suite discrete de fonet ions g ~ ( ) ,  solu- 

t ions de l '6quat ion fonct ionnel le  (4). 

Pour  en donner  un exemple, consid~rons la fonct ion g~n~ratrice des poly- 

nomes d 'Euler-NSrlund ~'~ 
ac 

e - ~ 2  ~ x;~(--t)  ,~.~ 

le ~''', + ii(e--'~+ ~ ) .  le-"~ + ~i = ~ "  0 Y" 

Cette fonet ion admet  les pSles simples ~6 

(2k+ I)~ri 
tk'j . . . .  

oti 

avec les r~sidus 

2 n e - - t k ' j X  

o',(t~,~) 

k ' =  o, + I, +_ 2 , . . .  + ~, . . .  

done 

o, ( t )  = (e-'"', + ~)(e-"'~ + ~) . (e- ' ' , ,  + ~) 

'~1 - } - n  

(~"(x) ET(z)  + ~ ! 2  / ,  / .  O~i{-~  �9 
j=O k '=O ~ ~ k ' j ]  

21. Nous allons examiner  ma in tenan t  le cas off la fonct ion g(x) est ~n~ro- 

morphe duns tou t  le plan, en d tendant  19 m~thode employee par  Hurwi tz*  duns 

le cas par t icul ier  de l '~quation fonct ionnel le  (I'). 

Remarquons  d 'abord  qu'on peut  ~crire 

a(x) = g~(x) + g..(x) 

gl(X) n ' ayan t  de pbles qu's droite de l 'axe 0 7 et g~(x) n'en ayant  qu'~ gauche 

de ce m~me axe. D'apr~s eette remarque  il suffira donc de d~terminer  les solu- 

t ions des ~quations fonct ionnelles  

r l  - -  g1(2') 
I) 

x 

E F~ = g_~(x) 
P 

~5 Loc.  c i t .  6 ( t r o i s i e m e  radmoire ) .  

~G On s u p p o s e  que  l e s  % n ' o n t  pus  de s  r a p p o r t s  c o m m e n s u r a b l e s .  

*Loc. cit. 5. 
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puisque lu solution de l'6quation (I) s'obtiendra en ajout,mt ces deux solutions. 

o .  u, en e~et, en posant F ( z ) =  F~(z) + I~(~), 

x x .T 
EFt(x) + E_~(x)~- e F ( x ) =  g,(x) + g~(x)= g(x). 
P P P 

Nous allons r6soudre uinsi l'6quation fonctionnelle (I) duns l'hypothbse que g(x) 
n'ait de p61es, par exemple, qu'~ gauche de l'axe 0 ,  7. Duns ces conditions, la 

fonction g(x + s n'aura de pbles qu'~ gauche de la droite 

~ - -  ~r~n i .  

Elle est alors holomorphe duns tout domaine born6, situd '2 droite de 

~=--Y2,~i; e,~i et 6 6rant deux nombres arbitrairement petits, on peut ddterminer 

un polynome gni(X), tel que 

I gni(x) -- g(x + -q,.) I < ~,- 

duns route r6gion du demi-plan pour lequel on a 

~ .  6rant le plus petit des ~2,i. 

I x l  < .o.,~-,~, 

Soit alors lu s6rie 

/ I \ n  P 
( 8 9 )  F ( X ) ~ - Z { . / ~ - - }  Z Ani fgni (X)  - -  g(  x + -Qni)] 

n=o  \ 0 ] i ~ l  

et supposons qu'on air choisi les Sni de maniSre que la s6rie 

soit convergente. 

au dels de la droite 

P 

Soit B une rdgion born6e du plan, ne s'6tendunt pas, .~ gauche, 

on aura darts cette r6gion 

pourvu que 

r  
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autrement dit, g partir du :Y~ terme, la s6rie F(x) converge uniformdment; 

quant g la somme des ,V-- I  premiers termes, elle repr6sente une fonction m6ro- 

morphe. La r6gion R pouvant d'ailleurs 6tre prise arbitrairement grande, pourvu 

qu'elle soit born6e, on voit que la s6rie F(x) repr&ente  une fonction m&omorphe 

dans tout le plan. 

Si maintenant on tient compte de la relation (66), on peut 6crire, en posant 

0 

( 9 0 )  = + ( ;  ( x ) .  
p 

Or, la condition (74) 6tant remplie par la fonetion mdromorphe g(x), la s6rae 

est unifoi'm6ment convergente dans la r6gion d~finie plus haut; comme il y e n  a 

de m6me pour la fonction F(x), il s'ensuit la m6me conclusion, d'aprbs (89), pour 

[ - -  I~" A 

qui, 6rant une s6rie de polynomes, d6finit par suite une fonction entibre. 0 n  en 
;g 

d6duit que la fonction G(x) est aussi une fonction entibre, puisque G(x )=  E~l(x ). 
P 

Cela 6tabli, il suffit, d'aprbs (90), de retrancher de la fonction F(x), donn6e 

par (89), la fonction enti~re F~(x), pour obtenir une solution, m6romorphe darts 

tout le plan, de l'6quation fonctionnelle (I). 

On traite de la m6me mani~re le cas des pSles situ& g droite de l'axe 0, 7 

et on d6termine ainsi une solution de l'6quation fonctionnelle (I) dans l'hypo- 

thbse f a r e  au d6but sur la fonction g(x). 

22. Etudions maintenant le cas off l'6quation fonctionnelle (I) admet des 

solutions p6riodiques. Ce probDme a &6 trait6 pour la premibre fois par M. E. 

Picard pour l'6quation fonctionnelle particulibre17 

+ ,o) - -  = p ( , )  

,7 E. PICARD, Aeta mathematiea, 1894, t. I8. 
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Sa m6~thode s'gtend, dans ses lignes g~ngrales, aussi s l'~quation fonction- 

helle g~n5rale (I). 

Supposons la fonction g(x) entitle,  x 5rant complexe, admettant la pgriode 

i~  et proposons-nous de d~terminer une solution de l'~quation fonctionnelle (I) 

admettant aussi la p~riode i w .  

Nous pouvons supposer, sans nuire g la g~n~ralit6, ~o rSelle et positive. 
2~9~ 

Posons X = e  ~ ; la fonction en~igre g(x), de p~riode iw, peut se d~ve- 

lopper en s~rie de Laurent ~s 

dans toute couronne de centre O. 

Comme ls solution chereh6e F(x) de l'6quation (1)doit 5tre entigre, puisque 

g(x) l'est, on aura ~ussi 

(9i) 

Remarquons qu'on a 

de sorte qu'en posant 

o n  a u r a  

v = O  

x ( z  + = 

2~: -- tw 

et l'dquation fonctionnelle (I) devient 

Egalons les coefficients des m~mes puissances de X; on en obtient 

(9 z) c , -  O(vt) '  d , -  0 ( - - u t )  

is E. PICA~I), Tra i td  d 'Analyse ,  (t. I I ,  3 e ~d. p. I4o). 
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condition qu'on air 

(93) O(vt) ~ o 

pour route valeur entibre, positive, n6gative ou nulle, 

l%quation (I) sera ainsi 

[ . ,  t,, ] 
(94) F(x) = [o(,,t)X" + b(Z;tiX" 

de v. La  solution de 

et une l imitat ion de 0(vt), analogue s eelle faite au w 17, nous montre que 

cette s6rie est uniform6ment  convergente, pourvu que la s6rie (9 I) le soit. 

Supposons main tenan t  qu'il y air une valeur de l 'entier  v pour laquelle la 

condition (93) ne soit pas remplie; on voit faci lement  que l 'on a dans ce cas 

.E e "tx = e ''tx O(vt) ~- o 
P 

de sorte que si, par un moyen queleonque, on a trouv4 une solution p6riodique 

f ( x )  de l '6quation fonctionnelle (I), la solution g4n6rale en sera de la forme 

= f ( x )  + Ae 
A &ant  une eonstante. 

On pent ainsi 6noncer la propri6t6 suivante: 

E t a n t  donnde l'~quation fonctionnelle (x), da~s laquelle g(x) d&ig~e une fonc- 

tion enti&e, admet tant  la p&iode  i~o (~o > o), cette ~quation admet en g&,&al u~e 

solution unique, fonet ion enti&e et admet tant  la mOme p&iode,  s'il n'y a aucun 

entier, posi t i f ,  ndgat i f  ou nul, sat is fa isant  ge la relation 

O(2Zv i (9S) \ w f = o. 

Dans  le eas contraire, il y en a une infinitd, obtenues e~ ajoutant gt une solution 
2 ~,-f X 

part icul i&e la fonct ion A e " 

23. On peut ramener  quelquefois la r6solution de l '6quation fonctionnelle 

(I) g celle d 'une ~quation int6grale. Naturel lement,  la solution n 'en sera pas 

unique mais, sachant  r6soudre l '6quation int6grale obtenue, on en d6duira une 

solution de l '6quation fonctionnelle qui a servi pour point de d6part. 
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Supposons connues les quan t i t&  F(i)(o) = ~ (i = o, I, 2, . . .  m) et  cherchons  

une solution de l 'dquat ion fonct ionnel le  (I) ayan t  des ddriv6es cont inues jusqu '~  

un  cer tMn ordre m + ~. 

De l~ formule  de Taylor  (46) on d6duit  

I! 
(x + oJi) '2 

2!--z.,. + ... + (*-~o'!Tz,,,,,,, ! + 
x+(o  i 

, 

o 

COi - -  8)  m 

m! 

de sorte que l '6quat ion fonct ionnel le  (I) devient  

F(m+l)(s)ds 

Bo). o + )t~ E--.- + 
p I! p2.  

a: + toi 
" f (x + w, - s),n + ... 4: Z,,E--v m! +~_o A '  ............. m ! F("+l) (s )ds=g(x)  

o 

ou encore, vu les re la t ions (22), 

(96) 

x+o~ i 

f (x 
i=0 

0 

+ OJ i - -  R) m 

m! 
Ffm+~/(s ) d s = g(x) - -  ~a ~J G~ (x) = f ( x )  

j = k  

qui est  une ~quation in tdgmle  du type  de M. Vol ter ra ,  don t  le noyau  poss~de 

une l igne de discontinuit~ dans le domaine  d ' in t~grat ion.  

On peu t  dcrire encore cet te 6quat ion 

P I) x+e~  

f 
A~ (x+ ~' *) ~(m+,)(,)d, + ~ A ,  (x%~'--~)~F("+~(~'ld~=f(x) 

m ! m! i=, 
0 :g 

ou encore, vu la re la t ion  (22) 

(07) f X i vJi P s) F(,~+l)(s)ds ~km(X__s) F(m+i)(8)d 8 + Z A  i (x+ i~t.__ m = f ( x ) .  
i ~ l  

0 x 

P o u r  r&oudre  cet te 6quation int6grale,  nous Mlons y in t rodui re  un para-  

m~tre ~, de sorte qu 'on  pour ra  6crire 
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(98) 
- - k  ( X  + O) i  - -  m 
( ; . , ( . - ~ )  a~(,)~, + ;~ = f ( x )  

m ! 
0 .g 

avee F(m+l)(x)= q~(x). 
Si nous cherchons s satisfaire formellement "s cette dquation int~grale par 

une s&ie en ). 

(99) r  = a,o(~,-) + ~,~,(x) + z ' ~ ( x )  + 

nous sommes conduits "s la r4solution d'une infinit4 d'4quations int6grales de 

M. Volterra, de premiere espbce 

1 0 0 )  

.(, 

J ~ 77k Gm(x -- s) q)o(s)ds =.f(x)  

l) 

(~oI) 
x P x + e.* i 

. . . . . .  (~On--  1 [b,') ( ; /8  

�9 i ~ 1  D~ ! " 

~ 1 :  I ,  2 ,  . . . .  

G,;(o) = ~! Or ces ~quations sont r~solnbles, puisque g , , ( . r - x ) =  - ~ o, mais dies 

n'admettent pas en g~ndral des solutions uniques, puisque les seconds membres 

ne sont pas nuls pour x = o ,  comme l'exige la th~orie de M. Volterra, gce  qu'on 

s'attendait, comme nous l'avons d@s remarqu~, puisque la solution de l'~qua- 

tion fonetionnelle (I) n'est pas enti~rement d~termin~e par la connaissance des 

(m + I) quantit~s ).i. Cependant, on peut r~soudre ces ~quations int~grales et de 

leurs solutions on ddduiru une solution de l'~quation fonctionnelle (I). 

La r~solution des dquations int~grales (loo) et (~ox) se ram~ne facilement 

's celle d'une infinit~ d'~quations diffdrentielles lindaires, puisque le noyau com- 

mun G~(x--s) des ~quations intdgrales consid~r~es est un polynome: On n'a 

qu'~ intdgrer par parties dans les premiers membres et g poser aprbs 

f r = ~,,(x) 
0 

pour arriver s ces ~quations diffdrentielles. 
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24. Consid6rons enfin l '~quation fonctionnelle suivante 

(~o2) ~0(~)F(x) + ~l (x)F(~ + ~1) + . . .  + ~p(x)F(x + ~ )  = .q(~) 

avec les m~mes hypothb, ses sur les gcarts wi; g(x) sera cens~e sntisfaire ~ In con- 

dition (74), tandis que nous supposerons les fonc~ions ~0i(x) telles que 

(Io3) lira Ti(x) -~ Ai 
2 : ~  car 

Ai ~tan~ des cons~antes. 

P o $ o n s  

(I04) qPi(x) --~ Ai + Oi(x), lira ~i(x) --~ O. 
X ~ o r  

Pour  r6soudre l '6quation fonctionnelle (Io2), nous allons introduire un paramgtre 

�9 ~ en l'6crivan~ 

x 

P 

et en cherchant  s la satisfaire par un d~veloppement formel en sdr'ie suivant les 

puissances de )~ 

F(x) = Fo(X) -JF ~Fl(X) ~- Z2T'2(z) ~-' . 

Nous obtenons les ~quations d'approximat~ion 

(!o5) E~o(X) = ~(x) 
P 

9J 

(IO6) EFt (x )  = tflo(X)Fo(X) + ~0tF0(x -t ,o,) + . .  + ~pv(X)Fo(X + wp) 
P 

et en gdndral 
x 

(107) E F .  (x) = gn(x) 
. p  

uvec 

0o8) ~.(x) = ~0(x)~ , - l (x )  + ~ ( x ) F . - l ( x  + ~,) + �9 + ~,,,(x)F,-l(x + o~). 

La premiere gqua~ion, qui donne Fo(X), n'est  au~re que l '~quation fonctionnelle 

(I), que nous venons d'dtudier; sa solution est donn~e, par exemple, par la rela- 

t ion (67) 
36--33617. Aeta mathematiea. 62. Imprim6 le 17 janvier 1934. 
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m + k  

(Io9) Fo(x + h) = ~ G~(h)f(J)(x) + f O~+k(h--t)g(m+l)(x + t)dt 
j=0 

0 

avec f(k)(x)= g(x). On en obtient ainsi la solution principale. 
Passons ensuite 's l 'dquation (Io6): elle est de la m~me forme que (I); on 

n'a qu's y remplacer g(x) par gl(x), donnde par (Io8) "~ l'aide de l'expression 

trouvde pour Fo(x); on a 

m+k 

(IIO) FI(X--~ h ) =  ~ G~'(h)f(/)(x)+ t)4t 
j=O 

0 

qui est valable |orsque gl(X) admet une ddrivde d'ordre (,m + I) qui reste continue 

partir d'une certaine valeur a de x et qui satisfait s la condition 

l i m  xl+ag ' ,m+l)(x)  = O .  

Cette condition est remplie si les ~p~(x) admettent des ddrivdes de l'ordre (m + I), 

continues pour x>--a et si les produits x"+l~pl.')(x) (~,~o, I, 2 , . . . m +  I) restent 

bornds quand x erolt inddfiniment, ce qui arrive, par exemple, lorsque les ~pi(x) 
sont holomorphes autour du point s l'infini et nulles en ce point. 

Or, d'apr~s les propri&ds de la solution principale To(X), on ddduit qu'elle 

admet des ddriv~es continues jusqu'au (m § I) e ordre, satisfaisant aux conditions 

F(., + l-v) Ix) 
( I I I )  l i m  o _ , , =  X,.~_ 1 O, 

D'autre part 

done 

P 

= Y,  + 

p m+ll 
= Z Z t "  "~ l) ~:r' ~(~,~-l--r)( x _~ O)i) 

i ~ O r - - O  X F 

p m + l /  

a!=ovlim g(l'+l)(X): x= aolim /~Or~O( " ' - ~ . :  = " I ) (Xr + l~l.r)) tF!/'~t l~r)~('~L'~ xr+l ~ (A~i)~, 

�9 ~ - 0 ,  I, 2 , . . . ~ 1  + I .  

~ O .  

Un calcul analogue nous aurait conduit, en resserant de plus les hypotheses  sur 

g("+l)(x), "~ la limite plus prdcise 
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( I  1 2) l im x l + a g ( l m + l ) ( X )  = 0 

et on 16gitime ainsi l'expression (IIO), donn6e pour la seconde approximation 

F1 (x + h). 

L'algorithme par lequel on passe de la fonction ~o(X) 's Fa(x ) peut 6tre 

it6r6 pour passer de Fx(x) s F~(x) et ainsi de suite. On d6termine ainsi, de 

proche en proche, les approximations suceessives .F,,(x + h), qui nous donnent la 

solution principale cherch6e de l'6quation fonetionneUe (Io2) 

+ h) = Fo(  + h) + Z l(X + h) + Z F (x + h) + 

|e d6veloppement 6rant uniform6ment et absolument convergent pour ~ suffisa- 

ment petit lorsque x reste compris dans un intervalle fini quelconque (a, b), c'est 

ce qu'on d6montre ais6ment en majorant les diverses approximations Fn(x + h). 

Ce probl~me a 6t6 trait6 aussi par M. R. Raclis (loc. cir. 7) dans le cas 
X 

particulier off l 'op6rateur g6n6ral E se r6duit 
p 

p, q 
54 

IV. Syst~mes d'~quations fonctionnelles. 

25. Ce qui " "  precede permet la r6solution, dens certains cas, des systemes 

lin6Mres d'6quations aux diff6renees finies. 

Nous allons en donner quelques exemples. 

Consid6rons le systgme d'6quations fonctionnelles 

z 
2' (I I3) E~'i(x) + a, lF,(x) + ai2t ~(x) +. . .  + aipFp(X)= gi(x) 

p 

i =  I ,  2 ,  . . . p ,  

J~ ayant la m6me signification que dans l'6quatiou fonctionnelle (I), tandisque 
p 

les a~j sont des eonstantes, "~ d6terminant non nul 

D p  ~ [a i l  ai,2 ""  Ctip [ ~ o .  

On peut r6soudre le syst~me (I!3) encore par la m6thode des approxima- 
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tions successives. 

la forme 

(I 14) 

Cherclrons en effet, h y satisfaire par des d6veloppements de 

1,;-(x) = rio(x) + zF, , (x)  + J. ~ ,~(x) + ... 

aprbs avoir introduit le parambtre ). dans les 6quations (113), ce qui permet de 

les ~crire 

�9 4�9 (~ ~5) EF, (x)  + Z [ . , d q ( ~ ) +  . : ~ ( x )  + + ~,p~,,(~)] = ~,(x). 
p 

Nous obtenons, 

fonctionnelles 

pour les premi6res approximations F~o(x), les 6quations 

(~ ~ 6) EF, -o  (x) = g,(x) 
p 

qui sont de la forme (I) et dont les solutions principales sont donndes par (67) 

(II7) m+k f "k h (m F,o(X + h) -= ~_j G~(h)~J).(x) + G,~+k( -- t)gi +')(x + t)dt  
3 jffiO 
0 

i ~  I, 2, . . . p ,  

solutions valubles dans les m6mes conditions que pour l'~quation fonctionnelle (I), 

c'est-s ayant une d~riv~e continue de l'ordre (m + I) et, en ce qui concerne 

les fonctions donndes gi(x), devant satisfaire s la condition (74). 

Une fois les fonctions F~.0(x) dgtermin~es, on passe aux Fil(x), qui sont 

donndes par les ~quations 

(II8) 
T, 

ZF; I (x )  [a.~,o(X) + ~ . ~ 0 ( x )  + + ~,p~,0( )] 
p 

~galement de la mSme forme que (I) et dont les solutions principales s'dcrivent 

d'apr~s la relation (67); en effet, les seconds membres satisfont aux m6mes con- 

ditions que ceux des dquations (I I6), vu les propri~t6s des fonctions d~js dd- 

termin6es, F~0(x). 

De cette mani~re, on obtient de proche en proche les approximations suc- 

cessives Fi,~(x), qui conduisent s la solution principale du syst~me d'dquations 

fonctionnelles propos~ (IIS), reprdsentde par les ddveloppements 
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(I I9) Fi(x + h) = Fio(X + h) + s + h) + ~uJ~2(x + h) +. . .  

dont la convergence absolue et uniforme s'6tablit, pour les petites valeurs de ) . ,  

en majorant les diverses approximations Fin(x). 

26. On peu~ trouver, toujours ?~ l'aide des approximations successives, une 

solution du syst~me d'6quations fonctionnelles par un proc6d~ qui n'exige aucune 

int6gration, finie ou non. 

D6signons par Aij le mineur correspondant s l'61~ment a~j dans le d6termi- 

nant Dv et multiplions les deux membres des ~quations fonctionnelles (II3).re- 

spectivement par Aij, j 6rant fixe et en faisant varier i de i s p.  En posant 

P 

G/x) = ~, Aijgi(x) 
i ~ 1  

le syst~me (II3) se transforme dans le suivant 

x 

(129) E[AljFI(x) + A2jF~(x) + + ApjFp(x)] + DpFj(x)-~ Gj(x) 
P 

j ~ I ,  2 , . . . p  

que nous 6crirons encore, en y introduisant un param~tre )4 

z 

(I2I) DpFj(x)-~- Gj(x) + ZE[AuFI(X ) + A2j$~(x) + "  + AvjF,,(x)] 
P 

j = l , 2 , . . . p .  

Si nous essayons s y satisfaire par des d6veloppements en s6rie de 2 

(~22) ~(x)  = ~o(x) + z~ l (x )  + ~ . ~ ( x )  + . . -  

nous obtenons comme premieres approximations 

Dp~0(x) = G/x); 
on aura ensuite 

x 

DpFjl(X)--~E[AljFlo(X ) + A2jF~o(X) + " + ApjFpo(X)] 
P 

j =  I ,  2 ,  . . . p  

ou encore 
x . 

]~Fjl(X) :-E[AljGI(x) + A2~G~(x) +" + ApjGv(x)]. 
V ,  
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En g6n6ral, 

D,,~j,(z) = ~'  [A,jF~,,,_~(x) + ; l~, .~, , ,-~(x) + . . .  + d,,j:[,,,,_,(,~)!. 
P 

Supposons les fonctions gi(x) d6croissantes, 's partir d'une certaine valeur 

de x, x>--a, de manibre qu'elles tendent vers z6ro, lorsque x croit inddfiniment; 

on pourra donc 6crire, pour x >---a 

Ig,(x) l < M, 

M 6tanL la plus grande valeur absolue des diverses fonctions gi(x); ddsignons 

encore par A la plus grande valeur absolue des constantes Aij, Ai; on aura 

I D~II !9 (x )  I = I " / x )  l < 1'AM. 

On aura ensuite 

donc 

[EAqG,(x)[ < A ~1 AiG,(x + to,.)[ < (1) + I ) A ' M  
P 0 

D;~,]/~)u(x)] < (1' + I )A(pAM);  

on obtient de la m~me mani~re 

J D,~[] ~)~(x) [ < (1) + ,)L4- '(2,AM) 

et en g6n6ral 

[D"+~[[ Fj,~(x)[ < A"(p + I)"(pAM). 
P 

Les d6velopp6ments (I22) des fonctions I~)(x) convergent, par suite, si la sdrie 

converge, ce qui a lieu si 

(~23) 

~ [ X I " A " ( p  + ,)'~ 
o I D ,  I " 

lOp[ 
I).l < (1, # I ) A  ' 

27. Ces consid6rations peuvent 6~re appliqu6es s des systbmes plus ggnd- 

raux que (Ii3). Tel serait le sys~me d'6quations fonctionnelles 
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93 
E ~ . ( x )  + ajlFl(~) + aj2F~(x) + .-- + a j , , 5 , ( ~ ) =  gj(~) 
Pi 

j =  I, 2, . . . p i ,  

287 

les ffi 6tang des entiers positifs, diff6ren~s 

nombre 6gal au plus grand d 'entre eux. 

De m~me, le sys~me plus g6n6ral 

ou m~me 6gaux (quelquesuns), en 

X ( I 2 5 )  ~iO( ) ~ i ( X )  + ~ i l F i ( X  + 011) + ' ' "  ~ i p F i ( X  + OJp) + 

,' a~,,,(x) F / ~ )  = + o~(~)F~(x) + a~ ,~ (x )~ (x )  + . .  + .q~(x) 

i =  1 , 2 , . . . p  

dans lequel on a 

lira ~ij(x)  = Aj ,  lim q)ij(x) = a~j 
93 ~ oo X ~ o~ 

se traite par les m~mes proc6d6s, employ6s pour une seule 6quation. 


