SUR LA STRUCTURE DES ENSEMBLES LINEAIRES DEFINIS
PAR UNE CERTAINE PROPRIETE MINIMALE.
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La formule des accroissements finis, celle de Taylor, certaines formules dans
la théorie de l'interpolation ete. renferment un nombre indéterminé £ dont on ne
connait aun cas général que les limites entre lesquelles il peut varier. Comme
j'ai démontré aillenrs®, I'intervalle de variabilité du nombre § peut étre réduit i
un intervalle plus petit que celui donné par la théorie générale, lorsqu’il s'agit
de l'application de ces formules aux polynomes réels d'un certain degré. Ainsi

dans le cas de la formule des accroissements finis,

(1) ‘ S(b) = fla)=(b—a)f" (¥
‘on peut affirmer que, «, désignant le plus grand zéro du polynome de Legendre
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& tout polynome réel f(x) de degré = 2n correspond au moins un § de l'intervalle
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satisfaisant & (1); de plus, c’est le plus petit intervalle jouissant de la méme
propriété. On peut donc dire que, étant donnés a, b > a et n, l'intervalle (2)
de variabilité de & dans la formule (1) représente un entervalle minimum par rap-
port &4 la classe des polynomes réels de degré = 2xn. Au lieu de chercher un
tel intervalle on pourrait poser le probléme d'une fagon plus générale en deman-
dant s'il existe un ensemble minimum jouissant de propriétés analogues. Il s’agit
done de l'existence et de la structure d'un ensemble M; de nombres réels tel
que 1° 4 tout polynome réel f(x) de degré =k correspond un nombre & de M,
satisfaisant & (1) et 2° aucune partie propre de M ne posséde pas la propriété 1°.
La méme question se pose aussi pour la formule de Taylor et pour les autres
formules analogues appliquées aux polynomes réels d'un certain degré. Dans
ce qui suit je me propose de résoudre ce probléme dans toute sa généralité en
appropriant convenablement ma méthode que jai déji appliquée au probléme
des intervalles minima.

Dans le § 1 je rappelle quelques définitions et propriétés relatifs 4 une
chaine de polynomes de Tchébycheff correspondant & une certaine fonction crois-
sante Y(xr) et j'énonce le probléme général i résoudre. Les trois paragraphes
suivants sont consacrés aux démonstrations de trois théorémes qui nous donnent
la résolution compléte du probléme posé. Enfin dans le § 5 je m’occupe de
quelques applications des théorémes généraux comprenant comme des cas parti-
culiers les résultats que j'ai obtenus aux notes cités.

Ici je publie pour la premiere fois les démonstrations des théorémes en
question dont je me suis borné de donner seulement les énoncés dans une note®.

présentée a I'Académie des Sciences de Paris le 21 aofit 1933.

§ 1.

1. Soit y¥(x) une fonction monotone non décroissante, définie pour toute va-
leur de la variable réelle . Supposons de plus que les & + 1 intégrales de Stieltjes

L,=fac”dw(x), ’ y=0,1,2,..., k%

, k .
convergent® et que Y¥(x) a au moins nz[z] -+ 1 points de croissance. On

* Sur un probléme de minimum concernant une certaine classe de polynomes. C. R. t. 197,

p. 572.
@ b

* Pour cela il faut et il suffit que fmkdw = lim | x*dy existe.
) b—> o

— G @
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démontre facilement qu’il existe une chaine de # + 1 polynomes (polynomes de
Tchébycheff généralisés)

(3) POZC(H Pl(x)7 PQ(OL'),...,PH(.%‘)

tels que
1° P,(x) est de degré v,
2° le coefficient de 2z dans P,(x) est égal & un nombre positif ¢, donné

d’avance;

3° fP”(x)Pw(x)dwzo pour wHEv et u+v==%g.

Les polynomes (3) sont d’ailleurs complétement déterminés par les condi-
tions 1° 2° et 3° & l'exception du polynome P,(x) lorsque % est pair; dans ce
cas Py,(x) peut étre remplacé par tout polynome de la famille Pplx) + ¢Pn(x)
ol ¢ désigne une constante réelle et arbitraire. Signalons les propriétés snivantes
des polynomes P,(x):

a) Les coefficients de P,(x) sont réels;

b) f P.{x)Q{x)dy = o pour tout polynome @Q(x) de degré p tel que u <
et y,' +v =k

¢) P,(x) a tous ses zéros réels et simples;

d) Quel que soit le nombre réel ¢, les zéros du polynome P, + ¢P,—; sont
aussi réels et simples; pour » = 2 entre deux zéros consécutifs de ce polynome
est compris un et un seul zéro de P,—i(x). Soient o' et 8 les zéros extrémes
de P,i(x) (¢ =8) et « et 8>« les zéros extrémes de P,(z)+ cP,—(x); lorsque
¢ croit de —w 4 + », a et B sont des fonctions continues et décroissantes de ¢
dont la premidre diminue constamment de ¢’ & — » et la seconde de + o 4§,

e) Si la fonction w(x) est constante pour x < a et pour z > b, tous les
zéros de P,(z) sont compris dans l'intervalle fini ¢ = x = b, une exception éven-

tuelle pouvant avoir lieu pour P,(z) lorsque % est pair (k=2n--2).

2. Envisageons la classe C; de tous les polynomes réels ¢(x) de degré <k

satisfaisant & la condition

o0

(4) fgp(x)dip(x) =o.

—_®
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Il est évident que tout polynome ¢(x) de la classe (% s’annule au moins pour
une valeur réelle & de z qui varie en général avec ¢(z). Je me propose de
restreindre autant que possible le champ de variabilité des nombres & ainsi ob-
tenus. Je vais tout de suite préciser le sens que j'attribue aux mots »autant
que possible». Convenons de dire qu'un ensemble F; de nombres réels est
un ensemble minzmum par rapport  la classe Oy lorsqu’il remplit les conditions
suivantes:

1° & tout polynome @(z) de Cp correspond au moins un § de Ej tel que

p(§)=o; _

2° aucune partie propre (c'est & dire aucun sous-ensemble vrai) de Fj ne
jouit pas de la propriété 1°; en d’autres termes, quel que soit le nombre § de
Iy, on peut lui faire correspondre un polynome ¢(z) de O qui ne s’annule
dans FE) que pour z=§. .

Notre but est de déterminer effectivement tous les ensembles mznima correspon-
dant & la classe Cy de polynomes.

Dans nos recherches nous nous servirons souvent de deux remarques qui
découlent immédiatement de la définition ci-dessus et gqu'on peut énoncer ainsi:

a) Si E et E sont deux ensembles minima par rapport & Cj, tels que
F<FE onal =F.

b) Si le polynome @(z) de C; n'a qu'un seul zéro réel &, le nombre & ap-
partient & tout ensemble minimum F.

Considérons d'autre part la classe C de tous les polynomes réels f(x) de
degré =<k et appelons I'ensemble Fj de nombres réels un ensemble minimum par
rapport @ la classe Cy lorsqu’il jouit des propriétés suivantes:

"% 3 tout polynome f(x) de Cj correspond au moins un & de Fj, tel que

(5) ff(x)def@)fdw;

2" aucune partie propre de J; ne posséde pas la propriété 1w,

Je dis que l'ensemble des ensembles FEj est identique avec l'ensemble des
ensembles Fy. En d'autres termes, un ensemble minimum Fj est en méme temps
un ensemble minimum Ej et réciproquement. Soit en effet i un ensemble mi-
nimum par rapport A la classe Ci. Si f(x) est un polynome quelconque de la
classe Cj et si 'on définit le nombre A4 par 1'équation
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ff(x)dw=Afdw,

on voit que ¢@(r)=f(x) — A appartient & C et que, par conséquent, il existe
un § de E; tel que f(§) = 4; 1'équation (5) est donc toujours vérifiée par un £
de Ep, et cela quel que soit le polynome f(z) de C;. Soit d’antre part £ un
nombre quelconque de E;. D’aprés la condition 2° il existe un polynome ¢(x)
de Cp qui ne s'annule dans FE; que pour x=§;. Or cela signifie que, si 'on
pose dans (5) f(x) = p(x), cette équation n’est pas satisfaite par aucune valeur
de & appartenant a E; sauf par £=2§,. Donc les conditions 1" et 2" gont
satisfaites si 'on y remplace Ej par FE.

On démontre aisément par la voie réciproque que tout ensemble Fj est en
méme temps un ensemble Fj.

I’analyse précédente nous montre que le probleme de l'existence et de la

structure des ensembles F) est le méme que celui des ensembles F.

§ 2.
Premier cas: & impair (k = 22— 1).

Désignons par x, le zéro de P{x)=c(x—x,). Si k est égal & 1, on voit
sang peine que F, ne peut contenir que le senl nombre &= 2, et que I'ensemble
formé de cet élément unique est en effet un ensemble minimum par rapport a C,.

, . k+1 frio .
Supposons maintenant que #n= T est supérieur a-1 et désignons par

Xy, Xg, . .., %y les zéros de P,(x), rangés par ordre de grandeur ecroissante. Soit
¢ un nombre positif et tachons de déterminer le nombre réel § de sorte que le

polynome de degré k
(©) ¢ (@) = (z—§) {e + (vﬁ—}

x — x)°

‘appartienne & Cp. La condition (4) appliquée & ce polynome nous donne, aprés

quelques réductions faciles, 'équation linéaire en §

(xn—§)f(x—_’;ﬁdw + e(wy—8I,=o.

—_®

11—34198. Acta mathematica. 63. Imprimé le 20 mars 1934,
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x, étant compris entre x, et xn, on en conclut que & diminue de xn—oa 2, +0
lorsque ¢ croit de + 0 a + «. A tout nombre £ satisfaisant aux inégalités
2y < & <, on peut donec faire correspondre un nombre positif ¢ tel que le poly-

nome (6) appartienne & C(: et ne s’'annule pas pour aucune valeur réelle de x
sauf pour x=¢§. On démontre de méme l'existence d'un polynome de la forme

:
Pl = e~ He + Lol (¢ > o)
appartenant 4 Cp et ne possédant quun seul zéro & choisi d’avance entre x;
et x,. En tenant compte du fait que P,(z)=¢,(x—x,) est aussi un polynome
de (i qui ne s’annule que pour z = x,, nous pouvons affirmer, d'aprés la re-
marque b) du paragraphe précédent (p. 80), que tout ensemble minimum Ej, contient
les nombres de Uintervalle ouvert x, < x << xy.

: 4 kAT PEPSN
Nous allons d'autre part démontrer que, si — =" est supérieur a 2,

un polynome arbitraire de C s’'annule au moins une fois a l'intérieur du méme

intervalle. Soit @(x) un tel polynome. Je dis que le polynome

Polz) |
O(x) = m%~——ﬁ—ﬁ

21(}) (x — 2,) Pr{x,)
de degré = k—1 appartient aussi & C;. En effet, la différence @(x) — ¢(x)

s'annulant pour x =, z,, ..., Zn, on a identiquement
D(x) = p(x) + Pulx) Q)

ol Q(x) désigne un polynome de degré <n-—1. On en déduit en intégrant
de —o0 4 + oo,
[owav=[o@av+ [Pieway=o

—_—

c’est-a-dire
y L P\
(7) EA«'Q)({KV)—O) ou Av—\[((x_mv)P;l(xa)) d.

Les coefficients A, étant positifs, la formule (7) montre que, si tous les nombres

@(xz,) ne sont pas nuls, il y en a deux de signes contraires. En tous cas ¢(z)
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s'annule done an moins une fois a lintérieur de l'intervalle z, <z < a,,. Cet
intervalle faisant partie de tout ensemble minimum, il est évident, d'aprés la
remarque a) du § 1 (p. 80), qu'il représente, dans le cas considéré, le seul en-
semble minimum. .

Le raisonnement n’est plus applicable au cas n=2 (k= 3) puisqu’il pourrait
arriver que ¢(z) ait deux zéros qui coincident avec z, et x, = x, sans en avoir
un troisiéme entre x, et x,. Mais, dans ce cas exceptionnel, les polynomes de
C; qui ne s’annulent pas entre z; et x, ont la forme spéciale @(z)= QP,(x),
¢ désignant un polynome du premier degré ou bien une constante, et il suffit
de joindre & l'intervalle x; <z < x, une de ses extrémités pour obtenir un en-
semble minimum par rapport & C;; on obtient aingi deux intervalles semi-fermés
qui représentent les seuls ensembles minima par rapport a C,.

Nous pouvons énoncer les résultats ci-dessus comme suit:

Théoréme I. Soit & un nombre naturel impair, k= 2n—1, et désignons par
%y et xn les zéros extrémes du polynome de Tchébycheff Pn(x). Si k est supérieur
a 3, le seul ensemblememimum par rapport & la classe Cy est Uintervalle ouvert
X, << ay; dans le cas k= 3 4l existe dewx ensembles minima coincidant avec les
deux intervalles semi-ouverts x, < x << x, et x, < = x,, o0l x, et x, sont les 26ros
de Py(x); enfin il existe un seul ensemble minimum par rapport i la classe O qui
ne contrent quun nombre x,, zéro du polynome P;(x).

§ 3.
Deuxiéme cas: &> 2 et pair (k=2n—2,n> 2).
Les zéros du polynome

(8) Qx) = Pulz) + ¢ Ppx)

étant réels et simples quel que soit le coefficient réel ¢, convenons de dire que
les nombres ¢ et 8>« sont conjugués lorsqu’ils coincident avec les zéros ex-
trémes d'un polynome de la forme (8). En désignant par o et § les zéros ex-

trémes de Pn,—(x), on a les inégalités
a<d <f<g

et l'on voit sans peine qu'on peut choisir arbitrairement 'un des nombres con-
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jugués « et 3 en dehors de lintervalle o’ <z =§'; l'autre est alors complétement

Y

déterminé. De plus, lorsque a« croit de — o & o', le nombre conjugué 8 croit

aussi de 8 & + o. — Nous allons utiliser dans ce qui suit le lemme suivant:

Lemme I. Désignons par o et 8 deux nombres conjugués et par A et u > A
les zéros de Py(x). Si les nombres &, et &, satisfont aux inégalités

(9) e=§=4 pn=§=8, ﬂ“l<§2_§1<ﬂ‘;‘“a

il existe un polynome @(x) de la classe Can—s % ayant que les deux zéros réels &, et &;.
Il suffit de démontrer que, @(x) étant le polynome (8) dont les zéros ex-
trémes sont ¢ et @, il existe un ¢ > 0 tel que le polynome

(10) )=~ 8+ = G

appa,rtienyne a Cyu—s. Dans ce but nous écrirons le produit (x—§)(x—§&,) sous
les deux formes suivantes:
(@—&)(@—&) = Alz—a) + Br—e)l@—p) + Clz—8),
(@—&)w—8&)=Llz—4)? + Mx—2i)(x—u) + Nx—u),

ou :
(5 §1) (ﬁ gg) Y _ (a — §‘) (a ,_,,g?)
AT e = T e O
(11) . (e —8) (e —5&) _(7"‘51)(1“59)
]LW_“QL—%)” TEe M= LT =0
A+ C>»0, L+ N<o.

En tenant compte des relations

f(Qg(x) —dy=o0, f(x—l)(x——u)dwzo,

— —w»

la condition (4), appliquée au polynome (10), nous donne l'équation linéaire en e

-]

A/(f(ﬂ)) dy + O[(Qz( )) dw+a{ fw( )dw+Nf( ——,;)sz}-—o

—® — - —w

dont la racine est bien positive et finie, d’aprés les inégalités (11).
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Nous sommes maintenant en état de montrer que l'intervalle ouvert e < x < g
dont les extrémités sont des nombres conjugués, représente un ensemble minimum,
par rapport & Cen—s. En désignant par i, 2%, ..., 2, les zéros du polynome
correspondant (8) (x1—e, x,=0), et par @(x) un polynome arbitraire de Chpp .,

on démontre comme au paragraphe précédent que le polynome de degré <2n—2
/ Q) )2
D X} = Ly (—/r—‘/
@ = 2o

appartient & la classe Cha—s. On a en effet @(x}) = ¢(a}), de sorte que la diffé-
rence @(x) — p(x) représente le produit de ((z) par un polynome R(x) de degré
=n—2. D’aprés les propriétés connus des polynomes ¢(x), Pn(x) et Pr—i(x), on a

f@@ﬂw=]&@ﬁ¢+f@wmwa=m
¢est-a-dire B B :

S0 o (0w
(12) %Avq)(mw)—o, oll Av——f((oc——m;)g)'(o,;’;)) dy.
Les intégrales A, étant positives, on conclut de (12) que, si tous les ¢(z)) ne
sont pas nuls, il y en a deux de signes contraires. Le polynome ¢(x) s'annule
done nécessairement au moins une fois a l'intérieur de l'intervalle ¢ <z < 3.

Soit d'autre part &, un nombre quelconque du méme intervalle. Pour que
cet intervalle soit un ensemble minimum par rapport a Cyn—s, il faut encore qu'il
existe un polynome ¢(x) de Cyn—2 qui ne devient pas nul pour aucune valeur de
x entre o et § sauf pour x =§,.

Lorsque £, est compris entre les zéros extrémes ¢’ et § de Pn—i(x), nous
avons déja établi au paragraphe précédent la possibilité de construire un poly-
nome de la classe Chn—3 (appartenant, par conséquent, aussi 4 la classe Cops)
qui a le seul zéro &,.

Supposons maintenant que §, appartienne a l'intervalle semi-ouvert §/ <z < §.
Vu les inégalités a <o’ =i <u =g <8 les hypothéses du lemme I sont remplies
si Pon pose §,=a, §,=24§,; il existe donc un polynome ¢(x) de Can—s ne possédant
que le seul zéro &, entre « et . On démontre de méme que, si &, satisfait aux
’inégalités a<fy=¢', il existe un polynome de Chn—3 qui ne s’annule sur l'axe
réel que pour 2=§ et z=4F. On peut donc toujours construire un polynome
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de Cyn—2 qui ne s’annule que pour une seule valeur de z dans l'intervalle ¢ <z < g,
choisie d’avance, c. q.f.d.

Nous avons ainsi établi que tout intervalle ouvert dont les extrémités sont
deux nombres conjugués représente un ensemble minimum par rapport a Chps.
Un tel intervalle étant déterminé complétement par la valeur de la constante
réelle ¢ dans la combinaison linéaire (8), il existe une infinité non dénombrable
d’ensembles minima par rapport & Con—s.

Lorsque le nombre réel ¢ tend vers - o ou — o, le plus grand zéro du
polynome (8) tend vers 8’ ou + o et le plus petit tend vers — o ou «’. Nous
allons montrer rigoureusement que les deux intervalles infinis o' <2 <« et
— o <z <8 représentent aussi des ensembles minima par rapport & Cin—s.
Considérons dans ce but un polynome ¢(z) de Chn—s qui n’est pas identiquement
nul. Nous pouvo}ls alors supposer, sans restreindre la généralité, que ¢(z)
tend vers + o pour x— + . Choisissons la constante ¢ =0 de maniére
que le degré de @(r) — ¢Pn-(z) soit inférieur & 2n — 2. En désignant par

a, (v=1,2,...,n—1) les zéros de P,—i(x), on a

ple) — e Pia(z) — 2 g(a) ((w _I;fﬁf;’i (av)) = B

ou R(x) est un polynome en x de degré <n—2, de sorte que

=) [

n—1

—_o —»

Les coefficients des »— 1 quantités ¢(a,) étant positifs, la derniére équation ne
peut subsister que lorsque au moins une de ces quantités est négative, ou bien
lorsque ¢=0 et @(a)=0 pour v=1,2,..., n—1. Dans tout cas le polynome
@(x) doit s'annuler pour un x supérieur au plus petit zéro o’ de Pn,—i().

Soit d’autre part & un nombre supérieur & o’ et supposons d'abord que
£, < g. Comme nous avons déjd montré au § 2, on peut déterminer un poly-
nome de la classe (hp—3 n’ayant que le zéro réel unique x =§,. Dans le cas
ot & =78 nous pouvons choisir les nombres conjugués « et § de maniere que
g8 > &, et construire ensuite un polynome de la classe Cyn— ayant la forme

f Pz |

(x—a)z—&) ¢ e

(@ —a)(@— 8

» ol &> 0,
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Il est évident que, dans les deux cas, il existe un polynome de Cyn—s qui posséde
dans lintervalle infini o’ <2 << le zéro unique et choisi d’'avance x=2§&;, ce
qui prouve que cet intervalle représente bien un ensemble minimum par rapport
2 C‘zn——Z'

On démontre par une modification convenable des raisonnements ci-dessus
que l'intervalle infini — o < x < 8’ est aussi un ensemble minimum.

Jusqu'a présent nous n'avons considéré que des ensembles minima par rap-
port & la classe Capn—a qui feprésentent des intervalles ouverts (finis ou infinis).
Pour nous faire une idée de la structure d'un ensemble minimum quelconque,
envisageons un tel ensemble F et supposons qu'il ne coincide pas avec l'un des
intervalles infinis o' <z <o et — o <x<f. Nous savons déja que E contient
tous les nombres de l'intervalle ouvert ¢’ << pg". Mais cet intervalle ne pour-
rait pas représenter un ensemble minimum méme si l'on lui ajoute l'un ou les
deux de ses extrémités o' et 8, puisqu’il est partie propre de tout intervalle
« <x<f dont les extrémités sont des nombres conjugués. Or il est facile de
voir qu'au moins un des nombres o, 8 doit appartenir & F; en effet, on peut
déterminer, d’'aprés le lemme I, le nombre positif ¢ de sorte que le polynome

, , Q@

= le=) e+ =g
soit de la classe Cin—; ici ¢ et B désignent deux nombres conjugués quelcon-
ques et Qz) — le polynome correspondant. Supposons par exemple que f est
un nombre de E. L'ensemble complémentaire E de E posséde alors au moins
un nombre # supérieur & & puisque, dans le cas contraire, tous les nombres
supérieurs & o« devraient appartenir & F et cet ensemble coinciderait avec I'inter-
valle ¢’ < x << oo, contrairement & notre hypothése. Désignons par « le nombre
conjugué de 8 et par £ un nombre quelconque satisfaisant aux inégalités e <& =<¢'.
Les hypothéses du lemme I étant satisfaites si l'on pose & =£, & =8, il est
évident que &£ est nécessairement un nombre de E. En d’autres termes, tout
nombre de l'intervalle ¢ <z <o appartient & £. D’autre part tous les nombres
< § ne pouvant pas appartenir & F, 'ensemble complémentaire £ contient des
nombres =ea. Soit @, la limite supérieure exacte de ces nombres. D’aprés sa
définition, «, est caractérisé par les propriétés suivantes: 1° 'intervalle ¢, <z <o’

fait partie de E; 2° dans tout voisinage de e, il-y-a des nombres (éventuellement



88 ‘ L. Tchakaloft.

le nombre «, méme) qui n'appartiennent pas & E. Soit 8, le nombre conjugué
de a;,. Je dis que l'ensemble E est identique avec l'intervalle ouvert o, <<x << g,.
Il suffit pour cela de montrer que tout nombre de lintervalle 8’ <z < g, est un
nombre de F. En désignant par § un tel nombre, nous pouvons choisir le
nombre «, de l'ensemble E aussi rapproché de ¢, que le nombre conjugué cor-
respondant 8 soit supérieur 4 §. Le lemme I assure l'existence d'un polynome
de la classe (bn— n'ayant que les deux zéros réels o, et § dont le premier
appartient & E et, par conséquent, le second fait nécessairement partie de E.
Donc tout nombre de Yintervalle o, <<z < g, est un nombre de E, ce qui prouve
que I coincide avec cet intervalle. .
Les résultats de l'analyse précédente peuvent étre énoneés ainsi:

Théoréme II. % étant un nombre naturel > 2, tout ensemble-minimum par
rapport 4 la classe Con—y représente un entervalle owvert, fini ow infini. Powr que
Uintervalle « <x <@ soit un tel ensemble, il faut et ¢l suffit que ses extrémités o, f

sotent les zéros extrémes d'un polynome de la forme
Q(x) = Pn(x) -+ CPn—l(x),

¢ étant wune constante réelle et arbitraire. Il y a de plus deux intervalles infinis
jouzssant de la méme propriété, o savoir les intervalles — o <z <f et <z <,
o o et 8 > d désignent les zéros extrémes de Pn—i(x).

§ 4.
Troisiéme cas: b= 2.

Soit F un ensemble minimum par rapport i la classe (5. On voit sans
peine que tout polynome du premier degré appartenant a C, coincide & un fac-
teur constant prés avec P;(x); le zéro unique x, de P;(x) est évidemment un
nombre de E. Le lemme suivant caractérise compleétement les polynomes du

second degré de la classe C;:

Lemme II. Pour que le polynome @(x) du second degré appartienne & la
classe C,, 2l foaut et ol suffit qu'dl ait deux zéros réels a et 8 liés par la relation
(13) ~e—a) ) == [ (e—adv: [ v,

—_
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En effet, ¢(x) peut étre mis sous la forme
pla) = clz—2,)" + ¢ (@ — o) + g(,) (¢ o)

et la condition (4) devient

2] 3

cf<w—xo)2dw+ qo(xo)fdw:o,

-—0 —=®

c'est-d-dire @{x,) = — ¢7®.

La derniére relation combinée avec lim q)(2)=c montre bien que g(x) a

xr—> o

deux zéros réels « et g liés par (13).

Deux nombres réels o et 8 > o satisfaisant i la relation (13) — bref deux
nombres conjugués — vérifient toujours les inégalités o« < x, < g et l'un d’eux,
par exemple &, peut é&tre pris arbitrairement dans l'intervalle — oo < < x,;
l'autre est alors complétement déterminé. _

Soit A I'ensemble des nombres de E inférieurs a x, et A’ 'ensemble com-

plémentaire de A par rapport & l'intervalle infini I: — o« <z <x,, de sorte que
A+ 4"=1I A4 =o.

A tout nombre o de A’ correspond un nombre conjugué b > xz,. L'en-
semble B des nombres b ainsi obtenus est un sous-ensemble de E. En effet, a
tout nombre b de B correspond un nombre conjugué @’ de A’ et un polynome
plx)=(x—a')(x—Db) de la classe O, dont le plus petit zéro &’ n'appartient pas
a I; donc b doit étre un élément de E. Or l'ensemble E' =4 + (x,) + B est un
ensemble minimum par rapport a C, puisque de deux nombres conjugués un et
un seul appartient & E’. [E’ étant un sous-ensemble de ¥, on en conclut que
ces deux ensembles sont identiques.

L’analyse précédente nous montre en méme temps qu'a tout ensemble 4
de nombres << x, correspond de la maniére indiquée plus haut un ensemble B
de nombres supérieurs & x, de sorte que 4 + (x,) + B est un ensemble minimum

par rapport & C,. Nous avons ainsi démontré le théoréme suivant:
Théoréme III. Posons o° = f (2 —xo)2dy: f dy et partageons tous les nom-

bres inférieurs i x, en deux ensembles complémentaires A et A'*. La formule

* Un des ensembles 4 et A’ peut étre vide.
12—34198. Acta mathematica. 63. Imprimé le 21 mars 1934,
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,zz

b=9(:0+ 7

Zy—a
Sfait correspondre & tout mnombre o’ de A’ un nombre b supériewr o x,.

En désig-
nant par B Uensemble des nombres b ainst obtenus, U'ensemble A + (x,) + B représente

Uensemble mintmum le plus général par rapport & lo classe C;.

§ 5.
Applications.

1. Considérons comme premier exemple le cas ot Y(x) n'a quun nombre

fini de points de croissance. Etant donnés les m nombres positifs 4., 4,, ..., An
et les m nombres réels et différents
a; < ay < << dm,
définissons Y(x) de la maniére suivante:
Y(x) =0 pour x < ay;

Ylx)=A,+ 4, +---+ A, pour U =2 < typr, V=1, 2,

c M= T;
Ylo)=A,+ 4, + -+ An pour z = an.

La condition (4) devient alors

(14) A, p(a) + Az‘P(az) + -+ Amgplam) = 0.

Pour » < m le polynome P,(z) est donné par

T o xt x

Po P1r P2 D m
(=1 Pa)=|py 2 Py - por |, O ﬁr:ZAv“:“
p=1

Pr—1DPv  Pyt1 - Den—1
On a spécialement

Ppx) =

n

— A Ay An ] (@ — ).

w,v=1
‘1L>’V

em(@—a) (@ —as) - (z—an), on
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Si l'on entend par Cy la classe de tous les polynomes réels @(x) de degré
< %k soumis & la condition (14), en démontre facilement par une analyse directe
que pour £=2m—1=3 il n'existe qu'un ou deux ensembles minima représentant
des intervalles ouverts ou semi-ouverts dont les extrémités coincident avee a,
et an. Au contraire, lorsque % est inférieur & 2m — 1, les théorémes généraux
I, IT et 1IT sont applicables au cas spécial considéré puisque le nombre m des

points de croissance de ¥(x) est alors = ['126] + 1.
On obtient ainsi le tableau suivant:

1° k=2m—1>3. Llintervalle ouvert a, <x <an représente le seul en-
semble minimum.
2° kz=2zm—1=3. Il existe deux ensembles minima coincidant avec les
intervalles semi-ouverts g, S x<a, et g, <x =a,.
3° k=2n—1,2<n<m. BEn désignant par x, et x, les zéros extrémes
du polynome Pp(x), l'intervalle ouvert x, <x <, représente le seul ensemble
minimum.

4° k=3, m>2. Il n'y a que deux ensembles minima: x Zx <z, et
2, <x =1, ol x; et x, sont les zéros de Py(x).

5° k=2n—2,m=n>2. Chaque ensemble minimum K, , représente un
intervalle ouvert (fini ou infini); pour que l'intervalle fini « <z < g soit un en-
semble minimum, il faut et il suffit que « et B soient les zéros extrémes d'un
polynome de la forme

P,(z) + ¢ Pui(x),

ot ¢ est une constante réelle et arbitraire. KEn désignant par o et § > o’ les

zéros extrémes de Pp_i(xz), les intervalles infinis

—n<gx<f et d <x< +o

représentent aussi deux ensembles minima.
4,0,
34,

deux ensembles complémentaires A et A’ et faisons correspondre & tout nombre

6° k=2,m>1. Partageons tous les nombres inférieurs a z,=

@ de A’ un nombre b supérieur a x,, tel que

D Al — ') (av—b) = o.

a—1
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En désignant par B 'ensemble des nombres b ainsi obtenus, la somme A + (x,) + B
représente l'ensemble minimum F, le plus général.

2. Théoréme des accroissements finis.
Si l'on définit ¥(z) par les conditions
Y(e)=—1 pour z<< —1,

W)=z pour —1=x=1,

w{x)=1  pour x>1,

I'équation (4) se transforme en

(13) jfp(x)dx—o

—1

et les polynomes P,(z) deviennent les polynomes de Legendre. La classe C des
polynomes réels ¢(z) de degré = k satisfaisant & (15) est identique, comme on le
voit sans peine, avec celle des polynomes de la forme

plw) = 2f"(x) — f(1) + f(—1),

ou f(x) parcourt tous les polynomes réels de degré <% -+ 1. Un ensemble mi-
nimum Fj n’est autre chose quun ensemble de nombres réels jouissant des pro-
priétés suivantes: '

1° 4 tout polynome réel f(x) de degré =<k + 1 correspond au moins un &
de FEj vérifiant la formule des accroissements finis

(16) SO = fl=1)=2f();

2° §, étant un nombre quelconque de Ep, il existe un polynome réel f(x)
de degré =k + 1 tel que la formule (16) n'est pas satisfaite par aucun nombre
§ de E; différent de &;.

3. Formule de Taylor.

a et b > g étant deux nombres réels et m un nombre uaturel, posons

Y(x) = —i(b——a)m pour z < a,
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Yx) = — 7;'(5~£C)m pour a =z =b,
Y(xr)=o0 pour = >b.
L'équation (4) devient

b

(17) j (O—xp@)de=o0

a

et la classe C; des polynomes réels ¢(x) satisfaisant & (17) est identique avec la
classe des polynomes de la forme

p(x) = —f)+ 2 (b:'“)v

»=0

o) + P

PARICOR

ol f(x) parcourt tous les polynomes réels de degré = m + k. Quant aux poly-
nomes P,(x), ils coincident, dans le cas considéré, avec les polynomes hyper-
géométriques définis pour » =o, 1, 2, ... par la formule

v

P(x)=(z—by "1 — d

L {fe—ar (o — by oy,

Un ensemble-minimum Fj par rapport & Cj est caractérisé par les proprié-
tés suivantes:
o

1° 4 tout polynome réel f(x) de degré = m + k correspond un § de l'en-
semble FEj satisfaisant a la formule de Taylor

m—

(19 Z b= i) + L= ey,

m!

o

2° quel que soit le nombre &, de E; il existe un polynome réel f(z) de
degré =<m + k et tel que la formule (18) n’est pas vérifiée par aucun § de Ej
différent de §,.

4. Formule de Cavalieri-Simpson.

flx) étant une fonction définie et possédant des dérivées continues jusqu’'au
quatridme ordre dans lintervalle — 1<« =<1, on a identiquement?®

® Voir p. ex. G. PEANO, Residuo in Formula de gquadratura Cavalieri-Simpson. Enseigne-
ment mathématique, XVIII (1916), p. 124.
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1

1
' 1 1 ,
09 [rede= )+ s f00) = [,
—1 —1
ot u(x)=(1—|x])*(1+3]z]), —1=x=1.
La fonction continue u(z) ne changeant pas de signe dans lintervalle
1 1

—1<x<1, on peut poser ]u(x)f”’(x) dx = f7V(§) ju(ac)dm = i;f“’(g) avec

—1 —

—1<§<1, de sorte que le dernier terme (ou le reste) dans la formule (19)
prend la forme R = —~9% JY(E). Les théorémes généraux établis plus haut

nous permettent de restreindre le champ de variabilité du nombre & lorsqu'il
s’agit de l'application de la formule

(20) [ F@dz =S trt= 0+ aste) + 7001 = G

(N|>—1

aux polynomes réels. Il suffit pour cela de poser u(x)= o0 en dehors de Vlinter-

valle —1=2x=1 et Y(a)= f u(t)dt. La suite des polynomes de Tchébycheff

—w®

attachés & la fonction croissante ainsi définie Y(x) commence par

Ep désignant un ensemble minimum par rapport & la classe Cp des poly-

nomes @(z) de degré = k soumis a la condition
o 1

j pE)dy = | ux)p(@)dz=o,

—® —1

le méme ensemble jouit des deux propriétés suivantes qui le caractérisent com-
plétement:

1° & tout polynome réel f(x) de degré =k + 4 correspond au moins un &
de E satisfaisant a la formule (20);

2° quel que soit le nombre §, de Fj il existe un polynome réel f(x) de
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degré =k + 4 tel que la formnle (20) n’est pas exacte pour aucune valeur & de
E, différente de &,.

Par exemple le nombre § dans la formule (20) peut &tre enfermé dans

I'intervalle ——é < <£ lorsque f{x) désigne un polynome réel de degré < ¢ et

cette limitation pour £ est la meilleure possible.

5. Polynomes trigonométriques.
Considérons la classe D,_; des polynomes trigonométriques
T(@)=a,cos® + b;sin@ + - + an_yc08(n—1)@ + by—;sin(n—1)O

d’'ordre =n — 1, a coefficients réels et sans terme constant. Nous appellerons
par analogie un ensemble M,_; de nombres appartenant a l'intervalle — 7z < @< =
un ensemble minimum par rapport & Dn—y lorsqu’il jouit des deux propriétés:

" 1° tout polynome de D,; s'annule au moins pour un O de M, _;;

2° @, étant un nombre quelconque de M,—i, il existe un polynome de la

classe Dy_1 ne g'annulant pé,s pour aucune valeur @ de M,_; différente de 6,.
. O , .. .
La transformation z=tg o établit une correspondance biunivoque entre

les intervalles —n <@ <w et — o <z < » conservant l'ordre naturel de leurs

points. Un polynome trigonométrique 7'(@) se transforme ainsi en une fonction

(Tﬁ%:“ ol ¢(z) est un polynome algébrique réel de

degré = 2n—2 soumis & la condition

rationnelle de la forme‘

b ©

(21) ;IT(@)dG,):f(Iqufzz),;dx:o.

—n —

Inversement, a tout polynome algébrique @(z) de degré = 27— 2 satisfaisant &
la condition (21) correspond par la transformation ac::tg-z-@- un polynome tri-

gonométrique 7'(@) dordre <n—1 et sans terme constant. Le probléme des
ensembles minima M,_; est ainsi ramené au probléme analogue de la classe
“Cyn—y de polynomes réels ¢(x) de degré = 27 —2 assujetis & la condition (21).
En posant
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x

at
w(x)=fm2~);7

—®

la résolution compléte de ce probléme est donnée par les théorémes II et IIL
des paragraphes prééédents. La chaine des polynomes de Tchébycheff attachés
4 la fonetion Ww(x) définie plus haut contient » + 1 termes; elle commence par
Py=1, P,(x) = 2x et termine par

Poslt) = Az + i)' — (@—iP}, Pul@) =l + i + @~}

ISR

En adoptant pour » > 2 les notations du § 3, un calcul facile nous montre que

les zéros extrémes des polynomes

Qx) = Pp(x) + ¢ Pr—s(z) et Pn(z)

sont donnés par

Y

0:=—(30th, ﬂ=cotg7j~j~»-, ou ¢=cotgy, o<y < m;
n n 7 7

’ 7T ’ T
o = — cotg —, == cotg - -
7 n

. e . -
La transformation z=+tg S0 (—m < @ <m) fait correspondre aux trois inter-
valles e <x <@, —ow<z<f, & <xz<ow respectivement les intervalles

27— 2 27T 27T
27, a<@O<a-2", a1+ <0 <a.
17 n V)

Le nombre y pouvant désigner un nombre guelcongue entre o et sz, nous

pouvons donc affirmer, d’aprés le théoréme II, que pour % > 2 un ensemble-
) y , . ' 27T
minimum M,—; n'est autre chose qu'un intervalle ouvert de longueur 24 — —
~ n

faisant partie de lintervalle — = << @ < 7.

Le cas n =2 peut étre traité soit en appliquant le théoréme IIT du § 4,
soit par une voie directe en observant que les polynomes trigonométriques de
la classe considérée ont alors la forme 7'(®)= asin(@— 6,) ol a et O, sont
des constantes réelles et arbitraires.

Pour obtenir un ensemble minimum M, il suffit de partager tous les nom-
bres de lintervalle — 7z < ® <0 en deux ensembles complémentaires A et A4';
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en désignant par B l'ensemble des nombres de A’ augmentés de 7, la somme
A+ (0) + B représente l'ensemble minimum M, le plus général.

Remarque. Il est plus naturel de modifier un peu la définition d’un en-
semble minimum M, ; en admettant que les nombres de M,_; appartiennent a
l'intervalle semi-ouvert — 7= =< ® < 7 qui représente un systéme complet de
nombres non-congrus par rapport au module 27z. On démontre facilement, en
adoptant cette nouvelle définition, qu'un ensemble minimum par rapport a la
classe Dy—; (n > 2) n'est autre chose qu'un sous-intervalle ouvert de longueur

2T . . ye e ey .
2w — ——, faisant partie de l'intervalle primitif, ou bien la somme des deux
n .

intervalles

—n§@<-—n+y——-2~nz—v et —x+y<O<n,

b 2. 3 27‘5
ou y désigne une constante quelconque comprise entre — et 2.
n

13—34198. Acta mathematica. 63. Imprimé le 28 avril 1934.



