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Einleitung. 

D i e  U n t e r s u c h u n g e n  f ibe r  S tab i l i t~ t t  , d i e  H e r r  O. P e r r o n  i m  J a h r e  1928 

anges t e l l t ,  h a t  s, h a b e n  i m  w e s e n t l i c h e n  g e z e i g t ,  d a s s  d ie  ~ / I a n n i g f a l t i g k e i t  d e r  f f i r  

t ~  ~ n a c h  N u l l  s t r e b e n d e n  I n ~ e g r a l e  des  D i f f e r e n z e n g l e i c h u n g s s y s t e m s  m i t  kon- 

stanten Koeffizienten a~ 

(i) x~( t  + I ) =  ~ ,  a~ , x , ( t )+qv~( t , x~ ( t ) ,  x~(t) . . . .  , Xn(t)) ( v =  I,  2 . . . . .  , , ~ ) ,  
/z=l 

1 Dissertation, die von der Universit~t Mfinchen angenommen ist. 
2 Uber Stabilit~tt und asymptotisehes Verhalten der LSsungen eines Systems endlicher Diffe- 

renzengleichungen, Journ. f. d. reine und angew. Math. Bd. I6z, I929. 
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wenn die Zusatzfunktionen ~ im Vergleieh zu den linearen Gliedern absoIu~ sehr 

klein sind, im ~llgemeinen ebenso gross ist, wie wenn die Zusatzfunktionen gar 

nieht  da wi~ren. Die Rasehheit  der Konvergenz naeh Null ist dabei mit  der 

P o t e n z  I@l t vergleiehbar, wobei @ eine eharakteristisehe Wurzel, d. h. eine Wurzel 

der Gleiehung 

ist. Der Fall, der soeben dureh die Wor te  >>im allgemeinen>> eharakferisiert  

wurde, liegt vor, wenn kein 101--  ise. W e n n  insbesondere bei dem linearen 

System ohne Zusatzfunktionen jedes In tegra l  fiir t ~  naeh Null  strebt, was 

dann und nur  dann der Fall  ist, wenn alle @~ absolut kleiner als I sin(l, so ist 

aueh bei dem System mit  Zusatzfunktionen fiir jedes Integral ,  dessen Anfangs- 

werte x~ (o) absolut h in re iehend  klein sind, Ix~(t) l dauernd sehr klein und es gilt 

sogar lim x~ (t) = o. 
t ~ 

Im Jahre  193o hat  Herr  Perron eine Untersuehung iiber die Stabilitiit bei 

dem Differentialgleiehun gssystem 

dx~ 
dt  - -  f i , ( t ) x ,  + qD~( t , x , , . . . , x , )  ( v =  I, 2 , . . . , , )  

t ~ = l  

durehgefi ihrt  ~, wobei fi~,, q), beliebige stetige besehriinkte Funkt ionen yon t bzw. 

t, xl, x2, . . . ,  xn sind. 

In  der gegenwiirtigen Arbeit  wird nun tmalog die Stabilitiitsfrage bei dem 

Differenzengleichungssystem 

n 

(2) x~(t + I ) - ~ f i , ( t ) . r z ( t )  + 9p~ (t, xl (t), . . ., .r,,(t)) ( v =  i, 2 , . . . , n )  
~ 1  

behandelt ,  wobei f~z(t), q~, (t, x ~ , . . . ,  x,,) beliebige beschrh'nkte Funktione~ si~d. Die 

Variable t soll dabei a u f  die ganzzahligen Werte t = o, I, 2 , . . .  beschrh'nkt werden ; 

f i ir  f , , ,  xt~ sind dagegen beliebige komplexe Werte zulh:~sig. Falls die 9% im Ver- 

gleich zu den linearen Gliedern absolut sehr klein sind, wird man in Bezug auf 

das System (2) zuniiehst vermuten, dass die Mannigfal t igkei t  der fiir t ~  oo nach 

Null strebenden Iutegrale  ~im allgemeinen>> ebenso gross ist, wie wenn die Zu- 

Die Stabilit~tsfr~ge bei Differentialgleichungen. Math. Zeitschr. Bd. 32, I93O. 
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satzfunktionen gar nicht  da wiiren. Im Gegensatz dazu zeigt aber das in w 2 

hervorzuhebende Beispiel ein ganz anderes Verhalten. 

Um eine genaue ?3bertragung auf (2) zu erm5glichen, muss man das fiber 

(I) Gesagte ein wenig modifizieren. Es ist niimlich an Stelle der Forderung,  

dass keine charakteristische Wurzel  Q~ absolut gleich i sein soll, die folgende 

zu setzen; 

Forderung 9/: Das lineare System 

(3) x~( t  + I ) = ~  a~t~Xtz(t ) + lp~(t) ( V =  I, 2 . . . .  , ~) 
/,=1 

soll fiir beliebige beschrdnkte Funktionen ~p,(t) immer wenigstens ein besehrdnktes 

Integral haben. 

Hierdurch verliert die fiber (I) gemachte Aussage nichts an Tragweite; denn 

diese Voraussetzung ist in dem Fall, den wit  durch die Worte  >~im allgemeinen>> 

gekennzeichnet haben, wenn also ] e* ] # I ffir v ---- I, 2 , . . . ,  n ist, stets yon selbst 

erfiillt. Zum Beweis bezeichne man die Koeffizienten-Matrix yon (3) mit  A und 

die charakterist ischen Wurzeln mit  el, e2, . . ,  Q,, und zwar in solcher Reihen- 

folge, dass 

IQII= 

ist. Dann kann man  auf  versehiedene Weise eine Matrix B m i t  nieht  versehwim 

dender De%erminante angeben derar%, dass 

Es ist also 

B -1 A B  --  ( Qt o . . . o ~  

ii2:::i) 
n {I  J~fir 7 2 ~  ~ 

~,  bz e/3t, 6~Z ~ ~ ~ O, 
~=,+, o ffir v ~ ~ ,+1 

und durch die lineare Transformation 

geht (3 ) in  

( x l , . . . ,  x , ) = B ( y l  . . . . .  , y,)  
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i,--1 

(4) y.( t  + ,)=-: r + ~,c., .y~(t) + w.(t) 

fiber, wobei ~o~ (t) besehritnk~ ist. 

Aus (4) folgt  zuniiehst  

' - '  ,o, ( , / t  
:t, (t) .... Q', ,j, (o) + F ,  ,o:+, I 

'r=-O 

mit  ~', = o 

Nachdem y~(t) bekann t  ist, kann  y~(t) dann  ys(t) etc. berechnet  werden. Das 

a l lgemeine  In t eg ra l  yon (4) ist  also 

( t--1 (1)v (T)'~ 
y,, (t) = e', ~j, (o) + F,  ' - ; -+~ o 

(5) , = 0 e ,  / F , = o ,  

I ~ " ( T ) :  Z CvttYtt(T) + O'Iv(T) 1 

wobei die yt,(t) sukzessiv zu bereehnen  sind. 

Sei nun  fiir e inen gewissen Index  k (k = o, I, 2 . . . .  , n), 

l e , , l < ,  ffir r_-<_k 

l 0, I > i fiir ~ > b, 

so sind die k ersten In tegra le  yon (4) beschrgnkt ,  wie auch Yl (o), . . . ,  yk (o) gewghl t  

werden mag.  Denn  

y~ (t) f f i r  I~'~ I < ' usw.  

wir w~thlen daher  

fiir I,o, ] <  I ist YL (t) folgl ich q)~ (~) besehr~inkt, daher  auch 

Nach  der  obigen Ause inanderse tzung  ist q)k+~ (~) beschr[inkt; 

a ~ + l  (~) 
y ~ + ~ ( o )  " - ,,~+~ , 

z=O ~k-{-1 

dann  ist  yk~l(t) und  folgl ieh q)k+..,(~) besehr~inkt, daher  kann  

~Jkq-2 (0) : -  - -  Z . . . .  ~:(" ' 

gewghl t  werden,  so dass yk+2(t) beschr~inkt bleibt. Al lgemein w[ihlt man  fiir ~ > k 

2, a), (~) 
Y ' ( ~  = - 2 J  0 ~ '  ' 

7:=0 ~v 
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wobei ~ (~ )  die in (5) gegebene Bedeutung hat und y,(t) sukzessiv zu bereehnen 

sind. ttiernach ist 
�9 ,(~) s ~ ( t  + ~) 

- + 

auch beschriinkt, was durch vollstgndige Induktion bewiesen wird. 

Stelle ich die Forderung 9/, so lgsst sich die Aussage fiber (1 )auf  das 

System (2) fibertragen. Die obige Vermutung wird dann richtig und man daft  

sogar die Worte ~)im allgemeinem) durehstreichen, wenn man die Voraussetzung 

hinzuffigt, dass das lineare System 

(6) X ~  (t -+- I) = ~ f i . ( t )  xu(t) + ~p~(t) (~ = I, 2 . . . .  , n) 
#--1 

fib" beliebige beschr~kte ~P~(t) immer we~igstens ef~ besehrh'nktes Integral habe~ soll. 

Diese Voraussetzung ist nicht iminer yon selbst erffillt. Sie ist eine wesentlich 

neue Forderung. Die genauen Ergebnisse sind in w 7 und w 8 enthalten. 

Die Antwort darauf, ob es immer ein beschrgnktes Integral gibt, kann aus 

den Integraien des homogenen Systems 

% 

x~(t + I ) =  ~_af,,(t) x,(t) (~--  I, 2 , . . . ,  n) 
tt=l 

ersehlossen werden. Die notwendigen und hinreiehenden Bedingungen sind fiir 

einen Spezialfall in Satz I niedergelegt, und in w 7 und w 8 zeigt es sich, dass der 

allgemeine Fall sich stets auf diesen Spezialfall zuriickfiihren lgsst. 

Wir werden in dieser Arbeit nicht nur solche Zusatzfunktionen qg~ betrach- 

ten, welche gegeniiber den linearen Gliedern absolut sehr klein sind, sondern 

auch solche, die nur einer Beschr~nktheitsforderung genfigen. Es handelt sich 

dann nicht um die fiir t ~  ~ nach Null strebenden Integrale, sondern um be- 

schr~nkte Integrale. 

(7) 

Ein unerwartetes Beispiel. 
Das System 

Xl(t + I)~--- e - - a x l  (t), < a ~ 

x~ (t + t) = e (si'l~ (t-t-1)--2a)(t+l)--(sinlogt--2a)t x2(t ) 
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hat  beschr~inkte Koeffizienten; denn es ist nach dem Mittelwertsatz, wenn ~ eine 

geeignete Zahl des Intervalles t < ~ < t + 1 bedeutet, 

I(t + ,) sin log (t + I) - -  t sin log t l -- I cos log z + sin log z I < ~. 

Das allgemeine Integral  von (7) ist: 

x , ( t )  = C , e  -"~  

x. ,( t)  - -  C.~e (''~ ,o~t-2  ~)t 

Diese 2-parametrige Schar von [ntegralen hat  die Eigenschaft ,  dass 

(8) lira (I x ,  (t) l + I x ,  (t)I) ~-  o 
t ~ a r  

und sogar 

(9) lim I~' (t) l + I:~'~ (t) l 
t-* ~ e - c t  - - 0  

fiir e < M i n ( a ,  2 a - - I ) =  2 a - - , .  

Nun betrachten wir das abgegnderte System 

(io) 
j x , ( t  + , ) =  e-"x,(t), 
[ x~ {t + ,) = r176176 ('+'}-'~"} { '+ ' } -  { " " ' ~  "}' x ,  (t) + =f(t). 

Die Zusatzfunktionen o und x, 2 (t) werden fiir I x, (t)[ + I x.,(t)[-- o yon zweiter 

Ordnung gegen Null streben, so dass man fiir die Integrale  yon (Io) das gleiche 

Verhalten wie bei dem System (7) erwarten sollte. 

Das allgemeine In tegra l  von (Io) ist aber 

I x ,  ( t)  - -  C ,  e - " t  
t--1 

"g~O 

W i t  w~thlen eine natiirliche Zahl ~ so gross und zwei positive Zahlen ~,,, (~n so 

klein, dass einerseits die Zahlen 

t - -  e ( ' " +  ~) ~ ' "  �9 o + ' - -  e ( ~ " - : )  ,~+a,, 

ganzzahlig werden, anderseits 

COS ~n - -  2 a  + e - ~ + d n - E n  c o s  ~n 
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oberhalb einer posit iven Schranke Q bleibt. Wegen  2 a < I + e - "  ist das mSglich. 

Fi ir  ein solches t und Zo ist 

+ 

Es ist aber 

Daher  ist 

s i n  log (% + I) = - -  c o s  (~n. 

% q- I - -  t e  - n + ~ ' ' - e u  < t .  

t--1 
e(sin logt--2 a) t Z e--(v+l)sinl~ ~ e(sin log t - -  2 a) t e--(vo + 1) sin log (Vo + 1) 

,t'=0 
e(COS~n ~a)t+cos d'n(,t'o+l ) ~ e(cos~7~--~a +cosSne--~+dn--~n)t  eq t. 

Hiernach  kann x~ (t) fiir t ~  r162 nur  dann nach Null  gehen, wenn CI = o ist, und 

in diesem Falle gilt  auch wirklich die Beziehung (8) und sogar (9) fiir geniigend 

kleines c. Im Gegensatz zu System (7) geniigt also nicht  jedes In tegra l  yon (Io) 

der Forderung  (8) sondern nur  einer ein-parametr igen Schar  yon In tegra len  

k o m m t  diese Eigenschaf t  zu. 

w  

V o r b e r e i t e n d e  Sittze. 

W i t  bet rachten zun~chst das folgende spezielle System von l inearen Diffe- 

renzengleichungen 

( I I )  x ~ ( t + l ) = Z g ~ u ( t ) x t ~ ( t ) +  (.o~(t) ( ~ ' =  I ,  2 . . . .  , , ) .  

#~1 

Es ist dadurch ausgezeiehnet,  dass die Koeff izienten g~,(t) f i ir  v < tt gleich N u l l  

sin& Fiir  jedes v enthal ten daher  die ersten v Gleichungen auch nur  die ersten 

v Unbekannten  x~(t). Fiir ein solches System wollen wir den folgenden Satz 

beweisen. 

Satz 1. Die Funktionen 
(t) 

seien fi~r t ~ o, I, 2 . . .  gegeben uud beschrh'nkt. 

t--1 

~ 0  

14--34198. Acta mathematica. 63. Imprim$ le 28 avril  1934. 

(r <=#<-_v~n) 

Es werde zur Abkiirzung 
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gesetzt. Dann besteht die notwendige und him~eiehende Bedingung dafiir, dass das 

System (I i) bei jeder Wahl der besehrh'nkten Funktionen w,(t) wenigstens ein be- 

sehrh'nktes Integral hat, darin, dass fi ir jedes einzelne ~ aus der Menge ~= I, 2, . . ., n 

entweder die Bedingung 

(A) 
F~ I[  Ig..(e) l be~h,'5.kt = ,  

'~'=0 o = ' ~ +  1 

oder die Bedingung 

(B) 
I (;~ (t) 

c ~  

nicht besehriinkt 

vorhanden und beschriinkt ~ 

e~fiillt ist. 

Man beachte dabei, dass die Bedingungen (A)und (B)fiir ein und denselben 

Index ~ sich gegenseitig ausschliessen. Ehe wir Satz I beweisen, wollen wir 

einige Beispiele betrachten. 

1. Beispiel: x( t  + i ) - -  s inZ-tx(t)  + I. 
2 

Hier is~ g( t )g ( t - -  I ) =  O, also 

 1,1 J IF[ ]g(Q)[= i + [ g ( t -  i ) [ = i  -~ sin ( t - i )  
v=O Q=~+I 

beschr~nkt, so dass (A) erfiillt ist. In  der Ta~ ha~ die Gleichung die LSsung 

x ( o )  b e l i e b i g ,  x ( t )  ~ -  s i I l ~ ( t  - -  I) -~ i f u r  t > o, 

welche offenbar beschr~nkt ist. 

2. Beispiel: x ( t +  i ) - ~ - ~ i x ( t  ) + i. Hier ist G ( t ) = o .  

t--1 t -  1 

I I  Ig(e)l 
,r=O Q='r -t- 1 

Sowohl bei (A) als bei (B) kann die erste der beiden Forderungen weggelassen werden, d~ 
sie, wie man leicht sieht, infolge der zweiten yon selbst erfiillt ist. 
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nicht beschr~inkt, also weder (A) noch (B) erfiillt. 

die LSsung 

x (o) =~ beliebig, x (t) = 

welche sicherlich nicht  beschr~inkt ist. 

In der Tat  gibt es auch nur  

t + l  
2 

3. Beispiel :  x ( t +  i ) = 2 x ( t ) +  i. Hier  ist 

I 

a(t)~ I~(* + ')1 

G ( t ) - - 2  t nicht  beschr~nk~ 

vorhanden und beschr~nkt, also (B) erfiillt. In  der Tat  gibt es eine beschr~inkte 

L5sung, n~imlich x ( t ) ~ -  I. 

t+~x( t )+  I ,  Hier ist (i(t)==t + 1 nicht beschr~inkt, 4. Beispiel:  x (t + i) = t + 

I _ _ ( t + i ) Z  I a(t) ,~Ia(~ + I)l ~ + =  

nicht  vorhanden, also weder (B) noch (A) erfiillt. In  der Tat  ist die allgemeine 

LSsung die folgende: 

( x(t) =--(t + I )  C +  I . 

v=O 

Diese ist fiir keine Wah l  von C beschr~nkt. 
Den Beweis yon Satz I verbinden wir mit  dem Beweis von 

Satz  2. Wenn das System (i I) bei jeder Wahl der b~'chrdnkten Funktionen 
co, (t) wenigstens ein beschrgnktes Tntegral hat, wenn also die Bedingungen Yon Satz z 
e~fiillt sind, so gilt fiir jedes beschrit:nkte Integral des homogenen Systems 

die Beziehung 

~,, ( t  + ,) = F_, g , , , ( t )x , , ( , )  
# = i  

n 

lim ~.1 xu(t)] -- o. 
t ~ a D  

!L=:I 

y - - -  I :  2,  . . . ,  ~'#) 

Dem Beweis der beiden S~ttze schicken wir einen Hilfssatz voraus, der sich 

sp~iter auch als niitzlich erweisen wird. 
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Hilfssatz. Ist  die Funktion 

t - -1 t --1 

Y, II 

beschrSnht, so gilt fgr jedes feste 

Insbesondere ist 

Ig(q) l fiir t - -  I, z , . . .  

t--1 

lim H g ( 0 ) =  o. 
t~av q='~+ 1 

lim G(t) = o. 
t~  

Beweis. Verschwindet g (t) f i ir  kein positives ganzzahliges t, so ist nach den 

Voraussetzungen 
t--1 t--1 t--1 

I < L  E H 19(e)l=lG(t)l E IG(~+ ,)l= 
'~:0 Q:w+l "~=0 

also auch 

daher  

Hieraus folgt  unmit te lbar  

I G(t) l ~ L, 

t 
IG( t ) lL  ~ L. 

lim G ( t )  = o .  
t~av 

Durch Division mit  

gibt  sich 

der nicht verschwindenden endlichen GrSsse G(~ + I) er- 

t--1 

lira I-[ g (Q)= o. 
t~c~ 

Versehwindet dagegen g (t) f i ir  unendlich viele t- Werte, so ist, was w auch sei, 

fiir geniigend grosse t: 
t--1 

I i  
(~='t'+ 1 

also die Behauptung  richtig. 

Es bleibt noch der Fall  iibrig, wo g (t) nur f i ir  endlieh viele t verschwindet. 

Bedeutet  dann t o die grSsste dieser Zahlen, so ist nach den Voraussetzungen 

t--1 t--1 f--I t--1 

Z H I g ( ~ ) l =  H Ig(Q) I Z t I = ~ L 

v=to 0=t~247 *:'~ H Ig(e) l 
q=to+ 1 
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also auch 

oder 

also 

Hieraus ergibt~ sich 

t - -1 

I I  Ig(Q)l ~ L, 
(~=to+l 

t--1 t--1 
I 

H I.q(~)l 2~ L --< L, 
~=to+l ~=to 

t - -1  L,~ 
II Ig(~)l < 

= t - - t o  
Q=to+l 

t - -1  

lim I t  g((~)=o. 
t ~ a r  

( ;~ t0+ 1 

Dividiert man diese Gleichung durch die nicht verschwindende endliche GrSsse 

H g(Q), so folg~ 
t--1 

Q=to+l lira I t  g(Q) = o. 
t ~ c ~  

q~v+l  

Damit  ist der Hilfssatz vollst~ndig bewiesen. 

Nun wenden wir uns dem Beweis yon Safiz I und Satz 2 zu, und zwar 

behandeln wir zungchst den Fall  ~n ~ I; hier handel~ es sich um die eine Diffe- 

renzengleichung 

(I2) xl  (t + I ) = g H ( t ) x , ( t ) +  ~o,(t), 

(i3) 

hat  ~. 

welche das allgemeine In tegra l  

t - -1  t --1 

xl(t) = cl Gl(t) + Z 0)l(q:) H gll(Q) 
�9 =0 0=v+l  

Beweis  zu Satz z f i i r  n - - z . "  Nehmen wir den Fall G1 ( t ) ~  0 vorweg und 

setzen wir fiir OJl(t)die spezielle Funkt ion 

G, (t + 1) 
to, (t) I G1 (t  -{- I ) l '  

1 Dabei is t  G l ( o ) =  ! zu setzen,  ebenso wi t  spgter  s te ts  G~(o)=  I. Man beachte,  dass G~(I) 
bisher  nur  fiir v = I, 2, 3, . . .  definier t  war  (vgl. Satz I). 



110 Ta Li. 

die ja offenbar besehri~nkt, ni~mlieh absolu~ gleich I is~, so erhalten wir, wegen 

t--1 I 
H gll(~)----- Ga(t)GI(~ + I ) '  

o=e+l 

t--1 I ) 

(~3 a) x , ( t ) =  G~(t) e~+ ~ o 1 ~ 1 ( ~ +  i)[ " 

Wenn nun Gl(t) beschrdnkt ist, dann muss, damit ein besehri~nktes Integral vor- 

handen ist, offenbar aueh 
t--1 I 

G~(t) ~, IG~(~ + i) I 

besehri~nkt sein. Umgekehrt ist in diesem Fall das Integral (I 3 a) und allgemeiner 

auch (I3) fiir jede besehriinkte Funktion co~(t) wirklieh beschri~nkt und zwar bei 

jeder Wahl  yon % 

Wenn dagegen Gl(t) nicht beschrh~kt ist, so kann das Integral (I 3 a) nur 

dann besehri~nkt sein, wenn fiir die Konstante c t d e r  Wert  

I 

- ~  IG~(~ + ~)1 ~ 0  

gewi~hlt wird. Diese Reihe muss also konvergieren 

(I 3 a) geht dann fiber in 

I 
(I4) -- G( t )~ ,  [GI (  ~ -}- i) I �9 

und die reehte Seite yon 

Es ist daher notwendig, dass diese Funktion besehri~nkt ist. Das ist aber auch 

hinreichend, denn das Integral (I3) geht dann f i i r  den speziellen Wert  

fiber in 

e l = -  ~ a l ( ~ +  i) 

xl (t) = - el (t) >2 ~17~-i-} 

und diese Funktion ist wegen der Beschri~nktheit yon (I4) augenseheinlich fiir 

jede besehriinkte Funktion wl(t) selbst beschri~nkt. 
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Nun  bleibt noch der Fall, dass fill(t) fiir endlich oder unendl ich viele t 

versehwindet,  etwa fiir 

t o ~  t I ~ t . ~ . - . ~  t~ ~ t ~ + l < . . - .  

Dann  gibt es zu jedem (hinreichend grossen) t ein grSsstes t~ derart ,  dass t,, < t 

und gH(t~) ~ o ist. Dann  ist 

t--1 t--1 

Wir  w~hlen 

~o~(t~) = I, 

dann ist 

t--1 [ OJ 1 (t~ "~ I )  

= I I  g~ (Q) ~o~ (t~) + g~ (t,~ + i 1  
0=t~,+ 1 

-/ . . . .  + ~o~ ( t -  ~) ] 
gl l  (t~, ~--~) ~ ~ gll ( t - I ) l  " 

gll(t~ "~- I) O) l ( t - I )  : gll (t~ -~ I ) . . . g l l  ( t - -  I) eo~(t'§ . . . .  ' I g H ( t ~  § I) gll(t-- I)l" 

t--1 t--1 t--1 t--1 

Ix~(t) l= E II  I ~ H ( ~ ) I = E  II  Igt~(~)l 

Damit  ein beschr~nktes In tegra l  existiert,  muss also diese. Summe beschr~nkt  

sein. Umgekehr t  ist dann das In tegra l  

t--1 t--1 

X 1 (t) : Z 0)1 (T) H gli (Q) 

fiir jede beschr~nkte Funkt ion  ~o 1 (t) auch wirklich beschr~ink~. 

Dami~ ist der Satz I fiir ~ ~ I bewiesen. 

Beweis  yon Sa t z  2 f i i r n  ~ I: Es habe nun die inhomogene Gleichung (I2) 

fiir jedes beschr~nkte ~ot(t ) wenigstens ein beschr~nk tes  Integral ;  dann foigt  

speziell fiir ~ol(t ) : 0 aus (i3) 

~ (t) = ~, G~(t). 

W e nn  daher  G~(t) nicht  beschrdnkt ist, so kann  x~(t) nur  fiir c~ = o beschr~nkt  

sein und dann ist dauernd x ~ ( t ) =  o, also gewiss lim x~( t )=  o. 
,g~ oo 
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Wenn dagegen Gx(t) besehrdnkt und folglich nach Voraussetzung (vgl. Bed. 

(A) in Satz I) auch 
t--1 t - - I  

E I [  Ig,,(~)l 
'r=O , o : ~ + 1  

beschrgnkt ist, so ist nach dem Hilfssatz 

und daher wiederum 

lim Gj(t) : : o 

lira x d t )  = o. 

Damit ist auch Satz 2 fiir n : I bewiesen. 

Der  allgemeine Beu,eis von Satz  r :  Nunmehr beweisen wir die S;,ttze I u n d  

2 durch vollst~ndige Induktion. Wit  wollen annehmen, dass beide bereits fiir 

das System yon n - - i  Gleichungen 
, j ,  

(I~) x~(t-{- l)--- Zg,.tt(g)X~d(t ) -{- (or(t) (~ : :  I , . . . ,  '1~-- I) 
/t:--I 

gelten. Ffigen wir noch die n:te Gleichung mit der neuen Unbekannten x , ( t )  

hinzu 
n--1 

(z6) x . ( t  + I ) = g . . ( t ) x . ( t ) +  ~,g.,~(t) xt.(t) + w,,(t), 
# = i  

so entsteht das System (I I). 
Fiir G , ( t ) ~ - 0  ergibt sich aus (,6) 

(i7) [ t_,(n_, ,) i ,i! x . ( t )=  a.(t) ~.+ ~ F, ,j.,, (.) x,, (.) + ~,,,(~ (;,,(,.+, , 
'r--O t t ~ l  

- - I  

wobei unter Gn(o) der Wert I unter ~, der Wert  Null zu verstehen ist. W/ihlen 
0 

wir nun speziell 
~ , ( t )  = o . . . .  , ~ , ~  o ,  

so gilt fiir jedes beschr~nkte Integral x,,(t), well der Satz 2 fiir das System ('5) 

bereits gelten soll, die Beziehung 

( , 8 )  l ira ~ , l x , , ( t ) l  = o .  
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W~hlen wir ausserdem fiir oJ~(t) die Funkt ion 

(~.(t + ~) 
~~ lG.(t  + ~)1' 

so n immt  Formel (I7) die Gestalt  an 

(I7a)  x n ( t ) = - G n ( t )  C n - ~ - Z [ I  + H ( ~ ) l l G . ( ~ +  I , 
"r~0 

wobei zur Abkiirzung 
n--it 

(I9) ~gnt,(t)x,(t) I G~(t + I)l  - -  H ( t )  
a,,(t + i) 

t t= l  

gesetzt ist, sodass wegen (I8) 

(20) lim H( t )  - -  o 

ist." W e n n  daher G~ (t) beschrdnkt ist, dann muss, dami~ ein besehr{inktes In tegra l  

vorhanden ist, anch die Funkt ion  

l--1 
I 

I G. (t) l ~ol a,,(~ ~i)|  

beschr~nkt sein. Umgekehr~ ist in diesem Fall  das Integral  (I 7 a) und allgemein 

such das Integral  (I7) bei besehrgnkten x, ( t ) , . . . ,  x,~-i ( t)und beliebiger beschritnkter 

Zusatzfunktion w~(t) wirklich beschri~nkt und zwar bei jeder Wab l  yon c~,. 

W e n n  G,~(t) nieht beschrdnkt ist, so muss in (I 7 u), damit  x,(t)  beschr~inkt ist, 

2 e~ einen ganz best immten Wert  haben, niimlieh e. = -- [I + H(~)] I G,, (~ + I) I ' 

und zwar geht  dann die reehte Seite yon (I 7 a) iiber in 

I 
-- G.(t) ~ [ I  + H(~)] i G,,(T + I)[" 

z : t  

Die Existenz und Beschrgnktheit  dieser Funkt ion  ist~ aber gleiehbedeutend mit  

der Existenz und Beschrgnktheit  yon 

(2i) 

15--34198. Aeta raathematlca. 63. 

e"(t) ~ ]~ . (~  + i)1 
Imprim6 le 30 avril 1934. 
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Es ist daher  notwendig, dass diese Funkt ion  beschriinkt ist. Das ist aber auch  

hinreichend; denn das Integral  (I7) geht  dann fiir einen geeigneten Speziaiwert 

c,~ fiber in 

und diese Funkt ion ist wegen der Beschr~nktheit  yon (2I) augenseheinlich fiir 

besehr~nkte x~ (t), . . . ,  x~-~ (t) und ffir ein beliebiges, beschri~nktes on (t) stets selbst 

beschri~nkt. 

W e n n  dagegen g . . ( t )  ffir gewisse t versehwindet, etwa fiir t o < t~ < .~ < 

< t~-~ < t~ < t~+l < - : ,  gleichgiiltig, ob endlich oder unendlich viele, so gibt es 

zu jedem (hinreichend grossen) t e i n  grSsstes t~ derart, dass t~ < t u n d  g~n (t~) ~ o ist. 

Dann ist 

~-1 ~-,  , -~  [ F~(t  ~ + ,)  
~(t)  = F, ~,,, (*) I [  g,,= (e)-- II,q=, (e) [i~ffn ( t , ) +  g n n ( t ~  q-  I) ~- ' "  

"~=t v ~:'r  q=.t v 4-1 

( i 7 " )  + # ~ ( t ~  g ~  (t - ,)  

~n (~) = F, y~, (~) x~ (~) + ~,, (~). 
/z=l 

Wir  wi~hlen 

' I g n . ( t ~  q- I ) 1 '  ' ' ' g n n  - -  I 

dann ist 
t--1 (--1 t--1 t--1 

I~ , , ( t ) l=  F, ] I  I.q~,,((,)l= E l I  I.q,-~(e)l. 
"c=t v Q--'r r Q--~+I 

Damit  das Integral  (I7") besehrKnkt bleibt, muss die letzte Summe besehr~nkt 

sein. Is t  dies erffillt, so folgt aueh die Besehr~nktheit  des Integrals  (I7") fiir 

jedes beschr~nkte ~o,,(t). 

Der allgemeine Beweis  yon Sate" 2: Nunmehr  besitze das System (I I) ffir jedes 

beschriinkte ~o~ (t) ein beschriinktes Integral  u n d e s  m5gen alle w~ (t) gleich Null 

gesetzt werden. Dann  gilt fiir G , ( t ) ~  0 wieder die Formel (I8) und folglich 

aueh (2o). Die Formel ('7) geht aber .~etzt fiber in 

t--1 I ) 
(17 b) x~,(t) = ~n(t)  e~, H- ~ . j H ( . ) [  G~(z+  I)[ ' 

~ 0  
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wobei H(t) wieder die Bedeutung (I9) hat. Ist dann G~(t) nicht beschriinkt, also 

nach Voraussetzung (vgl. Bedingung (B) in Satz I) die Funktion (2~)beschriinkt, 

so muss in (2 7 b), wenn x,,(t) besehriinkt sein soll, cn einen ganz bestimmten Wert  

haben, und zwar geht dann (~7 b) fiber in 

I 
x,~(t)- - -  Gn(t) ~_~H(t)[o~(, + ,)1 

"~ : t  

Daraus folgt~ aber wegen (2o) sogleieh auch lira x ,~ ( t ) - -o .  Wenn dagegen Gn(t) 
t ~  

beschriinl~t und folglich nach Voraussetzung (vgl. Bedingung (A) in Satz 2) auch 

t - -1  
I 

I ~n(t)l~ol tz,(.-~- ,)1 

beschr~nkt ist, so is~ nach dem Hilfssatz gewiss lim G~(t)= o. 
t~ 

aber aus (I 7 b) 

t - -1  
I 

xn(t)=c,, G.(t) + G,,(t) ~ H(v)[Gni; + ~)~ 

Wegen (i 9) folgb 

tu--1 n- -1  1--1 

=c~G,~(t)+G~(t)~_~ ~ g,,~ (~) x~ (~) 2 I 

W~ihl~ man nun naeh (20) t o so gross, dass die Ungleiehung 

IH(t)l<~ ffir t>=to 

gilt, wobei ~ eine kleine positive Zahl ist, so ergibt sieh 

to--1 t--1 I I 

I x ~ ( t ) - c , , G n ( t ) [ =  G ~ ( t ) ~ , H ( ~ ) [ G , , ( .  + 2) _-<_la~(t)lF, gn. (* )x . ( * )~n(~+,  ) 

+ ~le~(t)l F, [Gn(~+ ,)1 =< la'~(t)l F' //' I a ~ ( * +  ,)1 + eL~. 
~ = t  o '~=0 # = 1  

Nun ist wegen lim G~(t) o, auch 
t ~ a ~  

I en to-i n--i I 

I~ ~(t) l  < ~, ( t )~  2, g~(~)x~(~)(~(~ + i) 
~ = 0  t ~ = l  

J 
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fiir geniigend grosse t, also [x~( t ) [<  2e + eL>  Hieraus folgt offenbar, da man 

e beliebig klein wiihlen kann, 

lim x,~ (t) = o. 
t ~  

~--1 

Is t  dagegen G~ ( t ) =  0, so is wegen lim ~ Ix, (t)] -- o yon einem gewissen t~ an 
# = 1  

#=1 

Daher  ist 
tl--1 t--1 

Ix (tll E H Ig,, (e)l + eL,, 

wobei C eine positive Konstante  ist. Nach dem Hilfssatz v o n w  3 ist Mso 

lira Xn (t) --~ o. 

Damit  sind die beiden Siitze I ,rod 2 vollst~tndig bewiesen. 

Eine wesentliche Erggnzung zu Satz I i s t  der 

Satz 3. Wenn die Bedingungen yon Satz z crfiillt sin& so ist in dem allge- 

meinen besehrdnkten Integral des linearen Differenzengleiehungssystems (t I) die Anzahl  

der willkiirliehen Ko~stanten stets so gross wie die Anzahl  de~jenigen [ndizes v, f i ir 

welche die Bedingu~g (A) e~fiillt ist, und zwar di#fen diejenigen Anfangswerte 

x~ ( o ) =  c~ willkiirlich gewdhlt werden, fiir deren Index v die Bedingung (A) er- 

.fiillt ist. 

Wenn insbesondere f i ir  jeden Index  v die Bedingung (A) e~fidlt ist, so ist 

jedes Integral beschrdnkt. Wenn dagegen f i ir  jeden Index  die Bedingung (B) e~fiillt 

ist, so gibt es nut  ein einziges beschra'nktes Integral. 

Beweis. Falls n = I i s t ,  so handel t  es sich wieder um die eine Differenzen- 

gleichung (12) mit  dem allgemeinen Integral  (I3), bezw. (I3"), wobei e~ gleich 

xa(o) ist. Aus (I3) bezw. (i3") erkennt man sogleich folgendes: Wenn die 

Bedingung (A) erfiilR, also G~ (t) beschrgnkt ist, so ist x~ (t) bei jeder W a h l  yon 

e, beschrgnkt; wenn dagegen die Bedingung (B) erffillt, also G~ (t) nicht  beschr~inkt 

ist, so ist x 1 (t) nur  bei einer eindeutig best immten Wahl  yon cl beschrgnkt. Damit  

ist der Satz 3 bereits fiir n = i bewiesen. 

Den allgemeinen Beweis kSnnen wir wieder durch vollstgndige Indukt ion 

erledigen, indem wir annehmen,  dass der Satz 3 ffir das System der n - - I  
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Gleichungen (I5) bereits  gelte. Fiigen wir dann wieder die n t~ Gleichung (I6) 

mit  dem allgemeinen In tegra l  (I7) bezw. (i7") hinzu, wobei c,, die Bedeutung  

x~(o) hat,  so kSnnen wir aus (17) bezw. (17") folgendes schliessen: W e n n  fiir 

v = n die' Bedingung (A) erfiillt  isL so is~ x~(t) bei .~eder W a h l  yon c~ beschr~nkt;  

wenn dagegen fiir v ~ n die Bedingung (B) erffillt, also Gn (t) nicht  beschr~tnkt 

ist, so ist x~, (t) nur  bei eindeutig best immter  Wah l  yon c~ beschr~nkt.  Damit  ist 

Satz 3 bewiesen. 

Eine unmit te lbare  Fo lgerung  aus Satz 3 is~ der 

Satz  4. Wenn die Bedingungen yon Satz ~ e'~fiillt sind, sodass f i ir  k Indizes 

v die Bedingung (A) und f i ir  die n -  k anderen Indizes die Bedingung (B) erfiillt 

ist, so hat das lineare homogene Differenzengleichungssystem 

x~(t + I ) -~  ~ g , , ( t ) x , ( t )  (v = I, 2 , . . . ,  n) 
#=I 

genau k linear unabhh~gige beschrd~kte Integrale. Dabei da~f k jede der Zahlen 

o, i, 2, . . , ,  n bedeuten. Der Fall  k ~ o besagt natiirlich, dass kein beschrdnktes 

Integral vorhanden ist ausser dem trivialen x~ (t)-~ o. 

w  

Stabilititt bei einem speziellen System. 

Satz  5. Die gegebenen Funktionen. 

(i <=,  <= <= .) 

seien fiir t = o, I, 2 , . . .  beschrdnkt. Die notwendige und hinreichende Bedingung 

dafiir, dass das Differenzengleiehungssystem 

x~ ( t+  I ) = ~ , g , ~ ( t ) x , ( t )  + z~( t , x~ ( t ) , . . . ,  Xn(t)) (v-~ I, 2 . . . .  , n) 
#=1 

f i i r  jede beliebige Wahl  der im Bereich 

t -= o, I, 2 . . . .  , xz = beliebig (Z = I, 2, . . ,  n) 

beschrdnkten Funktionen z , ( t , x  1 . . . .  ,x,,) nur beschrdnkte Integrale hat, ist, dass 

die n Funktionen 
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beschrth~kt sind. 

Ls't sie eJfi'illt und 

der I'brm 

t-----O, I, 2, . . .  

den weitere.n Bedi~gunflen 

t 1 l--1 

Z II 19,,,.(,o)1 ( , - - ~ ,  e , . . . , , , ) ,  
z--O ~=z-i  1 

geniigen ausserdem die Funktionen Z,, in einem Bereich 

I x, I < a ( Z =  i, 2, . . . ,  . )  

I z, (t, ~, . . . .  , x,,)l <= . , , ~  Ix,, I V ~ I ,  2 ,  . . . ,  7"/) 

wobei 7 eilw him'eichcud klei,e (i:o~ a m~d den g,t, (t) abhdngcmh!) Ko~sta,tc ist, so 

ist f f fr  jed('s [~degral, dessert A~fa~g,s.werte x,(o) absolut him'eieheml klei.~ sind, 

da.~.. ' .d I x , ( t ) l__  < a , , , d  ~,,,. ,jiU so q~,. di~, Bezie, h,,,,q 

It 

lim ~ ,  x,. (t) = o. 
, u = l  

Dass die angegebene Bedingung notwendig ist, folgt unmit te lbar  aus den 

Siitzen I u n d  3- Dass sie hinreichend ist und dass die weiteren Behauptungen 

von Satz 5 zutreffen, wird bewiesen sein, wenn es gelingt, den nachstehenden 

schiirferen Satz zu beweisen. 

Satz 6. 
t--1 - -1  --1 

I I  g , , (~) -"  . , , ( t ) ,  H -  ', Z = ~  g~,~,~t ,,,i,-~, 
' t=0  0 0 

I.q., (t)I--< K,  

l a , ( t ) l < =  L,  

l--1 t--1 

Z I I  I..,.(o)1 =< L., 
"t'=0 0= '~+ 1 

Iz, (t, x , ,  x ~ , . . . ,  x,~)l ~ K b  

E.,, . , i  yi,,, t = - o ,  , ,  : , . . .  I:,~;.1= < t, ,~,,-~ ( z -  , ,  ~ . . . .  , . ) ,  . . ~ . .  

(wegen G , ( o ) = i  ist L 1 > I )  

( V =  I ,  2~ . . . ,  ~2) 

I 

I - - g  

wobei b, a, K, La, L~ positive KonstaJden sind, f i ir  die 

K L ,  2 (x 
C C <  I ,  

I - - ( ~  
< I 
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ist. Bedeutet dann e diejenige positive Zahl, f i i r  welche 

c L1 + KL~ a 
b l - - a  ' 

(also e < b wegen Lj ~ I ) ,  

so ist jedes Integral des D(fferenzengleichungssystems 

,v 

x , ( t  + I ) = ~ , g , ~ ( t ) x ~ ( t )  + Z,(/, x~(t ) , . . . ,x , ( t ) )  ( ~ = I ,  2, . . . ,~ ) ,  
W - 1  

dessen Anfangswerte x~ (o) den Bedingungen 

( f =  I ,  2~ . . . ,  ~)~ 

geniigen, f i i r t  = o, I, 2, . . . dauernd vorhanden und geniigt den Ungleiehungen 

( ~ =  I ,  2~ . . . ,  ~) .  

Wenn die Funktionen Z, noch den weiteren Bedingungen 

Iz+(t, x~ , . . . ,  x+)l ~ } K 

/ t=l  
geniigen, so ist ausserdem 

lira ~ ]x~(t)l = o .  
#=1 

( ~ =  I ,  2~ . . .~ ~) 

U m  S a t z  6 zu beweisen , definieren wit eine Funktion Z+* (t, x~ . . . .  , x~) ,  die 

in dem Bereich 

t = o, i ,  2 . . . .  , [ x z [  =< b~'~-z (Z = i ,  2 , . .  ,, . )  

iiberall mit der Funk~ion x,( t ,  x 1 . . . .  , x,,) sich deckL und ausserhMb dieses 

Bereiches identisch verschwindet. Das zu untersuchende Differenzengleichungs- 

system k~nn daher auch in der Form 

x~(t + I ) =  g~( t )x~( t )  + ~ , g ~ ( t ) x , ( t )  + z*(t, xl(t)  . . . .  , xnIt)) 
t e ~ l  

( ~  = I ,  2 ,  . . . ,  ~ )  

- - 1  

gesehrieben werden, wobei under dem Zeiehen ~ s~ets Null zu vers~ehen is~. 
0 

I-Iieraus folgt sogleich 
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(22) 

I f--I t---i 
x,(O = (,~, (t) x ,  (o) + ~ ,v, (~) H g , , ( e )  

v~O o : ' r  + 1 
' r - - 1  

�9 , (~) --: y ,  y,, ,  (~)x,, (~) + z,* (~, x ,  (~) . . . .  , x~ (~)). 
, t t = l  

Wegen  I x~ (o) l=< ca"-- '  und c < b gil t  nach ( 2 2 )  zun~tehst die Ungle ichung  

Ix~(t)l ~ L1 c a ' - 1  4. K b  L 2 -  tla 'I'-1 -~- 
I - . - a  b ~ 1 - - a l  

- - -  ~) 0~ n - 1  

f i i r t =  I, 2, 3 . . . . .  Die zu beweisenden Ungle ichungen  

I x , ( t ) l  ~ b~ . . . . .  

gel ten also mindes tens  fiir ~ - -  I .  Solange sie aber  fiir ~ ~ ) . - -  I gelten,  ist auf  

Grund  der im ers ten Teil von Satz 6 geforder ten  Ungle ichungen 

2 - - I  

. ~  ~ , ,  ( t )x .  (t) + z* (t, ~, (t) . . . .  , ~,, (t)) 
I , a :  1 

;.-1 K ba ~ Kbct 

I - - ~  I - - 6 ~  
!l ~1. 

~ n -  ). 

und aus (22) ergib t  sieh dann die Abseh~tzung:  

K b a  
I - - C ~  

Solange also die Ungle ichung I x,,(t) l ~ ba "-~' fiir ~ ~ ~, -- x, t - -  o, I, 2 . . . .  gilt,, 

gi l t  sie auch fiir v - - 2 ,  t == o, I, 2 . . . . .  Daraus  folgt,  dass das I n t e g r a l  x , ( t )  

dauernd  vorhanden  ist und stets in dem urspri ingl ichen Exis tenzbereich der 

Z,.(t, x j , . . ' . ,  x,)  bleibt. Dami t  ist der erste Tell yon Satz 6 bereits bewiesen. 

:Nun sei B eine positive Zahl  derart ,  dass 

(23) lira I x~ (t) l < B ~ " - *  (,, = l,  2 . . . .  , ,,) 

ist. Wenn dann die Z~ auch dell im zweiten Tell yon Satz 6 geforder ten  Un- 

g le ichungen geniigen, so ist fiir gent igend grosse W e r t e  von t, e twa fiir t ~ to, 

(24) Ix , ( t )  l < Ba"-"  

(25) I Z" (Xl, ' ' ' ,  "Z'n) l <~ I K ~ ut, Ba, ,  , - =  K B a "  ( v - - i  2, n) . . . .  . . .~ ~ 

J l  I - -  a 1 - - U  
/ t = l  
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In Formel  (22) zerlegen wir nun die Summe yon o his t - -  I in 

t - -1 t(,--1 t--1 

Z : Z + Z  
" ~ 0  ~ 0  " ~ t  0 

Die erste Summe der rechten Seite ist nach dem Hilfssatz v o n w  3 eine kleine 

Gr5sse ~ .  Zur AbschStzung der zweiten kSnnen wir die ffir t ~  t o giiltigen 

Formeln (24), (25) benfitzen, t t i e rnach  ergibt  sich fiir t ~ t o aus (22) die Ab- 

sch~tzung 

I ! I~+(t)l--< IG+(t)l Ix+(o)l + I~+1 + ~KB:+~-,'~ + KBan L~ 
L t  t ~ l  I - -  a ] 

- - IG~(t) l  Ix~(o)l + levi + gL2aBa,~-~. 

Nach dem Hilfssatz yon w 3 ist aber auf Grund  der Voraussetzungen yon Satz 6 

lim G~ (t) - o 

und daher  folgt  aus der vorigen Ungleichung sogleich 

(26) limlx~(t)lGKL~aBan-~=t~ I - - q  i - -  b ~ l l / ~ { x  < I - -  2 b  1 

Aus einer Ungleichung der Form (23) kann also allemal auf (26)geschlossen 

werden. Indem man diesen Schluss wiederholt  anwendet ,  ergibt  sich auch 

ti.~ Ix~(t)l < ~ - -  B ~  "-~, 
t ~ a v  

w o k  beliebig gross sein daft .  Daher  ist 

lim x~ (t) ~ o 
t ~ 

womit  aueh der zweite Teil yon Sutz 6 bewiesen ist. 

w  

Instabilit~it und bedingte Stabilit~t bei einem speziellen System. 

Satz 7. T~ dem Differenzengleichungssystem 

x~(t + I)=~g, .~( t )x , ( t )  + z~(t,x,(t),.. . ,x~(t)) (~= I, 2 , . . . ,  Yt) 

1 6 - - 3 4 1 9 8 .  Acta mathematica. 63. I m p r i m 6  le 30 a v r i l  1934. 
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mSgen die Funktionen 

im Bereich 

y.~ (t) 

Z~ (t, X 1 . . . .  , X ? ~ )  

t = o ,  , , z , . . . ,  [x~[ ~ b~ ~'-~ 

(~ < t t < v < n )  

( ~ =  I, 2, . . . ,  n) 

den Ungleiehungen geniigen." 

Z+ ( t ,  X 1 , 

I g+.,(t)l ~ K 

K b (~n 
)1 ~ �9 . : 3C;,~ 

1 Ct 

$ Iz+(t,x~,. . . ,x~)-z+(t,x, ,  

1--1 

Fe,-.e,- sei, ,w,~ H ~++ +) = s,, (t) 
~ 0  

die ieh VA nennen will, 

(A) 

. . ,X .n)  l ~ . . . . . . .  I K ~ ~ t t l x t  ~ 25,;1. 
Tt I - -  

#=1  

gesetzt wird, f &  eine gewisse Sorte Indizes v, 

] IG~(t)l ~ L, 
t--I  l--1 

"g~0 0+'r 1 

e~fMlt, und fib" die iibrigen r, die VB heissen mSgen, 

I G~ (t)[ nicht besehrdnkt 

(B) or 
I 

I G~(t)l ~ i ~ ( ~  + i)l ~ L~ 

riehtig. Es  kann abet mSglieherweise aueh die Sorte va oder v~ ganz fehlen. 

Dabei seien b, a, K ,  L , ,  L2, positive Konstanten I, die den Ungleichungen geniigen" 

KL+ a 
C Z <  I ,  ~ "  < I .  

I - - 5  

Bedeutet dann e eine positive Zahl  derart, dass e <= b und, fal ls  es unter den 

Indizes ~ wenigstens ein vA gibt, auch 

c KL~  a 
b L , +  - ~ I  

I - - 5  

1 L1 k o m m t  n u r  d a n n  vor ,  w e n n  es  u n t e r  d e n  I n d i z e s  v m i n d e s t e n s  e in  v A g ib t .  
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ist, so hat  das gegebe~e Dif ferenze~gleichungssystem wenigste~s ein beschrSnktes 

In tegral ;  und  zwar  gibt  es, w e , n  m a n  Z ~ ( o ) =  c, f i i r  jedes  ~ = ~ 1  im Bereich  

[ c~ [ < c a '~-~ willki irl ich vorgibt, genau ein Integral ,  fh 'r  welches dauernd [x~ (t)[ < b a ' '-~ 

f i i r  alle v ist. 

W e n n  f i i r  alle ~, ausserdem )~ (t, o . . . .  , o) -- o ist, so gi l t  f i i r  die m~gegebene 

Integrale  noch die weitere Bez iehung  

lira ~ [x,(t)] = o. 
t~ar  /X=I 

Nach  diesem Satz ist, falls es kein ~A gibt, auch kein x,(o)  willkiirlich; es 

gibt  dann nur  ein einziges In tegra l ,  fiir welches dauernd  [x~(t)[ < ba ~-~ bleibt, 

und  dieses ist im Fal l  z~(t, o , . . . ,  o ) =  o natiirl ich das In t eg ra l  x~ ( t ) =  o. Das  

ist also der Fall  der vo l lkommenen  Instabiliti~t. Falls  es kein ~ gibt,  sind alle 

x~ (o) willkiirlich wi~hlbar; das ist der bereits im vorigen P a r a g r a p h e n  unter  etwas 

a l lgemeineren Vorausse tzungen behandel te  Fall  der Stabilit~tt. Falls es un te r  den 

Indizes  ~ sowohl ~A als auch ~B gibt,  l iegt  sogenannte  bedingte  Stabiliti~t vor 

(unvol lkommene Instabiliti~t). 

Um Satz 7 zu beweisen, schreiben wir das dar in  auf t re tende  Differenzen- 

g le ichungssys tem wieder in der Form 

(27) 

Daraus  folgt :  

(28) 

v--1 

Xv ( t  -t- I )  = g ~  (t)x~(t) -~- ~1 g~t~(t) X~(t) @ )~ (t, x l ( t  ) . . . .  , Xn(t)) 
t t= l  

t--1 t--1 

v--1 
�9 ~(~) = ~ ~.(~)x.(~) + z.(~, x~(~), x ~ ( ~ ) , . ,  x,~(~)). 

1 

Dabei  bes t immen sich die Kons t an t en  c~ fiir ~ = vB eindeut ig  aus der Forderung,  

dass x~(t) fiir t--* r162 beschri~nkt bleiben soll, und fiir u = ~A aus der Nebenbe- 

d ingung x~ ( o ) =  c~. H ie rnach  1 ist  

Vgl. dazu insbesondere die Beweise zu den S~tzen I und 2 in w 3. 
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(29) 

t--1 l--1 

~(t) = .  (~.(t) + .~ e,~(.) II g~.(Q) 
'~=0 ~o = z'+ 1 

fdr  v va 

f~ir ~ ~ VB 

Umgekehr t  ergibt  sich aus (29) uuch riickw~irts wieder (27) sowie die 

Nebenbedingung x , ( o ) =  c, ffir v = va. Es geniigt  daher  zu beweisen, dass dus 

Gleichungssystem (29) genuu eine LSsung x , ( t )  mit den in Sutz 7 behuupte ten  

Eigenschaf ten  hat.  

W i r  zeigen zuniichst, dass es hSchster~s eine LSsung  gibt, fiir die duuernd 

Ix,(t) l  __< b5 . . . .  ist. Sind x , ( t ) ,  x*(t)  zwei solche Liisungen und setzt mun sie in 

(29) ein, so ergibt  sich durch Substrukt ion der en~stehenden Gleichungen:  

(30) 

~--1 t--1 

~(t)-~:(t)--F~ (o~(,)- . : ( . ) )II  .~,(~) 
~---0 ~ = v + l  

~ ( t ) -  ~*~(t) - -  - (;~(t) ~ ~;(~ + ,) 
"r--t 

wo q)* eine analoge Bedeutung wie q),, hat.  

[x*(t)[ ~ b5 ...... die Ungleichungen" 

fiir v = v~l 

fiir v = vB, 

Nun sind wegen I x~(t)I ~ 1;5 ..... , 

(3 I )  I x , ( t ) -  x * ( t )  l "< A c d  . . . .  (y = I ,  2 , . . . ,  1~) 

fiir eine gewisse Zahl A sicher richtig. Wenn  sie uber fiir einen gewissen W er t  

von A gelten, so ist nuch den in Sutz 7 gemachten  Voruussetzungen auch 

] 

I ; -  

Z K A s n _ _ # _ } _  I K Z u u A 5 n _ _ , a _ _  - 
$~ I - - -  Cc 

?~=1 ,*z=l �9 

= K A  5 --  a* 5"-*  + 
I - - 5  

K A c d  ~ K A  5 __  5n--~, . 
I - - - ~  I - - 5  

und uus (30) ergibt  sich dunn die Abschiitzung 

] x,(t) - -  x~*(t) ] G K A a  a , , _ ~ L  ~ _ K L ~ a A a , , _ ~ .  
I - - a  I - - 5  



Die Stabilit~tsfrage bei Differenzengleiehungen. 125 

Die Ungle iehungen (3 I) bleiben also aueh riehtig, wenn man die Kons tan te  A 

durch die nach Voraussetzung kleinere Kons tan te  K L 2 a A  ersetzt. Durch  wieder- 

holte Anwendung dieses Prozesses kann man die Kons tan te  A beliebig klein 

machen;  aus (3 I) folgt  dann aber 

,~,,(t) - ~*(t) = o ,  

sodass die LSsungen x~(t) und x*(t) in der Ta t  Zusammenfallen. 

Wir  wollen je tz t  zeigen , 

der ver langten Art  hat. Dazu 

wir se~zen: 

X~o(t) = o 

(32) 

dass das System (29) aueh wirklich eine LSsung 

wenden wir sukzessive N~herungen an, indem 

l--1 t--1 

x~ ,k+l ( t ) :c ,G~( t )  + E q ) ~ k ( z ) H  g~*(@) fiir v--v.4 
~ 0  Q=V+I 

a) ,  k (*) 
X ' ' k + l ( t )  =-- - -  (~'~(t) Z (~v(~ t A- I )  fiir v vn  

( k ~ - -  O, I ,  2, . . .), 

wobei natiirl ieh analog zu (28) 

(33) ~ b)  = Y,  y .~ ( . )  ~ ( . )  + z ~  (.,  . ~  (.) . . . .  , x~k (.)) 
#=1 

ist. Man sieht leieht, dass die Funkt ionswer te  yon I x ,  k(t)l stets ~ b=n-~ ~ sind, 

also im Definit ionsbereieh der Funkt ionen  Z~ bleiben, sodass die Funk t ionen  

x~,k+l(t) wirklieh sukzessive gebildet werden kSnnen. Denn jedenfalls  t r i ff t  das 

fiir k = o  zu. 

aus (33) 

p.=l 

Wenn  es aber fiir einen gewissen W e r t  k zutrifft ,  so folgt  zun~ehst 

Kb a '~ K b a  ___ ~;,z.--~r 
I - - ~  I - - a  

und daher  aus (32) fiir v = vA: 

[X~,k+l(t)[ ~ c ~ n _ v L  1 ~- K b ~ { ~  ..... L2 = ( c L  1 @ K L ~ { ~ b l  ~, . . . .  ~ bl~n-v 
I --- a I - - a  I 

und noah einfacher  fiir v = vB: 
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K b a  

Die Funkt ionen x~k(t) kSnnen also wirklich ftir alle k gebildet werden, und es ist 

(34) Ix~(t)l  < b~ .... ( , =  1,2, . . . , ~ ;  k = O ,  I, 2 , . . . ) .  

~ u n  zeigen wir weiter, dass 

(35) I x ~ k ( t ) - - x ~ , k - ~ ( t ) l < ( K L ~ ] k - - l b a ~ - - ~  ( v : i , 2 , . .  n) 
\ I  - - a ]  " 

i s t .  Da X , o ( t ) =  o ist, tr ifft  das nach (34) ]edenfalls fiir k - - I  zu. Wenn  aber 

die Formel (35) fiir einen gewissen Wer t  von k gilt, so ist nach (33) und auf 

Grund der in Satz 7 gemachten u  

'v--1 ( g L , 2 . ~ t k - 1  
I ~ ( ~ )  - ~,~.-1(~)I-_< ~ ~ - ~ I  

~=1 

(KI~'2~Ik--l(~l~n--l, t 2 U __ 
- -  K b \  i _ ~ l  

\ t*=l  

K b W ~ _ t ,  + I K ~ t K L ~ a \  k-1 
. . . . . .  a '~ I . . . . . .  I ba ~-~ = 
n I --a \I --al p,--l 

K b \ I  - - a /  I - - a  

Daher folgt aus (32 ) fiir v =  v A und ffir v = v/~ 

(a) (~)-a)~,k_l(~)) I I  g~,(o) 
I ' ~=o  O = * + l  I 

Ix,,,:+~(t)- x~k(t)[= . 

[I ' 'g=t 

< K b  

/ 
I< /= 

. . . . . . .  Lo 
\T --C~] I --a " \I --al 

Damit  ist die Formel (35) Mlgemein bewiesen. 

die Grenzwerte 

(36) lim x~,~.(t)= x~(t) 
k~ao 

Aus (35) folgt aber sofort, dass 

( v - I , 2 ,  ,~), 

f i i r t  = o, I, 2 , . . .  gleichm~ssig vorhanden sin& Wegen (34) ist dann auch 

(37) [x,(t)[ G [ )a  n-~ '  (V = I ,  2 , . .  : ,  • ) .  
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Die Funkt ionen x~(t) bleiben also absolut unter  der in Satz 7 behaupteten Schranke. 

Sie geniigen aber auch dem Gleichungssystem (29). Das ergibt sich sogleich, 

wenn man in (32) zur Grenze k +  ~ iibergeht, wobei nur  die Formel 

- -  lim G+(t)~_~G~ ( , ) =  --  G+(t) (.4~(~7 ~) fiir v = v a  

einer genaueren Begri indung bedarf. >~un folgt  aber aus (35) und (36) leicht 

1 

[x.(t)  - x~k (t) l - -  l im Ix. ,  k + ,  ( t )  - -  x , k  (t)[ ~ lira ~ Ix. ,  ~.+~(t) - x . ,  ~+~--1 (t)[ 

1 
ban_~(KL_2aikli  m ~ ,  (_K_L.~I;,-~= ( K L e a l ~ b a  , .... I . 

I 

Daraus ergibt sich zungchst die Absehiitzung 

I - - 0 :  

[ t=l  I 
I - -  Cg 

+ 

q- C~, u - -  
n I - - a  \ I  --.. cr  ~/2~Ler162 \ I  - - o t ]  

# = 1  I . . . . . . . . . . . . . . . . .  
I - -  

und folglich ist fiir v = V 8 

G , ( t )  Z . [ q ) , k ( ~ ) -  (~ (T) ]  a , ( ~  -t- I)  ~ 
~ = t  \ I  - - a t  

I 

K b a a n - ~  

T ~ , -  T 

I 
I - - c r  

K b ~. a n - ~  

K L2a I - -  , z  L2" 

Daraus folgt unmit te lbar  die Giiltigkeit der zu beweisenden Limesformel. 

Yon Satz 7 bleibt daher nur  nocb iibrig die Behauptung zu beweisen, 

dass fiir 

(3 8 ) z ~ ( t ,  O,  . . . ,  O ) - - - O  ('~' = I ,  2 , . . . ,  ~)  

stets lim ~l~.(t)l=o ist. Um aies als rich6ig z .  erkennen, bemerken wir zu- 
t ~  #=1 

niichst, dass aus (38) auf  Grund der anderen in Satz 7 in Bezug auf Z~ gemaeh- 

ten Voraussetzungen folgt:  

(39) [z~(t, xl . . . .  , x ~ ) l < I  K ~ a , ~ l x ~ l .  
p = l  
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:Nun sei B eine positive Zahl derart ,  dass 

(40) l ira [x,(t) l < B ~ - "  
t ~ o r  

( ~ ' :  I ,  2 ,  . . .~ ~ )  

ist. Fiir geniigend grosse Wer t e  von t i s t  dann 

[ x,(t)l < B a  n--~ 

und folglich mit  Riicksicht a uf (39) aueh 

' = I~  2~ . . . ~  '/~) 

[ z : ( t , x ~ , . .  x~)l < ~  K ~ a ,  Ba~__~_KBa~'___ 

~ = 1  

Iq~ch der in (28) gegebenen Definition von q)~(t) ist d~her fiir gen i igend  

grosse Wer t e  yon t 

�9 - i  K B a  ~ K B a  . . . .  +i 
Io:(t)l < K B a  ~'-" + - -  - -  

I - - ( ~  I - - ( z  
F - 1  

Folglich nach (29) zun~chst fiir v = vB: 

K B  a n -  ~ + 1 K L~ a 
Ix~(t) l <.-  L~ - -  B a  . . . .  (v = v~) 

I - - a  I - - a  

und analog fiir v =  v4, weil dann nach dem Hilfssatz von w 3 gewiss lira G~( t )=o  ist, 
t ~  

K B a  . . . .  +l  K L ~ a  B a '~ -~ '  + e LI),  Ix , ( t ) [  < e + L ~ -  ( v - -  
I - - ~  I - - ~  

w o ~  beliebig klein sein darf,  wenn nur  t geniigend gross ist. Aus den beiden 

letzten Ungle ichungen folgt  ~ber sowohl fiir v = % als aueh fiir ~ = vA : 

lim [x~(t)[ < K L ' z f f  B a  ...... < 1/~.KL'~a~ B a  n - ' .  
t ~ o ~  I - - a  [ I  - -  Cr 

Die Ungleichung (4o) bleibt daher  richtig, wenn man B durch die kleinere 

Z u h l  1 / - K - ! ~ 2 a B  ersetzt. I )urch wiederholte  Anwendung  dieses Prozesses k~nn 

B beliebig klein gemacht  werden, woraus folgt:  

lim x~(t)  = o (v = I, 2, . . . ,  ~). 
t ~ o r  

Damit  ist Satz 7 vollst~ndig bewiesen. 
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w  

Eine Matrixtransformation. 

Ehe wir das allgemeine System (2) untersuchen, wollen wir eine Matrix- 

transformation behandeln. Wir  betrachten die quadratische Matrix 

( fl~ (t) . . .  71n ( t ) )  
F ( t )  . . . . . . . .  , 

f n l ( t )  . . . f n n ( t )  

deren Elemente Funktionen einer Variablen t - - o ,  I, 2 , . . .  sind. Die Funktio- 

nen j~( t )  diirfen dabei beliebige komplexe Werte annehmen. 

Eine Matrix F(t) heisst >)beschri~kt>>, wenn ihre Elemente besehr~nkte Funk- 

t ionen yon t sind. Endlich soll die Matrix F(t) >>reduziert>) genannt werden, 

wenn die Elemente oberh~lb der Huuptdiagonale lauter Nullen sind, wenn also 

fiir ~ < tt stets f z~( t )= o ist. Fiir die  besehr~nkte Matrix F(t) beweisen wir den 

Satz 8. Zu jeder beschrdnkten Matrix  F(t) ldsst sich auf  unendlich vide 

Arten ei~e beschrdnkte Matrix  P(t) mit beschrdnkter Reziproken P-~(t)angeben 

derart, dass die offenbar wieder beschrdnkte Matrix  

P(t + I )F( t )p- i ( t ) - -  G(t) 

reduziert ist. 
Um den Satz zu beweisen, betraehten wir die folgende Matrixgleichung: 

(4i) 
wobei 

und 

F(t) Q(t) = Q(t + i)G(t), 

Q(t) = 
,q11.(t), ..,..qln (t!) 
q~l ( t ) ,  q~,n (t) 

( g~ (t) o ... o \ 
(;(t) = g~l (t) g~(t) o 

g~l(t) g~2(t) . .. g~,,(t) 

unbekannte Matrices sind. Dabei wollen wir Q(t) noeh der weiteren Bedingung 

unterwerfen, unit~Lr zu zein; d.h.  wir verlangen: 

(42) Q(t) Ql(t)= -~:, 
17--34198. A c t a  r a a t h e m a t i c a .  63. [mprim6 le 30 avril 1914. 
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wenn man mit  Ql(t) die Konjugier tkomplexe der Transponier ten yon Q(t) bezeich- 

net, oder nach (42), da Q~(t)-= Q-~(t) ist, 

(43) Q,(t) Q(t) = E .  

Wir  wiihlen etwa Q ( o ) =  E und nehmen an, die Best immung yon G(t), Q(t) 

sei bereits soweit gelungen, class (4I) fiir t = o ,  I, 2 , . . . ,  ~ - - I  und (43)f i i r  

t = o, I, 2, . . . ,  ~: gelten; danu suchen wir (4I) fiir t =  z so zu erfiillen, dass die 

Unitarit~t~sbedingungen (43) auch fiir t =  ~ + I ge l t en  Die Bedingung (43) be- 

sagt; aber, wenn man sie f i i r t  = ~ + I ausfiihrlich schreibt, 

(44) O fiir # # 

~=~ ( I  fiir u = ~ .  

Nach (41) ist 

(45) ( r ' : ' !~n' (~? 

fnl(')...~;,n($) ) ( ] qn~(*) . . .  qn~(*) 

) o 

Unsere Frage ist, ob man die qz~(~ + I), gz,(,) so w~hlen kann, dass die Gleichung 

(45) u n d  zugieich die Bedingungen (44) erfiillt sind. Aus (45) und (44) ergeben 

sich die Formeln ffir die Best immung yon g . , ( , )  und q,~(z + I): 

i t  

(45 a) ZJ~($)q,n(T) = qxn('t -~- I)gnn(@ (~ =: I, 2, . .., 7t), 
r  

~t 

(44 a) . ~  q~(~ + I)q,,(~ + I) -- I. 

Es f ragt  sich, ob man g~,~(~) und q~n(~ + I) so w~hlen kann, dass (45 a) und 

(44a) gelten. Wenn die bekannte  linke Sei~e yon (45 a) fiir jedes ~ verschwin- 

detG, w~hlen wit g . ~ ( , ) =  o und die qz~(v + I) i rgendwie so, dass (44 a.)erfiillt ist. 

Man kann z.B. ql~(~+ I ) =  I, q~.,,(,+ I ) - = o  fiir )~> I wShlen. W e n n  abet die 

linke Seite von (45 a) nicht  fiir jedes Z verschwindet,  so folgt aus (45 a), indem 

man beiderseits das Quadrat  des absoluten Betrages bildet und dann nach 

summiert ,  weil ja (44 a) auch gelten soll, dass 
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~ = 1  

Wir  w~ihlen daher 
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und dann muss wegen (45 a) fiir qz,(~ + ~) der folgende Werg gewghl~ werden:  

, , (47) qan(~ + I ) -  g;~n(~ fx~(~)q~n(~ (2~ = ~ 2 , . .  n). 

Bei dieser Wah l  yon g~,~(~) und qzn(~ + I) sind dann die Forderungen  (45 a ) u n d  

(44 a) offenbar aueh wirklich erfiillt. 

Wir  wenden jetzt  vollstiindige Indukt ion  an, indem wir annehmen,  die 

Wahl  yon go~(~) und q~(~ + ~) sei fiir ~ > ~ bereits gelungen, und wir wollen 

dann auch die GrSssen gq,(~) (0 ~-# ,  # +  ~ , . . . ,  n ) u n d  qz,(~+ ~) (Z=I ,  2 , . . . ,  7~) 
SO wi~hlen, dass die Gleichungen 

(45 b) 

(44 b) 

erfiillt sind. 

nach ),, so folg~, dass 

(4s) 

~ q).,($ + I )q~($ + I ) = {  0 fiil" ~ > # 
Z=~ I fiir ~ = # 

Mul~ipliziert man die Gleichung (45 b) mit q~(~ + I) und summiert  

g,~(~) = qz,(~ + I) ~fl.~(~)q,~(~) fiir 7----- u + ~ , . . . ,  n 
~=I v = l  

sein muss. Hiernach sind die g~,(~) fiir 7 > /~  bekann~. Wi r  versuchen nun 

die Elemente g~.~(~) und q~(~ + I) (~ = I, 2, . . . ,  n) so zu bestimmen, dass die 

Gleichungen (45 b) und (44 b) gelten. Verschwindet  die bereits bekannte  linke 

Seite yon (45 b) fiir jedes s so kann man g~,(~)-----o wi~hlen. Alsdann kSnnen 

die q~,(~ + I) so gewi~hl~ werden, dass die Bedingungen (44b) erfii l l t  sin& Da  

die q~.~(~ + I) fiir z --  # + I, . . . ,  n bereK.s bekannt  sind, braucht  man nur noch 

die GrSssen qz~(~ + I) ()~ = I, 2 , . . . ,  n) aus dem homogenen System 
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(49) ~ q-~.z(T $- I)q.~/z(T "}- I) ----- O (g = ' #  ~- I ,  . . . ,  ~/) 
;.=1 

mit n --  te Gleichungen und n Unbekannten  so zu bestimmeni dass die Bedingung 

(50) y~ q~.(. + ~)1 "~ = ,  

auch erfiillt is~; D a s  ist ohne weiteres mSglich. " 

Verschwindet  dagegen die bekannte  ] inke.Sei te  nicht fiir jedes ~, so folgt 

aus (45 b), indem man beiderseits das Quadrat  des absoluten Betrages bildet und 

dann nach 2 summiert ,  wegen der Bedingungen (44 b), dass 

o ~/*+1 

sein muss. Wir  withlen d~her 

-. f n I ' ~  . . . . . . .  "Z . . . . . . . . . .  y 

und dann muss nach (45 b) 

(si) 
o'=/x + 1 

gew~ihlt werden. Man sieh~ leicht mit  Riicksicht auf  (48), dass die so gewghlten 

q~.,(v + i), g,~,(~) wirklich die Bedingungen (44b) und (45 b) erfiillen. 

Damit  ist gezeigt, dass es mindestens e ine  solche Matrix Q(t) gibt, welche 

den Bedingungen (4I) und (43) Genfige leistet. 

Bilden wir nun die Matrix 

p,,,= = ( qn(t) . . .  q,~l(t) t - -  

] (] ln(t) . . .  qnn(t) 
?i (t), 

so sind die Elemente p~.,(t) wegen (44) alle beschr~inkb, n~mlich 

Ip~(t) l = I ~ ( t )  l =< i. 
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Hieraus folgt wegen Q(t)-(~(t) -~ E 

P-~(t) = Q(t)--  

welche offenbar beschr~nkt ist. 

wo p(t)  

bewiesen. 

( q n ( t ) . . .  ql,,(t) ) 

q ,~( t ) . . ,  q,,~(t) 

Die Matrixgleichung (4I) kann daher geschrieben werden: 

P(t  + I)F( t )P-~( t ) - -  G(t), 

und P-~(t) beschr~nkt sind und G(t)reduzier t  ist. 
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Damit ist Sutz 8 

In Wahrheit  gibt es aber unendlich viele Matrizes, die der Forderung von 

Satz 8 geniigen. Doch kommt es darauf hier nicht an. Wir bemerken nur noch 

f01gendes: 

Satz 9. Die Elemente g~a(t) der reduzierten Matr ix  G(t) in Satz 3 lcSnnen 

,~'h'mtlich reeli Ww/ihlt werden. Sind die Elemente yon F(t) sii, mtlich ree'tl, so kan~ 

man es sogar so einrichte~, dass die Elemente yon P(t) und folglich auch die L'le- 

mente yon G(t) s&ntlich reell sind. 

Der erste Teil yon Satz 9 folgt unmittelbur daraus, dass wir g~(t)reel l  ge- 

wghlt haben. Wenn die f~,~(t) alle reell sind, so werden gem~tss (5I) die q~t~(t) 

reell, so dass g<~,.(t) fiir ~ ~ # auch reell werden (vgl. (48)). Wenn abet die linke 

Seite yon (45 a) oder (45 b) verschwindet, so ist im Anschluss an (49) und (50) 

ebenfalls eine reelle Wahl fiir qa~(t + ~) mSglich, nachdem die q~.~(t+ ~)f i ir  

z > !t bereits reell gew~ihlt sin& 

~ 7 .  

Stabilitiit bei d e m  allgemeinen System. 

Nun siud wir in der Lage, dus allgemeine Differenzengleichungssystem (2) 

der Einleitung durch Zuriickfiihrung auf das in w 4 und w 5 behundelte spezielle 

System zu erledigen. 

Satz 10. _Die Funktionen 

f,t~(t) (v, ~t--  I, 2 , . . . ,  ~) 

seien fi ir t = o, I, 2, . . .  gegeben und beschrifnkt. Dann besteht die ~otwendige und 

hinreichende Bedingung dafiir, dass das Differenzengleichungssystem 
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(i) 
~t 

x~(t + I)--=- ~ f ~ ( t ) x ~ ( t )  + 9o~(t, xl(t), . . . ,  x,(t)) 
#=1 

('k'-- I, 2 , . . . ,  n) 

f i ir  jede beliebige Wahl der im Bereich 

t = o, I, 2, . . . ,  xz bel iebig (~ = I, . . . ,  n) 

besehrh~kten Funktionen 9%(t, x~ , . . . ,  xn) nut beschrdnkte Tntegrale hat, darin, dass 

das lineare System 

(II)  x,(t  + I )=  ~ f , , ( t ) x , ( t )  + ~p,(t) (v = I, 2 , . . . ,  n) 
tt=l 

fiir beliebige beschrdnkte ~,(t) stets lauter beschrdnkte Integrale hat. 

Wenn sie e~fiillt ist und wenn dann die Funktionen 9~ in einem Bereich 

der Form 

t = o ,  I, 2 , . . . ,  I ~ l  =< ~ ( ~ =  i, = , . ,  , )  

den weiteren Bedingungen 
n 

i~(t, x ~ , ,  ~.)i-<- :' y. Ix,~l 
tz=l 

( V ~  I~ 2, . . . ,  n) 

geniigen, wo 7 eine hinreichend kleine (nut yon a und den Funktionen f~( t )  ab- 

hdngende) Konstante ist, so gelten f l i t  jedes Integral, dessert Anfangswerte x,(o) 

absolut hinreichend klein sind, sogar die Beziehungen 

Ix~(t)l <= ~, 

lim ~ ]x,(t) i = o. 

Beweis. N a c h  w 6 g ib t  es zu der  besch r~nk ten  Mat r ix  

( V ~  I, 2~ . . .~ n). 

eine beschr~tnkte Mat r ix  

\ f,~l/t).., f ,  nIt/ 

(p11( t )  " " ' ~')ln ( t ) )  
p(t) . . . . . . . .  

_}gni(t).., ~Dn,n(t) 
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mit besehriinkter geziproken 

v-i ( t )  = 
ql l . ( / ! .  : . .qln.(t! ) 

q n l ( t )  �9 �9 �9 q n n ( t )  

derart, dass Q(t) unifier ist und die wieder beschri~nkte Matrix P ( t  + I )F( t )P-~( t ) -~ -  

= G(t) reduziert ist, also 

p ( t +  i )F(t)P-~(t)= e ( t ) =  g ~ ( t )  g ~ ( t )  . . . o . 

Ffihren wir nun vermSge der Transformation 

(s2) l 
ye ( t ) -=  ~2~(t)x~(t) 

/*=1 

x.(t) = ~ q~,.(t)yt,(t) 

( V ~  I :  . . .~ ~ )  

( V =  I~ . . .~ ~ )  

neue Unbekannte yl( t) ,  . . . ,  y , ( t )  ein, so transformiert sich das Differenzengleichungs- 
system (I) in 

(I a) 

wobei 

(53) 

ffv(t + I ) :  Z . q ~ , ( t ) y , ( t ) + z v ( t ,  y,( t ) ,  . 
~ 1  

n 
z~(t, v, . . . .  , u")= E p ~ . ( t  + ,)~,~(t, x:, 

~ 1  

n 
~ ( t ,  x l  . . . .  , x . )  = F ,  q ~ . ( t  + ~)z,~(t, x,, 

y n ( t ) )  (V : I, 2, . . . ,  ~), 

Xn) 

Xn) 

72 = I~ 2~ . .~ ~,), 

(~--- I~ 2~ . .~ ~) 

(52 a) 

n 

#=1 

x. = ~ q..(t)u. 

ist. &nalog geht das System (II) fiber in 
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,v 

(II  a) y,(t + I)----- ~ g.~(t)y~(t) + ~o~(t) 
# = 1  

wobei 

(54) 

( ~ ' ~  I~ 2,  . . . ,  't~), 

~.(t) = F , p . . ( t  + , ) ~ ( t )  ( ~ -  ,, ~ , . ,  ,.), 
p , = l  

~p~(t) = ~ q.,(t  + x)w,(t) 
~ 1  

( ~ -  I~ 2~, ., ~) 

ist. Die Forderung,  dass das System (I) fiir beliebige besehrgnkte q~.(t, Xl, .  �9 x~,) 

lauter  beschr~tnkte Integrale  haben soll, ist daher gleiehbedeutend mit  der For- 

derung, dass das System (I a) fiir beliebige beschr~nkte z.(t; y ,  . . . ,  y~)lauter be- 

Letzteres trifft nach Sabz 5 dann und nur dann sehr~nkte In tegra le  haben soll. 

zu, wenn die n Funkt ionen 
t--1 t--1 

(55) F~ IF[ Ig~(Q)l ( ~ =  ,, ~ , . . ,  , ) ,  
z = O  q = ~ ' +  1 

3 ist das aber die notwendige und hinreiehende beschr~nkt sind. Nach Satz 

Bedingung dafiir, dass das lineare System (II  a) fiir beliebige beschr~inkte ~o~(t) 

nur beschr~nkte Integrale  hat  und dam it ist offenbar gleichbedeutend,  dass das 

lineare System (II) ffir beliebige beschr~nkte ~p.(t) nur beschr~nkte Integrale  hat. 

Damit  ist der erste Teil yon Satz IO bewiesen ~, der zweite Tell ergibt  sich 

alsdann verm6ge Transformation (5 2) unmit te lbar  aus dem zweiten Teil yon 

Satz 5. 

w  

Ins t ab i l i t~ t  und bedingte Stabilititt bei dem allgemeinen System.  

Satz  11. In dem Differenzengleichungssystem 

(I) x~(t + I ) : ~ f ~ ( t ) x ~ ( t ) +  ~( t ,  x l ( t ) , . . . ,  x,~(t)) (v = x , . . . ,  n) 

seien die Funktionen 

1 Der  ers te  Teil  i s t  e igent l ieh  t r ivial .  Denn  jede LSsung  yon (I) e rweis t  sich, n a c h d e m  m a n  

sic in die F u n k t i o n e n  q~, yon (I) c ingese tz t  ha t ,  auc, h a]s LSsung  e ines  S y s t e m s  der Fo rm (II), i s t  

also au f  G r u n d  der V o r a u s s e t z u n g  beschr/~nkt. Der Beweis  des Tex te s  h a t  aber  den  Vorzug,  dass  
er e in  Mit te l  gibt ,  u m  das  Erff i l le tse in  der V o r a u s s e t z u n g  zu priifen. Fiir den Beweis  des zweiten 

Tel ls  i s t  die T r a n s f o r m a t i o n  (52) wohl  n i eh t  zu u m g e h e n l  
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f~At) (~, ~ = ~, ~ , ,  ,,), 

~o~(t, : ~ , , ,  x,,) (,, = i, 2 , . . . ,  n), 
im Bereieh 

t = 0 ,  I ,  2 . . . .  , I x 2 1  ~ a (~ = I ,  . . . , , )  

besehrdnkt. Speziell die f ~ ( t )  seien so besehaffen, dass das lineare inhomogene System 

( I I )  x~(t + i)  = ~ f i , ( t ) x , ( t )  + ~p~(t) (v = I . . . .  , n) 
#=1 

f i ir  beliebige besehrdnkte Funktionen ~,(t)  stets wenigstens ein besehrdnktes Integral 

hat und dass das homogene System 
n 
,7 n) ( I I I )  x~(t + I ) =  ~_~f, ,( t)x.(t)  (v = I ,  2 , . . . ,  

/*=1 

genau k linear unabhdngige besehrdnkte [ntegrale hat (k = o, I, 2, . . . ,  n). 

Wenn dann die Funktionen q~, den weiteren Bedingungen gemTgen 

I~%v(t, X l ,  . . . ,  Xn)]  ~ r l  (~ = I ,  2,  . . . ,  ~ ) ,  

I ~o~(t, ~ , . . . ,  ~ , ) -  ~(t, xL . . . ,  x,~)l <r~ ~ Ix , , -~ ; I  

(~' = I , . 2 ,  . . . ,  7~), 

wo 7L, 7~ zwei hinreiehend kleine (nut yon a und den Funktionen f, t ,(t)abhdngende) 

positive Konstanten sind, so bilden diejenigen lntegrale yon (I), f i i r  die dauernd 

]x , ( t ) ]  <--_ a bleibt, eine Sehar mit  genau k willkiirhYehen Konstanten; und zwar  kann 

man k linear unabhdngige Verbindungen der Anfangswerte 

• A ~ , x , ( o )  = ,~ 
#=1 

( •  I, 2 , . . . ,k)  

in einem him'eiehend kleinen Bereich ]a~] < e~ willkiirlieh wahlen ~, wodureh das 

betreffende lnt~gral dann eindeutig bestimmt ist. 

1 ffir k = o hat das System (III) kein besehriinktes Integral ausser dem trivialen x~(t)= o. 
In diesem Fall besagt der Satz, dass es n u r  ein einziges Integral der verlangten Art gibt, dessen 
Anfangswerte x~(o) also vSllig eindeutig sind. 

18--34198.  Acta mathematica. 63. Imprim6 le 20 juin 1934. 
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Wenn fiir alle ~ ausserdem 9~,(t, o , . . ,  o )=  o ist, so ist fiir dieses Inte- 
gral sogar 

lira ~ IxAt)  l = o. 
t~c~ 

Beweis. Genau wie im vorigen Paragraphen wenden wir wieder die Trans- 

formation (52) an. Die Differenzengleiehungssysteme (I), (II), (III) gehen dadureh 

fiber in bezw. 

(I  a) ~]~,(t ~. I) : Z g , ~ ( t ) y / ~ ( t ) +  z , ( t ,  y~(t),. . . ,  y~(t))  (~ ~= i ,  . . . ,  ~yt), 

( iI  a) y~(t + ,) = ~ g.At)y . ( t )  + ~(t) (~ = i , ,  .), 

( I I I  a) y~( t  -[- I ) - -  Z g~'#([')Ylt(~) ('g = i . . . .  , ~) ,  
~x=l 

wobei die Funktionen Z~, eo~ wieder durch die Gleichungen (53), (52 a), (54) be- 

stimmt sind. 

Die in Satz I I fiber die Funktionen f~,(t) gemachten Voraussetzungen sind 

dann gleiehbedeutend damit, dass das System ( I I u ) f f i r  beliebige besehr~nkte 

(s~(t) steers ein besehritnktes Integral hat, und dass das System (III  a) genau k 

linear unabhi~ngige beschritnkte Integrale hat. Nach Satz 4 ist also, wenn wieder 
t--1 
I t  g~(~)= G~(t) gesetzt wird, ffir genau k Indizes 
"C--0 

l--1 t--1 
(A) ~.~ I t  [g~(@)[ besehr~tnkt, also auch G~(t)beschr~nkt 

~=0 ( ~ +  1 

und fiir die anderen n -  k Indizes v ist 

(B) J [ e~(t) 
G~(t) nicht beschr~tnkt 

ov 
2; i ~=tG;-( ~ ~i vorhanden und beschrankt. 

Wir bezeichnen" wie in Satz 7 die k Indizes der ersten Art mit ~A, die n - - ]c  
anderen mit vj~. 
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Dureh die Transformation (52 a) y+---~_jp~.~(t)x~ geht der Bereich 

(56) Ix~l ~ ,~ (Z=  I, 2, 3 , . . - ,  "), 

in dem die Funkt ionen q~ gegeben sind, fiber in einen mit  t ver~nderlichen Be- 

reich ~ ffir die yl,  der jedenfalls, wenn man die Gleichung (52 a) und die Uni- 

t a r i t i t sbed ingung  yon Q(t), also I p ~ ( t ) l - -  < I, I q~( t )[<= I, beriicksichtigt, ganz in 

dem Gebiet: 

ly~l--< " ,  (z = , ,  ~, 3 , . . . , - )  

enthMten ist und den Teilbereich: 

umfasst,  da naeh Einsetzung yon 

lY I < a  
72 

in tier zweiten der Formeln (52 a) die Ungleichung:  

erfiillt ist. 

Um Satz 7 anwenden zu kSnnen,  w~hlen wir eine zwischen o und I lie- 

gende Zahl a derart,  d~ss mit  tier Benutzung der dor~igen Bezeichnungen 

K L . ~ a  
ct<: I, - - < ~  I 

I - - f t .  

ist, wobei K und L 2 gewisse obere Sehranken sind, die nur  von den g~l~(t) also 

t t  
letzten Endes nur  yon den fi~(t),  abh~ngen. Setzen wir nun - ~  bo, ~ a  ~ b in ' ,  

n 

so liegt der Bereich ~ innerhalb des Bereiches 

(57) ! ,~ I -  -< b~,~,!-~ (z = ~, ~, . . . ,  . )  

und umfass~ den Teilbereieh 

(5 8 ) ly~l--< bo "~-~ (Z-- ~, 2 , . . . ,  ~). 

D i e  Funkt ionen g~ sind dann zun~chst nur  im Bereich ~ gegeben. Um sie in 

dem Bereich (57) zu erkl~ren, bilden wir die Funkt ionen:  
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wobei 

ffir Ix .  [ > a 
(/Z~-~ I ,  2 , . . . ,  ~)  

ist. Die so definieri~en Funkt ionen  q~* genfigen offenbar den Ungleiehungen:  

(59) 

I #  (t, = , , . . . ,  =,,)l --< r, 

l g : ( t ,  x l ,  . . . ,  x , ) -  ~* ( t ,  x~ . . . .  , X,*)I _-< :,~ F, I~,, - x ; I ,  
#=1 

V =  I~ 2, . . .~ ~)  

was naeh geomet~riseher Vera.nschaulichung leicht~ einzusehen isk Die vermSge 

(52a) und (53) aus den Funkt ionen  9~(t, x ~ , . . . ,  x ,~)entstehenden Funkt ionen 

Z*( t, Y l , . . . ,  Y~) sind dann ebenfMls iiberall, also aueh im ganzen Bereieh (57), 

gegeben. In  dem Teilbereieh ~ ,  also erst; reeht  im Bereich (58), deeken sie sich 

mit den frfiheren Funkt ionen Z*. Aus (52), (53), (59) folgen die Ungleichungen:  

I z ~ ( t ,  f f l ,  ' " , Yn) l ~ ~ / 1  (V = 1, 2 ,  . . . ,  ~)  

* t * * - , ~ * 1  < y ,*l  Iz:( t ,y, , . . . ,  y . , , ) -  z~(  , y , ,  �9 �9 ., y~ ) l  < ~,z~ F ,  I x , , =  . ~ = ~ z . ,  ~ I : ~  - 
p. : l  ~=1 

(V = I ,  2 , . . . ,  ~/). 

Wir  nehmen 71, 7~ so klein gegeben an, dass die Ungleiehungen 

n T t  < K b o  a" 
K a  n I <= 

I - - c t  ~t I - - e l  

gelten. Dann geniigen fiir t = o, I, 2 , . . .  die Funkt ionen 

z~*(t, y , , . . . ,  y, ,t  O' = i ,  2 , . .  

im Bereieh 

(57) [Y~I =< t', '~'-~ (Z = ,, 2 , . .  
den Ungleiehungen 

]z*(t,y,, "'"Y")I<=Kb~ - - a ,  I - - a  wegen b I > b o )  

* ., = ~ ~," I :~,, - -  ~';, I I z ' ( t ,  Y l ,  �9 " ' ,  gn) - -  z ~ ( t ,  f i t ,  . -  fiE) l < I K 
, ~ , - - ~  

(V-~- I ,  2? , , . ,  ;vl). 

.) 

, n )  
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Nun  kann man auf das Syst.em (I a) sowohl fiir den Bereich (57) als auch 

ffir den Bereich (58) den Satz 7 anwenden.  Hi+rnach gibt es, wenn man y~(o) ffir 

die k Indizes v = v~ in einem hinre ichend kleinen Bereich ]y~(o) ]~  ca ~-~ will- 

kiirlieh vorgibt,  genau ein In tegra l  y~(t) des Differenzengleichungssystems (I.a), 

fiir welches dauernd ]y~(t)] <=b~a ~-~ bleibt, und fiir dieses In t eg ra l  gilt  sogar 

]y~(t)] ~ boa ~-~, wenn die Zahl c so klein gewiihlt wurde, dass ;o L1 + KL~aI - -a  <= I 

erfiillt ist. VermSge der Trans format ion  (52) ergibt  sich dann  aus diesem Inte-  

gral  des Systems ( [a)  genau ein In tegra l  x~(t) des Systems (I), fiir welches 

dauernd ]x~(t)]<= a bleibt. Dabei darf  man also 

y (o) - 

# - - 1  

ffir die ]c Indizes v = v  A im Bereich 

~,~ 0 X~ 0 ~ eCr ~-~ 

willkiirlich vorgebem W e n n  q~(t, o, . . . ,  o ) - - o  ist, so ist naeh (53) z~(t, o, . . . ,  o ) :  o. 

Daraus folgt  unmit te lbar  der letzte Absatz von Satz I I, indem man den letzten 

Tell yon Satz 7 anwendet.  Dami t  ist Satz I I bewiesen. 

_ m 


