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I n t r o d u c t i o n .  ~ 

I. La thdorie de la viscositd conduit ~ admettre que les mouvements des 

liquides visqueux sont regis  par les 6quations de N~vier; il est n6cessMre de  

justifier a posteriori cette hypoth~se eu 6t~blissunt le thdor~me d'existe~ce suiva~t." 

il existe une solution des 6quations de Navier qui correspond "s un 6tat de vitesse 

donn~ arbi~rairement s l ' instant ini~iM. C'est ce qu'a cherch6 ~ d6montrer 

M. Oseena; il n'u r6ussi s 6tablir l'existence d'une telle solution que pour une 

dur6e peut-~tre tr~s br~ve succ6dant ~ l 'instunt initiul. On peut v6rifier en outre 

que l'dnergie cindtique tot~le du liquide reste born~e4; mais il ne semble pas 

possible de d6duire de ce fuit que le mouvement lui-m~me reste r6gulier; j'ui 

mSme indiqu6 une raison qui me f~it croire ~ l'existence de mouvements devenunt 

irrdguliers uu bout d'un temps finiS; je n'ai m~lheureusement p~s rdussi ~ forger 

un exemple d'une telle singularit6. 

Ce m6moire  a gt6 r6sum6 dans  u n e  no te  pa rue  a u x  Comptes  r endus  de l 'Acad6mie  des  
Sciences, le 2o: f6vr ier  I933, T. I96 p. 527. 

2 Les pages  59 - -63  de m a  ThSse  (Journ .  de Math .  I2, I933) a n n o n c e n t  ce m6moire  et  en 
comple t en t  l ' in t roduc t ion .  

Voir H y d r o d y n a m i k  (Leipzig, ~927), w 7, P. 66. Acta  m a t h e m a t i c a  T. 34. Arkiv  f6r mate-  
matik~ a s t ronomi  och fysik.  Bd. 6, I9IO. Nova  ac ta  reg. soc. scient .  Upsa l i ens i s  Ser. IV, u  4, 1917. 

1. c. 2, p. 59- -60 .  
5 1. c. 2, p. 5 o - - 6 I .  Je  rev iens  sur  ce su j e t  au  w 20 du  p r6sen t  t rava i l  (p. 224). 

25--34198.  Aeta mathematica. 63. Imprim6 le 5 juillet 1934. 
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I1 n ' e s t  pas  pa r adoxa l  de suppose r  en effet que la cause qui r6gular i se  le 

m o u v e m e n t -  la d iss ipa t ion  de l 'Snergie  - -  ne suffise pas ~ m a i n t e n i r  bornSes et 

con t inues  les d6riv6es seeondes des c omposan t e s  de la vitesse pa r  r a p p o r t  aux 

coordonn6es ;  or la th6or ie  de ~Tavier suppose  ces dSriv6es secondes  born6es  et 

con t inues ;  M. Oseen lui-m~me a d6j's insist6 sur  le car~ct~re peu na tu r e l  de ce t te  

hypo th~se ;  il a m o n t r 6  en m~me t emps  c o m m e n t  le fair  que le m o u v e m e n t  ob6it  

aux lois de la m6canique  peut  s ' exp r imer  "s l 'a ide  d '6qua t ions  int~gro-diff6ren- 

tielles 1, oh f iguren t  seu lement  les c om posan t e s  de la vitesse et leurs  dSriv6es 

premiSres par  r a p p o r t  aux coordonn6es  spatiales.  A u  cours  du p resen t  t rava i l  je 

considSre j u s t e m e n t  un  syst~me de re la t ions  2 qui 6quiva len t  aux 6qua t ions  int6gro-  

diff6rentiel les de M. Oseen, eompl6t6es  pa r  une  in6gal i t6  exp r iman t  la d iss ipa t ion  

de l '6nergie .  Ces re la t ions  se d6duisen t  d 'a i l leurs  des 6quat ions  de Nav ie r  h 

l ' a i d e  d ' i n t 6 g r a t i o n s  pa r  par t ies  qui f o n t  disparai~re les d6riv6es d 'o rd res  les plus 

61ev6s. Et ,  si je n ' a i  pu r6ussir  ~ 6tabl i r  le th6or~me d 'ex is tence  6none6 plus 

haut ,  j ' a i  pu  n 6 a m m o i n s  d 6 m o n t r e r  le suivant:~: les re la t ions  en ques t ion  poss6dent  

t ou jou r s  au moin,~ u~w solution qui  cor respond  ~ un  6ta t  de vi tesse donn6  initiale- 

m e n t e t  qui est d6finie jmur  u ne duroc illimit~e, d o n t  l 'o r ig ine  est  l ' i n s t a n t  initial .  

Peut -~t re  ce t te  so lu t ion  est-elle t rop  peu r~guli6re p o u r  poss6der  "~ t o u t  i n s t a n t  

des d6riv6es secondes  born6es;  alors  elle n ' e s t  pas, au  sens p ropre  du terme,  une 

so lu t ion  des 6quat ions  de Navie r ;  je propose  de dire qu 'el le  en cons t i tue  ~une 

solution turbulente~ J 

I1 est  d '~i l leurs bien rem~rquab le  que chaque  so lu t ion  tu rbu len t e  sa t i s fa i t  

e f fec t ivement  les 6quat ions  de lqavier  p r o p r e m e n t  dites, sauf  ~ cer ta ines  6poques 

d ' i r r6gula r i t6 ;  ces 6poques cons t i t uen t  un ensemble  ferm6 de mesure  nul le ;  ~'t ces 

6poques  son t  seules v6rifi6es cer ta ines  cond i t ions  de con t inu i t6  ex t r4memen t  

Oseen, Hydrodynamik, w 6, 6quation (I). 
Voir relations (5. I5), P. 24~ 

:~ Voir p. 24I. 
4 Je me permets de citer le passage suiv~nt de M. ()seen (Hydrodyn~mik): ~A un autre point 

de rue encore il semble v~loir la peine de soumettre "~ une 6rude attentive les singul,~ritds du 
mouvement d'un liquide visqueux. S'il peut surgir des singul~rit6s, il nous f~ut m~nifestement 
distinguer deux espi~ces de mouvements d'un ]iquide visqueux, les nmuvements r6guliers, c'est-lt-dire 
les mouvements sans singul.~rit6, et les mouvemcnts irr6guliers, e'est-~-dire les mouvements avec 
singul~rit6. Or on distingue d'~utre part en Hydr~ulique dcux sortes de mouvements, les mouve- 
ments l~minaires et les mouvements turbulents. On est d(~,s lors tent6 de pr6sumer que les mouve- 
ments l~min~ires fournis p~r les exp6riences sont identiques "tux mouveme~'~ts r6guliers th(~;riques 
et que ]es mouvements turbulents exp~rimentaux s'identifient ~mx mouvements irr6guliers th~:ori- 
ques. Cette pr6somption r6pond-elle i~ la r~!alit6? Seules des reeherches ult6rieures pourront en 
d6cider,. 
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larges. Une solution turbulet~te a done la structure suivante:  elle se compose d'une 

succession de solutions rdgult'Ores. 

Si j 'avais r6,ussi 's construire des solutions des 6quations de Navier  qui 

deviennent  irr6guli~res, j 'anrais  le droit  ~ d 'affirmer qu'il existe effectivement des 

solutions turbulentes  ne se r6duisant  pas, tou t  simplement,  ~ des solutions rggu- 

liSres. MSme si cette proposit ion 6fair fausse, 1~ notion de solution turbulente ,  

qui n ' aura i t  d~s lors plus "s jouer  aucun r61e dans l '6tude des liquides visqueux, 

ne perdra i t  pas son int6r~t: il doit  bien se presenter  des l~robl~mes de Physique 

math6mat ique pour  lesquels les causes physiques de r~gularitd ne suffisent pas 

justifier les hypotheses de rdgularit~ fai tes  lots de la raise en dq~ation; ~ ces pro- 

bl6mes peuvent  alors s 'appliquer des consid6rations semblables h celles que j'ex-, 

pose ici. 

Signalons enfin les deux fai~s suivants:  

l~ien ne permet  d 'aff irmer l 'unicit5 de la solution turbulente  qui correspond 

'2 un ~tat initial donn6. (Voir toutefois  Compl~ments I ~ p. 245; w 33). 

La  solution qui correspond ' g u n  6tat initial  suffisamment voisin du repos 

ne devient  jamais irrSguli~re. (Voir les cas de r~gularit6 que signalent  les w 2t 

et 22, p. 226 et 227). 

II .  Le t ravai l  pr6sent concerne les liquides visqueux illimit6s. Les con- 

clusions en sont ext r~mement  analogues ~ celles d 'un au t re 'm6moi re  '~ que j 'ai  

consacrd aux mouvements  plans des liquides visqueux enferm~s dans des parois 

fixes convexes; ceci autorise g croire que ces conclusions s%tendent  au eas g6n6ral 

d 'un  liquide visqueux g deux ou trois dimensions que l imitent  des parois quel- 

conques (m~me variables). 

L 'absence de p~rois in t rodui t  certes quelques complications concernant  l'al- 

lure "2 l'infini des fonctions inconnues ~, nmis simplifie beaucoup l 'expos6 et met  

mieux en lumigre les difficultSs essentielles; le r61e impor tan t  que joue l 'homo- 

g6n6it6 des fornmles esg plus 6vident; (les 6quations aux dimensions permetten~ 

de pr6voir a priori  presque routes les indgalit~s que nous 6crirons). 

1 En vertu dn th6or6me d'existence du w 31 (p. 24I ) et du th6or4mle d'unicit6 dnw 18 
(p. 222). 

Journal de Math~matiques, T. 13, I934. 
Les conditions h l'infini par lesquelles nous c~ract6risons celles des ~quations de Iqavier 

que nous nommons r~gulieres diff6rent essentiellement des conditions qu'emploie M. Oseen. 
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R~ppelons que nous avons ddj'~ trait~ le c~s des mouvements plans illimitds~: 

il est assez spdcial~; la rdgulari~ d u  mouvement est alors assur~e. 

Sommaire du m~moi~e. 

Le chapitre I rappelle au Lecteur une s~rie de propositions d'Analyse, qui 

sont importantes, mais qu'on ne peut pas routes considdrer comme classiques. 

Le chapitre I I  4tablit diverses indgalitds prdliminaires, aisdment d4duites des 

propri4t~s que possOde la solution fondamentale de M. Oseen. 

Le chapitre I I I  applique ces indgalitds "s l'~tude des solutions rdguli~res des 

4quations de 5Tavier. 

Le chapitre IV dnonce diverses propridtds des solutions r~guliSres, dont fern 

usage le chupitre VI. 

Le chapitre V ~tablit qu"s tout dta~ initial correspond an moins une solu- 

tion turbulente, qui est d~finie pendant nne durde illimit6e. La ddmonstration 

de ce th~o~'Ome d'existence repose sur le principe suivant: On n'aborde pas directe- 

ment le probl~me pos~, qui est de rdsoudre les dq(l~tions de Navier; mais on 

~raite d'~bord un problSme voisin dont on peut s'assurer qu'il admet tonjours 

une solution r~guli~re, d~finie pendant une dur~e illimit~.e; on fair tendre ce 

probl~me voisin vers le probl~me posd et l'on constrnit la limite (on les limites) 

de sa solution. I1 existe bien une ration dldmentaire d'appliquer ce principe: 

c'est celle qu'utili~e mon 5tude des mouvements plans des liquides visqueux limi~ds 

par des parois; mais elle est intimement lille "~ ce~te structure des solutions 

turbulentes que nous avons prdcddemment signalde; elle ne s'appliquerait pas si 

cette structure n'dtait pas assurde. Nous procSderons ici d'une autre fa(;on, dont 

la por~e est vraisemblablement plus grande, qui justifie mieux la no~ion de 

Solution turbulente, mais qui ~ait appel '2 quelques thdor~mes peu usuels citds 

au chapitre I. 

Le chapitre VI ~tudie la structure des solutions turbulentes. 

These, Journa l  de Ma~h~'niatiques ~2, I0~3; ch~pitre IV p. 54--82.  (On pen t  donner une 

variance intdrcssante au procddd que nous  y employons en ut i l i sant  la not ion d'dta~ init ial  semi- 

r6gulier qu ' i n t rodn i t  le mdmoire pr('~sen~./ 

On peu~ dans ce cas b~ser l'dt~ude du probl(~me sur  la propridtd que possSde alors le m:~xi- 

m u m  du tourbi l lon i~ un ins tan t  donn6 d'5~rc unc fonction d(~croissante du temps.  (Volt: Comptcs 

rendus de l 'Acaddmie des Sciences, T. ~94; P. ~893; 3 ~ mai I0321. - -  M. Wolibner  a lui aussi 

fait~ cette rem~rque. 
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I. Pr61iminaires .  
1. Notations. 

Nous utiliserons lu let tre H '  pour d6signer un domaine arbi t raire  de points 

de l 'espace; H '  pourra  &re l 'espace tout  entier, que nous d6signerons par  H ;  

d6signera un domaine born6 de points de H,  dont  ia fronti~re consti tue une 

surface r6guliSre a. 

Nous  repr&enterons  un point  arbi t raire  de H par  x, ses coordonn6es cartd- 

siennes par x~(i = I, 2, 3), sa distance g l 'origine par ro, un 616ment de volume 

qu'il engendre par  ~x, un 61&nent de surface qu'il  engendre par ~Xl, 6x2, ~xa. 

Nous d6signerons de m6me par  y un second point  arbi t raire  de H ;  r repr6sentera  

toujours  la distance des points nomm6s x et y. 

lqous utiliserons la convention >>de l ' indice muet>>: un terme off un indice 

figure deux lois repr~sentera la somme des termes obtenus en dormant  "s eet 

indice successivement les valeurs i, 2, 3. 

A par t i r  du chapi~re I I  le symbole A nous servira g d6signer les constantes 

dont  nous ne pr6ciserons pas la w l e u r  numdrique. 

~ ous  repr6senterons syst6matiquement  par  de grandes  lettres les fonct ions 

que nous supposerons seulement  mesurables;  p a r ' d e  petites let tres les fonct ions 

qui sont continues ainsi que leurs d6riv6es premi6res. 

Rap~pelons l'indgalitd de Schwarz." 

1l' 11' I f  

. 

- -  On est assur6 que le premier  membre a un sens quand le second est 

fini. - -  

Cette in6galit6 est g la base de routes les p ropr i&& 6noncges au cours de 

ee ehapitre.  

Premi&e application." 

Si 

o n  a :  

U(x)--- + v,( .)  

. . . . . . . . . .  +V . . . . . . . . .  

1/fff l/fff fff  
]1' 11' 11' 
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plus gdn~ralement  si l 'on  a, t dtant  une cons tante :  

alors:  

(~.~) 

t 

u(~) f v(~, t')dt' 
0 

t 

H '  0 11 ~ 

dx 

les premiers  membres  de ces in5galit~s 5tant  sf i rement  finis quand les seconds 

membres  le sont. 

Seconde application." 

Soient  n constantes  ~ ) e t  n vecteurs constants  ~p; ddsignons par  x + ap 

le point  obtenu en fa i sant  subir  s x la t rans la t ion  ap; nous avons: 

[ p = l  
11 11 

(cette in~gMitg se dSrnontre ais~ment  en d~veloppant  los deux car%s qui y figu- 

ren t  et en ut i l i sant  l ' inSgal i t~ 'de  Schwarz). On en dSduit l~ suivante qui nous 

sera tr~s utile" Soit une fonct ion H(z) :  nous d~signerons par  H ( y - - x )  la fonc- 

t ion que l 'on obt ient  en subs t i tuan t  aux coordonn~es zi de z les composantes  

y~- -x~  du vecteur  xy; nous avons:  

(~. 3) 
11 1 l  

l I  
f f f  • U ~ (y) d y; 

11 

on est assur6 que le premier  membre  est fini quand les deux int6grales qui figu- 

rent  au second membre  le sont. 

3. Forte convergence en moycnne. 1 

Ddfinition: On dit qu 'une  infinit~ de fonct ions U*(x) a pour  for te  l imite en 

moyenne  sur un domMne I I '  une fonct ion U(x) quand:  

1 Voir: F. Riesz, Untersuchungen fiber Systeme integrierbarer Funktionen,  Math. Ann. T. 69 
(I9IO). Delsarte, Mdmorial des Sciences math6matiques,  fascicule 57, Les groupes de transforma- 
tions lindaires dans l 'espace de Hilbert.  
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(I.4) limite f f f [U*(x)--U(x)l~dx=o. 
H ~ 

On a Mors quel le  que soit  1~ f 0 n c t i o n  A(x)  de curr6 sommuble  sur  H ' :  

fff  fff  (I. 5) l imi t e  U* (x) .4 (x) dx -- U (x) A(x) dx.  

1l r 1[ r 

De (I. 4) et (i. 5)r6sulte: 

(~.6) .mi~o f f f u*'(.)~.= f f f u'(.~)~.. 
11' l l '  

Faible convergence en moye~ne." 

D6f in i t i on :  U n e  inf in i t6  de fone t i ons  U*(x) ~ pour  fuible  l imi t e  en  m o y e n n e  

sur  u n  domMne  / / '  u n e  f o n c t i o n  U(x)  q u a n d  les deux  cond i t i ons  s u i v a n t e s  se 

t r o u v e n t  r6alis6es:  

~) les nombres f f f u*'~(x)dx sont born6s duns leur ensemble; 
1l '  

b) on  ~ quel le  que soit  la  f o n c t i o n  A(x)  de earr6 s o m m a b l e  sur  I I ' :  

limite f f f U*(x)A(x)~x= f f f g(x)A(x)Ox. 
l[ t H I 

Exemple I. La suite sinxl, shl2Xl, s in3x 1 . . . .  converge faiblement vers z6ro sur tout 
domaine "~Y. 

Exemple II. Soit une infinit6 de fonetions U*(x) admettant une fonction U(x) cmmne forte 
limite en moyenne sur tout domMne "~Y, elle l'admet comme faible limite en moyenne sur F /quand  

/ f /  ]es quantit6s u~'*~(~x;~ dx sont borndes dans leur ensemble. 

l l  

Exemple liT. Soit role infinit6 de fonctions U*(x) qui sur un domaine/ / '  convergent presque 
partout vers une fonction U(x); cette fonction est leur faible limite en moyenne quand les quantit6s 

f f f  ~.,~.~,. ,out bo,.n,e, ,.,,, ,eu; e..,,,,,e. 
1l '  

On ~; 

( I .  y )  l imi t e  fff f/f A( . ,  v) U*(x) v*(v) ~ .  @ = 

=fff fff A (.,  u) u (x) v(u) ~ ~u 
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qu,nnd on suppose que les U*(x) convergent  fa iblement  en moyenne vers U(x) 
sur / / [ ,  les V*(x) vers V(x) sur H j  et que l ' int6grale 

O n  ~: 

( I ,8)  l imitofff  
H' 

fff est finie. 

A(x) V*(x) V*(x)dx= f f f A(x)U< V<,. 
1l r 

qu~nd on suppose, sur H ' ,  A (x) born6, U(x) for~e limite des U*(x)et V(x)faible 
l imite des V*(x). 

I1 est d 'aut re  par t  6vident que l 'on u, si les fonctions U*(x) convergent  

fa iblement  en moyenne  vers U(x) sur un domaine H ' :  

limite { f f f  [ U * ( z ) -  U(x)]~ d x -  fff ,,o(x),~§ f f f  ~ , (~ ) ,~}  o; 
]l' IIt 11 r 

d'ofl r & u l t e n t  l in~gali t~ 

/f/ (I. 9) l imite inf&ieur.e U *'~ (x)d x 

H 
fff > U~'(x) dec, 

]l r 

et le crit&e de forte conve~ye~we." 
Les fonctions U*(x) convergent  fo r tement  en moyenne sur le domMne H '  

vers la fonction U(x) quand elles convergent  fa iblement  en moyenne vers cette 

fonct ion sur ce domMne et qu'en outre:  

( I .  IO) l i m i t e s u p & i e u r e f ; f u * ' 2 ( x ) ~ x < - - f f f U ~ ( x ) d x . .  

1l ~ H' 

De mSme: Les composantes U*(x) d'un vecteur  convergent  for tement  en 

moyenne sur le domMne H' vers celles d 'un vecteur Ui(x) quand elles convergent  

fMblement en moyenne vers ces composantes sur ce domaine et qu'en outre~: 

i=3 
1 R:~ppelons que le symbole U/(x)Ui(x) reprdsente l'expression E Ui(x)U/(x). 

~ 1  
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(I. I0') limite sup4rieure f f f f f f 
11' 11' 

Ce crit~re de fuible conve rgence  uppliqu~ "~ l 'Exemple  I I I  f ou rn i t  1s pro- 

prid% suivunte  : 

Lemme 1. Soi t  une  infinit~ de fonc t ions  U*(x) [ou de vecteurs  U~*(x)] qui  

c o n v e r g e n t  presque  pu r t ou t  sur  un  domuine  / / '  vers une  fonc t ion  U(x) [ou un  

vec teur  U}(x)]; elles [ilsl conve rgen t  f o r t e m e n t  en m o y e n n e  vers cet te  l imite  q u a n d  

l ' in6gali t~ (I. IO) [ou (I. IO')] es t  vdrifi~e. 

Thdor~me de F. Riesz." Une infinit~ de fonc t ions  U*(x) poss~de une fuible  

sur  un  domuine  H '  si les deux  condi t ions  su ivuntes  sont  l imite en m o y e n n e  

v6rifi6es : 

b) 

fff  
I f  

On peut  subs t i tue r  ~ 1s cond i t ion  b) 1s su ivunte  

F C  F 
u) les hom bre s  i l l  u ,2(x)6x sont  born~s duns  leur  ensemble ;  

.2 .2 .2 
1[' 

pour  chaque  fone t ion  A ( x ) d e  carr~ sommuble  sur  H '  les quun t i%s  

U*(x)d(x)6x on t  une  seule vuleur  l imite.  

b') P o u r  chuque  cube c d o n t  les ur4tes sont  purall8les uux axes de coor- 

donn6es  et d o n t  les sommets  on t  des coordonn6es  ru t ionnel les  les quunt i t6s  

f f f  U*(x) 6x on t  une  seule vuleur  limite. 

c 

La dgmonstration de ce thgor~me fait usage des travaux de M. Lebesgue sur les fonctions 
sommables. 

i .  Proeddd diagonal de Cantor. 
S o i t  une  infinit6 d6nombrub le  de quunt i t6s  d 6 p e n d a n t  chacune  de l ' ind ice  

ent ier  n :a~,  bn, . . .  (n = I, 2, 3 . . . ) .  Snpposons  les an born6s duns leur  ensemble ,  

les b~ born6s  duns  leur  ensemble,  etc. Le  proc6d6 d iagonu l  de C a n t o r  p e r m e t  

de t r ouve r  une  sui te  d ' en t i e r s  ml, m~ . . . .  tels que chucune  des suites am,, a,~, . . . ;  

b.,,~, b,,~, . . .  ; . . .  converge  vers une  limite. 

1 1 1 Rappelons bri6vement quel est ee proe6d6: on eonstruit une premi6re suite d'entiers n~, n2, n3 ... 

tels que les quantit6s an~, an~, an~, . . .  convergent vers une limite; on eonstitue avec des 616ments 
2 2 2 de eette premiere suite une seconde suite n~, n2, n3, .., telle que les quantit~s bn~, bn~, b~t~,.., con- 

2 6 - - 3 4 1 9 8 ,  A c t a  mathemat ica .  6 3 .  I m p r i m 6  l e  5 juillet 1 9 3 4 .  
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vergent vers une limite; etc. 0n choisit alors mp ~gal ~ n p, qui est le pi~meterme de la diagonale 
du tableau infini des n~. 

Appl ica t ion:  Du  th6orgme cit6 an p a r a g r a p h e  pr4c6dent  rgsulte le suivant :  

Thdor~me fondamental de M. l;'. Riesz: Soit une infinit6 de fonct ions  U*(x) 

d6finies sur un domMne H' et telles que les quantit6s I" I~l'U*S(x) dxsoient 
d J J  . 

] l '  

born4es clans leur ensemble;  on peut  toujours  en ext ra i re  une suite illimitge de 

fonct ions  poss6dant  une fMble l imite en moyenne.  

En effet la condition a) est satisfaite et le Proe~dd diagonal de Cantor permet de eonstruirc 
une suite de fonetions U*(x) qui v6rifient la condition b'). 

5. Divers modes de continuitd d'une .fonetion par rapport gun  param~b'e. 

Soit une fonct ion U(x, t) d6pendant  d 'un  pa ram~t re  t. Nous dirons qu'elle 

est uniform6ment continue en t quand les trois condit ions suivantes seront  r~a- 

lis6es : 

a) elle est  cont inue  par  r appor t  '~ Xl, x2, x3, t; 

b) pour  chuque vuleur part iculi~re t o de t le m a x i m u m  de U(x ,  to) est fini; 

c) 6rant  donn6 un nombre  posit if  e, on peut  t rouver  un nombre  posit if  

tel que l ' in6g~lit6 I t - - t o ] <  V entrMne: 

I t ) -  u (x, t0) l < 

Le m~ximmn de ]U(x ,  t)] sur II  est alors une fonct ion continue de t. 

Nous dirons que U(x, t) est fortement conti~me en t qu~nd, pour  cheque 

i 7/ w l e u r  particuli~re t o de t, / U 2(x, to) 6x est fini et qu 'on  pent  6rant  donn6 
I ]  

H 

~, t rouver  ~ tel que l ' in6gMit6 I t - - t o l  < ~ e n t r ~ n e :  

L] .J .]  

11 

L' in t6gra le  ; ; I U e ( x ,  t) dx est donc une fonct ion cont inue de t. I n v e r s e m e n t  
�9 2 . ]  . ?  

1[ 

le l emme I nous apprend  qu 'une  fonct ion U(x, t), continue par  r appor t  aux 

variables xj ,  x~, x3, t, est  fo r t emen t  cont inue en t quand l ' int6g'rale prSc6dente 

est une fonct ion cont inue de t. 
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6. Relations entre une fonetion et ses d&'iv~es. 

Considdrons deux fonetions u(x) et a(x) possddant des d6riv6es premieres 

continues qui soient, comme ces fonet ions elles-mSmes, de curr~s sommubles sur 

H.  s 6rant la surface d ' u n e  sph6re S dont  le centre est l 'origine et dont  le r~yon 

r 0 uugmente ind6finiment, posons: 

nous ~vons: 

,+I,.o> f.(+,I.+>+I+>+++; 
6' 

+(,)= j f f  l,.+ (+> "+"/j'> + '+y'("]/,+ (+>] ++. 
La seconde expression 

~(~) 
donne : 

d'ofi: 

de q~(%) prouve que cette quanti t6 tend vers une l imite 

quand r 0 augmente  ind6finiment. La  premiere expression de of(to) nous 

Q6 

0 1[ 

Par  suite ~ ( ~ ) - - o ;  en d 'autres  termes: 

I .  I I )  f f f[ u(y)~ + Oyi-Ou(Y)a(Y)] 6 y = ~  
H 

il en rdsulte que plus g6n6ralement:  

] l - - ' l ~  ff 

Choisissons comme domaine ~ une sphere de rayon  infiniment pet i t  dont  

I (~I~);]'\ ~joutons les nous nommerons  le centre x; faisons t dans (I. I2) a(y)~-4-~: Oy~ 

1 r repr6sente la distance des points x et y. 
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relu~ions qui cor respondent  uux v~leurs ~, 2, 3 de i; nous 

impor tun te  : 

f f I 0'++ 
�9 ~ o y .  (I I3)  +,(:~) = ~ +  Oyi yi " 

obtenons l ' identi t6 

~ i  - -  X i  
Si m~in tenan t  nous f~isons dans ( I . I  I) a(y) - -  r. ~ u (y) et si nous mjoutons 

les re la t ions  qui cor respondent  mux valeurs I, 2, 3 de i ,  it vient:  

f f f  +."_ .+ .. fff ,+, o.+]~"(+J)+.+J = _ ~,+?-'(y)~.+]; 
/jr H 

en ~ppliqu~nt I ' in6g~lit6 de Schw~rz uu premier  membre  de cette identit6 nous 

obtenons une in6galit6 qui nous ser~ utile: 

( I .  I4)  f f f,  j.ffo++.++ V + ' ( y ) + ~ - <  4 b-)]~ ~:;+ ,~:]. 
// // 

7. Quasi-ddrivdes. 

Soit une infinitg de fonct ions  u*(x) poss6d~nt '  des d6riv6es premi6res conti- 

nues qui soient, comme ces fonct ions elles-mSmes, de c~rr6s somm~bles sur H.  

Ou* Ou* OU* 
Supposons que les d6riv6es 0 x  t , Ox~++-' Ox 3 convergent  fu ib lement  en moyenne  sur 

H vers des fonct ions U,~; U,~; U, 3. Soit U(x) la fonct ion mesuruble ddfinie 

presque pa r tou t  pur la reh~tion: 

�9 ) 0  I 

Z[ 

~ o u s  ~ v o n s  : 

j j f  ( i . ,  5) [.+(++~) - ~J (x)]" ~:~ = 
~Y 

[Ou* 

.... j f  f f f f - 
H 11 

en pos~n~l: 

1 r '  reprdsente la distance des points x et y'. 
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dx" I<~j (s: j )  = , , 

cette expression de K permet  d'dtablir  ais6ment que l ' int6grale 

H H 

est finie; le second membre de (i. I5) a done bien un sens; et il tend vers zdro 

d'apr~s la re la t ion (I. 7). Done les fonetions u*(x) ont  sur tou t  domMne ~ une 

f f f  for te  limite en moyenne:  la fonet ion U(x). Et, si les int6grales U*~(x)dx 
H 

sont borndes dans leur ensemble, U(x) est sur H faible limite en moyenne des 

fonct ions u*(x) (Cf. w 3, Exemple I I ,  p. I99); on d6duit alors de (t. I I ) l 'dgal i td:  

f f f[ ] (I.  I6 )  g ( y )  o~/,: q- U;~(y) a(V ) d y =  O. 

H 

Posons g e e  propos la d6finition suivante:  

Ddfinition des quasi-ddrivdes." Soient deux fonetions de earrds sommables sur 

H, U(y)et U,r nous dirons que U,~(y)est la quasi-ddrivde de U(y) par  rap- 

port  g y~ quand la relat ion (I. I6) sera vdrifide; rappelons que  duns  eette relat ion 

(I. ~6) a(y) repr&ente  une queleonque des fonetions admet tan t  des d6riv6es pre- 

mibres continues qui sont, eomme ees fonet ions elles-mgmes, de earr6s sommables 

sur H. 

R6sumons les rdsultats acquis au cours de ee paragraphe:  

Lemme 2. Soit une infinit6 de fonetions u*(x) continues ainsi que leurs 

I t Uorn o  
iJ .Y .2 

H 

0 u* (x) 
ensemble; supposons que ehaenne des d6riv6es O x i  air s n r / / u n e  fa ib le l imi te  

en nmyenne U,~(x). Alors les fonet ions u*(x) convergent  en moyenne  vers une 

fonet ion U(x), dont  les fonetions U,~(x) sont des quasi-d&iv6es; eette conver- 

gence est forte  sur tout  domaine ~ ;  elle est faible ~ snr H. 

Ou forte. 
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De m4me que nous avons d6fini les quasi-d6riv6es, nous allons d6finir comme 

suit la quasi-divergeuce 6)(x) d 'un  vectenr Ui(x) dont  les composantes sont de 

carr6s sommables sur H:  c'est, quand elle existe, une fonct ion de carr6 sommable 

v6rifiant la relat ion:  

(I I7) f f f [ ~ , ( . ) ' "  ] �9 + o ( v ) a ( v )  - o .  

11 

8. Approximation d'une .fo~wtion mesurable par uric suite de fonctions r~gu- 

/ i&es.  Soit une quanti t6 positive arbi t raire  ~. Choisissons 1 une fonct ion s 

continue, positive, d6finie pour o G s, identique g z6ro pour I G s, poss6dant des 

d6riv6es de t o u s l e s  ordres et telle que: 

1 

J ';~ 4:7~ ((12) (12 do" I 

0 

U(x) 6rant une fonet ion sommable sur tout  domaine ~ ,  nous poserons 

. . . . .  i,+ ~ . 
(I. I8) U(x)  == + + ; J r  ( ' : : )  +;('+)Off 

II 
( r =  distance des points x et y) 

Ce~te fonet ion U(x) possbde des d6riv6es de t o u s l e s  ordres: 

f f f  (") Og+,nq n i]'(*) I (fltm+n ~ V 

(I. 19) OX{ Ox., OX a = ~" " , '  ra 0,+~. e ( y )  (~y. 
H 

Supposons U(x) born6 sur H;  nous avons manifes tement :  

I. 20) 

Supposons U(x) de 

nous donne : 

( : . 2 , )  

minimum de U(x) g U(x) <-- maximum de U(x).  

carr6 sominable snr H;  l 'in6galit6 (I. 3) appliqnde ~;, (:. ~8) 

f f j+]-<+>++.< f f f 
H 11 

1 
; Pour fixer les iddes nous prendrons )+(s)=A e s - l ,  A dtant'une c0nsSante convenable, pour 

0~C8~I.  
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uppliqu6e ~ (I. i9) elle prouve que les d6riv6es p~r t ie l les  de U(x) sont de carr6s 

sommubles  sur / / .  

5Totons enfin que nous ~vons, si U(x) et V(x) sont de carr6s sommubles  

sur / / :  

f f f  f f f  - (~. ~)  ~ (.<~) v ( . ) ~  = u(~) v(~.)~.~. 
11 l l  

Si V(x) est continue,  V(x) tend  nn i fo rm6ment  vers V(x) sur tout  domaine 

quand s tend  vers zdro; on a~ alors d 'aprbs  (r. 22): 

limite j'j'f ,,~(~) V(x)~x .f f f U(x) V(x)~x; 
H H 

on en d6duit  que sur H U(z) converge fa ib lement  en moyenne  vers U(x) quand 

tend vers z6ro; l ' in6gulit6 ( I . 2 I )  et le crit6re de for te  convergence 6none6 

p. 2o0 au tor i sen t  m~me une conclusion plus pr6eise: 

Lemme 3. Soit une fonet ion U(x) de e~rr6 sommable  sur H ;  U(x)conver/~e 

sur H fo r t ement  en moyenne  vers U(x) quand e tend  vers zdro. 

On 6tablit  de m4me la proposi t ion suivante:  

Gdn&alisation du lemrne 3. Soit une suite de fonet ions U~(x) qui sur I /  

convergen t  fo r t emen t  (ou faiblement)  vers une l imite U(x) quand  e tend vers 

z6ro; les fonct ions U~(x) convergent  fo r t emen t  (ou faiblement)  vers cet te m~me 

limite. 

9. Quelques lemmes concerna~t les quasi-d&iv&s. 
Soit une fonct ion U(x) de carr4 sommable  sur H ;  supposons 

f f f  ~l., a(x)Sx = 0  

l I  

quelle que soit  1s fonct ion a(x) de carrd sommable  sur / /  dont  les ddrivdes de 

tous les or3res exis tent  et sont  de ca r r& sommables  sur H ;  nous avons alors:  

f f f  ~ / x ,  ~ / x , ~ x  = o; 
l l  
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d'ofi, en f a i san t  t endre  e vers zgro:  

H 

L a  fone t ion  U(x) est  done  nulle  presque  par tou t .  

Ce fa i r  pe rme t  d 'd tab l i r  les p ropos i t ions  su ivan tes :  L a  quasi-ddrivge d ' une  

fonc t ion  pa r  r a p p o r t  ~ la var iable  xi est  un ique  q u a n d  elle existe. (Nous con- 

s idgrons c o m m e  i d e n t i q u e s  deux  fonc t ions  ggales p resque  par tout) .  

L a  quas i -d ivergence  d ' u n  vec teur  est  un ique  q u a n d  elle existe. 

Lemme 4. Soit  une  

dis que 0 U (x)  _ U ,  i ( x ) .  
Ox~ 

fone t ion  U(x) a d m e t t a n t  une  quasi-d6riv6e I/,~(x); je 

I1 suffit de pronver que: 

J J J  ~x: i  a(~,,) d.~' : :  U, i(x) a(x) d x. 
H l l  

Or on dgduit aisgment de (i. ~8) que: 

O.~'i \ O.,:i l '  

eette formule et les formules (I. 11), (T. I 6), (T. ~-2) justitient les transformations: 

I ! -o- : ~'('~) d(x) . . . .  JJ xi J J J  ' 0.,,~ 
11 11 

ffJ fff  O~(x) d x' -" 

- -  "~0: )  0 x i  ' l:, ~ (,r) a (~) d x - 
I I  1, r 

JJJ " ~O~,i! 
1[ 

11 

Lemme 5. Soient  deux  fone t ions  de ear%s sommables  sur  H, U(x) et V(x), 

qui possgdent  les quasi-d6riv5es U,i(x) et V,~(x); je dis que:  

(r .  23 )  f ( f  [u(x) .,,(z) .(x) dx-o 
I I  

Cette formule s'obtient en appliquant le ]emme 3 ~t la formule: 

f f f  - __ FU(:r) V, iO,~ + U, ~(x) V(.r)l 6x-= o, 
1I 

qui elle-lngme rgsulte de la relation (r. I6) et du lemme 4. 
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Lemme 6. Soit un  vecteur  Ui(x) a d m e t t a n t  une quasi .divergence 

on a: divergence Ui (x) ~ O (x). 

(La d6monstration de ce lemme est tr~s analogue ~ celle du lemme 4). 

o(x);  

Lemme 7. Soit un vecteur  Ui(x) de quasi-divergence nulle. Supposons 

f f f  Ui(x)a~(x)dx = 0  quel que soit le vecteur  ai(x), de divergence nulle, don t  

H 

les composantes  uinsi que leurs d6rivges de t o u s l e s  ordres sont  de ca r r&  som- 

mables  sur H.  Je  dis que U~(x)=o. 

En effet le lemme 4 nous autorise ~ ehoisir ai(x)~ U/x); or quand e tend vers z6ro la relation 
/. / ,  / ,  

J l l U i ( x )  Ui(x)~x:o s e  r 4 ( l u i t  '~ l a  suivante: 
i ]  a /  t . ]  

H 

H 

Corollaire. Une infinit6 de vecteurs  /7* (x), de quasi-divergence nulle, poss~de 

sur H une f~ible l imite en moyenne  unique si les deux condit ions suivantes  sont  

v6rifi6cs: 

a) Les nombres  f f f  son{ bornGs dans leur  ensemble;  

H 

b) P o u r  cheque vecteur  ai(x) de divergence nulle, dont  les compos~ntes,  

ainsi que leurs d6riv6es de t o u s l e s  ordres, sont  de carr~s sommables  sur  H ,  les 

qu~ntit6sl'l'l'U*(x) ai(x)~x out  une seule w l e u r  limite. 
d , ]  .] 

/ /  

Sinon le Thgor&ue fondamental de M. F. Riesz (p. 2o2) permettrait d'extraire de la suite 
U~(x) deux suites partielles poss6dant deux faibles limites distinctes, dont l'existenee contredirait le 
lemme 7. 

II. Mouwements  inf in iment  lents .  

10. On d6signe par  ))6quations des mouvemen t s  inf iniment  lents des liquides 

visqueux)) ou par  ))6qu~tions de Nav ie r  lin6aris6es)) les 6quations suivantes:  

/ [ "] o ~, (x, ~) i o p  (x, t ) ._  - o x ~  ~k 

o uj(x; t) 
- o. 

( 2 .  I )  

2 7 - - 3 4 1 9 8 .  Acta mathematica. 63. I m p r i m 6  le  5 j u i l l e t  1934.  
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V et • sont des constantes donn6es, Xi(x,  t) est un vecteur donn~ qui repr~sente 

les forces ext6rieures; p (x ,  t) repr~sente l~ pression, us(x, t) la vitesse des tool6- 

cules du liquide. 

Le probl~me que pose la th~orie des liquides visqueux est le su iwn t :  

Construire pour t > o l a  solution de (2. I) qui correspond ~ des wleurs  ini- 

tiales donn~es, ui(x, o). 
Nous ~llons rappeler la solution de ce probl~me et quelques-unes des pro- 

pri~t6s qu'elle poss~de. Nous poserons: 

11 

J~ (t) = j j j  Ox~ Ox~ . . .  oxk Oxz . - .  
1[ 

I t) I Dm (t) = Maximum des fonctions I Ox~ i)x~ Ox~] ~ l ' ins tant  t (h + k + 1 = m). 

Nous ferons les hypotheses suivantes relat ivement aux donn6es: Les fonc- 

0 uj (x, o) 
tions ui(x, t) et leurs d6riv~es premieres sont continues; ..... 0x3Z- . . . .  o; les quantitds 

W(o) et V(o) sont finies; [Xi(x,  t) -- Xi(y, t)[ < r'~ C(x, y, t), C(x, y, l) ~tant une 

fonction continue; [ f [ X i ( x ,  t) Xi(x,  t)(~x est une fonction continue de t, ou 
.y .y .2 

/ /  

est inf~rieure "~ une fonction continue de t. 

Les lettres A et A~ nous serviront d6sormais ?~ d6signer les constantes et 

les fonctions de l 'indice m dont  nous ne pr6ciserons pus les wleurs  num6riques. 

11. Premier cas particulier." Xi(x ,  t )=  o. 
La Thdorie de la Chaleur fourni t  duns ce cas la solution su iwnte  du sys- 

tSme (2. I): 

I f '  f '  f '  e 4:~t 
' --  3 ~ u~ (y, o) ~y ; p '  +> j j j  (+, + - o .  

/ /  

Les int+grales u+(x, t) sont uniformdment continues en t (cf. w 5, P. 2o2) 

pour o < t, et l 'on a: 
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(2.3) v(t) < V(o). 

Quand Jl (0) est fini, l 'application de l'in6galit6 (I. I4) et de l'indgalit6 de 

Schwarz (I. I) ~ (2.2) permeg d 'obtenir  une seconde borne de V(/): 

r ~ 
f l ' f e "  ~"  

11 

c'est-s 

(2.4) V(t) < A ,]1 (o) 
(v t) I 

L'in6gMit6 (I. 3) appliqu6e s (2.2) prouve que l 'on a: 

(2.5) w(t) < W(o); 

les intggrales u;(x, t) sont for tement  continues en t (cf. w  P. 202) m6me pour 

t = o. Appliqu~e ~ la relation: 
7.2 

/ /  

cette in6galit6 (I. 3) prouve que: 

(2.6) J, (t) < J, (o); 

Ou; 
les d6riv6es premibres ~ sont for tement  continues en t, m6me pour t = o  si 

3" 1 (o) est fini. 

Pour  des raisons analogues les d6riv6es de tous les ordres des int6grales 

u'l(x, t) soar uniform6ment  et for tement  continues en t pour t > o; et plus pr6- 

cis6men~: 
A.~ V W (o) , 

(2.7) Din(t) < 2 m + 3  

( ~ t ) '  

A,~ V W(o) (2. s) Jm (t) < 
(~ t) 

1~. Second cas particulier ; ui(x, o ) =  o. 

La solution fondamentale  de M. Oseen 1, T0(x ' t), fourni t  la solution suivante 

du systSme (2. I): 

1 Voir: Oseen: Hydrodynamik w 5; Acta mathematic~ T. 34. 
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(~. 9) 

t 

=f  ,'fff u'/ (x, t) T o (x--y, t--t') Xj (y, t') 6y 
0 11 

f f f  
11 

lXIous avons : 

A ]OmTo(x - - y , t . t  ') 
(2. IO) [ l~j (X--V, t--" tt)[ < 3 ; O X  h OX~ OX~ < 

[,-~ + ,, ( t -  t')] '~ 

< A,~ �9 ( t '<t) .  m+3 
It2 + v  (t--t')] ~ 

Nous  remarquerons en premier lieu que les in6galit6s (I. 2) e t  (1 .3)  appli- 

qu6es en m4me temps que (z. io) g la formule:  

(2. I I )  
o u;'(., t) 

Oxk 

t 

f f f f  ' 
-- dt' OTij(x--y, t - - t )Xy(y  ' t ')6y 

Oxk 
0 11 

prouvent  que les 
O u'/ 

d6riv6es premi6res O xk sont for tement  continues en t pour 

t~--o, et que: 

2. 1 2) 

t 

f dt' ~ f l f f f  4(t )  < 

o 1I 

x ,  (x, t') x~ (x, t') ~x .  

Ceci fair, adjoignons aux hypothbses d6jg 6nonc6es la suivante:  le maximum 

de V-Xi (x, t) Xi (x, t) g l ' instant  t est une fonction continue de t, ou est inf6rieur 

's une fonction continue de t; il n 'y a aueune difficult6 's d6duire de (2.9) que 

,, Ou~" 
ui (x, t) et Oxxk sont alors uniform6ment  continues en t pour t--> o, et g pr6ciser 

par exemple que 

(2. I3) 
t 

D 1 (t) < A =:~ {Max. 
J ~(t--t) 
0 

de ] /X i  (x,)-'i-X~(x, t>} g l ' instant  t '}; 

cette in6galit6 (2. I3) peut  4tre eompl6t6e comme suit: nous avons 
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Ou'/ (x, t) o . 7  (u, t) 
Oxk Oyk 

t 

f j f f  ' 
-- dt' Ol;~(x--z, t ' t ) X j ( z ,  t')6z 

Oxk 
0 

t *) 
Oyk X j  (z, t') ~z 

0 

+ 
t �9 

0 l l - - g  

t - t ' )  _ _  _ OT~j(.v--z, t -  t')/1 Xj(z ,  t ')~z, 
Oyk _! 

~tant le domMne des points z situ~s s une distance de x ou de y inf6rieure 

s 2 r; appliquons la formule des accroissements finis au crochet: 

[ O T,j(x--~, t - t ' )  _ o r,:j(y--~, t -  t')] 
Oxk Oyk 

et majorons les trois int6grales pr6c6dentes en remplagant les diverses fonctions 

qui y figurent par des majorantes de leurs valeurs absolues; nous v6rifions 

ais6ment que: 

l aui'(x, t) 
(2. I4) OXk 

auT(y, t) I 
Oyk < 

t 

~ f dt' 
< Ar~ [,(t--t ')] ~ 

0 

�9 {Max. de VX~(x, t')Xi(x, t') ~ l ' ins tant  t '}. 

- -  Nous dirons qu'une fonction U(x, t) satisfait une condition H quand elle v6rifie 

une in6galit6 analogue ~ la pr6c6dente: 

(~. I5) I U(x, t)-- V(y, t)l < r 1C(t) ,  

off C(t) est inf6rieur ~ une fonction continue de t. Nous nommerons coefficient 

de la condition H celle des fonctions C(t) dont  les valeurs sont les plus faibles 

possibles�9 - -  

Supposons main tenant  que les fonctions Xi (x, t) satisfassent une telle con- 
. ~ $  r t [  

dition H, de coefficient C(t); les d6riv~es secondes o u~ ix, t) OxkOx~ ' qui sont donn6es 

par les formules: 
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3 t t  t ui tx, t) 
OxkOxl 

t 

0 l i  

sont alors des fonct ions uni formgment  continues en t, et l 'on a: 

t 

(~ ~6) D~(t) < A f C(t')dt' . 

[~,(t--t')] ~ 
0 

Plus g6n~ralement: 

Supposons que les d6riv~es d 'ordre m des fonct ions Xi(x, t) par  rappor t  ?~ 

x~, x.z, x~ existent,  soient continues et soient inf~rieures en valeur absolue s une 

fonc t ion  cont inue 9~(t). Alors les d~riv~es d 'ordre  m +  I, par  r appor t  ?~ xl, X~, x3, 

des fonct ions u'/(x, t) existent, sont uni form6ment  continues en t; on a: 

t 

(2. 17) D,~+~(t) < A f ~'~(*') dr' V,(t-t') 
o 

enfin ces ddriv~es d 'ordre  m +  I sa t isfont  une condit ion H de coefficient: 

(z. i8) 

Si de plus: 

t 

c,,~+~ (t) < A l "~"-(-t')d-t-'~ 
J [,, ( t -  t')] 

o 

o 

lOx~ o x~ Oxl] ~ x < ~p,~ (t), 
1 I  

~p,~(t) @tant une fonct ion continue (positive), alors les d@riv@es d 'ordre  m +  x par 

rappor t  ?~ xl, x., x 8 des fonctions ui(x, t) sont fo r tement  cont inues en t et v6ri- 

fient l 'in~galit~ : 
t 

f ~,.dt')dt' (2. I9) J,,~+l(t) < A,~ V , ( t - - t ' )  
o 

Supposons mai tenant  que les d6rivdes d 'ordre m des fonctions Xi (x ,  t) par  rap- 

port  s xl ,  x~, xa existent, soient  infdrieures en valeur absolue ?L une fonct ion 

cont inue de t et v~rifient une condit ion H de coefficient Ore(t). Alors les ddrivdes 

d 'ordre m + 2 des fonctions ui(x,  t) par  rappor t  s xl ,  x,2, x3 existent,  sont uni- 

form6ment  cont inues en t et vdrifient l ' indgalit6 
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t 

(2.20) Dm+2(t) < A f dt' 
[~( t -  ' '~" 

o 

13. Cas gdn&al. 

Pour obtenir une solution ui(x, t) de (2. I) eorrespondant g des valeurs ini- 

times donn6es u~(x, o), il suffit d'~jouter les deux solutions p~rtieuliSres pr6e6- 

dentes, e'est-~-dire de prendre: 

~, (~, t ) =  u; (~, t) + ~;' (~, t); ~ ( . ,  t ) = l , "  (~, t). 

Nous nous proposons de compl6ter les renseignements que fournissent les deux 

purugruphes pr6c6dents en 6tublissant que ui(x, t) est fortement continu en t et 

en mujorunt W(t).  

Cette forte continuit6 est 6vidente duns le cus off X~(x, t) est nul hors d'un 
if {9 ~ tt I 

domMne ~ ;  qu~nd x s'61oigne ind6finiment u~ (x, t), ui kx, t) et p ( x ,  t) tendent 
OXk 

Mors vers z*ro respeetivement eomme (xix~)-~, (xix,) -2  et (xix,)--l; et il suffit 

d'int6grer les deux membres de l'6galit6: 

v u i d u i  I O (u iu i )_  I Op _ 
2 ~ Ox~ - -  - -  ~ Ui Ui X i  

pour obtenir >>la relation de dissipation de l'~nergie>>: 

t t 

f i f  ,fff (2.2I) v J~ (t') dt' + 2 I W(t) - -  2 W(o) = d ui (x, t') X~ (x, t') dx 

o 0 / /  

d'ofi r6sulte l'in6gMit6: 
t 

I W ( t ) ~  I f ~ C ~ ' ) l / f f f  2 W(o) + d t' V x~(~, t') x , (x ,  t') 
0 / /  

dx. 

IV(t) est donc inf4rieur ou @al ~ la solution )~(t) de l'4quution 

t 

j . d  t' V~( t') ~- z (t) = 2 w (o) + 2 
0 

c est-u-&re: 

(2.22) 
t 

0 

H 

dx 

H 
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Quand  X/ (x ,  t) n ' e s t  pas nul  hors  d 'un  domaine  ~ ,  on peu t  approcher  les 

fonct ions  Xr t) par  une suite de fonct ions  X * ( x ,  t) nulles hors  de domaines  

~*,  et pa r  ce proc6d6 6tablir  que les re la t ions  (2.21) et (2.22) sont encore va- 

lables. La  re la t ion  (2.21) prouve que W(t) est  continue;  les fonct ions  u,(x ,  t) 

sont done fo r t emen t  continues en t pour  t > o. 

14, ui(x,  t ) =  u;(x, t) + u'~'(x, t) est  la seule solution du probl~me pos6 au 

pa rag raphe  Io  pour  laquelle W(t) est infdrieure .~ une fonct ion cont inue  de t; 

cet te  proposi t ion r6sulte de la suivante  

ThJor~me d'unicitd: Le syst~me 

(2. 23) v J u , ( x ,  t) O"i (X,  t) I Oao9(X , t) O~tlj(:r,, t) 
Ot ~ (~Xi - -  O ;  (~Xj - -  O, 

admet  une seule solut ion,  d6finie et cont inue pour  t--> o, nulle pour  t = o, telle 

que W(t) soit inf6rieure s une fonet ion cont inue de t; c 'est  u~(x, t ) =  o. 

En effet les fonctions 
t t 

o o 

constituent des solutions du m~me syst~me (2. 23); les ddrivdes 

Omvi(x, t) 0 m+ l vi(x, t) 
et 

O O O ,4 o t o :4 o o 

existent et sont continues; on a dvidemment J q =  o e t  par suite: 

0 
~,~/(~/v~) - -  O~(#vi~ = o; 

la Thdorie de la Chalenr permet (Fen ddduire J v i =  o.  D'autre part les indgalitds ([ .  2) et ( I .  2 I) 

�9 f f f  
prouvent que l'intdgrale vi(.% t) vi(x, t) dx est finie. Done v~(x, t) = o. Et par suite ui(x, t) = o. 

// 

Enongons un corollaire qu 'ut i l i sera  le pa r ag raphe  suivant:  

Lemme 8. Supposons  que nous r~yons pour  0 < t <  T l e  syst&ne de re- 

lat ions : 

~ztUi(X,  t) O~U~(X, t) I (~jO(X, t).__ ~gXik(X,  t). ~ j ( X ,  t) 
Ot Q cgxi Oxk ' Oxj --  o. 

Supposons les dgrivdes O~X~k(x, t) cont inues et  les int~grales 
OxjOxl 
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11 11 

"s des fonct ions de t continues pour  0 ~< t < T. Nous uvons alors: 

i f f f  ~, (x, t) = (21/~:) ~ 
1l 

o f f f  4 ~  Ox~. 
11 

~2 

to) v + 

t 

of fly + ~ ~t'  T , j  (:~. - v ,  t - -  t') a %  (.~j, t) dv ;  

Io 11 

x~k(y ,  t) dy; ( o  <- to < t < T). 

15. D@~itions." 

6quations de :Navier: 

(3. ~) ~ v , , , ( , ,  t) 

off v et @ sont des 

Nous poserons : 

I I I .  M o u v e m e n t s  r 6 g u l i e r s .  

Les mouvements  des tiquides visqueux sont r6gis par  les 

o,. ,  (,~., t) ~ op  ( . ,  t) _ ,.~. ( .  t) o . ,  ( . ,  t). o .~ ( . ,  t) 
Ot @ Oxi ' Oxk ' Oxk -- o, 

constantes,  p la pression, ui les composantes de lu vitesse. 

11 

V(t) = Maximum de gU,(x ,  t)u~(x, t) g l ' i n s t an t  t. 

Nous dirons qu'une solution ui (x, t) de ce syst~me est riguli&e duns un  inter- 

valle de temps~ O < t < T si duns cet interval le  de temps les fonctions u~, la 

Oui O~ui 0 u~ Op 
fonct ion p Correspondante et les ddriv6es Oxxk' O ~ ' ~ ' O x ~  sont cont inues 

par  rappor t  g xl ,  %,  %, t et si en outre les fonct ions W(t) et V(t) sont inf6- 

r ieures g des fonctions de t continues pour  O < t < T. 

Nous uti l iserons les conventions suivantes:  

L~ fonet ion D,~(t) sera d6finie pour  chaque v~leur de t au voisinage de 

Le eas  m'a T =  + zo n ' e s t  pus  exe lu .  

28- -34198 .  Acta  mathemat ica .  63. Impr im6  le 10 ju i l l e t  1934. 
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O~u~ (x, t) 
laquelle les d&iv6es O x~Ox~Ox~ existent et sont uniform&nent  continues en t; 

elle serr~ dgale ~ la borne sup6rieure de leurs valeurs ubsolues. 

L~ fonction Co(t) Ion 6~(t)] sera ddfinie pour routes les valeurs de t rm 

O'~u,:(~, t) ] 
voisinage desquelles les fonctions ui(x,  t) ou les ddriv6es O xi~)~-Ox: ~'OxJ" t v&ifient 

une m4me condition H;  elle en seru le coefficient. 

Enfin la fonetion J~(t) ser~ d6finie pour cheque vt~leur de t au voisinage 

Omu~ (x, t) 
de laquelle les ddriv6es 0x~'0x~-0-x~ existent et sont for tement  continues en t; 

nous poserons : 

J,~ (t) --  axe, Oxl . . . Oxl~ Ox~ . . . 
l l  

Le lemme 8 (p. 216) s'applique uux solutions r6guli~res du syst~me (3. I ) e t  

nous donne les relations: 

i f f f  (3.2) ~ (~, t) - (~ i~)~ 
/ /  

0 
+ ~d, 

~2 

C.  4 ~ t  

t 

j' ,'j'ff  ,ix- 
t o 11 

y, t - t') uj (.v, t') ~ (?~, t') @ . 

(3.3) P (x ,  t) - r 0 ~ fffi  47e OxkOxj r 
1[ 

u~,(,, t)u~(y, t )@;  ( o <  t o <  t <  T). 

Les paragraphes I I et I2 permettent  de ddduire de l~ relation (3.2) les 

fairs suivants: les fonetions ui(x,  t) sont uniform6ment et for tement  continues en 

t pour O < t < I'; 1~ fonction Co(t) est d6finie pour O < t < T et l 'on a [cf. (2.7) 

et (2. is)I: 
t 

A V W(to) f v '  (t') dt' 
Co(t)< v( t - - to)  + A d  [~(t--t')]~" 

t0 

Ce r6sultat port6 duns (3.2) prouve (lue D~ (t) existe pour O < t < T et fourni t  

l'in6grLlitd [cf. (2.7) et (2. I6)]: 
t 

I)l(t) < A1/[v (t-W(t~ ~ + A f [vV!t')C~ -- t')l ~ 
to 
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Poursuivons par " reeurreuee: 

L'existenee de D~(t), . . .  D,~+l(t) assure eelle de C,,+~(t) et l 'on a [ef. (2.7) 

et5 (2. 18)]: 
t 

f v(t') D.,+, (t') + y. D~ (t') D,~ (t') 
Am V W(to) ~ + ~ : m + ~  dr'. 

[ ~ ( t -  to)] 
to 

(J]n+l (t) < 

L'existence de .Da (t), . . .  D,,,+,(t), (~(t), . . .  C m + l  (t) assure celle de D~,~+~ (t) 

et l 'on peut majorer  eette derni(~re fonction ~ l 'aide des pr4c6dentes [ef. (2.7) 

e~ (~. ~0)1. 
Les fonetions Din(t) et C,,~(t) son~ done d~finies pour O <  t < T, quelque 

grand que soit m. 

D'autre  part  les par~graphe s I I e t  I2 permet tent  de ddduire de (3.2)l 'exi-  

stence de Jl(t)  pour t0utes ces valeurs de t; et nous avons [cf. (2.8) et (2. I9)]: 

J1 (t) ~- 

t 

A I F ~ ) ) +  A f W(t ')D~(t ')dt ' .  
[~ (t - to)]~ V, .  (t - t') 

to 

Plus g6n6ralement l 'existence de Dl(t), . . .  D,~(t), Jr(t) ,  . . .  e J m - - l ( t )  assure celle 

de J~m(t) [ef. (2. S) et (2. i9) ]. 

I1 nous est maintenant~ ais6 d'6tablir par l ' interm6diaire de ( 3 . 3 ) q u e  la 

fonetion p (x ,  t) et ses d6rivdes 0"~p(x, t) sont uniform6ment  et for tement  eou- 
Oxk Ox~ . . . 

tinues en t pour O < t < T. D'aprSs les ~quations de Navier il en est de m~me 

OUi 0 m+l U 
pour les fonctions ~ ,  O t O x k O x j . . .  

Plus g~ndralement les 6quations (3. I) et (3.3) permettent  de r~mener l '5tude 

des d6riv~es qui sont d'ordre n + I par rapport  ~ t ~ l '6tude des ddriv6es qui 

sont d'ordre n par r~pport ~ t. Et  l 'on abouti t  finalement ~u thgorOme s u i wn t :  

Si les fonetions u~ (x, t) constituent une solution des dquations de Navier rggu- 

liOre pour 0 < t < T, alors routes leurs dgriv~es partidles existent; ces d~rivdes 

partielles et les fonctions ui(x, t) elles-mOmes sont uniformgment et fortement conti- 

nues en t pour O < t < T. 
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16. Le paragraphe  prdcddent nous apprend plus: il nous apprend '2 majorer  
p . p 

les fonet ions ui(x,  t) et leurs derlvees partielles de tous les ordres uu moyen des 

seules fonct ions ~ ( t )  et V(t) .  I1 en r6sulte: 

Lemme 9. Soit une infinit6 de solutions des 6quations de Navier,  uT(x, t), 

rdgulibres duns un m~me intervalle de temps (O, T ) .  Supposons les diverses 

fonctions V*(t) et  W*(t) inf6rieures s une m~me fonct ion de t, con t inue  dans 

(O, T). De cette infinit6 de solutions on peut  alors extraire une suite partielle 

telle que les fonctions u*(x,  t) de cette suite et chacune de leurs d@iv~es con- 

vergent  respect ivement  vers certaines fonctions ui(x ,  t) et vers leurs d6rivdes. 

Chacune de ces convergences est uni forme sur tout  domaine ~ pour O + V < t <  

< T - - ~  (~ > o). Les fonctions us(x,  t) const i tuent  une solution des dquations 

de Navier  rdgulibre duns (O, T). 

En effet 18 Procddd diagonal de Cantor (w 4, P. 20  i )  l)ermet d'extraire une suite de fonctious 
u~ (x, t) telle que ces fonctions ui (x, t) et leurs d@ivdes convergent pour tous les syst~mes rationnels 
de valeurs donndes ~ xl, x,~, x 3, t. Cctte suite partielle poss~de les propridtds qu'dnonce le lelnme. 

17. La  quanti t6 W(t )  et la quanti t6 J~(t) - -  que ddsormais nous d6signe- 

rons pour  simplifier par J( t )  - -  sont lides par une relat ion importante;  elle 

() Ui  
s 'obtient  en remplac'ant dans (2.2I)  Xi  par  Ukt)Xk et en remarquant  que: 

j.j.f Oui(x,t'). f f j. ou,(x,t,)u,(x ~, (~, t ' ) . ~ ( x ,  t') ..... j :  o ~ - -  u~ ( x ,  t') - , t ' ) ~  = o; 
Xk 2 () Xk 

H 11 

c'est >'~la relation de la dissipation dc l'dnergw))" 

t 

( 3 " 4 )  ~fJ'~(t')dt'+ I W ( t ) -  I 2 2 W (to). 

to 

Cette relat ion et les deux paragruphes ci-dessus prouvent  que les fonct ions W(t),  

V(t)  et J( t )  jouent  un rSle essentiel. Aussi ret iendrons-nous de routes les in6- 

galit6s qu 'on peut  d6duire du chapitre I I  un iquement  quelques-unes off figurent- 

ces trois fonctions,  sans plus nous oeeuper des quantitds Cm(t), /)i,~(t}, . .. 

Avunt  d'6crire ces quelques in6galit6s fondamentales  posons use d~fi~ition: 

Une solution us (x, t) des ~quations de Navier  sera dite rdguli~re pour 0 <-- t < T 

quand elle sera r6guli~re pour  O < t < T et qu'en outre les circonstances suivantes 
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O u; (z, t) 
se pr6senteront: les fonetions ui(x, t) et Oxj sont eontinues par rapport aux 

variables xt, x~, xa, t m6me pour t ~ O; elles sont fortement eontinues en t m6me 

pour t = O; les foneti~ re(x, t) restent b0rn6es quand t tend vers O. 

Dans ees conditions la relation (3.2) vaut pour O--< to< t <  T (la valeur O 

6fair jusqu'g pr6sent interdite h to) ; le ehapitre I I  permet d'en d6duire deux ind- 
galit& fondamentales; ee sont, le symbole {B; C} nous servant s repr&enter 1~ 

plus petite des deux quantit6s B et U; A', A", A'" &ant des eonstantes num& 

riques: 
t 

(3.5' V( t )<A ' f~ -  Ve({ ', " ~V(t~ I { A'"J(t,~), 
l l /-v(t  - t')' [,'( )]3 i t '  + V(to); [~'-(t - to))/'1 

to 

t 

(3.6) J(t) < A" j" J(t') V(t') ~ t~- t , )d t '+J( to)  ( 0 ~  r  

to 

18. Comparaison de deux solutions rdguli&'es. 
Considdrons deux solutions des 6quations de Navier, u, et ui + vi, rdguli~res 

pour O <  t <  T. Nous avons: 

P o s o n s  : 

w(t) 

Ot, i IOq _ Ou~ Ovi. Ovk 

11 

j~(t)  J.I J Oxk Oxk 
11 

6x. 

Appliquons la 

(3.4); die donne ici: 

I d w  ~j~" ( t )+  
2 d t  

O r  n o u s  a v o n s :  

f f f  
H 

et 

f f f  
H 

relation (2.2I) qui nous a d6jg fourni la relation fondamentale 

rr; f f f  - - j j j  + v,(u  + 

11 1[ 

o,~, I ] ' j ' f  O(v,v,) 

11 

fffov _ ~,~ ~ ~ g  o x  - - - ~ -  v~ u, o ~  < ~ (t) V - ~ i )  v ( t ) .  
X k  O X k  

11 
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Done : 

d'ofi: 

et fin~lement: 

2 d ~  < j(t) Vw(t) v(t) 

~ W  
~'dt < w(t) v'(t) 

t 

1 f Ve(t,)dt , Y4 
(3.7) w (t) < w(to)e t,, ( O <  to< t <  T). 

De cette relation importante r6sulte en partieulier: 

Uu thdorbme d'unicitd." Deux solutions des 6qu~tions de Navier r6guli6res 

pour O ~ t < T sont n6eessairement identiques pour ces valeurs de t si leurs 

6tats de vitesse le sont pour  t = O. 

19. Donnons-nous un dtat initial rdgulier, e'est-'s un vecteur de d iver  

gence nulle, ui(x, o), continu, ainsi que les ddrivdes premieres de ses compos~n- 

tes, et tel que les qu~ntit6s W(o), V(o), J(o) soient finies. Le but de ee pura- 

gr~phe est d'~tablir la proposition su iwnte :  

l'hdor~mc d'existence." A tout (~tat initial r~gulicr, ui (x, o), correspoml uric solu- 

tion des dquations de Navier, ui (x, t), qui est ddfinie pour des valeurs o <-- t < �9 de t 

et qui se r~duit ~t ui (x, o) pour t = o. 

Formons les approximation, s successi'ces." 

U~~ I f f f  e 4,'t (~VT.)' (.;)~ u;(y, o)071, 
]l 

t 

0; fff  ul: '~+11 (x, t ) =  t)xk d t' T. . ( x - - y ,  t - - t ' )  u~'O(y, t') uJ'~)(y, t') 6y + u~~ (x, t) , Z? 

0 l! 

Eerivons en premier lieu les in6gMit6s, d6duites de (2.3) et (2. I3): 

v(~ ~ V(o) 
t 

v(,~+~> (t) < A' f [v~,~>(t')]' 
0 
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elles prouvent que nous avons, quel que soit n: 

v(,~) (t) <- ~ (t) pour o G t ~ < z ,  

si ~0 (t) est une fonetion continue qui v6rifie pour ces wleurs  de t l 'in6gMit6: 

t 

(,) > A, f ,~ - V , ( t  - t'~ 
0 

d r ' *  V(o); 

nous ehoisirons q~(t)= (I + A)V(o);  1~ v~leur ~ donner ~ . est: 

( 3 . 8 )  ~ = A ~  l r - ~  (o) .  ' 

Posons alors : 

v(~)(t) ~ Maximum de 1/[u~"/(x, t ) -  ul."+i)(x, t)] [u~")(x, t) -- u(~+~)(x,~ t)] ~ l ' instant  t. 

~ O U S  ~ V O I I S  : 

v(,)(t) < A , f  d , , -A v(o) V;(~-  t') 
0 

J r v("+~)(t) < A q~(t') v(n)(t ') dt' -~A  V(o) 
" V ;  (~ --  t') 

0 0 

v(n~ (t ') dt '  
V , ( ,  - t') 

d'ofi r6sulte que,  pour o <- t --< ~, les fonctions u~')(x, t) convergent uniform6ment 

vers des limites continues,  ui(x, t). 
On d6montre sans difficult6 qu's l ' int6rieur de l ' intervulle (o, *)chacune des 

dgriv6es des fonctions ul.')(x, t) converge uniform6ment vers la d6riv6e correspon- 

dante des fonctions ui(x, t); les raisonnements sont trop proches de ceux du para- 

graphe 15 pour que nous les reprodnisions. Les fonctions ui(x, t) sat isfont  donc 

les 6qnations de Navier pour o < t < , .  

fff  V6rifions que l ' int6grale W(t) = udx, t) u~(x, t) dx est inf6rieure ~ une 

/ /  

fonetion continue de t: les in6g~lit6s (2.5) et (2.12) fournissent  les suivantes, off 

A 0 repr6sente une constante: 

t / Wr176 <_ V W(o) 

t 

V~, (t  - t') 
0 
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lu th6orie des 5quutions intSgr~les lin6uires nous apprend l 'existence d 'une fonc- 

%ion positive O It I solution de FSquation: 

t 

f 9(t')O(t') V W(o); 

0 

nous  ~vons W(~)(t)-< 0~(t); done W(t)<--O~(t). 

I1 nous reste s prdciser comment les fonctions ui(x, t) se comportent  quund 

t tend vers zdro. Nous suvons d6jh qu'elles se r6duisent alors a,ux donndes 

u~(x, o), en restant  continues mSme pour t = o. Pour  prouver qu'elles demeurent 

for tement  continues en t quand t s 'unnule,  il suffit d'uprSs le lemme I d'dtublir que: 

limite supdrieure de W(t)<-W(o); 
t ~  0 

or cette indgulit4 a munifestement  lieu, puisque 0~'(o)--W(o).  On prouve de 

nl~me que les fonctions O u~(x, t) ^ Oxk sont for tement  continues en t, meme pour t=  o. 

D~s lors l~ ddmonstr~tion du thdor~me d'exist/ence 4nonc4 ci-dessus est 

Uchevde. 

Muis lu formule (3.8) nous fourni t  un second rdsultat:  Convenons de dire 

qu'u~e solution des ~quations de Navi~r, rdguli~re duns un intervulle (O, T), de~;ient 
irr~guli~re (t lYpoque T quund 7' est fini et qu'il est impossible de ddfinir cette 

solution rdguiiSre duns un intervulle (O, T') plus grand que (O, T). L~ formule 

(3.8) rdv~de: 

b~n premier caract~b'e des irrtigularitt~s." Si une solution des 6quations de Nu- 

vier devient irr6gnliSre "2 l'6poque T, ulors V(t) uugmente inddfiniment qu~nd t 

tend vers I ';  et plus prgcis6ment: 

(3.9) V(t) > A I '  t" 

20. I1 serait important de savoir s'il existe des solutions des *iquations de 
Navier qui deviennent irr~guli~res.. S'il ne s'en trouvuit  pas, lu solution r6gulihre 

unique qui correspond "2 un 6tat initial r6gulier, ui(x, o), existeruit pour toutes 

les wleurs  positives de t. 

Aucune solution ne pourrai t  devenir irr6gulihre si l'in6gulit6 (3.9) 6fair in- 

computible ~vec les relations fondument~les (3.4), (3.5) et (3.6); maAs il n 'en est 

rien, comme on le volt en choisissunt: 
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1 1 1 

(3. Io) V(t) = Ag [v(T -- t)] 2; W(t) = A'o'[~(T, t)]~; J(t) -- VA'o" [v(T -- t)] - ~  
2 

et en vgrifiant que pour des valeurs suffisamment fortes des constantes A~ et A'~ 

l'in5galitd (3.9) et la relation (3.4) sont v&ifi5es, ainsi que les deux indgalit& 

suivantes, qui sont plus strictes que (3.5) et (3.6): 

t 

J t')] + V(t0); 
to 

t 

A" f J(t'): V(t') J ( t ) <  j l / ; ~ _ ) - )  + J(to) ( t o < t < T ) .  

to 

Les 6quations de Navier poss~dent sfirement une solution qui devient irr& 

guli~re et pour laquetle Ies fonctions W(t), V(t) et J(t) sont du type (3. IO) si 

le systSme : 

(} .  I I)  v z~ Ui (x) - -  O~ [ Ui (x) 
L 

o (x) 
OXk - -  O ,  

off a d4signe une constante positive, poss~de une solution non nulle, les Ui(x, t) 

4tant born4s et les int4grales ~ f f f  Ui(x, t ) U i ( x , t ) 6 x  finies; la solution des 

H 

4quations de Navier dont il s'agit est: 

1 1 

(3" I2) Ui(X, t ) = [ 2 a ( T - -  t)] - ~  U;[(za(T-- t))-~ x] (t < T) 

(2x ddsigne le point de eoordonndes 2xi, 2x2, 2x~.) 

Je n'ai malheureusement pas r~ussi g faire l'gtude du  systgme (3. I i). ~qous 

laisserons doric en suspens cette question de savoir si des irr~gularit6s peuvent 

ou non se pr&enter. 

21. Consequences diverses des relations fo~2damentales (3.4), (3.5) et (3.6). 

Soit une solution des ~quations de Navier, r6guliSre pour (9 --< t < T qui, lorsque 

t tend vers T, devient irr6guliSre, g moins que T n e  soit ~gal g + ~r Des rela- 

tions fondamentates (3.4) et (3.5) r&ulte l'in6galit6: 
29--34198.  Acta mathematica, 63. Im pr im 6  le 5 j u i l l e t  1934. 



226 Jean Leray. 

t 

[v(t:~)]~ldt'+ V(to); [,---~,(t_ to)]~j 
to 

(6)<--to<t< T); 

supposons qu'une fonction 9~(t), continue pour o < t--< ~, v6rifie pour ces valeurs 

de t l 'in6galit6 : 
t 

(3. I4) qg(t)~A' (J ~(t') W(lo) ~d 1, { A'"J(to)~, 
[~ (t - to)],J 

o 

nous avons alors pour  les valeurs de t communes aux deux intervalles (to, T) et 

(to, to + ~): 

(3.15) V(t) < 99(t-- to); 

le premier earactSre des irr6gularR6s permet d 'en d6duire 

(3. I6) to + ~ < T. 

Supposons en outre eonnue une fonction ~p(t) telle que 

t 

(3" 17) ~P(t)>--A'tf~(~tl)t~P(t')dt'+J(t~ t') (o < t_< z); 

o 

de l 'in6galit6 (3.6) r~sulte alors la suivante: 

(3. I8) J(t)<~p(t--to) pour to<t<-- to+z .  

Le premier earact~re des irr~gularit~s se ddduit de (3. I6) en choisissant: 

~ 9 ( l ) = ( I  + A) V(to) et z=AvV-2( to ) .  

Le choix 9 ( t ) =  (I + A) V(to) et , =  + ~ sat isfai t  l 'in6galR6 (3. ~4) quand 

cJo 

V(to) > j [ V~? ' (~t ) j 
o 

c'est-~-dire quand v-aW(to) V(to) < AI Done: 

Premier cas de r~gularit~: On est assur6 qu'une solution r6guli~re ne devient 

jamais  irr6guli~re quand la quantit6 v-aW(t)V(t) se trouve 6tre inf6rieure ~ une 
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certaine constante A soit s l ' ins tant  initial, soit ~ tout  autre ins tant  ant6rieure- 

merit auquel eette solution n 'est  pas devenue irrgguli~re. 

On peut satisfaire (3. I4) et (3. I7) par un choix du type 

1 

(3. I9) q~(t)~-AJ(to)[~(t--to)]-T; ~ ( t ) = ( I  + A) J(to); 3 =  A~SJ-4(to). 

Cette expression de ~ fourni t :  

Un second caract~re des irrdgularit6s: Si une solution des ~quations de Na- 

vier devient irr6guli~re h l'6poque T, alors J(t) augmente ind~finiment quand t 

tend vers T; et plus pr6cis6ment: 

Av~ 
Z(t) > (T- -  t)~" 

Les in6galit6s (3. I5) eL (3.19) prouvent  qu'une solution r~guli~re s uu ins- 

t au t  t reste rdguli~re jusqu's l ' ins tant  t o § v e t  que l 'on a: 

V(to + 3) < Au -~ J2(to). 

La relat ion fondamentale  (3.4) donne d 'autre  part:  

W(to + < W(to). 
Done : 

W(to + V(to + 3) < W(to)J (to). 

L'applicat ion du premier cas de r6gularit6 ~ l'6poque t o + ,  fourni t  d~s lors: 

Un second cas de rdgularit6: On est assur6 qu'une solution r~guliSre ne 

devient jamais irr6guliSre quand la quantit6 ~-4 W(t) J* (t) se trouve 8tre inf6rieure 

une certaine constante A soit s l ' instant  initial, soit s tout  autre instant  an- 

t~.rieurement auquel cette solution n 'est  pus devenue irr~guliSre. 

22. On ~ab l i t  de mSme les r~sultats suivants dont  les prgc~dents peuvent 

d'ailleurs 8tre consid6r6s comme des cas partieuliers: 

Caractbre des irrdgularit6: Si une solution devient irrdguH~re ~ l'~poque T, on a: 

zt ( T -  t) 2 \ P! 

Cas de r6gularitd: On est assurg qu'une solution rdguli~re ne devient jamais irrgguli~re quand 
on a ~ un instant quelconque: 
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P 3 z _ 

f 
11 

Les eas de rggularitd que nous signalons montrent comment une solution reste toujours rggu- 
ligre quand son 6tat initial de :r est suffisamment voisin du repos. Plus g~n6ralement eonsid~- 
rons un gtat de vitesse auquel eo~;respond une solution ne devenant jamais irrgguli~re; k tout gtat 
initial suffisamment voisin correspond une solution qui elle aussi ne devient jamais irr~guli~re. La 
ddmonstration de ce fait utilise ceux des r~sultats du paragraphe 34 qui concernent l'allure d'une 
solution des gquatious de Navier pour les grandes valeurs de t. 

I V .  E t a t s  i n i t i a u x  s e m i - r 6 g u l i e r s .  

23. Nous serons amends, dans le courant  du chapi t re  VI ,  s envisager  des 

6tats in i t iaux non rdguliers au sens du pa rag raphe  17. Commenqons leur  6rude 

en r e m a r q u a n t  que l'in6galit@ (3.7) pe rmet  d '6noncer  un thdorbme d 'unici t6 plus 

gdndral  que celui du p a r a g r a p h e  18: Posons  ~r cet effet une d~finition: 

Nous dirons qu'une solution des dquations de Navier est semi-r~guli~re pour 
O ~ t < T quand elle est r@guli~re pour  O < t < T et que les deux circonstunces 

suivuntes se pr~sentent :  
t 

L' in t~gra le  I V 2 ( t ' ) d t  ~ est finie qu~nd O < t < T.  
, ]  
@ 

L e s  fonct ions ui(x, t) out  de for tes  l imites en moyenne,  u i (x ,  O), quand t 

t end  vers O. 

Nous nommerons  >>~tat ini t ial  des vitesses>~ ce vecteur  Ui(x, O), dont  la 

quasi-divergence est nulle. - -  

Le thgor~me que fourn i t  l ' in~galit6 (3.7) est le suiv~nt:  

Thdor~me d'unicit&" Deux solutions des dquations de Navier ,  semi-r~guliSres 

pour  O - -  ~ t ~  T,  sont n6cessairemen~ identiques pour  toutes  ces valeurs de t 

qu~nd leurs dtats de vitesse s l ' i n s t an t  O sont presque pa r tou t  identiques.  

~ o u s  dirons qu'un ~tat initial de vitesse, ui(x, o), est semi-r5gulier  quand il 

lui correspond une solution Ui(x, t) semi-r5guli~re s u r u n  interval le  o ~ t < ~. 

2 4 .  Soit  un vecteur  U~(x) de quasi-divergence nulle, dont  les comoosantes  

sont  de carr5s sommables  sur H e t  posS~dent des quusi-ddriv~es Ui, i(x) de carrSs 

s o m m a b l e s  sur H .  Nous allons dtablir  que le champ  de vitesses Ui(x) est un 

6tat  ini t ial  semi-r6gulier. 
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Posons : 

1I  1.( 

22~ 

Le lemme 4 nous apprend que 

(4. I) w *  (t) < W(o). 

0 (x) 
#xj  

- -  Ui, j(x); nous avons done d'aprb~s (I. 2]): 

o r* (o) < J(o) ;  

les 
intervalle (o, ~) les diverses solutions 

in6galit6s: 
1 

(4.2) V* (t) < A J(o)(vt) 4; 

nous avons d'ailleurs: 

(4.3) * = AvaJ-~(o)  . 

Les in6galit6s (4. I) et (4. 2) nous autorisent  g appliquer le lemme 9 (P. 220): 

duns la formule de d6finition (I. I8) de U(x) figure nne longueur  e; il est pos- 

sible de la faire tendre vers z6ro en sorte que pour  o < t < ,  les fonetions u*(x, t) 

et ehaeune de leurs d6riv6es convergent  respee~ivement vers ce r~ ines  fonetions 

u/(x, t) et vers b u r s  d6riv6es. Ces fonetions ui(x, t )cons t i tuent  une solution 

des 6quations de 7Navier r6gnli6re pour  o < t < , ;  d'apr~s (4. I) et ( 4 . 2 ) e e t t e  

solution satisfait  les trois in6galit6s: 

1 
(4.4) W(t) < -- W(o); V(t)<--AJ(o)(vt)-:~; J ( t ) < - ( I §  

t 

f L'int6grale V ~ est done finie pour  o < t < 7. I1 nous reste g pr6eiser 

' 0 

comment  les fonctions ui(x, t) se comportent  quand t tend vers zgro. 

relations (3. I5), (3. I8) et (3. I9) permet tent  d'en d6duire que sur un m4me 

u*(x, t) sont r6guli6res et v6rifient les 

J * ( t ) <  (I +A)  J(o);  

Les fonctions b~(x) const i tuent  un 6tat initial r6gulier, comme le prouvent  le 

lemme 6 et le paragraphe 8 (p. 209 et 206); soit u* (x~ t ) la  solution r6guli~re qu i 

correspond g l '6tat initial Ui(x); nous avons en vertu de l ' in6galit6 (I. 2I) et  de 

la relation de dissipation de l '6nergie (3.4): 
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Soi~ a,(x) un vecteur queleonque, de divergence nulle, dont les composan- 

tes, ainsi que routes leurs d6riv6es, sont de carr& sommables sur H. Des 6qua- 

tions de Navier r6sulte la relation: 

fff 
l I  I1 

t t 

f fff f fff ' * t l . , ( x  + v dt  u, (x, t ' )Ja i (x)Ox + dt'  ' , 

0 11 0 11 

t')~x; 
UXk 

d'o~, en passant g la limite: 

f ffu (x t) f f f  u (x) 
11 11 

t t 

0 11 0 1I 

t') ~ !  ~x. 

Cette derni~re relation prouve que 

f f f tend vers f f f 
I I  }1 

quand t tend vers z&o. Dans ces conditions ui(x, t) a u n e  faible limite en 

moyenne unique, qui est Ui (x) (cf. Corollaire du lemme 7, P. 2o9). Mais l'in6galit6 

W(t) < W(o) nous permet d'utiliser le critbre de forte convergence ~nonc6 p. 2oo; 

et nous constatons ainsi que les fonctions ui(x, t) convergent fortement en 

moyenne vers les fonctions U~(x) quand t tend vers z&o. 

u~(x, t) est donc une solution semi-r6gulibre 1 pour o g t < �9 et elle cor- 

respond g l '&at initial Ui (x). 

25. On peut par des raisonnements analogues traiter les deux autres cas 

que signale le th6orbme ci-dessous: 

Th&r~me d'existence." Soit un vecteur U~(x), de quasi-divergence nulle, dont 

1 On peut  m6me affirmer plus:  les f o n c t i o n s - - - -  

vers les fonctions Ui, j ( x  ) quand t t end  vers zdro. 

Oui(x, t) 
Oxj convergent  for tement  en moyenne 
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les composantes sont de carrds sommables sur H;  on peut affirmer que l 'dtat  

init ial  de vitesses qu'il d~finit est senn-reguher: 

a) quand les fonctions U~(x) poss~dent des quasi-ddriv~es de carrds som- 

mables sur H;  

b) quand les fonctions U~(x) sont borndes; 

fff c) ou enfin quand l ' intdgrale [ Ui (x) U~ (x)]2 ~x est finie pour une 
/ /  

valeur de p sup~rieure s 3. 

N . B .  Ce th~or~me et le thdor~me d'existence du paragraphe I9 n '@uisent  

dvidemment pas l 'dtude de l 'allure que prdsente au voisinage de l ' instant  initial 

la solution qui correspond s un  ~tat initial donnd. 

26. 

vet que 

d5finie pour routes les valeurs de t postdrieures 's l ' ins tant  init ial  t ~ o. 

considdrons le systSme: 

(5. ') ~Jui(x,  t) (~ui(oc,ot t) eI ~)p(X,ox, t) -- ~k(x, t) Oui(x, t) ; Ouj(.~, t) 
O xk O xj 

V. S o l u t i o n s  t u r b u l e n t e s .  

Soit un 6tat initial rggulier ui (x, o). Nous n'avons pas r6ussi s prou- 

|a solution r6guli6re des dquations de Navier qui lui correspond est 

Mais 

o. 

C'est uu systOme qui est trOs voisin des dquations de Napier quand 1~ longueur ~ 

e est tr~s courte. Tout ce que nous avons dit  au cours du chapitre I I I  sur les 

~quations de Napier lui est applicable sans modification, hormis les considdra- 

tions non concluantes du paragraphe 20. Par  1s se troupe dtablie route une 

cat~gorie de propridt~s du syst~me (5. I), dans lesquelles ne figure pas la lon- 

gueur e. D 'autre  part  l 'in~galit~ de Schwarz (I. I) nous donne: 

3 

uk(x, t i < Aoe ~]/ W(t), A o ~tant une constante num~rique.  

Cette nouvelle indgalit6 et la relation de dissipation de l 'dnergie (3 .4)autor i sen t  

s dcrire s cStd de l ' in~galit~ (3. 5) la suivante: si une solution du syst~me (5. I) 

est rdguli~re pour o ~ t < T, alors: 

1 Rappelons que cette ]ongueur a dtd introduite au w 8 (p. 2o6), quand nous avons ddfini 
le symbole U(x). 
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t 

V(t) < A ' A o e - ~ l / l ~ v ~ ) ] . V ~ 7 -  ~ + V(o) ( o <  t <  T): 
o 

De 1~ r6sulte que sur tout intervalle de r6gularit6 (o, T) V(t) reste inf6rieur 

ls fonction q~ (t), continue pour o ~ t, qui satisfait l'6quution intdgrale lin6aire 

du type de Volterra: 

t 
,~ (~(t')dt' 

~(t) = A' -40 ~- ~ Y ~ ( o )  j V ~ / ~ )  + V(o); 
0 

V(t) reste donc bornd quand, T 6t~ut fini, t tend vers T; ceci contredit le pre- 

mier car~ctbre des irrdguluritds (p. 224); en d'autres termes l'unique solution des 

dquations (5. I) qui correspond ~ un dtat initial r~gulier donng est ddfinie pour rou- 
tes les valeurs du temps postdrieures it l'instant initial. 

27. ]~tant donn6 un mouvement qui satisfait les gquations (5. I), nous 

aurons besoin de rdsultats concernant la r~partition de son dnergie cindtique: 

u~(x, t)u~(x, t). Ces r6sultats devront ~tre ind6pendants ~ de s. 
2 

Soient deux longueurs constantes R 1 et R,~ (R 1<R2); introduisons lu fonction 

f (x )  suivante: 

f (x)  = o pour r o ~. I~, 1 ; 

r o - - R l  pour R l ~ r  0 ~ R ~ ;  (to 2 ~ - x i x ~ )  
/(~) - G - R ,  

f ( x ) =  I pour l~e--~r 0. 

Un caleul analogue s eelui qui fourni~ la relation de dissipation de l'dnergie 

(2. 21) nous donne: 

t 

f f f f  d t' f (x)  O xk Oxk 
0 ]1 ]l. 

t 

= r  o),.,(x, fifoi(.)u,( , ,) Ox~k. ~J ....... Ox~-  a x  + 
11 0 l l  

1 I l s  v a u d r o n t  6 g a l e m e n t  p o u r  l e s  s o l u t i o n s  r d g n l i 6 r e s  des  6 q u a t i o n s  de N~vie r .  
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t 

.~_ 7I f dt  t f f f - ~ ) ( x ,  t')ui(x, t')OX 
o 1[ 

t 

~ . 
0 11 

Nous en d6duisons l'in6galit6: 

( 5 . 2 )  

j f fui(x, t)ui(X, t)(~X<7 f f f .i(x o)u,(x o) x+ 
ro > R2 t ro > Rx t 

~ 1 o jar  J L 

Mujorons les trois derniers termes: d'uprgs l'in6galit6 de Schwarz 

t 

(5.3) f J(t ')dt'  < 
o 

J~ (t') d t' |# {<  W (o_) Vt .  
2 ~  

D'autre part (ef. (3. 3)): 

I I I lfO_!7~}OUi(y,~') - -  
( 5 . 4 /  - ~, ( . ,  t ' )  = - -  Q 4 ~ ] . j  j ~ Oyk uk(y, t') 6y, 

H 

d'ofi 

fff  f f f  f f f  I ~(x, t ' ) 6 x =  4 ~  
iI l[ 1I 

- - - -  I ~ O u i ( y ,  t') 6x6y; 
r Oyj 

la relation (I. I4) et l'in6galit6 de Sehwarz (I. I) nous apprennent que 

)- uj (y, t) Oyj Oy < 4 j4  (t')" 
i 11 

en outre : 
3 0 - - 3 4 1 9 8 .  Acta mathematica. 63. ! m p r i m 4  la 6 juillet 1934. 
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donc: 

par suite :~ 

t 

0 

De (I. 13) r6suite: 

~_j u~(x, t') 8 x  < W ( t ' ) J 2 ( t ' )  �9 
0 Xk 

i 11 

Q'~ 2 ~ ' 
11 

t 

H 0 

f f f (I) 
us (x t') u~ ( . ,  t') - ~ ,. oui (v, t') 

2 ' j ~ j j d ~ U , ( v , t ' )  ow @; 
H 

eette formule analogue g (5.4) conduit par des ealculs analogues aux pr6e~dents 
s l'in~galit6 : 

t 

(~. ~) f~*'l/ f f f 1;"*(% ")",:(% *')]" ~x< ~.">~,~. 1/ z ~ ( 2 , F  
0 11 

Tenons compte duns (5.2) des majorantes (5.3), (5.5) et (5.6); nous obtenons: 

(5.7) 
s 1 6 3 1 6 3  s 

I / / /H i  (X:vvv t) Hi(X, t)~x <I2 dddlui(x' o)ui(x, o)~x+ 
r o > R.~ ro > Rt  

w (o) V ~  w ~ (o) t~ 

+ V~ ( R ~ -  R~) + 2 ~ ~ , 2  (R~ - R1)" 

1 Nous uti l isons l'indgalitd: 

f 3 4 l J '2 ( t ' )d t '  < J ~ ( t ' ) d t '  l ~ 

0 ' -0  d, 

qui est un cas particulier de ,d'indgalitd de HSlder,,: 

t t 1 t 1 

0 0 0 

( ~ +  i ) 
- =  I; I< jo ,  I < q  �9 
q 
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x Cette in6galit6 renseigne sur la fa~on dont l'6nergie cin6tique reste localis6e a 

distance finie. 

28. Donnons-nous '~ l 'instant initial t = o un 6tat initial constitu6 par un 

vecteur quelconque, Ui(x), dont les composantes sont de carr6s sommables sur 

H et dont la quasi-divergence est nulle. Le vecteur U~(x) c0nstitue un 6tat 

initial r6gulier (cf. le,nme 6 et paragraphe 8); nommons u~(x, t) la solution r6- 

guliSre des 6quations (5. I) qui lui correspond; elle est d6finie pour routes les 

valeurs positives de t. Le but de ce chapitre est d'dtudier les limites que peut 

avoir cette solution r~guli~re u* (x, t) du syst~me (5. I) quand ~ tend vers zdro. 

Les propri6t6s des fonctions u* (x, t) dont nousfe rons  usage sont les trois 

suivantes : 

I ~ Soit ai(x, t) un vecteur quelconque de divergence nulle, dont routes les 

composantes et routes leurs ddriv6es sont uniform6ment et fortement continues 

en t; nous avons d'apr~s (5. I): 

fff fff  .~ (x, t) ~ (x, t) ~ x - u, (~) ~ (x, o) ~ ~ + 
1I 11 

t 

f f / f ,  [ ,.,I., ,',] ,.§ (5.8) + dr' u, (x, t') , J a i ( x ,  t') + Ot' 
o 1 i  

t 

0 H 

2 ~ ) 

donnent: 

(5.9) 

La relation de dissipation de l'6nergie et l'inggalit6 (I. 21) 

t 

~, f J*'(t ')dt '  + ~--2 w*(t)= i2 w*(to) < L2 W(o). 
to 

n o u s  

(5. i o )  

3 ~ ) 
suivante: 

(Par d6finition w(o)=fffu,(x)u,(z),x) 
/ /  

L'in6galit6 (5.7) et l'in6gMit6 W* (o)< W(o) justifient la proposition 
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Soit une constance arb i t ra i rement  faible ~(o < ~ < W(o)); 

la longueur  telle que: 

nommons /~i (~) 

f f f = 
ro>Rd~) 

d6signons par  s(g,  t) la sphere, qui d6pend continfiment de ~ et de t, don t  le 

centre est l 'origine des coordonn6es et dont  le rayon est: 

n o u s  a v o n s :  

(5" I I )  

4 [ w(o)Vgi ] 
/t~ (,~, t) - ~ / t  1 (~) + ~ I /2  + 2a ~ ,t~'~v~ J ' 

limite ~ - -0sup~r i eu re f f f  ue(*'t)u~lx't)'~~ 
l i--s (~, t) 

29. Faisons tendre  ~ vers z6ro par  une suite d6nombrable de valenrs: 

q ,  e~, . . . Consid6rons les fonctions W* (t) qui leur correspondent;  elles sont bor- 

n6es dans lenr ensembte et ehaeune d'elles est d6eroissante. Le Proc6d6 d i a g o -  

nal  de Cantor  (w 4) permet  d 'ext ra i re  de la suite q ,  e2 . . . .  une suite partielle 

e~,, ~l, . . . .  telle que les fonct ions W*(t) correspondantes  convergent  pour  chaque 

valeur  rat ionnel le  de t. Ces fonct ions W* (t) convergent  alors vers une fonct ion 

d6croissante, sauf peut-&re en des points de discontinuit6 de cette derniSre. 

Les points de discontinuit6 d 'une fonct ion d~croissante sont d6nombrables. Une 

seconde applicat ion du Proc6d6 diagonal  de Cantor  permet  donc d 'extraire  de 

la suite ~tl, e~, . . . une suite partielle e,~,, ~m.,,. �9 �9 telle que les fonctions W*(t) 
correspondantes  convergent  ~ quel que soit t. Nous nommerons  W(t) la fonct ion 

d4croissante qui est leur limite. (Cette d6finition ne contredi t  pas (5. IO).) 

L' in6galit6 W*(t)< W(o) prouve que chacune des int6grales: 

t2 t~ 

f f f fu: (., (., 
est inf6rieure g une borne ind6pendante  de ~. P a r  une troisiSme applicat ion du 

Proc~d6 diagonal  de Cantor  nous pouvons donc extraire  de la suite ~+~,, ~,~ . . . . .  

une suite partielle e,1, ~n:,. �9 �9 telle que chacune de ces int6grales air une limite 

1 E n  d ' a u t r e s  t e r m e s  nous  u t i l i sons  le t hdo r~me  de  t t e l l y .  



Sur le mouvement  d 'un  liquide visqueux emplissant  l 'espace. 237 

un ique  q u a n d  t, e t t  2 sont  r a t ionne l s  et  q u e  ~ est  un  cube d ' a r & e s  parall~les 

aux axes et  de sommets  g coordonn6es  ra t ionnel les .  L ' in~gal i t4  W * ( t ) <  W ( o ) e t  

les hypo these s  * fai tes  sur  les f onc t i ons  a~(x, t) p e r m e t t e n t  d ' a f f i rmer  que dans  

ces cond i t ions  chacune  des in t4gra les :  

t 

,~a~(x, t')] ~x; f dt' f f t')+ et' 
0 I i  

t 

' " * ( . ,  tlu  ( . ,  t l  -07  dt  ' * 
0 H 

a une l imi te  unique.  Ce r6sul ta t ,  p o r t d  dans  (5. 8), nous  a p p r e n d  que l ' in t~gra le  

; ; f u * ( x ,  t )ai(x,  t) 6x  converge  vers  une  l imite  unique,  quels que so ient  
~/ t]  ../ 

/ /  

ai(x,  t) e t t .  D o n c  (cf. Corol la i re  du l e m m e  7) les f onc t i ons  u*(x ,  t) c o n v e r g e n t  

f a ib l emen t  en m o y e n n e  vers une  l imite  U~(x, t) pour  chaque  va leur  de t. 

Ainsi ,  & a n t  donnde une  sui te  de valeurs  de e qui t e n d e n t  vers  z6ro, on  

peu t  en ex t ra i r e  une  sui te  par t ie l le  tel le que les fonctions W *  (t) convergent vers 

une limite unique W(t) et que les fonctions u* (x, t) aleut pour chaque valeur de t 

une faible limite en moyenne unique." Ui(x, t). N o u s  suppose rons  d~sormais  que  e 

t e n d  vers  z6ro pa r  une  sui te  de va leurs  ~* telle que ces deux  c i r cons t ances  se 

produisent .  

Remarque k Nous  a v o n s  d ' apr6s  (I. 9): 

w(,)>_ f f f 
11 

De ces hypotheses r~sulte en effet qu'6tant donnds/, un nombre y (> o) et une fonction 
(x, t) ~gale ~ l'une des d6riv6es des fonctions a i (x, t), on peut trouver un entier /Yet deux fonc- 

tions discontinues tg(x, t) et 7(x, t) qui possedent les propridtds suivantes: ces fonctions /g(x,t), 
7 (x, t) restent constuntes quund xl, x~, xs, t varient sans atteindre aucune valeur multiple de 
I 

~ ;  chacune d'elles est nulle hors d'un domuine ~;  on a: 

t 

0 11 
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Bemarque II. Le vecteur  U~-(x, t) poss~de manifes tement  une quasi-diver- 

gence 6gale s zdro. 

30. L'in6galitd (5.9) nous donne: 

v ; [limite inf6rieure de J*  (t')] ~ d t' < L W (o); 
J 2 
0 

la limite inf6rieure de J*( t )  ne peut  doric 5tre + Gr que pour un ensemble de 

valeurs de  t dont  la mesure est nulle. Soit  t~ une valeur de l 'ensemble compl~- 

mentaire.  On peut  extraire de 1~ suite de valeurs ~* envisag~e une suite par- 

tielle 1 e** telle que sur H l e s  fonctions 0u**(x, t~) correspondantes convergent  
()Xj 

faiblement  en moyenne vers une limite: Ui, j(x, tl) (cf. Th~or~me fondamental  de 

M. F. Riesz, p. 202). 

Le lemme 2. nous permet  d 'en d6duire tout  d 'abord que les fonctions 
Ui(x ,  ti) ont des quasi-ddrivdes qui sont ces fonctions U~,j(x, tj). Nous poserons: 

11 

. o u s  a v o n s  (c f .  

(o -< to -< t). 

lemme 2 nous apprend ensuite que sur tou t  domaine "~ les fonctions 

J(tx) <--limite inf6rieure de J*  (tl); 

portons cette in6galit6 dans (5.9); il vient: 

t 

f _ I I (5. T2) ~ J'(t')dt' + T W(t)<_ W(to) < W(o) 
2 2 ---2 

to 

Le 

u~'*(x, tx) convergent  for tement  e n  moyenne vers les fonctions Ui(x, t); 

limite f ; ;u** (x,t~)u** (x, tx) dx = f f f Ui (X, tl) Ui (z ,  t l ) d x .  ~**--o j j j  

Choisissons ~ identique s s(~], t~) et tenons compte de (5. II) ;  il vient: 

1 Cette suite partielle que nous choisissons est fonction de l'dpoque t I envisagde. 
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11 s ('1, tO 

D'ofl, puisque ~ est arbitrairement faible et que W*(t~)a une seule valeur limite: 

(5. 13) limite , Us (x, tx) Us (x, t~)dx. 
e*---->O 

H / /  

Appliquons le critSre de forte convergence 6nonc6 p. 200; nous constatons que 

sur 1I les fonctions uT(x, t) convergent fortement en moyenne vers les fonctions 

Us (x, t) pour routes les valeurs t 1 de t qui n'appartiennent pas ~ l'ensemble de me- 

sure nulle sur lequel la limite inf&ieure de J* (t) est + ~ .  

Pour routes ces valeurs t les deux membres de (5. I3) sont @aux c'est-'s 

(5.,4) w(t,)= f f f t,) 
1[ 

Les fonctions u~ (x, tl) elles aussi convergent fortement en moyenne vers 

b~:(x, tj) (cf. G6n6ralisation du lemme 3, P. 2o7). L'int6grale qui figure dans (5.8): 

converge donc vers: 

fff. lx, , ' , , , ~ ( . ,  t') ~ a i ( g ,  t , )~  Oxk x 
11 

f f f oa (x t,) c~ (x, t') us (x, t') o xk 
H 

pour presque routes les valeurs de t' (of. (I. 8)); cette int6grale est d'autre part 

inf&ieure 's 

t') I 3 W(o), Maximum de [ 0xk ' 

le Th6or~me de M. Lebesgue qui concerne le passage g la limite sous le s igne  

f nous permet d'en d6duire que: 
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t 

l i m i t e f d t ' f f f ~ x  (:~,Oa,(x,,') u,~ ( , t') ~. t ) -o7~ ~ ~ = 
0 11 

t 

f ~" f f f ~(~, ")~,(*, t')~ 
o 11 

le second membre de cette relation pouvant 8tre mis, d'aprbs le lemme 5, sous 

la forme: 

- f ~,' f f f v~(.,,')U,,~(.,,')a,(x,~',~.. 
o 11 

DSs le d6but de ce paragraphe nous avions le droit d'affirmer que les 

autres termes qui figurent dans (5.8) convergent de mSme vers des limites qni 

s 'obtiennent en substituant U~(x, t) g u~. (x, t), Ui(x) g U~(x). Par  suit;e: 

(5.15) 

fff,,(x, ,)a,(x ~)~xfff,,(x)~,(xo)~x 
11 11 

t 

+f~,'fff~,(., *') [ ~  ~ (x, ") + ~176 (x' "'l ~ ~ o , ,  
0 11 

t 

_f ,..fff~(~. ,,)Ui, k(x,t ')a~(x,t ' ,cSx. 
o H 

31. Les r6sultats ainsi obtenus conduisent g la d6finition suivante: Nous 

dirons qu'un vecteur Ui(x, t), d6fini pour t ~> o, cons~itue une solution turbulente 
des 6quations de Navier quand les conditions que nous allons 6noncer se trouve- 

ront r~alisdes, les valeurs de t que nous nommerons singuli&es constituant un 

ensemble de mesure nulle: 

I Pour chaque valeur positive de t les fonetions Ui(x, t) sont de earr6s som- 

mables sur H,  et le vecteur U/(x, t) a u n e  quasi-divergence nulle. 

La fonction : 
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t 

Ot' --  U,(x, t )ai(x,  t )~x  
0 * I 1  I t  

t 

- -  d t ~ k (m, t') U,. a: (* ,  t') a,  

0 11 

est eonstante (t ~ o). (Autrement dit lu relation (5.15) a lien.) Pour routes les 

valeurs positives de t, suuf 4ventuellement pour eertuines vuleurs singul@res, les 

fonetions C,:(x, t) poss~dent des quasi-d4rivdes Ucd(x, t), de eurrds sommables 

sur 11. 

NOUS poserons : 

J'~ (t) = (x, t) Ur (x, t )~x,  

H 

J(t) se trouvunt done dgfini pour presque routes les valeurs positives de t. 

Il existe une fonction W(t), d5finie pour t~>o, qui poss~de les deux pro- 

pridtSs suivantes : 
t 

lu fonction v l J ' 2 ( t  ') d t '  + ~- W(t) est n o n  croissunte; 
J 2 
o 

f f t ' U i ( x ,  t) U i ( x , t ) ~ x ~  W(t) ,  l'in6gali% n'uyunt lieu qu'g certuines 0 U  U:  
1 . ]  .J 

H 

dpoques , inguli&es, dont l'dpoque initiale t = o ne fair pus partie. 

Nous dirons qu'une telle solution turbMente correspo~d it l ' i tat initial Ui(x) 
q u u n a  . 0 u s  uurons:  Ui( , o) = 

Lu conclusion de ee ehapitre peut alors se~formuler comme suit: 

Thdor~me d'existence: Supposons donn~ ~'t l ' instant i nilial un dtat init ial U~(x), 

tel que les fonctions Ui(x) soient de cart& sommables sur 1I et que le vecteur de 

eomposantes Ui(x) poss~de une quasi-divergence nulle. II  correspond 5, cet dtat ini- 

tial au moins une solution turbulente, qui est d6finie pour toutes les valeurs du temps 
post&'ieures ?t l 'instant initial. 

VI. S t r u c t u r e  d ' u n e  s o l u t i o n  t u r b u l e n t e .  

32. I1 nous reste '5, 6tublir quels liens existent entre les solutions %gulib- 

r e s e t  les solutions turbulentes des ~quutions de Navier. I1 est tout d'abord 
31- -34198 .  A c t a  mathemat ica .  63. I m p r i m 6  le 6 jui l let  1934. 
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~vident que route solution r~guli~re eonsti tue a f o r t i o r i  une solution turbulente .  

Nous ~llons chercher  duns quels ca.s une solution turbulente  se t rouve const i tuer  

une solution rdguli~re~ G5n~ralisons g cet effet les ruisonnements  du pur~- 

gr~phe I8 (p. 22I). 

Comparaison d'une solution r~guli&e et d'une solution turbulente: Soit une 

solution des dquations de N~vier, ai(x, t), dSfinie et semi-rdguli~re pour  O < t <  T; 

nous supposons qu'elle devient  irrdguliSre quund t tend vers T, g moins que T 

ne soit dg~l g + oo. Consid&ons une s61ution tnrbulente ,  Ui(x, t), ddfinie pour  

O--< t, l '~poque O n'dt~nt pas singuli~re. Les symboles W(t)  et d(t) se rappor- 

te ront  g cette solution turbulente.  Nous poserons: 

w(t)= W(t)--2 f f f ~,(.., ,,.,(.., ,,,0.+ f f f .,(.,, ,,.,(.,, ,,,., 
ii // 

J'(t)=a'(t)-" f f f u.','(x't)~ t),.. + J J J  f f fo.,(..,_o.~ t)o.,(0.,o0., t),... 
II 

Rappelons  que la fonct ion de t: 

t 

,. f,,. r r r,.,~.,, ,., 0.,~.. ,.,,., ; f f f  J J J  b-); o,~ + ai(x, t) 
0 I [  1l 

a~ (x, t) 5x  

est eonstante  et que la fonct ion:  

t 

~ fa,(t') at' ~ '-. W(t) 
O 

est non croissante. I1 en r&ul te  que la fonet ion de t: 

t t 

- w ( t )  + 2~ dt' U, ,~( .  
2 

o 8 11 

Oai(x, t') ~ ,  + 
, t ')  OXk 

+ f flf 
l [  

est non croissante. Tenons compte de 1~ relat ion (5. ~5) et de ce que ai(x, t) 
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est une solution semi-r6guliSre des 6qua.tions de Na.vier: nous eonstaa.tons que la. 

fonctdon non croissa.nte (6. I) est g une consta.nte prSs 6gale s la. Suiva.nte: 

t t 

O 8 1I 

- u~(x ,  t')] u~.~(., t')~,(x, t'l~x. 

Or nous a.vons pour cha.que va.leur non singuli6re de t: 

l'int~gra.le 

fff  
11 

 fff 
1[ 

[.~ (x, t') - u~ (.,  t')l Oa, (., t') ( . ,  t') ax 0 Xk ai =- 

[~k(x, t ' )-  v~(x, t')] 0<(x ,  t ')~,(x, t', ~ .  = ~  o; 
Oxk 

f f f [ak(x, t,)- < ( x ,  t,)] v, t')ai(x, t') 
/ /  

pent doric s'6crire: 

6x 

f f f [ak(x, t ')--Uk(x,t ')][Uj, k(x,t') -Oa~(x'  t') a x Oxk ] i( , t')dx 
1I 

et pa.r suite elle est inf6rieure en va.leur a.bsolue s 

V w (t') j (t') v (t'), 

V (t') d6signa.nt la. plus gra.nde longueur du vee~eur ai (x, t) "~ l 'insta.nt t'. Puis- 

que (6. 2) n'es~; pa.s eroissa.nte, il en est done a. fortiori  de mSme pour la. fonetion: 

Or 

t t 

8 8 

t t t 

j~(t ')dt '--  g w ~ j ( t ' ) V ( t ' ) d t '  +4~  
0 O O 

ne peut manifes tement  pa.s d6croitre. Pa.r suite la. fonction: 
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t 
I I J '  

W (t) - -  
2 4 ~ 

w (r )  v (t') 

est non eroissante. 

3) 

De 1'~ r6sulte l 'indgalitd qui g6n6ralise (3.7): 

t 

~1~, f V'-'(t')dt' 
w(t)_< w(O)  . ( o < t < T ) .  

Supl)osons en l)articulier que les solutions U,(x, t) et re(x, t) correspondent 

t'L un mOme dtat initial: w ( O ) ~ o ;  de (6.3) rdsulte alors w ( t ) = o ;  done Ui(x, t ) : -  

= a i ( x ,  t) pour O ~  t < T. Co rdsultat  eonstitue un th~or~'~me d'unicitd ~ dont 

ceux des paragraphes 18 et 23 (p. 222 et 228) ne sont que des cas partieuliers. 

33. Rt;,gularitd d'une solution turbulc,te pendant certabzs b~tervalles de temps. 

Cousid6rons une solution turbulente Ui(;G t), dSfinie pour t >--o. A route 

@oque non singuli6re le vecteur l.?i(x, t) constitue un dtat initial semi-rdgulier 

(cf. p. 231 Th6orSme d'existence, cas a)); le th6orSme d'unicit6 que nous venons 

d'6tablir a dbs lors la cons6quence suivante: Soit une @oque non singuli6re, 

c'est&-dire choisie hors d 'un certain ensemble de mesure nulle; cette 6poque est 

l 'origine d 'un  intervalle de temps h l ' int6rieur duquel la solution turbulente 

envisag6e coincide avec une solution r6guli~re des 6quations de Navier; et cette 

coincidence ne cesse pas t,~nt que cette solution r6guli6re n'est pas devenue ir- 

r6guli6re. Ce r&ultat ,  compl6t6 par quelques autres Msds h 6tablir, nous four- 

nit  le thdorhme ci-dessous: 

l'hdorkme de structure. 

Pour  qu'un vecteur L~(x, t) eonstitue, quand t ~ o ,  une solution turbulente 

des 6quations de Navier, il faut  et il suffit que ce vecteur poss6de les trois pro- 

pri6t6s suivantes : 

a) Nommons bdcrvallc de rdgularitd tout  interwdle 6)t Y't de l 'axe des temps 

�9 h l ' int6rieur duquel le vecteur L~.(x, t) constitue une- solution r6gulibre des 6qua- 

tions de N,~vier, sans que ceci soit vrM 1)our aucun intervalle contenant  Ot Tt. 

Soit 0 l 'ensemble ouvert form5 i)ar la r&mion de ces intervalles de r6gularit6 

Jc  n ' a i  ptt ~tabl ir  de th( 'or6me d 'unic i td  a f f i rmant  qu'it un  6lat  init ial  donnd correspond 

une  so lu t ion  t u r b n l e n t e  un ique .  
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(qui sont deux s deux sans point commun). 0 ne doit diff6rer du demi-axe 

t ~ 0 que par un ensemble de mesure nulle. 

f f f  b) La f o n c t i o n  U;(x, t) U~(x, t)~x est d6croissante sur l 'ensemble 

H 

que constitue 0 et l ' ins tant  initial t = o.  

c) Quand t' tend v e r s t  les fonctions Ui(x, t') doivent converger faiblement 

en moyenne vers les fonct~ons L~(x, t). 

CompIdments : 

I) Une solut ion  turbulente correspondan~ s un 4tat init ial  semi:r6gulier 

coincide ~vee la solution semi-r6guli~re qui correspond s cet 4tat initial aussi 

longtemps que celle-ci existe. 

2) Faisons tendre en croissant t vers l 'extr6mit6 T1 d 'un intervalle de r4- 

gularit6. L~ solution U~ (x, t), qui est r6guli~re pour Oi < t < T~ devient alors 

irr6guli~re. 

Ce th4orSme de structure nous permet de rdsumer notre h'avail en ces ter- 

rues: Nous avons essay6 d '6tabl i r  l 'existence d 'une solution des 6quations de 

Navier correspondant s un 4tat init ial  donng: nous n 'y  avons r6ussi qu'en re- 

nonqant s la r6gularit4 de la solution en terrains instants,  convenablement 

choisis, dont  l 'ensemble est de mesure nulle; en ces i n s t a n t s l a  solution n'est  

assuje~tie qu's une condition de continu:it6 tr~s large (c) et s une condition ex- 

pr imant  la non-croissance de l '4nergie ein6tique (b). 

t~emarque." Si le syst~me (3. II) possSde une solution non nulle Ui(x) cette 

solution permet de construire un exemple trSs simple de solution turbulente 

c'est le vecteur U.i(x, t) 6gal 

[ t) I ] [2a (T - - t ) ] -TL~  [2~!T- -  ] ~x pour t < T  et ~ o pour t >  T; 

il existe une seule 6poque d'irr6gularit6: T. 

34~. Compl~ments relatifs aux intervalles de r6gulariti et ~ l'allure d'une 

solution des 6quations de Navier pour (es grandes valeurs du teml~s. . 

Le chapitre IV nous fournit ,  outre le th6orSme d'existence utilis6 au para- 

graphe pr6c6dent, l 'in6galit6 (4.3); d'ofi r6sulte la Proposition snivante: consid6- 
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rons une solution turbulente  Ui(x, t); soit une 6poque non singuli~re t et une 

6poque 7'~ post6rieure;  nous avons: 

3 1 

J(t ')  > A , v u  t') - u  

A 1 6tant~ une eertaine 

duns l ' in6galit6 : 

il d e n t  : 

eons~ante numdrique.  Por tons  eette minorante  de J(t') 

T t 

, f J*(t')dt' < ! 2 W(o), 
o 

5 1 

2 A~ ~,~ T~ ~ < i W(o). 
2 

Toutes les @oques singuli~res sont done antgrieures dt l'@oque: 

w '~ (o) 
(6.4) 0 - -  

16 A~, ~ 

Autrement dit, il existe un intervalle de r~gularit~ qui contient cette @oque 0 et 

qui s'~tend jusqu'it + ~ .  Un mouvement, r6gulier  .iusqu'~ l '@oque 0 ne devient 

jamais  irr6gulier. 

I1 est ais6 de prdeiser ce r6sultat:  

Soit un intervalle de r6gularit6 de longueur  finie O1 Tl; route @oque t in- 

t6rieure "~ eet intervalle est non singuliSre; nous avons donc d'apr~s (4.3): 

3 1 

J(t') > A,v~(T~ --  t') 4 pour  O~<t'  < T~. 

(cf. Second cara,ctSre des irregularities, p. 227. ) 

Por tons  cet te  minorante  de J(t ')  duns l ' in6galit6: 

j l 

~ z!(t') dr' -< L W(o); 
2 

l o 1 T~ 

il d e n t ,  le signe ~ , '  por tan t  sur tous les intervalles de longueur  finie: 
l 

5 

i W(o). (6.51 2 A~ ~ ~ '  V ~ - -  O,) < ~- 
1 
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Le chapitre IV nous donne, s eSt6 de l'in6galit6 (4.3) (4.4). I1 en r6sulte 

la propri6t6 suivante: Consid6rons une solution turbulente, une 6poque non sin- 

guli~re t', une 6poque post6rieure t. Nous avons: 

c'est-s :~ 

soil t - -  t' > A~ v~ J-4  (t'), soit J(t) < (I + A)J(t ' )  

3 1 } 
J ( t ' ) >  A l ~ ( t - - t ' ) - ~ ;  I J(t) " 

I + A  

Portons cette minorante de J(t') dans l'in6galit6: 

nous obtenons: 

t 

v f j2 (t')dt' ~-- I2 W(o); 

0 

t 

(6.6) ~ A ~ , ~ ( t -  t ' )-  ~; ( i  + A) ~ 
0 

Cette in6galit6 (6.6) fournit pour  les valeurs de t sup6rieures s 0 une majorante 

de J(t);  cet~e majorante a d'ailleurs une expression analytique assez compliqu6e. 

Nous nous contenterons de remarquer que de (6.6) r6sulte l'in6galit6 moins 

prdcise: 
t 

,, A~ , /E~- ;  (~ + A) ~ (t dr' ~ 
2 

0 

cette derni~re exprime tout simplement que 

(6.7) J~(t) <. (I + A) ~ W(o) 
2 v t  

pour 
W ~ (o) 

t > - - - - .  
4 At ~'~ 

Compl6tons ce r6sultat, qui est relatif s l'allure asymptotique de J(t), par 

un autre re la t i f  ~. l'allure asymptotique de V(t): Les in6galit6s (4. 3) et (4.4) 

nous apprennen~ que: 

1 
V(t) < AJ(t')[r(t--t ')] - u  pour t -- t' < A4vSj- ' ( t ' ) .  

Rappelons que le symbole { B ;  C} nous sert /~ d6signer la plus peti te des quanti t6s 
B et C. 
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D'apr~s (6.7) cette derniSre in@~lit6 est satisfaite pour t ' =  I t quund on prend 
2 

�9 ~ _ w ~ ( ~  
t >  v5 ; on ~ donc pour  ees valeurs de t :  

3 

v(t) < A VW(o)(~,t)-  ~. 

En r~sumd il existe des constantes A telles que l 'on Mr: 

1 

J(t) < A V W(o)(vt) - ~  et 
W~(o) 

V(t)< Al/W(o)(vt)  - ~  pore" t >  A ~ 

N . B .  J ' ignore  si W(t) tend n6eessMrement v e r s o  quand t augmente  in- 

d~finiment. 


