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Introduction. 

Les s6ries de factorielles out donn6 lieu ~ de nombreuses g6n6ralisations, 

mais on dolt reconnaltre que celles-ci se sont g~n6rMement born6es ~ des dtudes 

de domaine de convergence, sans que f6t sdrieusement entreprise l'6tude des 

rapports entre la fonction analytique reprdsent6e et la s6rie. L'int6r~t de ces 

recherches, m~me celles si intdressantes de Carmicha~l 1, demeure assez restrein$, 

tandis qu'il n'en serait plus n6cessairement de mSme si l'on pouvait r6soudre, 

pour de telles s6ries, les mgmes probl~mes que pour les s6ries classiques de New- 

ton et de facult6s: d4termination d'une sSrie repr6sentant une fonction analytique 

donn6e, unicit6 ou multiplicit6 du ddveloppement; conditions n6cessaires et con- 

ditions suffisantes pour qu'une fonction soit ddveloppable en une s6rie de respbce 

consid6r6e. 

ce travail est de montrer que l'on peut r6pondre ~ la plupart 

pour des classes assez gdn6rales de s6ries de fractions ration- 

( I )  F ,  _ _  - 
~t~0 

- 

oh les a~, a2, . . .  et /~1, fl,~, . . .  sont z suites de constantes, sur lesquelles nous 

serous amen6s s faire des hypoth6ses plus ou moins restrictives. Cette 6tude 

a 6t6 rendue possible par l'emploi d'une identit6 que je crois in6dite, qui g6n6- 

ralise l'identit6 classique 

)>On s e r i e s  of i t e r a t e d  l i n e a r  f r a e t i o n n a l  f unc t i ons , ,  R e n d .  Circ.  M. d i  P a l e r m o ,  ( I914)  , t.  36. 

l - -  34472. Acta mathematica. 64. I m p r i m 6  ]() 28 aofib 1934. 
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et que j'~tablis au premier paragraphe. On peut ainsi former le ddveloppement 

limit~ d'une fonction holomorphe F(z), off les coefficients et le reste s 'expriment 

par des intdgrales de contour. Les coefficients s 'expriment d'ailleurs en fonction 

des valeurs qua prend //(z) aux points al, a .2 , . . . ,  a n , . . . ,  tout au moins sous 

certaines conditions tr~s gdnSrales. L'expression du reste permet de rechercher 

des conditions suffisantes pour que F(z) admette un d~veloppement en s6rie. 

En dehors des possibilit~s de recherche que prgsentent les sdries de cette 

nature, il est intgressant d'observer que leur forum reste invariante pour route 

transformation homographique de la variable, les 2 suites des an et #n, ou bases 

de la sdrie, subissant alors la m~me transformation. 

Duns ce travail on consid~re les s~ries dont les 2 bases ont la m~me limite, 

qu'on peut supposer infinie s l 'aide de la remarque prdcddente, ou 2 limites 

distinctes qu'on peut supposer respectivement nulle et infinie. 

Duns le premier cas on est conduit s dtudier plus particuli~rement les s5ries 

dont les 2 bases sont, tout  au moins s partir d'un certain rang, des progressions 

arithm6tiques dont les raisons u et v sont telles que ~ ~ soit  positif, eette 

restriction ayant pour but de permettre de d~terminer les coefficients de la sgrie 

en fonetion des valeurs qu'elle prend aux points a~ = a + nu(n = 1, 2 , . . . ) .  Ces 

s~ries, dont les analogies avee les s~ries de Newton sont remarquables, constituent 

le genre (N). 

Duns le deuxi~me cas, je supposerai que les 2 sSries ~a,, et ~ I  fin sont  ab- 

solument convergentes; les s6ries correspondantes forment  le genre (E), et se com- 

portent ~ beaucoup de points de rue  comma les sgries enti~res. 

Le premier chapitre est consaerg s l'Stude de la forme du domaine de con- 

vergence de ces deux genres de sSries. On obtient l 'analogue du thgorgme de 

Jensen-Bendixson pour celles du genre (N), et du thgor5me d'Abel sur les s~ries 

enti~res pour celles du genre (E), de sorte que les domaines de convergence ont 

respeetivement la forme d'un demi-plan et d'un cercle. 

Le chapitre I I  traite de la convergence absolue, et montre la possibilitg de 

l'existenee d'une bande de simple convergence pour le genre (N). Pour tant  les 
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sdries de ces deux genres donnent lieu s des d@eloppements de z6ro, et c'est 

cette quMit6 commune, ainsi que les analogies des m6thodes d'6tude, qui nous a 

fair paraltre utile de les consid6rer dans un m4me travM1. 

Dans le chapitre I I I  on apprend s d6terminer la fronti~re de convergence. 

A l'exception de points appartenant aux z bases, une s6rie (E) converge aux 

m4mes points que la s6rie entibre ~ fll~fl~-:'fl,~ " Le demi-plan de convergence 

d'une s6rie du genre (N) est d6fi'ni par l'in6galit6 

Ln 

lorsque le deuxi6me membre a un sens, sinon par l'in6galit6 

>i m L 
V ) - -  n ~  L ~ t  

On voit en outre que deux sdries (N), pour lesquelles les quantit6s ~ - - I ,  
u v 

f .... fl, a.~ {s = o, I, 2, .. .) sont 6gales, convergent aux m4mes points, g l'ex- 
u v 

eeption possible de eertains a,~ et fl,~. Cette propri6t6 est l'extension du th6or6me 

de Landau sur les s@ies de Newton et; de faeult6s assoei6es. 

Les transformations lin6aires et prolongements analytiques sont l'objet du 

ehapitre IV. 

Enfin les deux derniers chapitres sont consacr6s s la possibilit6 de d6ve- 

lopper une fonction analytique en s6ries de cette nature. Toute fonction m6ro- 

morphe ~ l'origine admet un d6veloppement de genre (E). Toute fonction If(z) 
m6romorphe dans un demi-plan ferm6, et d'ordre fini Drr rapport ~ el~l da.ns ee 

demi-plan, est d6veloppable en s6rie de genre (N); cette propri6t6 asymptotique est 

justement la condition suffisante 6nonc6e pour le d6veloppement d'une fonetion, 

holomorphe dans un demiTlan ~l(Zu) > h ,  en une s6rie g6n6rale de ~ewton 

~a~(z--u)(z- -zu) . . . ( z - -nu) .  Observons d'ailleurs que ces s6ries de [Newton 

sont la forme limite des s6ries de genre (N} oh v devient infini. Ce~te propri6t6 

asymptotique est pr6cis6e lorsqu'il s'~git d'obtenir un d6veloppement debases  
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donn~es, c'est s dire lorsqu'on se donne les 4 par~mStres a, fl, u, v; on obtient 

ainsi l 'analogue du th~or~me de Carlsou-~NSrlund relatif aux s~ries ordinaires de 

Newton. La fonction caraetdristique ~(8) qui apparait dans la condition 

F h + i i < C ( I  -~- r) k+~(r) c rq~(O) 

a ~t6 d~termin~e de fagon aussi pr6cise que possible; une ~tude assez d6taill6e 

en est faite, au cours de laquelle apparait comme jouissant de propri6t~s sp~- 

ciales la eat6gorie des s6ries (N) pour lesquelles l u[ est in%rieur ~ I vl; ee n'est 

en effet que pour ees s6ries que ~p(0) est positif, tandis que cette fonction est 

essentiellement n6gative lorsque l u I > l v  I; or une fonction F(z) non identiquement 

nulle ne peut v~rifier, dans un demi-plun d'holomorphie, une indgalit5 de la forme 

< K >  o .  

L'dtude du ddveloppement d'un polynSme en une sdrie de genre (N), faite 

duns les derniers paragraphes de ce mdmoire, @laire la classification de ces s~ries, 

et conduit "2 les partager en 3 catSgories suivant que l ul est infdrieur, 5gal ou 

supdrieur '2 I vl, les ddveloppements de ces diff5rentes catdgories existant respec- 

tivement duns tout le plan, duns un demi-plart d4pendant du degr6, du polynSme, 

et n'existant pus pour la derni~re catdgorie. Cet exemple illustre le chapitre 

VI consacr5 d'autre part '~ la recherche d'une condition suffisante et de valeur 

effective pour qu'une fonctiou F(z) admette un d6veloppement off v - - - - u .  
L'~tude d~taillde de la fonction caraetSristique g~ndrale ~p (0) que l'on a faite au 

cinqui~me chapitre montrait  en effet qu'il y a w i t  int~r~t, pour les s~ries des 

deuxi~me et troisi~me cat4gorie, "~ rep%senter le reste du ddveloppement limit~, 

pour lequel on recherche une valeur mQorante, s l 'aide d'un contour de dimen- 

sions infiniment grandes par rapport au nombre des termes qui pr@~dent ce 

reste. 2~ous avons ainsi %ussi "~ ddmontrer qu'une fonction holomorphe et 

d'ordre fini par rapport s z duns un demi-plan est ddveloppable sous la forme 

~-~ a~' (z -- ~ + u) (z -- ~ zu) ( z - - ~  +~u)  Le cas des d6veloppements quel- 

eonques de la seeonde catdgorie doit pouvoir 6tre traitd par la m~me mdthode, 

grs s des modifications de d6tails, qu'il semblerait int6ressant d'6tudier. En 

tout cas, les dSveloppements particuliers auxquels nous avons dfi nous borner 

pr~sentent l'intdr~t d'etre ais6ment calculables pour les polynSmes et les fractions 

rationnelles ~ pbles simples, comme il est montr~ s la fin de ce travail. 
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Chapitre  I. 

C o n v e r g e n c e  d e  c e r t a i n e s  s6ries 

(~' - -  51)(Z --- a2) "'" (~ - -  ~:~n) 

~" (~ -- #1) (* ~2 (~- -#J  

I. Consid6rons deux suites de nombres 51, 5~, . . .  5~, . . . ,  et//,,/~-2, . . .  t/n, . . . ,  

ainsi que l ' identi t6 dvidente 

(i) I I ~ - - 5 1  I --- + ; 
C - z  C - " ,  C - 5 ~ C - z  

Consid6rons 6galement, d 'une  mani~re plus g4n4rale, l ' identit6 

Posons 

(~) 

C - z C - ~ , , + i  g - 5 . + ,  C - z  

y n =  - - ~ n  + a n + i  

et 6crivons ce~te derni~re identit6 sous la forme 

__ 7n I 
(3)  g - -  Z r - -  5 n + 1  2" - -  /~,t 

~ - -  ~n  ~ - -  5 n + l  I 

+ ~  &+l ~-~,~ C - ~  

I 
Ceci dtabli, substi tuons g la f ract ion ~ _  z 

qu 'en donne (3) pour n ~ I. I1 vient  

- -  au second membre de ( I ) l ' e x p r e s s i o n  

I _ I + 7, z - - 5 1  ~ - - # 1  
- z  ~ - <  ( C - ~ , ) ( ~ - ~ - ~ ) ~ - ~  + 

(Z - -  6 1 ) ( Z  - -  52)  I 

(~ - -  5 1 ) ( ~  - -  "~) Z - -  #1 C - -  Z 

I 
On peut  de nouveau remplacer la derni~re fract ion ~ par  l 'expression qu 'en 

donne (3) pour  n = 2, et ainsi de suite. En  convenant  de faire 

(4) { 7 v ( ~ - - - -  / ~ 1 ) ( ~ - -  ~2) " ' "  ( ~ - - ~ * - - 1 )  = I p o u r  ~ = O ,  

(~ - -  ~1) (~  - -  ~-2) (~ - -  ~ , - -1 )  = I p o u r  v = I ,  

ce proc6d6 nous condui t  g l ' identi t6 
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(~) 

o~ 

(6) 

(~ - ~,)  (~ - ~ ) . . .  (~ - ~ _ , )  (z - ~ , ) ( ~  - ~ )  . . .  (~. - ~ )  

- ~ z~ (~ = ~ ) ( ~  ~:_.  (~  ~ i + J ) ( ~  - ~,1 (~. - ~.,) (~ - ~) +~0 

-t- t~n, 

( - ~ - -  ~ 1 ) ( ~ - -  f 1 2 / ' ' "  (~ - -  ~n)  (Z - -  U I ) ( Z  - -  u,2) ' ' '  (Z - -  C~n+l) I 
~,,) ~-~  

Consid6rons alors une fonct ion F(z) holomorphe  d~ns un  domaine B limit6 

par  une front igre rectifiable C suppos6e ne conteni r  aucun des a, .  La  formule  

de Cauchy 

F(~)-- ' f ~%) ~ 27~i ~ Z  a~' 
C 

I 
off l 'on remplace ~ z  pax le d6veloppement  au second membre  de (5), fou rn i t  

l ' identi t6 

(7) F(z)  = ~:o a+ (z - -  fit)(z --  fl.~) (z fl,) + Rn IF], 

~vec 

et 

(9) 

7,, f 2[r ~,)(~ -- ~'.2)"'" (~. -- ~,- l )d~ ' 
C 

R,,[F] =: (.; _2_ ~,i (.~ - ft.2 .; : (z - ~ , , )  " 

" 2 ~  . ~ - ~  ( ~ -  ~j i (~  ~-~.~) . - ~ C ~  -~,,+~) 
C 

En p~rtieulier,  fl r6sulte de (4) que 

I / F(r . 7, / F(r 
~0 ~ i  ~ - ~ '  ~' ~ ,  (~=~)~-~,~i d~; 

C C 

on voit ~insi que a 0 es~ 6g~l ~ F(a l )  ou ~ o s u i w n t  que % est int6r ieur  au non 

B. D 'une  m~ni~re g6n6r~le, lorsque les a~ sont distincts,  on 

(io) ~ ( ~  - ~ ) ( ~ -  ~.~)... (~ - ~ - , ) ( ~ -  ~+~)... ( ~ -  ~ + 1 )  
s ~ l  
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l ' indiee B affeet4 au signe de s o m m a t i o n  e x p r i m a n t  que la somme ne doit  ~tre 

6tendue qu 'uux a, int~rieurs g B. I1 est  clair  que, si tous les a,(~--< n) sont  

ext6rieurs  ~ B,  l ' ident i t6  (7) se r~duit  g la  fo rnmle  de Cauchy re la t ive  

- fl ) " "  - f i n )  

_ _  

2. Lorsque  n erolt  inf iniment ,  on est  amend s considgrer  les s5ries de 

t e rme  g~n~ral 

( I  I )  a n  (~ )  ~ -  an (Z - -  ~ ] I ) ' (Z  - -  ft.)) (Z  - -  ~ n )  

Duns ce qui suit, nous supposerons  que les 2 suites 

[ C ~ ]  ] (~1 ; C~2,, , . . C~ n ~ . . . 

que nous appel lerons les >~bases~) de la  s~rie, ont  routes les deux des limites. En  

r e m a r q u a n t  que ce t e rme  gdndral  est de fo rme  invar ian te  pour  la t r a n s f o r m a t i o n  

homograph ique  la plus gdndrale effectu5e sur la var iable  z, ce qui rev ien t  ~ affec- 

tue r  sur  les z bases la mgme t r a n s f o r m a t i o n  homograph ique ,  on peut ,  grgce '2 

une telle t r ans fo rmat ion ,  se borner  ~ l 'g tude des 2 cas suivants :  

I ~ Les 2 bases ont  la mSme limite,  que l 'on choisi t  dgale fi~ l ' infini: 

lira a , ~  = lim ~ --- ~ ;  
~.~ oo n ~  oo 

2 ~ Les 2 bases ont  des l imites distinctes,  que l 'on choisi t  l ' une  s l 'or igine ,  

l ' au t re  ~ l ' infini: 

lira c~ = o, l im fl,~ = r162 

Duns ce qui suit,  nous serons condui ts  ~ fa i re  d ' au t res  hypo theses  sur  ces 

bases, que nous in t rodui rons  quand  besoin sera. 

3. Consid~rons tou t  d ' abo rd  la s~rie 

ao 

~'t=0 

et supposons  qu'el le converge  pour  une va leur  z0 de z diff~rente des a~. Posons  
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. , ,  (z) 
On-  

"" (~o) 

et 6erivons la formule sommatoire d'Abel 

( , 3 )  CS"S(2'O) = Z ((YS- CS-}-I) " e  (~0) + Cm Z a~' ('~'0)" 
8=n 8=n ,y=?~ ,v=n 

A tout nombre positif a on peut associer un nombre no tel que n--> no entrMne 

('4) 

d'nutre part 

s ~ n ;  

es--lCS I . . . .  (2' 0(~' - -  ~r (~s - -  /~s) - -  (Z - -  ZO) ( ~ s O : s '  (2" fie) L ) (  I-J----I- 2'O{Zs Z~ss ~ Ps~ _j____~_qs ry!) , -- --  @s fls fls 

ps,  qs, r~ dtant des fonctions de Zo, z et s qui restent uniform6ment born6es, quand 

s uugmente infiniment, dans tout domMne born6 situ~ s distance non nulle des fl,,. 

On en d6duit que 
! r ! 

(~5) . . . .  e 
Cs --1 

v v t 
oh .Ps, q~, r~ ont 1~ m4me propri6t~ que p,~, q~, r~. 

Supposons done que les 3 s~ries 

(~6) 

convergent absolument. D~ns ces conditions, s 6rant sup6rieur ou ggM ~ no, on 

d6duit de (tS) que 
8 8 

(z - -z  1 1 + a~, 

( , 7 )  c :  = [~ + ~ ( - o ,  8)1 ~ = i . . . . .  +1 
en o 

off I~(no, s ) ] <  ~', quel que soit le nombre positif a', pourvu que no soit suffisam- 

ment grand. 

I1 vient ensuite 
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C s + l  / 
Cs - -  e s + l  = es I ~ Cs ] 

et, par eons6quent, grs '2 (I7) , 

I + - - - -  + - - - . +  ,-~ + ... , 
C~8+1 (28+1 /~8+1 C~8+1 

e s  - -  e s + l  == 

(; - - - I x  + ~' (no ,  8)] c~,,o (~ - ~o) ;~ 
i) 

C~l 

z (  1 -~)+ ~ z  .... (~_~) 
C ~'=no+ 1 ~---~o+ 1 

avec [~'(n0, s) l <  e' si no est assez grand. 

Par exemple, lorsque les an et fl,,~ sent les valeurs des itdr6es de 2 fone~ions 

homographiques, de la forme 

ff'n~-CCO-[-]gn(c~--O:O), /~a=ff0 'A-hn(/~--ff0), Ikl et I h l>~ ,  

ou de la forme 

~ = a + n u ,  f l n = f l  + nu ,  

les s@ies ( i6)convergent  absolument, et m~me la s6rie ~ ( ~ - - ~ ) .  Par  c o n -  

sdquent, [cm[ et ~, [c.~- cs+l[ sent born6s quels que soient n > no et m > n, donc 
8~n 

il rdsulte de (13) que la sdrie (I2) converge uniform6ment duns tout domaine de 

variation de z borng et situ6 s distance non nulle des fl~. D'ailleurs la conver- 

gence absolue de la sdrie ~ ( ~  I )  - -  ~,~ en~ralnant celle des s6ries (I6), nous pou- 

vons 6noneer le 

sdrie 2~a~(z) ne conve~ye en aucun point diffdrent d'un a~, ou bien elle converge uni- 

formdment dans tout domaine born~ situ~ ~ distance non nulle des fl,~. 

Dans le cas de la convergence, la somme de cette s6rie est donc une fonc- 

tion analy~ique de z, r6gulibre en tout point autre que les fl,~, ces points 6rant 

d'ailleurs des pbles de cette fonction. 

2- -34472 .  A c t a  m a t h e m a t l c a .  64. I m p r i m 6  le 28 a o h t  1934. 
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4. Ce eas assez peu int6ressant  ~tant 6cart6, supposons que 

a , , = a + n u ,  fl.-----fl+nv, u + v ,  

a, fl, u, v ~tant 4 eonstantes.  Dans  ces conditions, 

fin a n  ~ U ~ "§ ~n ' 

I 
off en est infiniment petit  avec - .  Par  consequent  la convergence absolue des 

s~ries (I6), ainsi que eelle d e ~ ( ~  i )  --  ~ , es~ assur~e. On peut dgalement  derire 

--a-, : v -  ; - -  ---u q + h ( n ~  ~-~ ;'~' 
'e=ng+ 1 ~ n ~ + l  ,~=no+l 

I 
off h(n0, s) est infiniment peti t  avec - - ,  done 

~0 

Z I I I 8 CC I 
�9 =~o+1 ~ -  ~ = - - u  L - - - - k ( n o ,  S) - -  - -u- ,  ~ +  h(no,  s) - -  ?~0 y2 ~ 

v : n o +  1 

I 
off k(no, s) tend 6galement v e r s o  avee - - .  Par  consequent,  il r6sulte de (27)que 

~q0 

(I9) 

et  

(2o) 
\ n o l  

off e(no, s) n 'a  pus la m~me valeur que dans (17), mais poss~de la mSme propri6t6, 

et off ~R (z) d~signe la partie r6elle de z. 

D 'au t re  part ,  l 'application de la formule (I8) donne ici 

(i i) 
= - -  [~ + ~'" (~o, ~/] ~.o ~ - (~ - -  ~o) 

1 +  (~ - -  ~;) ( . . . .  ) 
S 
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vv I vpv 
o~ ~ ( .o ,  ~) eL r ~) tende~L vers o ~vee - - ,  de f~,;on que t o n  ~it I~ ('o, ~)1 < ~' 

pour  no assez grand. I1 vient done 

1 
( 2 I )  [ C s _ _ C s + l [ < ( i 2 t _ V , [ C n o [ n O  ~(~-e),~-zo,~l (~- ;) (~-~o)1 

( 1 1  1 \  Z )'~ ' 

eL, par cons6quent,  pour  n > no 

m--1 

(22) Y, I ~ -  ~.,+,1 < 
8=?~ 

t ~ n  8 

Ce second membre  reste born6 quels que soienL n et~ m ,  sup6rieurs ~ no, 

lorsque l 'on a 

(23) ~ { ( ~  ~) ( z - -  Zo)} > o. 

, t( I ~),~-~o,} >o D'une mani~re plus precise, on peuL eenre,  en posant  0 = ~ ~ --  , 

m - - 1  

~-1i f ~  I [ ~  i ]  
Z 81+q < x l + q  = Q n -~  I)e - -  ( m 2 i ) o  " 
8 ~ n  

• - -1  

En r6sumd, l ' identit6 (I3) donne, duns ces conditions, 

(24) a~ (z) 
n ~ I)q 

Bien plus, lorsque z Lend vers z o dans la rdgion ddfinie par  (23) , le fac~eur 

de e au second membre de (24) reste born6 pourvu que 

(25) 
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1~ dtant  un nombre positif  fixe quelconque. (23) exprime que z reste dans un 

demi-plan limit6 par une droite passant  pur z0, et (24) nous apprend que la con- 

vergence de la s6rie est uniforme dans tout  domaine borng int~rieur s ce demi- 

plan3 On voit mSme, en interpr~tant  l ' indgalit6 (25) , que la frontiSre de ce 

domaine peut contenir Zo, pourvu qu'elle reste, au voisinage de z0, dans un cer- 

rain angle de sommet z 0 et int~rieur par ailleurs uu demi-plan (23). Nous pou- 

vons ainsi dnoneer le 

Th@or~me I. Lorsque la s&'ie (I2), o~ a , , - a + n u ,  fl , ,=fl+nv(u:~v, 
uv  :~ o) converge en un point  Zo, different d'un a,~, elle converge uniformdment dans 

tout secteur bornd D, de sommet Zo, situd darts le demi-plan 

dont les e6tds fon t  en Zo des angles non nuls avec la  fi'onti~re de ee demi-plan, dtant 

entendu que les voisinages des fl,~ appartenant ~ ce secteur doivent en Otre exclus. 

I 
I1 est clair que ces r6sultats subsistent, en remplaqant v par o, lorsque les 

fl,~ ne sont plus de 1~ forme fl + nv,  mais tels que la s6rie X I fin soit ~bsolument 

convergente. De m6me, lorsque fix = fl + n v, la s6rie X I 6runt ubsolument con- 

vergente. Comme cas limite, on peut supposer que tous les fix deviennent  infinis 

avec v dans l 'expression fl + nv,  et appliquer ce th6or6me aux s6ries de Newton, 

ou, au contraire,  que les a~ deviennent  infinis avec u dans l 'expression a + nu ,  

et l '~ppliquer aux s6ries de Facult6s. 

Remarquons que, pour z = an, le premier membre de (23) devient du signe 

~ ( I  - u )  lorsque n crolt infiniment, et que, pour Z : / ~ n ,  il devlent du signe de 

de ~ ( v ~ i ) .  Dans le cas particulier intdressant  off v - = - - u ,  le demi-pl~n (23) 

ne contient  done qu 'un nombre fini de points ~**, et t o u s l e s  a~, s part i r  d 'un 

certain rang'. 

1 L ' h y p o t h 6 s e  q u e  ce d o m ~ i n e  e s t  b~ d i s t a n c e  n o n  n u l l e  de  t o u t  ~?n e s t  t o u j o u r s  sous-  

e n t e n d u e .  
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5. Supposons ma in t enan t  que 

de faqon que les 2 s6ries 

convergent  absolument.  

l i m a , = o ,  l i m f i n = ~ ,  
n ~ o o  n ~  

�9 I 

Zo et  z grant suppos6s diff6rents de z6ro, admet tons  que (12) converge pour  

z----%. En conservant  les notat ions,  il v ient  ici 

c 'est  ~ dire 

Cs 

Ca--1 ( )( ) 

2' 0 Cs 

Z Bs--1 

1 ~s ~s (s + 2) - +  
- -  I -~- ( Z -  Z0) fls Z0Z /~sZ20 

I - -  I - -  

I + + - -  + p , a ~  +q ~  + , 
Z o 

p~, q~, rs 6tant  des fonct ions  de z0, z et s qui res tent  un i formgment  born6es, 

quand s crolt  infiniment,  cians tou t  domaine  born6 situ6 ~ distance non nulle 

des fl~. On peut  encore 6crire 

t 

1--  + Zo + Ps as + qs ~ss + ~ 
2" o Cs - -  e (3s 

Z Cs--1 

off p~, q~,/8 .jouissent de la mSme propri6t6 quep~, q,~, rs, et, par  cons6quent,  pour  

8 - - > ~ o ,  

( ) [ 2 (  o.) ] 
Cs z_ ! * ~ # o +  1 

Cno ~ 2:01 

I 
off s(n0, s) t end  un i form6ment  vers z6ro avec - - .  

n0 
Grace ~ (26), on a donc 
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(~7) + ~ (~0 *) 

~(n0, s) n ' ayan t  pas 1~ mSme signification que dans l'dgMitg pr6c~dente, mMs 

poss~dant 1~ mSme propri~td. Une premiere conclusion est donc que c, est infi- 

I 
niment  peti t  avec pourvu que I z l < l z 0 1 .  D 'aut re  p~rt, on 

8 

donc 

(28) 

C S -  CS+I = CS(Z 3 - -  Cr ( ~ __ ~ s + l ) =  I - - ~ 0  

,I ;o11~1 ~-n~ 
Zo 

lim ~s --  O, 

quel que soit ~0 > o, pourvu que no soit assez grand. On en conclut que 

,~_1 I ~L~I ~-, (29) ~lc,-c~.+~l<(I+<)lC,,o[ ~ - - m ~ ,  .~__,,., 
s = n  Z o  = ~ o  ] 

I :1 I - -  

= ~ .  ~o/,., ~ I I~ l  '~ ..... 
�9 ~ I~1 ~~ 

~r co--en~ ~ors~uol~ I 

(30) a.~(z < 
s=n  " I 

I . . . . . .  
~ o  

~, il rdsulte de (I3) que 

~+~(. m)(, ?)I 

condit ion que n o soit ~ssez grand pour que (27) et (28) soient vMubles. Re- 

marquons que ces rdsult~ts subsistent qu~nd z tend vers Zo. Cette indgalit~ (3 o) 

nous permet donc d'6noncer le 

Th~or~me II .  Si  les z sdries ~a,~ et ~ ~ fl~ sont absolument eonvergentes, la 

s&ie (I2), supposde convergente pour une valeur zo autre que o et qu'un a,~, est uni- 

form&nent convergente dans tout domaine D complStement int&ieur au cercle [z I < [z ol; 
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cette propri6td subsiste, m~me si Zo appartient ~ la fi'onti~re de D, 5 condition que 

celle-ci soit, au voisinage de z0, duns un angle formd par 2 cordes du cercle [z I-= ]Zo]. 

Les voisi~ages des ft, appurtenant ~ D sont @idemment exclus. 

En fuisunt  tendre  les a,~ vers o e t  les fl~ vers l 'infini, on re t rouve  les sdries 

entibres, ~uxquelles le thdorbme s'upplique. Enfin remarquons  qu'aussi bien duns 

le cas du w 4 que duns celui-ci, la somme de la sdrie est une fonct ion m6ro- 

morphe  de z duns tou t  domaine D, ses p61es 6tant  situgs aux points fl,~ appur- 

t enan t  "~ ce domuine. 

. 

(i) 

Chapitre  I I .  

I. D6ve loppements  de z6ro. 

Nous considdrerons dor6navunt  des sdries 

r(~)  = Y~ ~ ~')(~ - ~") ' ' (~ - "~) 
- ~ , ) ( ~  ~,~) ( z - ~ n )  

n ~ 0  

satisfaisant  aux hypoth6ses des th6or6mes I ou I [  du chapi t re  pr6c6dent,  que 

nous appellerons respect ivement  condit ions 

(N): 

I1 rdsu[te des th6or~mes 

ulors soit un demi-pian 

a , ~ = a + n u ,  f i n = f l + ~ V ,  

I 
~a,~ et ~fl,~ ubsolumen~ convergentes.  

4nonc6s que le domuine ~ de convergence de (r) est 

duns le cas (N), soit un cercle 

I I 

duns le cas (E). Bien en tendu  les fl~ sont tou jours  exclus, et  l 'on peut  uvoir 

~ - -  oo, ou R = z r  

Les coefficients de (I) s 'ob t iendront  de proche en proche en fonct ion des 

valeurs de F(z) uux points  al ,  as, a3, . . . ,  suppos6s situ6s duns 25. Tous les an 

sont duns ce domaine, tou t  au moins ~ par t i r  d 'un  cer ta in  rang,  darts le 
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cas (E). 

(:) 

ce que nous supposerons.  

Rend Lagrange. 

Ce n ' e s t  pas tou jours  vrai  darts le cas (N); il n ' en  est  ainsi  que si 

est  posi t i f  pour  n suf f i samment  grand,  c 'es t  ~ dire si 

Dans  ees condit ions,  nous pouvons  6tudier  s imultan6-  

merit  la dd te rmina t ion  des coefficients des z genres  de sgrie considdrgs; nous  

ddsignerons pa r  %+~, %+~, . . .  les 616ments de la I e base  qui sont  int~rieurs  "s ~b, 

% ne l 'd tan t  pas. 

Ceci posd, les coefficients a~ de (i) sont  ddterminds pa r  les dqua~ions (m)  

ch. I en fonc t ion  des quant i tds  F(a~), F(a~.) . . . .  F(a~) . . . .  , qui sont  les valeurs  de 

la fonet ion ana ly t ique  F(z) en ces points  a~ lorsque i > p ,  mais  peuven t  n ' avo i r  

r ien de c o m m u n  avec F(z) lorsque i < p .  Ces p premibres  quanti tds,  6gales en 

tou t  cas aux  valeurs  de la somme de la sdrie aux  points  a j, % , . . .  %,  6 taut  

ddsigndes pa r  la no ta t ion  A~, on a done 

P ( a s  - -  f l , ) (as  - -  ~ ) . . .  (as - -  ~n--1)A~, 

(3) a~ = Zn E (as --- a l ) - . -  ( a s -  a s - 1 ) ( a s  - -  a s §  . �9 . (as - -  a,i,+l) 
8~1 

( a s  - - ( a s  - 

-~ ~/n E (as - -  ~ 1 ) " " "  ( ~ s - - -  as--1) (as - -  a s + i ) . . .  (as - -  a n + l )  s = p + l  

P o u r  n < p, la seeonde somme disparal t ,  et  la p remiere  est l imitde '2 i < s --< n + I. 

Subs t i tuons  ces expressions des coefficients dans  (I), et  isolons les t e rmes  en 

At ,  A 2 , . . . A p .  On peu t  ainsi 6crire 

F(z) = A~p~(z) + A~p~(z) + ... + A,~pv(z) + q)(z), ( 4 )  

avec 

( 5 )  

et off O(z) repr~sente  une sgrie de la fo rme  de (I), i n d @ e n d a n t e  des As, et dont  

la somme coincide uvec F(z) dans le domaine  de convergence c o m m u n  s (I) et 

aux s~ries (5) (s = I, 2, . . .  p). Nous  allons voir, effect ivement ,  que ~p(z) converge  

darts le domaine  ddfini par  l ' in~gali t6 e ( z ) >  e(av), et  que l 'on a 
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ces s6ries (5) f o u r n i s s e n t  donc  des d6ve loppemen t s  de z6ro, g 6 n & M i s a n t  la p r o p r i & 6  

classique des s4ries de Ne wt on �9  P o u r  le v6rifier, posons  

(% - t ~ , ) ( %  - ~ )  . . .  (% - ~ - 1 )  (2" - < ) ( z  - ~ )  . . .  (2" - % - 1 )  u ~ ( z ) ,  
(7) gap(z) = (gp __ g l ) ( g  p _ g2)  (a 'p - -  g p - - 1 )  (2" - - / ~ l ) ( f f ,  - -  ~2)  (2' - -  ~1)--1) 

de sor te  que 

u~( , )  = i + ~ (%+~ - ~ + , - 1 ) ( %  _ % + 1 ) ( ~  : %--+2) . .  (% - % + ~ ) "  

(2" - ~ ) ( ~  - % + 1 ) . . .  ( ,  - % + ~ - i )  

(2" - t~p)(~ - t~p+l) �9 �9 �9 (2" - ~ + ~ - ~ )  

D ' a u t r e  par t ,  l ' i den t i t6  (5) ch. I appl iqu6e  aux  2 sui tes  %,  %+~, . . .  et  tip, tip§ . .  �9 

d o n n e  

n 
i _ ~ § ~ ( % + ~  _ # ~ + ~ _ ~ ) ( C  - ~ p ) ( C -  ~ + ~ )  . . .  ( C -  ~ §  

(z - % ) ( z  - %+1)  . . .  (2" - % + ~ - 1 )  § (C - ~ ) ( C  - #p+l)  . . .  (C - ~ + ~ - 1 ) .  

(z - #~)(2" - #p+~) . . ,  (2" - #~+~-1)  (C - %)(C - %+1)  . . .  (C - % + ~ )  

(2" - -  a'p)(2" - -  g p + l )  � 9  (2' "--  gp+n) I 

(2" - #~)(z - ~'p+l) . . .  (2" - b%n- -1 )  C - -  2" 

en mul t ip l i~n t  les 2 m e m b r e s  pa r  ~ - - % ,  et  6ga l an t  ~ g %,  on en d~dui t  que 

1~ somme  xp,,~ des n + I p remie r s  t e rmes  de la s6rie qui r ep r6sen te  up(z) est  

6gale 

(% - ~ ) ( %  - ~ + ~ )  . . .  ( %  - ~ p §  - % + 1 ) ( 2 "  - %+~)  . � 9  (~ - % + , )  
u~. ~ - ( %  _ % + ~ ) ( %  _ % . 2 ) . . .  (% _ % + , )  (~ _ #~)(z  - ~ + i ) . . .  ( ,  - #~+~_~) 

On en conc lu t  i m m d d i a t e m e n t  q u e  la s o m m e  des n + I p remie r s  ter lnes  de 1~ 

s&ie  r ep r6sen t~n t  ~pp(z) est  nul le  p o u r  z = a l,  %, . . .  % - 1 ,  %+1, %+2 . . . .  %+~, 

et  p r e n d  la va leur  I p o u r  z =~ %. E n  outre ,  on  peu t  gerire  

up, n = -2" _ ~ % _ ~ + , ,  ( %  _ % + 1 ) ( %  - %+2)  . , .  (% - % + , )  

�9 ( z  - ~ p + l ) ( *  - ~ p §  ( ~  - % + ~ )  

(z - ~ + l ) ( z  - ~ + 2 )  . . .  (2" - ~ + ~ ) '  

3 - - 3 4 4 7 2 .  Acta mathematica. 64. I m p r i m $  le 28 aof i t  1934. 
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off le produit  des 2 derniSres fractions est l 'expression a~(z) lorsque les 2 bases 

sont les suites ap+l, ap+2, . . .  et tip+l, tip+2, . . . ,  avec z o ~ ap. Mais alors les ex- 

pressions (20) et (27) de [cs[ ~tablies au ch. I nous apprennent  que cette quanti t6 

tend vers o pour e ( z ) >  Q(ap) ct crolt au contraire infiniment en valeur abs01ue 

lorsque O(z) < O(ap); elle diverge dgalement pour Q(z) = 0(%) sauf pour z = ap. En 

r6sumd, la s6rie ~pp(z) est convergente et ~ulle pour Q(z) > q(ap) ainsi que pour tou6" 

les hombres an(n ~ p). Elle est infinie pour ~(z) < e(ct~), et divergente et bornde sur 

la courbe fronti~re Q(z)= Q(ap), sau f  en ap o~ ~pp(ap)-~- I. 

Ces conclusions sont d'ailleurs valables, dans le cus (N), sans faire ~tat de 

la condition (2). 

Nous avons ainsi d~montr~ que route fonction F(z) repr6sentable par une 

s6rie (I) de la forme (N) ou (E) est reprdsentable dans le domaine Q(z)> 4, 

(~(z) > e(ap) par une infinit6 de s6ries de cette forme, diffdrant entre elles par  

des ddveloppements de z6ro. Nous appellerons s6ries rdduites les s6ries (i) dont  

la somme est ~gale ~ F(z)  en tous les points de la suite des a~ qui appartien- 

nen t  au p lus  grand domaine e(z) > ~ dans lequel F(z) est mdromorphe et n ' admet  

pas d'au~re pSle ~ que des points fin, et en supposant,  bien entendu,  que t o u s l e s  

an sont dans ce domaine s l 'exclusion d 'un  hombre fini d 'entre  eux. 

II. Convergence absolue. 

7. I1 r6sulte des formules (20) ch. I et (27) ch. I qu'une sdrie (I), de la 

forme (N) ou (E), qui converge absolument  pour z ~- z0, converge absolument  pour 

Q(z) ~ e(Zo). Elle poss~de doric un domaine de convergence absolue, ayan t  la 

m~me forme que le domaine ~ de convergence ordinaire, ddfini par une in~galit~ 

o(z) > - 4. 

Mais alors que ~ peut  ne comprendre qu 'une  partie de sa fronti~re, le domaine 

de convergence absolue est fermg d~s qu 'un point de sa fron~i~re, autre  qu 'un 

an, lui appartien~. 

I1 r~sulte des m~mes formules que, si (I) converge au point z = z0, elle con- 

verge absolument  pour e ( z ) >  Q(Zo)+I lorsqu'elle est du genre (N), et pour 

1 Bien en tendu ,  l 'ordre de mult ipl ici t( i  d ' un  pSle ~?a ne  dol t  pas  surpasser  l 'o rdre  de mul t i -  
plicit6 de ce po in t  darts la base  ~] .  
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[z[ < [Zo[, c 'est  s dire q(z)> q(Zo)lorsqu'elle est du genre  (E). On peut  done 

~ffirmer que 

--< z dans le cas (N), 
t t - - Z  

= o dans l e c a s  (E). 

P a r  exemple, le d6veloppement  de z6ro ~pp(z) diverge sur la front iSre @(z)= @(ap) 

de son domMne de convergence,  saul  au poin~ ap off ~pp(ap)~ I. Le  domMne de 

convergence absolue est le m6me dans l e c a s  (E), d'apr6s ce qui pr6cSde, mais 

aussi d~ns l e e a s  (N); en effet, le te rme g6n6rM de zp(z) est ici de l 'ordre de 

_ 

Chapitre  I I I .  

D@termination des fronti~res de convergence. 

8. Sdrie de genre (E). Consid~rons une telle s6rie, supposge convergente  

en un point  z autre  que o ou qu 'un  an. Posons 

d~ (I --~) (I --~)''" (I --;n) ~ 
et dcrivons la formule  somma~oire d 'Abel  sous la forme 

s = n  s = n  ~ , : n  s : 1: + 1 * : s  

L'hypoth~se  fMte sur ]a sgrie pe rmet  de fMre cor respondre  s tou t  nombre  e > o 

un nombre  ent ier  n 1 tel  que m > n > n, e n t m l n e n t  

(2) 

I1 vient  alors 
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(3)  

D ' a u t r e  p a r t ,  

c ' e s t  s d i r e  

( ') I (-x) 'as ~J 

ds  - -  d s - 1  = d s - 1  fl" I = d s - 1  . . . . .  
Us Us 

I - - - -  
Z Z 

off p~ res~e bo rn6  q t m n d  s c r o l t  i n d 6 f i n i m e n t ,  et ,  p a r  c o n s 6 q u e n t ,  

(~ L) ds T - -  z (1+ ~) 
- - 8  

d8  - - I  ) 

off e~ t e n d  v e r s o  q u a n d  s c r o l t  i n d 6 f i n i m e n t .  I1 v i e n t  a in s i  p o u r  s ~ n 

(4) 

8 

d~ 
= e ~="o+'  = I + ~ (~o,  s ) ,  

O~no 

I 
"(n o , s) t e n d a n t  ve r s  o avec  - - .  O n  en  c o n c l u t  qu ' s  t o u t  n o m b r e  e' > o on  p e u t  

no 
f a i r e  c o r r e s p o n d r e  n o t e l  que  s > n o e n t r a l n e  ]~(no, s ) ]<  ~ ' e t  

(5)  

de s o r t e  que  (3) d o n n e ,  p o u r  m > n > n 1 e t  no, n o 6 r a n t  en o u t r e  assez  g r a n d ,  

(6) ] ~; ~f l ,2. . . f l :z '  < 8(1 + 8 ' ) l d n o l  I -[- s :  1 ----Z ~ss " 

I 
L a  s o m m e  a u  s e c o n d  m e m b r e  6 r a n t  i n f i n i m e n t  p e t i t e ,  a i n s i  que  e, avec  - - ,  

c e t t e  i n 6 g a l i t 6  e x p r i m e  que  la  s6r ie  en t i~ r e  

q l ~ 0  

c o n v e r g e  en  t o u t  p o i n t  de  c o n v e r g e n c e  de  (I) eh. I I ,  a u t r e  q u ' u n  q , .  
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Bien entendu,  on a suppos6 qu 'aucun  des fli n ' e s t  nul. Mais si cer ta ins  

d ' en t re  eux sont  nuls, il suffit  de ndgl iger  un cer ta in  nombre  de ~ermes de no t re  

s~rie et d 'ef fec tuer  la t r a n s f o r m a t i o n  qui prdc~de sur  la s6rie 

Z.an ---(~q)(Z -- (~q+l)"'' (z -- (Zn) 
n ~ q  

q 6rant  choisi de fagon qu ' aucun  des fl,~(n ~--q)ne soit  nul. On peu t  encore  

r emarque r  qu 'on  ne change  pus la na tu re  de la sdrie Y,a,,(z) en modif iant  un  

n o m b r e  fini des te rmes  des 2 buses, et  modif ier  (7) en consdquence. 

R@iproquement ,  supposons  que (7) converge  en un point  z ~ o. Posons  

b~t ( -  l )~a,J  ~ 

~ - . - f l , ~  

(I --~) (I --;2)' ' '(I --7) 

(I--~1) (I --~) ' ' ' ( I  --~n ) ' 

et @rivons la fo rmule  sommato i r e  d '&bel  ana logue  s (I) 

(s) 
m m T[~ m ~*Tb 

P a r  hypoth~se,  s tout  nombre  e > o cor respond  un en t ie r  n 1 tel  que m > n > n~ 

en t ra lnen t  

~_~b+ < ~ ,  
v~n 

et, pa r  consdquent ,  

(9) 

En outre,  on a 

donc 

< ~  c~ l+  [ c : - ~ : - ~  . 

(! ) �9 ff.s ~ s  2.  

2" 2.  ~ s  
z - -  - - - - ~  

- -  I ==" Cs  - - 1  Z Cs  C s - - I  6 s  - -  1 Z I - -  - -  

~ ~.~ 
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Cs 

C8--1 
- -  I 

Ws Z 

I 
off ~s t end  vers o avee - .  On en 

8 
conc lut  a i s6ment  qu's 

correspond un en~ier n o tel que, pour s ~ %, on aib 

t ou t  nombre  ~' > o 

Cs ] <  I "~, 8 ' ,  
Cn o 

Z 

et, par cons6quent ,  si n est  supdrieur ~r n~ et no, 

S=n ,~-- n +  1 

On ddmont re  ainsi que la s6rie (I) ch. I I  converge  en tou t  po in t  z, au t re  que 

z6ro, off (7) converge.  On peu t  donc dnoncer  le 

Theo reme .  La  s6rie Za~(z) de genre (E) admet le m~me cercle de conver- 

gence que la s&'ie enti~re (7). E n  outre, les deux sdries convergent aux m~rnes points 

de ce cercle, exception fa i te  des ai et des fli qui pourraient se trouver sur ce cercle. 

En par t icul ier ,  on conclut  de ce th6or~me que le r ayon  R du cercle de 

convergence est  donn6 p a r  
n 

'  1/I I (io) ~=~-- __~,~:..~ 

Par  exemple,  ce que nous  savons  du d6ve loppement  de z6ro ~Pl (z )nous  

apprend que la s6rie entiSre 

co~ve~ge d ~ s  le cercle I~ I < I~, I et diverge e~ t o ~  le~ p o i ~  si~u6~ s~r e~ ee~cle, 
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I 
sauf peut-6tre certains ai, lorsqu 'on suppose que les sdries 2~a, et ~ - - c o n v e r g e n t  

absolument.  1 

9. Sdrie de genre (2V). La  s6rie (I) oh. I I  est suppos6e eonvergente  pour  

une valeur  de z autre  qu 'un  an. P o s o n s  

( ~-~)(~-~) (~-~) 
I I " ' '  I -  

V 2 V ~ V  

et 6crivons la formule  sommatoi re  d 'Abel  

(u)~ ~ ~ ~ (11)  a~ = d~a~(~) = dT~ ~,(~) + (~  - ~-~)  ~(~1. 
8 ~ ? ~  $=7 / ,  ' V = n  8 = 7 ~ + 1  r  

L'hypoth~se  fai te  se t radui t ,  comme au paragraphe  pr6c6dent,  par  l ' in6galit6 (2), 

de sorte que, pour  m > n > nl ,  (I I) donne 

) 
8 ~ 1  8 ~ n + 1  

Formons  d 'au t re  par t  

!i z--fl ) z--a z--fl 
(13) d~ d ~ - I  ds -~  st ,  = , ~ _  _ u v I 

I 
8 u  8 u  

o u ,  e n  p o s a n t  

(14)  
u Y 

t : o - -  
I I 

u v 

- - s - - - - =  I + --  I + , 

p~ res tan t  born6 quand s crol t  infiniment.  P a r  consgquent,  on peut  encore 6crire 

1 On v6r i f ie  d ' a i l l e u r s  a i s d m e n t  q u e  e e t t e  s6 r i e  e n t i 6 r e  d i v e r g e  en  t o u s l e s  p o i n t s  de  I z ] = [cr ]. 
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- -  v ( z - - ~ o )  

d~ ~ 1 + 
(~5) 4- -~  - e 

r ^ 
~8 ayan t  la  m e m e  propridtd que p , .  On en conclut  que, s i s  ~ no, 

e 'es t  g dire 

(I6) 

ds - -  e, \*~no+l ~'=no+l 
d f l o  

(1 1) S 
& = &o [i + 8 (no, s)] e ~ -  /~- ~1L -~o 

/ (  1 (* ~-~) (~-~/ 
= d~o[i + 8(,,o, ,)1 \*,ol 

I ;  
o~ 8(n0, s) tend  vers o avee - -  a u t r e m e n t  dit, quel que soit  ~ ' >  o, on au ra  I~(n0, s)] < 8' 

~0 
pourvu  que n o soit  assez grand.  On peu t  mSme supposer  que (13) donne alors, 

pour  s < no, 

(I7) 1&--4-11 (t + r')ld.ol 

Enfin, si m > n > n oe t  nl, n o 6rant  en outre  assez grand,  on voit  que l 'on  peu t  6erire 

(I8) '. s=,tE as < 8(I,~0(~2 ~') ldn~ I ' a ~  [ "~ - -  (z --  a~) = .9~ { z - ~  . 

Tou t  d 'abord ,  pla9ons-nous dans  le cas off q ( z - - ~ o ) <  o. I1 vient  alors 

~,.~(z-o.)-i = 1 + 8'( . ,  .~)(~(~_o.)_.r 
Oiz - -~o)  

o f  o < 8'(m, n) < 8' pourvu  que n et  m soient  assez grands .  
n 

inf iniment  darts l ' in~galit6 (I8), on en d6duit  que 

En  fa isunt  erol t re  m 

(i9) a~ v < K~ ne/~-~) ~t > ~0, 

off l 'on  pea t  supposer  que K ne ddpend que de n o e t e  de n. Ceci expr ime que 
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(20) l im n-e(~--~,) ~_~ as v == o ,  
n ~  oo 

8 ~ n  

e~, par  eons4quenL que 

L 

(2I) l in l  L n  <-- e (z  - -  oJ). 
n ~ ov 

Supposons  m a i n t e n a n t  O ( z -  co )>  o. I1 v ient  

done 

(22) 

m 

m--q(z--@ E cts < K ~  
8=n 

n ~ / 0 ,  

off l 'on peu t  supposer  que K ne dgpend que de n o et e de n. Quand  m crol t  

infiniment,  la l imite  supdrieure du p remie r  m e m b r e  ne d6pend pus de n, alors 

I 
que , est inf iniment  pe t i t  avec - .  On en conclut  4v idemment  que 

(23) 

ou. encore que 

liln m-O (~-~~ as = o, 
8 = n  

o(u). I 
(24) lira ~< O(z - -  co). 

m ~ m  i m  

Enfin, si ( ~ ( z - - c o ) =  o, la  somme au  second m e m b r e  de (18) s '6cri t  

par  cons4quent,  

~ sr I ~ I <L m . 
8 n - -  I 

8 ~ n  8 ~  

(25) l im s=~ - -  o 
m ~  oo L m  

4 - - 3 4 4 7 2 .  Acta mathematica. 64.  I m p r i m 6  le  28  a o S t  1934 .  
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o u  e n c o r e  

(26) 
L a~ u 

v 
l i m  

m ~  | L m  
~ o .  

E n  r S s u m d ,  si  n o u s  p o s o n s  

L a,, 

n ~  L T ~  

- -  I r  
z ~ l i ra  

m ~ ~ L ~ n  

n o u s  p o u v o n s  6 n o n c e r  d e s  c o n c l u s i o n s  r ~ p p e l a n t  d e s  p r o p r i 6 t 6 s  c l ~ s s i q u e s  d e s  

s 6 r i e s  d e  N e w t o n ,  i n c l u s e s  d ~ n s  le  

Th@or@me. S i  la s~rie ~ a,~(z) de genre ( N ) c o n v e r g e  en un po in t  z autre 

q u ' u ~  , ~ ,  o .  ~ k <- e (~  - ~,) ~i e ( z  - o,) < o ,  e t  ~ <_ e (~  - " )  *": e ( z  - .,) >- o.  

l ~ e m ~ r q u o n s  q u e  le  p o i n t  z ~ ~ e s t  t e l  q u e  I 

\ v !  

d e  s o r t e  q u e  l o r s q u e  @ ( z -  w) e s t  n d g ~ t i f ,  l e s  c a l c u l s  q u e  n o u s  v e n o n s  d e  f a i r e  

se  d ~ d u i s e n t  d e  c e u x  d u  p ~ r u g r ~ p h e  4 e n  s u b s t i t u a n t  z e t  co s Zo e t  z. 

IO. P o u r  g t ~ b l i r  u n e  r g c i p r o q u e  d e  ce  ~ h 6 o r ~ m e ,  p o s o n s  

eT~ - -  

e t  f o r m o n s  l ' i d e n t i t 6  

z - #  z --fl) '  

z I1 rdsulte de (27) que co ne peut 6tre un a n ou un #n sans que l 'on uit a n = ~n; mais 

alors on peut retrancher ce point  commun aux deux bases sans changer la forme de la sdrie, et 
supposer que co n 'appart ient  ~ aucune des bases. C'est ce que nous admettons. Remarquons en 
passant que si u et v ne sont pas dans un rapport  rationnel rdel, les 2 bases ne peuvent  avoir plus 
d 'un point commun, que l'on pourrait  d'ailleurs supprimer sans modifier la forme de la s6rie, 
l 'exclusion d'un nombre fini de ses termes. 
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(2s) = Z = Z + 

�9 ~ 0  ~ ' ~ 0  

27 

cn a bien la m4me signif icat ion qu ' au  parag ' raphe  4 avec le c h a n g e m e n t  de Zo 

e n  ~ .  

D'~u t re  part ,  • 6 tant  suppos6 fini, on peut  associer  "~ t ou t  hombre  posi t i f  

e un nombre  ent ier  m o tel  que m > ~n 0 en t ra ine  

i ,- (0 �9 ~ ,  -< ~+~ et (~ + I) ~+~ 

P a r  cons6quent,  compte  t enu  de (20) et (2I) ch. I ,  oh l 'on suppose ~0 > m0, (28) 

donne ici, pour  n > no 

< (i + ~')1 ~,~o I'~o/~-~) [.-~z-~)+~+~ + 

q- - -  (~ - - r  8--O(z--@--l+~+~ q- m--e(z- -@+x+~ , 

8 ~ b  

off e et e' t enden t  v e r s o  quand  n o crol t  infiniment.  I1 est  clair  que le second 

I 
membre  de cet te  in6galit6 est  inf iniment  pe t i t  avec dbs que @(z - -  w) - -  • - -  ~ e s t  

n 

positif ,  et, en part icul ier ,  dbs que @ (z --  ~o) > • 4- 2 e. P o u r  de telles v~rleurs de 

z 18 s6rie S a~(z) est donc convergente ,  de sorte  que son demi-plan de  conver- 

gence @ ( z ) >  ~ est  tel que l ' on  air 

(30) z _< e (~) + z. 

Lorsque  z = -  o r  le mSme r a i sonnemen t  est  valable,  s condi t ion de rein- 

placer,  darts ces calculs, x + e pa r  un nombre  n6ga t i f  a rb i t ra i re .  P a r  cons6quent  

la sdrie converge  quel que soit  z, c 'es t  ~ dire dans tou t  le plan,  et, ;~ 6t~nt in- 

f in iment  g rand  n6gatif ,  la re la t ion  (30) subsiste. 

Lorsqu 'on  admet  que la l imite  k est  finie, on est condui t  ~ ut i l iser  l ' in6gali t6 
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Au lieu de (28), fo rmons . a lo r s  l ' identi t6 

n T M  ~t > 't~ 0 . 

. o ,  . - ( u ) ,  

:+ Z Z ; 

II en r6sulte que, s i n  > n o, ~o 6tan~ suff isamment grand,  l ' indgalit6 (29) es~ en- 

core util isable avec la subst i tu t ion de ~ ~ • On conclut  comme pr6c6demment  

que la fron~i~re de convergence es~ telle que l 'on air X ~ ~(~o)+/c. Cette rela- 

t ion es~ encore vraie si ~ est inf iniment  grand n~gatif. ~ o u s  avons ainsi d6montr4 

le ~h~or~me r~eiproque du precedent ,  sous la forme:  

Th~o'r~me. La  fronti~re de convergence de la s&'ie ~ a~ (z) de genre (N) est 

telle que l'on air simultan6ment Z <-- # (~o) + k et Z ~ # (w) + u. 

Enfin la combinaison de ce th6orSme et de la proposi t ion directe nous 

condui t  au 

Th6or~me.  Si  k a un sens, Z=Q(~o) + k. Sinon, ~ - -  Q(co) + z. 

I1 revient  au mSme de dire que s ~ (~ (co) + k ou Z ~ Q (~o) + z suivant  que la 

sfirie converge,  ou non, au point  z ~ co. P o u r  la d~monstra t ion,  remarquons  que k 

n 'existe que si ~a~(co) converge,  de sor~e que k es tn6cessa i rement  non  positif.  Si 

k est  n6gatif ,  on peut  t rouver  des points  z inf iniment  voisins de la front i~re du 

domaine de convergence ~ pour  lesquels Q (z) --> Q(w) + k, done ~ ~ O (oJ) + k, et, 

par  cons6quen~, ~ ~ # ( w ) +  k. Le m6me ra i sonnement  mont re  que si ~ < O(w), 

on a s + k; done si k - ~ o ,  on a ndcessairement  ~ O ( ~ o ) .  Si k n ' a  pas 

de sens, Z----- Q(w) et  par  cons6quent  ~-~- O(~o) + u. 

Remarquons  que pour  u~- I ,  v ~ ,  ce th6or~me s 'applique ~ la s6rie de 

Newton  de coefficients b,, ~ l i m  a_~ et, pour  v----I u ~  ~ ~ la s6rie de facult~s 
V ~  ~ V n ~  ~ , 

de coefficients b, ~ l im a~ u s. 

I I. E t a n t  donn6 qu 'une s6rie de genre  (E) converge aux mSmes points  

que la s~rie enti~re (7), ~tant  except6s au besoin certains a~ et ~,  on peu~ dire 

que deux sdries de genre (E) 
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(~ - ~ , ) ( ~  - ~ )  - . .  (~ - ~n) 

~ 0  

, (~ - ~ / ) ( ~  - ~ ' ) . .  (~ - d )  
e~ ~ a~ (~ _ f l , )  (z - -  fl~') (z - -  fl~)'  

? ~ 0  

p o u r  l e sque l l e s  on  a 
p 

a n  a n  

29 

a d m e t t e n t  le mSme cerc le  de  c o n v e r g e n c e  e t  c onve rge n~  a u x  m S m e s  p o i n t s  ))non 

sp~ciaux)) de ce c e r c l e }  

E n  ce qui  c o n c e r n e  les  sdr ies  de  g e n r e  (N), les  r g s u l t a t s  o b t e n u s  a u  p a r a -  

g r a p h e  p r ~ c d d e n t  nous  s u g g ~ r e n t  le 

T h ~ o r ~ m e .  Deux  s&'ies ~ a~ (z) et ~a:~ (z) de genre (N) pour lesquelles i_ _ i ,  
U V 

fl et les an sont identiques admettent le mOme demLplan de convergence , et 
U V 

convergent aux mOmes points non spgeiaux de la droite de convergence. 
! 

D 6 s i g n o n s  p a r  u ' ,  v', a', ~', e~ a~ les  61gmen~s c o n s g i t u a n t  l a  d e u x i g m e  s6rie ,  

e t  p o s o n s  

I I Z - - ~ ' /  '(I---- 

v ' ]  I 2 v /  I 

z - - f l  ( - (i_ .v) 
o)(I  ao) 

G r s  a u x  d g a l i t d s  

I I I I CC (~ {~ ~ U t n 

. . . .  ' , , - -  , a n  ~ 7 - 1  = a n  iv] ( 3 i )  u'  v '  u v u v u v 

on  p e u t  ~cr i re  l a  f o r m u l e  s o m m a t o i r e  d ' A b e l  

(32) E a;(~)= F, a~(~)e~ = c,, y, a~(~) + E (c~-c~_1)E a~(~) 

z g r a n t  un  p o i n t  n o n  sp6c ia l  off ~a , l ( z )  c o n v e r g e ,  on  p e u t  a s s o c i e r  ?~ t o u t  nom-  

b re  e > o u n  e n t i e r  n 0 t e l  que  m >~ n > n o e n t r a l n e  

1 Les ,,points spdciaux,, sont les points aa, a2, . . .  et /~1,/~ . . . .  des 2 bases. 
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L m 

grs s quoi (3 2) donne 

(33) ~;(~ < ~  c , , l+  I ~ - ~ - ,  �9 
| s=n I s=-n+l 

D'autre part, en ut i l isant  un genre de raisonnement  maintes  fois employ6 

duns les pages p%c6dentes, on voit  que 

Cs - -  Cs--1 - -  
{ s , C~--I Z - -  Z - - a  Z - - f l ~ _ Z - - a  - ' u' - - - -  + ' 

V V 

off p~ reste born6 quand s crolt infiniment,  et par suite, compte tenu de (3I), 

il v ient  donc, si s--> no, 

pt 8 
p~  - -  t Cs __  I -]- =-  e s~ ps  = O ( I ) ;  

Cs--1 

6 

7 
Cs ~ Cno e ~=n~ = [I "+ ~(~/0, 8)] One, 

off I t (n  o , s) l <  ~' pourvu que "o soit  assez g r a n d .  On en ddduit encore 

et, par consdquent,  

] Cs - -  C~--I ] < 
(i + ~')l~,ollp,~l 

8 2 

I I [ .~(z) < K~lc. , , [  1+  
I s--n 

K 6tant fixe. La s6rie ~ a~ (z) converge donc en ce point  z. 

t;h6orbme est bien d6montr& 

Par exemple les deux s@ies de N e w t o n  et de faeul%s 

E ( -  I ) n b n ( ~ -  I ) ( Z - -  2 ) " ' "  ( Z - - . )  

?z~O 

Par sym6trie, le 

n! 
et ~ bn (~ + i)(~ + 2) . . .  (~ ~- . ) '  

~ 0  

qui correspondent  aux deux cas l imites 
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u ~  I, v ~  ~ ,  a = o ,  l ira a~, ~ b  .... 
n ~  ao 

' U i "  
u ' = ~ ,  v ' - - t ,  ~'=o, i a .W]  --b., 

satisfont aux conditions (3I); le th6or6me se r6duit alors uu th6orSme connu 

de Landau. 

Dans le cas g6n6ral, on pent toujours umener l'origine du plan de la vari- 

able complexe z au point w. On peut alors associer s lu sdrie 5a,(z)  la s6rie 

particuli~rement simple 

( z  - o , ) ( z  - 2 o , )  . . .  ( ~  - ~ ~o )  

(34) Z ( -  I)nbn(~ -~- O))(Z "~- 20)) (Z -t- ,;(.o) ' 

off 

(3~) W2 __ I.. ~;I ~n ~ an ~V-] ' 

qui converge duns le m~me demi-plan, ainsi qu'aux m~mes points non sp6ciaux 

de sa fronti~re. Cet~e s6rie de forme particuli~re peu~ ~tre consid6r6e comme 

jouant, pour les s~ries de genre (N), le r61e des s~ries enti~res pour les s6ries 

de genre (E). 

Chapitre IV. 

T r a n s f o r m a t i o n s  l i n ~ a i r e s .  

I2. S&'ies de genre (E).  Les s~ries des deux genres dtudides ic! peuvent 

8tre transform6es linduirement comme les s6ries de Newton et de facult6s. Obser- 

vons cependunt que la question de remplacer une telle s6rie par une s6rie ana- 

logue, convergeant absolmnent et simplement duns le mSme domaine, ne se pose 

que pour les s6ries de genre (5I). 

Consid6rons une sdrie de genre (E) 

( ~  - ~,)(~ - ~)  ... (~ - ~.) 

~ 0  

de rayon de convergence fini R. La fonction F(z), que sa somme d6finit duns 

soncercle  de convergence, est holomorphe ou m6romorphe dans ce cercle, r6gu- 
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li~re au centre  si aucun des fin n 'es t  nul. Pla~ons-nous, d 'une mani~re g6n6rale, 

en un point  zo non sp6cial in t6r ieur  s ce cercle, off 

a~ (~) 
P o s o n s  cn a~ (z0) 

(~o - " ~ ) ( s o  - ~ )  " (~o  - ~ )  
F (~o) = ~ ~ (s0 - ~1 (~o - ~1 (~0 - ~ )  

n ~ 0  

et uti l isons la formule  sommatoire  

( 2 )  
8 ~ 0  8 ~ 0  8 ~ 1  ~ 8  ~ - ] - 1  

La  d6~ermina~ion de R s l 'aide de la formule  (to) ch. I I I  pe rmet  de faire  

correspondre  s tou t  nombre  posit if  ~ un hombre  M tel qu 'on air, pour  routes 

les valeurs de n, 

(3) ~ .:.  ~,~ "- (R - ~)~' 

si l 'on suppose qu 'aucun des fli n 'es t  nul, on en modif iant  certains des fli dans 

le cas contraire.  D'ai l leurs  il rdsulte de la convergence absolue de 2~ I -  que le 

r a p p o r t  (~'~ - -  ~ o ) ( ~  - -  So) " (~,~ - -  ~o) f lJf l2""fin a u n e  l imite finie non nulle quand n aug- 

mente  ind~finiment, et, pa r  consequent ,  que (3) peut  ~tre remplac~ par  l ' indgalit~ 

analogue 

(4) (~  - -  ill)(z0 --  fl~) ""  (So - -  fl~) < (R - -  e)"'  

celle-ci est  d 'ailIeurs valable sans la res t r ic t ion fa i te  pour  (3), d'apr~s le fa~on 

m~me dont  on a choisi s0. On peut  dgalement  supposer  que M ne ddpend que 

de e et non de z0, dans route  rdgion situde ~ distance non nulle des fit. Ceci 

pos6, il v ient  

( R _ ~ ) ~  ~ . . .  ; 
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d~s que s est suffisamment grand, I Z 0 - - q 8 + i l  d e v e n a n t  au plus 6gal s un hombre 

fixe R', lui-mSme inf6rieur s /t, on en dgduit l'existence d'une constunte M',  

ind6pendante de s e t  mSme de z0 duns tout cercle [z I <  R " <  R ' <  R (les voisi- 

nages des fli 6tant toujours exclus), et telle que l'on ~it 

(5) I ~, ~+(z+ ) ~ : ~  <M.l~o---,llz~R _ ~1 ~)~ I~o -,~.1 

Lorsque 

ch. I montre 

l'ordre de 

z0 est diffdrent de zdro, cette indgulitd jointe s la formule (27) 

que le dernier terme au second membre de (2) est uu plus de 

ol o om ll im 
I~olO~+ 1 ~ , 

et tend donc vers z~ro quund m crolt inddfiniment pourvu que [z I < R - - e ,  

puisque lu convergence ubsolue de ~an entralne lu convergence du produit infini 

n(i ::1 
Lorsque Zo est nul, reprenons les calculs du purugruphe 5, sous lu forme 

d'ofi r~sulte 

{ZS Ca 

I - -  - -  
C.~ ~ Z Z 

es  - -1  ~ s  2: 

Z C s - - 1  

0 3  P s  = 0 ( I ) ,  OU e n c o r e  

Z ~ s  

I +fie + 
Z 

I - -  - - -  

Z C s - - 1  

p 

p s = O ( I ) ,  

et, par consdquent, si s > n 0, 

~ = ~o[~ + ~(no, ~)] ( -  ~?-~oe,=,,o+~ ~ - T  , 
C~no+l (%no+2 " ' " ~s 

5--34472.  A c t a  mathemat ica .  64. lmpr im6 le 29 aofit 1934. 
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I 
off e(no, s) tend  vers z6ro avec - - .  On en conclut  que le dernier  t e rme  au second 

~?0 

m e m b r e  de (2) est  au plus de l ' o rdre  de 

et t end  done vers z6ro, lorsque m erolt  inf iniment ,  dans  le cercle 

[ z l  < / r  R 

lint I /I  a,n I 

don t  le r ayon  est  au moins  ~gM s R en ver tu  de 1~ convergence  de ~ [ 6 ~ [ .  

D a n s  tous les cas, 1~ fo rmule  somm~to i re  (2) fou rn i t  done, lorsque m aug- 

men te  infiniment ,  une  s6rie converge~nt  dans  le cercle de convergence  de (I). I I  

ne res te  plus qu 's  gcrire la diffdrence c~--c~-~ sous la fo rme  

* - s0 ( Z o - # , ) ( ~ o - - ~ )  " ' ( ~ - o - ~ - 1 )  ( 6 . ~ -  ~ )  ( , -  6 , ) ( z -  6~) �9 .. ( z - - , ~ - , )  
~ - c~_~ = y 2  ~-~ ( ~ 0 - ~ }  ( * o ' ~ )  < ( Z o - 6 ~ - , ) ( . ~ o 2  6~) ( * - 9 ~ _ ) ( z - ~ )  . . .  ( ,  - ~.~) 

pour  obteni r  le d6ve loppement  

(6) 

off 

(~) 

F (~) = F (~o) + ~ - +~ ~ A '~ (~ - -  6 , ) ( ,  - -  ~ )  . . .  ( ,  - -  6. )  

A~: ) (s0) - -  6 , + 1  - # n + l  : (Zo - 6 , ,+~) (zo  - +~+~)(Zo - 6~) 

v = n + l  

L~ s6rie au  second m e m b r e  de (6) est  encore de genre  (E), ses 2 b~ses se 

d6duisant  de celles de 1~ s5rie pr imit ive,  soit en a j o u t a n t  z o s la suite [a], si 

Yon considbre l ' ensemble  du second membre ,  soit  en r e t r a n c h a n t  #1 de la sui te  

[fl] si l 'on consid~re seu lement  la somme au  second membre .  

Cette op6rat ion peu t  ~tre r6it~r6e, soit  en conse rvan t  le m~me point  z0, soit  

en le modif iant  d 'une  op6ra~ion s l ' au t re .  P a r  exemple,  au bou t  de p irri tations 

effectudes success ivement  en Zo, zl, �9 �9 �9 zv-1, on ~uru un  d6ve loppement  de la fo rme  
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z -  Z o - (Zo, z ,)  + (z - Z o ) ( z  - z,)  
( 8 )  F ( z ) =  F(zo) + ~ _ ~  l,', (~-- t~)(~ _~) f .~ (~o ,  <, ~) + ' + 

(2' - -  Z 0 ) ( Z  - -  Z l )  " ' '  (2' - -  '~'p--i) F (Z Z), 

avee 

( Z - -  ~1)(~--  ~ )  "'" (Z - -  ~ n )  
F p ( g o ,  Z,  . . . .  Zp--1, Z) = Z A(np) (ZO' ZI '  " " " Zp--1) (Z, - -  t i p + l ) ( *  - -  t p + 2 ) " ' "  (Z - -  t p + n )  ' 

~=o 
et 

A ~ ? )  (Zo, <,  . . .  ~ -1 )  - -  = ~ + ~  - -  t ~ + ~  ~ ,~p--I - -  t " + P  Z A ? - - I )  (Z0' ~'1, ' " ' ~'p~-2) " 
v=n+l 

(2'?)--1 - -  f~n+2)(,~ 'p--I  - -  ~ n + 3 )  " ' "  (,~p--1 - -  a',v) 

(,~'p--1 - -  t~,~,q-p+l)(2 'p--1 - -  t n + p + 2 )  " ' "  (Zp--1 - -  t,v 4./)--1) 

Lorsque z o = o, (6) prend la forme 

(6') 

off 

(7 ' )  

v(~)  = F ( o )  + - - - -  
~ (~  - . , ) (~  - ~)  - -  ( z  - ~,,) 

Z - -  t l  ~ A( '~)(O) ( ~ - -  t '2) ( ~ t 3 i  "" {~ - - - t n + l )  ' 
~q=o 

/ ~ i ) ( o  ) _ t n + l  - -  ~ n + l  r 6r  

~:n+l 

Nous verrons au chapitre suivant  que route  fonct ion analyt ique,  uniforme 

et non essentiel lement singuli~re g l 'origine, est repr6sentable par  un d6veloppe- 

men~ (I) dont  le rayon de convergence est 6gal g la borne inf6rieure des distances 

l 'origine des p61es 6trangers 's la base [f l]et  des points singuliers essentiels. 

I1 en r6sulte imm6diatement  que la t ransformat ion lin6aire (6') ne peut  fournir  

un d6veloppement  de F(z) hors du cercle de convergence de  (I). Par  contre, si 

Zo Zo est ditf6rent de z6ro, et si le point  R]~i,] n 'est  pas un point  singulier essentieI 

ou un p61e de F(z) 6tranger s la base [fl], l e  cercle de convergence de (6) coupe 

celui d e  (I), de sorte que (6) peu~ r6aliser un pro longement  analyt ique d e  (I) 

hors de son cercle. 

I3. S&ies de genre (N). Reprenons  la formule sommatoire  (28) ch. I I I  

sous la forme 

(9) 
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En tout  point z du demi-plan de convergence, on a r ;~. Aux points 

de convergence off Q(z)> Q(eo), il rdsul~e de (23) ch. I I I  et de (20) ch. I, oh Zo 

est remplacg par r que le dernier terme au second membre de (9) es~ infini- 

ment  petit, quand m augmente  infiniment;  par cons5quent, on peut gcrire 

avec 

Cs - - C s + I  = V 

2 
8~0  'v=O 

I1 vient donc 

( ,  o )  - , 
8 ~ 0  

off 

Le second membre de (Io) est une s~rie de genre (N), dont  la premiere base 

est w, a 1, a ~ , . . ,  et la deuxi~me base celle de (I). Eg ce d~veloppement est 

valable dans le demi-plan Q(z)> )/, ;~' ddsignant  le plus grand des deux nombres 

)~ et Q(co). Pa r  contre, ce ddveloppement est absolument  convergent dans ce 

demi-plan, et nous allons voir en mSme temps qu'il  diverge hors de ce demi- 

plan, de sorte que la t ransformat ion (Io) permet de subst i tuer  g une sdrie de 

genre (N) une sdrie de mSme genre, mais dont  les deux domaines de conver- 

gence absolue et simple coincident, au t rement  dit  de supprimer la bande de 

semi-convergence, lorsqu'elle existe. 

Supposons d 'abord e(w) < ~, de sor~e que ~' = 4. On a vu que ;~ ~- p(~o) .4- x 

et, par ddfinition, on pour ra  dcrire 

8 

quelque peti t  que soit e, pourvu que s Surpasse une valeur convenable s o d~pen- 

dan~ de e. Compte tenu de (2i) ch. I off Zo est remplac~ par w, il vient enfin 
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I s I (I2) (cs--cs+l) Zav(o)) = 0 0 ) ] z  -- ~o Is"-Q(~'-~) -1+~, 
q ~ 0  

ce qui exprime que la s6rie (IO) converge absolument  lorsque x -  r  w ) <  o,  

c'est s dire ~ l ' int6rieur du demi-plan Q(z)> 4. D 'aut re  part,  il existe une in- 

finit6 de valeurs de m pour lesquelles on a 

( 'I 
tandis que [cm] est duns un rapport  sup6rieur ~ une constante positive avec 

m-O(~-o~), comme le montre  (20) ch. I. Pa r  eons6quent le dernier terme au second 

membre de (9) sutisfMt, pour ces vMeurs de m, ?L une indgalit6 de la for in t  

cm a~(~o > Cm~-e(~-~')-~= Cm~-e (*)-~, 

C 6t~nt une constante positive, et augmente  done infiniment avec elles lorsque 

e(z) < ~. 
Lorsque •(r = 4, la d6monstr~tion que nous venons de fMre convient encore, 

en y fais~nt z = o et Ies conclusions sont les mgmes. Remarquons cepend~nt que 

sur la fronti~re e ( z ) =  4, le dernier teranc au second membre de (9) t end  vers 

z6ro aux points oh (I) converge, lorsque e(oJ)< 5~, de sorte que (io) converge et 

repr6sente encore F(z)  en 

semblable lorsque 0(~o)=~, 

(25) ch. I I I .  

Examinons mMntenant  

ees points; tandis  qu'on ne peut rien affirmer de 

c'est ~ dire lorsque (23)~h. I I I  est rempluc6 par 

le cas off Q(~o)> 4. ~' est alors 6gal ~ Q(oJ)et 
8 

~ a , ( w )  est borng quand s crolt infiniment. L ' ident i t6 (21) ch. I nous apprend 

toujours que la s6rie (IO) converge absolument ~ l ' int6rieur du demi-plan Q(z) > ;~'. 

Duns 1~ bande ~ < Q(z)< Q(co), la na ture  de cette s6rie d6pend de la vMeur 

de F(~). 

Si F ( ~ o ) # o ,  ~ a , ( ~ o ) n e  t endan t  pus vers z6ro, et I cmlm+( ' -~  
v = O  

sup6rieur ?~ une eonstunte positive, le dernier terme an second membre de (9) 

crolt infiniment avec m, en valeur absolue, lorsque Q(z)< e(~o). D~ns la bande 
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envisag6e, (~) converge, donc (~o) diverge, et ~end m~me vers l'infini. 

droite O(z--~o)= o, il r6sul~e de (~9) ch. I que 
/( 1 

Cm Za~(O)) ~ [I -[- ~(no, ~)] Cno~4"(O~) ( m v--1)(z--@, 
\nol 

Sur la 

et, par cons6quent, que ce ~erme n 'a  pas de limite, quand ~n crolt infiniment,  

saul  pour Z ~ ~o. En ce dernier point, on a d'ailleurs c , ~  I, de sorte que ce 

terme tend vers F(eo); (IO) converge en ce point, mais vers zdro et non vers F(eo). 

Lorsque F (~o)=  o, il vient 

�9 ~ 0  ~ - - m + l  

donc (zo) ch. I e t  (zo) ch. I I I  nous permet tent  d'~erire 

= 

~ 0  

4 < < 

ce qui exprime que (IO) converge et repr6sente T'(z) non seulement dans le 

demi-plan q ( z - - w ) ~ o ,  mais dans tout  le demi-plan de convergence de (I). 

D 'une mani~re pr6cise, (2o) ch. I I I  est valable aux points de convergence de la 

fronti~re Q(z)= 4, de sorte que l'~galit6 (IO) est encore vraie en ces points. A 

l ' int5rieur de ce demi-plan, la convergence est d'ailleurs absolue, en vertu de 

l 'in6galit~ (I~), off x + Q(co) = k + Q(~) -~ ~. 

Les r~sultats obtenus dans cette discussion peuvent  6tre rassemblds-duns 

l~6nonc~ suivan~: 

Th~oreme I. La fonetion analytique F(z) repr~sent6e par une sdrie (i) de 

genre (N) clans le demi-plan e(z) > 4 est repr6sentable par une s6rie a•alogue (IO), 
transformde lin6aire de (I). 

Lorsque q(w)<--4, (IO) converge absolument dans ce demi-plan, et diverge 

l'ext6rieur. Sur la frontiOre, elle converge et repr6sente F (z) aux mOmes points que 

(I), sauf peut-~tre si Q(co)=~. 

Lorsque Q(co) > ~, (Io) converge absolument da,s le demi-plan Q(z) > Q(oJ). En 

outre, si F ( c o ) - - o ,  elle converge absolument darts tout le demi-plan de convergence 

de (~), converge et repr6sente F(z) aux mOmes points que (I) sur lafronti~re; tandis 

que si F(co) ~: o, elle diverge pour Q(z) ~-- e(oJ), sauf  au point o~ o~ sa somme est 

nulle, done diffdrente de F(~o). 
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l~emurquons que lorsque O(w) > s avec F ( o )  = o, le dernier terme uu second 

membre de (9 )  n 'u pus de limite g l 'ext4rieur du demiTlun  de convergence de (I), 

et l 'on ne peut  affirmer que (io) diverge en mSme temps que (~). 

I4. Lorsque Q(~o)> ~, lu t ransformat ion  lin6uire obtenue uu purugmphe 

pr6c6dent n '&unt  g~n6ralement pus vuluble 'duns tout  le domuine de convergence 

de (I), iI est int&essunt  de considdrer, comme on fuit  pour les s6ries de :Newton, 

une uutre t runsformution lin6uire, qui se rut tuche ~ lu formule sommutoire d 'Abel 

6crite sous lu forme 

ov r~--I ov 

s~0  ~=0 S~0 ~=-s+ 1 ~ = m + l  

Duns ees conditions (20) eh. I et (20) eh. I I [  nous mont ren t  que le de rn ie r t e rme  

I 
tend  v e r s o  uvec --  en tous les points de convergence de (1), pour lesquels 

m 

•(z) < Q(~o). L'in~galit6 
o~ 

a~(to) = O(I)m k+~, 
m + l  

off ~ est un hombre positif  quelconque conduit  g la m~me conclusion lorsque 

Q(z)>; t .  Done le dernier terme an second membre de (I3) tend vers z6ro 

I 
uvec --  en t o u s l e s  points du demi-plan Q(z)~ ~ off (~) converge, e'est g dire 

m 

que l 'on u en ces points 

F ( Z )  = C O E C/.(o)) -~ E (o s+ l  - -  Cs) E g,( fD),  
~,=0 s=O 'v~8+ 1 

(: ) 
(:41 F ( : )  = + 

#~0 

u v e c  

( ;V  (l+ s = a~ 

'v=S.+ I 

En outre, l 'in6gulit6 

(I6)  Cs+l--Cs a,(w ~--O(I)[Z--~ols ~-o(~-~')-l+~ 
�9 = a + l  I 

OU e n c o r e  
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montre  que 

(z) > z .  

Lorsque 
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ce nouveau d6veloppement converge absolument  dans ce demi-plan 

0(w)~---~, nous ne pouvons rien dire sur la validit6 de (Io) sur la 

fronti~re Q(z)= Z. Cependant,  lorsque (I) converge en outre au point  w, em est 

born6 sur cette droite, donc le dernier terme au second membre de (I3) tend 

vers z6ro, quand m crolt  infiniment,  en t o u s l e s  points du demi-plan #(z)>--Z. 

Pa r  consSquent la s6rie (I4) converge et repr6sente F(z) en tous les points de 

ce demi-plan off (I) converge. D'ailleurs le premier membre de (I6) ~tan~ infini- 

ment  peti t  par rapport  ~ c~+l--cs, la convergence est encore absolue s l ' int6rieur 

de ce demi-plan. Nous avons ainsi d6montr6 le 

Th6oreme II .  Lorsque la s6rie (I) de genre (N) converge au point w, sa somme 

F(z) est repr6sentable par le d6veloppeme~t (I4), transform6 lin6aire de (I), aux 

m~mes points que par la sdrie (I). Mais ce d6veloppement converge absolument daus 

le demi-plan de convergence de (I). 

15. I1 est clair que la s6rie (I4) est une s6rie r~duite, en m~me temps 

que (I). I1 en est de m~me pour (Io), lorsque Q(oJ)gZ, ou lorsque Q(w)>Z,  

F(w) @tant nul. Pa r  contre si ~ ' ( w ) ~  o, dans le cas off @(w)> Z, on peut 

affirmer que (Io), dont  la somme est nulle au point  w, n 'est  pas une s6rie r@duite, 

puisque (I4) admet w pour premier point de sa premiere base, a bien la valeur 

F(w) en ce point, et converge d'ailleurs dans un demi-plan plus grand que (io). 

~qous allons prdciser que ces deux d6weloppements (IO) et (I4) diff6rent par 

un d6veloppement de z@ro, nul  aux points de la base [a], mais 6gal ~ F ( o ) p o u r  

z = oJ. En effet, cette diff6rence s'@crit 6videmment 

et le crochet n 'est  rien autre que le d6veloppement de z6ro ~ ( z )  dont  les deux 

bases sont w, a 1, a~, . . .  e~ Ifl], puisqu'il  vienb alors 

"n,=O 

avec 

~ a n + l  - -  ~ n + l  _ _  V 

O) - -  {~n+l U 
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et 
( ~  - # , ) ( ~  - #~) . . .  ( ~  - #~)  

(~ - ~ ) ( ~  - ~ )  (~  - a~) 

En outre, on salt que ~Pl(z) est nul dans le demi-plan #(z)> q(w), et divergent 

et born6 sur la droite Q(z) :  q(w), sauf au point oJ off il prend la valeur I. 

I6. It&ation. Supposons que nous ayons effectu6 sur une s6rie ( I ) d e  

genre (N) la premiSre transformation lind~ire. Bout la s6rie (Io) ainsi obtenue, 

l'homologue de ~o est le point 

( I 7 )  
U V I 

O) 1 - -  -- O) 

I I I I 

U Y U V 

e(O)l) = ~(60) - -  I .  

de sorte que 

Par  cons6quent ~ est ext6rieur au demi-plan #(z)> 2' off le d~veloppement (Io) 

est valable, et on peut effectuer sur (IO) la mSme transformation que sur (I), 

sans r6duire le domaine de validit6. I1 d e n t  uinsi 

a v e c  

( l - ( ~ - ' ~ )  ( ~ - ~ 1 )  ~ ( ~ _ ~ 1 )  ( ~ _ ~ ) . . .  ( ~ _ ~ , )  

8~0 

(vV 
et ce nouveau d~veloppement converge encore absolument pour q(z)> Z'. 

On peut r6it6rer, et, d'une mani6re g6n6rale, on aura 

(~8) 1,'(z) - -  
( Z - - ~ I ) ( Z - - ~ 2 ) " " '  (2 ' - -f i r)  Z ~r)(z--~r+i)(~--~r+2)...  (Z- -~ , .+s )  ' 

8=0 

off r prend les valeurs I, 2 , . . .  et oh 

( 1 9 )  

6--34472. Acta mathematica. 64. 

~ 0  

Imprim~ le 29 aofit 1934. 
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I 8 / \ 

I I I I 

u . v u y 

Toutes ces sdries convergent ubsolument pour q(z) > ~', et, lorsque ~ > 0(~o), elles 

convergent et repr4sentent F(z) aux m~mes points que (~) sur la droite Q(z)= s 

(~-~) s'6crit encore, uvec lu L~ format ion des a~') s purt ir  des coefficients a,~ 

notut ion du produit  homog~ne de deux suites, 

[~,~] = [~(;-~]. 

et, par cons4quent, 

ou encore 

) 
~ 0  

La deuxi~me t ransformat ion  lin4Mre peut  @alement  gtre itgr4e, mMs non 

ind4finiment en g6n4rM. I1 est tout  d 'ubord n4cess~ire, pour effectuer une pre- 

miere r4it4rgtion, que l 'on ~it 0(w~) --  0(w) - -  i > ~ ,  c'est "s dire Q(w) > ~ + I, ou 

tout  uu moins que (~(~o~)= ~, (I4) converge~nt 1 en wt. I1 r4sulte du th4or~me I I  

qu'il suffit que (I) converge ~u point w 1. I1 vient Mors 

uvec 

(~) 

as ( i _ ~ ) ( ~ _ ~ )  i ~ : ~ ; ; ) =  F, ~ + 
8 ~ 0  ~ 0  

+ 

P 4 t a i t  un  p o i n t  sp4cial ,  les  2 bases  1 Si c o l ,  ou d ' une  maniSre  p lus  gdn6rale,  Wp = co 1 1 

V 

de la  sdrie (1) a u r a i e n t  un  p o i n t  commun ,  e t  Yon p o u r r a i t  r e t r anche r  ces d e u x  p o i n t s  des  d e u x  

bases  sans  modif ier  l a  forme de l a  s6rie, t o u t  au m o i n s  h l ' e x c l u s i o n  d 'un  h o m b r e  fini de te rmes .  

Nous  p o u v o n s  done suppose r  q u ' a u c u n  des p o i n t s  co i qo i  i n t e r v i e n d r o n t  ici  n ' e s t  spdcial ,  p u i s q n ' i l s  

son t  en n o m b r e  fini. 
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D 'une  maniSre g6ndrale, si (I) converge au point  COr-1, on pourra  uti l iser r 

fois cet te  t ransformat ion ,  et about i r  ainsi au d6ve!oppement  

(v)  r--1 i (Z__e~O)(Z__O)I)... (Z__O)i__I) E ~i) ' J  + 

.j_ ( ~ _  i ) r  ( Z = - ( D ) ( ~ - - O ) I ) " ' ' ! Z - - O ) r - - 1 ) ~  ~Ir) ....... ( ~ - - C ~ I ) ( Z - - C t 2 ) - "  " ( Z - - C l s )  , 

off les ~/) son~ donn6s par  la formule  r6currente  

(24) (i'~ ~> = E a(~i--1) i I, 2 , . . .  F, 
*=8+1 

O1~ -(0) a~ a la signification de a~ et off (z - -~o) (z - -w~) . . .  (z--w~._~), aussi bien que 

(z - -  ~ ) ( z  - -  ~.,) ... (z - -  ~i), se r6duisent  s I pour  i - -  o, suivant  une convent ion  

f r6quemment  admise. 

Dans  le cas off Q(eo~_~)> ~, routes les it6r6es, qui convergen t  absolument  

dans le demi-plan Q(z) >)~, convergent  absolument  en un point  z 0 tel  que 

< e(Zo) < e(w,.--~); par  cons6quent,  Ies s6ries 

() U ~ 

'v~O 'v~O 
i - - -  1 , 2 , . . . r - -  I 

convergent  absolument,  en ver~u de (20) ch. I, puisque Q(co,:--z0) est sup6rieur  

r - - i - - I  pour  ces valeurs de i.  Mais alors on peut  6crire 

-(3) -(2) -(1) 
as  = a,, . ~  abe , 

�9 =s+l  ~=s+l/ ,=~+ 1 

et pe rmute r  l 'ordre des sommations,  ce qui donne 

-(3~ ( u  - -  s - -  I )  a ,  , 
a,~ = -(I) . 

#=s+2 

d'une mani~re g6n6rale, on voit  ais6ment par  r6currence,  et gr'~ce s la possibilit6 

de pe rmute r  l 'ordre  des sommations,  que 

(u) ) ~-- ct~ i = 2, 3, ' ' '  r ,  i - - 2  
~ = s + i - - 1  
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Enfin, lorsque Q(~Or)> Z, on peu~ pousser ce raisonnement jusqu's la sdrie 

(I) elle-m~me, et remplacer (25) par 

(;) (26) ~i)  V i - -  I Ct~ i =  I ,  2 , . . . r .  
- i 

Chapitre V. 

Fonctions d~veloppables en s~rie de genre (E) ou (N). 

17. D~veloppements de genre (E). Nous savons que la somme d'nne s6rie 

de genre (E), dont le cercle de convergence est le cercle I z l <  R,  est uniforme 

et r6guli~re dans route portion de ce cercle excluant des voisinages des points 

f18 que ce cercle peut contenir ~ son int6rieur. Si fli est un point d'ordre p de 

la base [#], c'est s dire si cette base contient p termes dgaux s 3i, et 19 seule- 

ment, le produit de la sdrie par ( z -  ill) p converge uniform6ment au voisinage 

de fl~. Par  cons6quent la somme F(z) d'une telle sdrie est mdromorphe dans le 

cercle de convergence, et n'y admet point d'autre p61e que des points apparte- 

nant ~ la deuxi~me base, l 'ordre de multiplicit6 d'un tel pole grant au plus dgal 

au nombre des termes de cette base dgaux ~ ce pole. 1 

R6ciproquement, nous allons voir que route fonction analytique F(z) mdro- 

mo~The ~ l'int~rieur d'un cerele I z l <  R,  et continue sur la circonf~renee, est la 

somme, darts ce cercle, d'une s&'ie d'interpolation de genre (E), dont la deuxiOme 

base est assujettie ~ contenir les /gOles de F(z) intdrieurs ~ ce cercle. 

Admettons d'abord que F(z) soit holomorphe darts ce cerele, et ehoisissons 

arbitrairement les deux bases, avec la seule restriction qu'aucun des a~ n'es~ sur 

I 
la circonf6rence. Bien entendu, les deux s6ries ~]an] et ~ doivent 6tre 

convergentes, de sorte que les deux produits infinis 

A(z)= et B(z)= z 

sont uniform6ment convergents dans route r6gion finie d u  plan situ6e s distance 

1 ~[1 ][le pe l l t  y ~voir q u ' u n  n o m b r e  fini de te ls  t e rmes ,  en  ve r tu  de 1~ t e n d a n c e  vers  r i n f i n i  
de la su i t e  des ~?i. 
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non nulle des points spdciuux et de l 'origine. On en conclut  que duns route 

portion du cercle [z[ ~ / t ' <  B dont  on exclut les voisinages de l 'origlne et des 

points fl~ qu'il  contient,  le reste R , [ F ]  de la formule (7) ch. I satisfait ,  grs 

(9) ch. I, off le contour d ' int~grat ion est le cercle ] ~ 1 =  R ,  s l 'in6gulit6 

(i) I Rn[F] I = O(I)[ A(g) I F(~)B(~) 
! 

et tend donc uniform6ment  vers z~ro, quand n augmente  infiniment. Les coef- 

ficients de la s6rie obtenue sont  d6termings par  (8) ch. I, ou, si possible, par 

(IO) ch.  I .  

Plagons-nous ma in tenan t  darts le cas off F(z) est effectivement m6romorphe 

s l'in~6rieur de [z[ ~ / ~ .  Supposons que la base [fl] comprenne les phles de ~'(z) 

int6rieurs s ce cercle, avec leurs ordres de multiplicit6. Si fli=fli+i . . . .  ----'fli+r-1 

est un tel p61e, d 'ordre r de multiplicit6, le r6sidu de ~-~zz en ce point  est de 

N (z) 
la forme (z_fl~),, off Ni(z) ddsigne un polyn6me de degr~ r - - I  au plus. Lorsque 

z e s t  distinct des fiB, la formule (7) ch. I est rempl~c6e ici par 

N,(z) 
(2) F(z) : -- ~ (z--~i)(z--fli+l)"" (z--fli+~-l) + 

4- 

off l 'expression de /t~[F] est toujours  fournie par (9) ch. I, et off la premigrc 

somme ~u second membre est 6tendue s ~ous les p61es de F(z) in~dr ieurs  au 

cercle ]z[ < R .  Lorsque z s~tisf~it aux m6mes conditions que tout  ~ l 'heure, 

I 
(I) subsiste, .R,~[F] tend  donc uniform6ment  vers z~ro avec et il vient 

(3) 

+ F, 

Off ~i, f l ~ , ' . ,  fin sont les points de la deuxibme base 1 int~rieurs s [z] < R ,  et 

1 I1 n'est point ndcessaire de distinguer les points ~i (i ~ I, 2 . . . .  p) qui sont effectivement 
p61es de ~'(z) de ceux qui ne le sont pas, et il suftlt, pour ceux-ei, de donner ~ Ni(z) la valeur Zbro. 
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N(z) un  polynSme en z de degr6 inf6rieur s p .  

peut ~tre mis sous la forme 

P 

h) 

D'aut re  part,  ce num~rateur  N(z) 

N ( z )  = ~ ,  C ~ ( z -  . , ) ( ~ -  ,~) . .  (~ - .~) (z  - # ~ + , ) ( ~ -  #~+~) . . .  (z - ~,~), 
k=0 

les coefficients 6rant assujett is s la condit ion 

(s) Co+ C~ + - . . +  C p ~ o  

pour que l 'on air d~ 
de (4) sont identiques s'ils 

stincts i or les gquations 

En effet, les deux polynSmes aux deux m e m b r e s  

coincident aux p points ai,  a~, . . .  C~p suppos6s (li- 

i--1 

k~0 

relatives aux valeurs I, 2 , . . . t o "  de i d6finissent Co, C1, . . .  Cp-1 par r6currence, 

tout  au moins si les ak sont dist incts des ilk, ce qu 'on suppose tout  naturelle- 

ment. Enfin (5) ddfinit Cp. Grace s cette t ransformat ion  de N(z), (3) peut s'6crire 

(~) 
~ 0  

off ie second membre est bien une s6rie de genre (E). I1 est clair, par u n pas- 

sage g la limite, que le d6veloppement (4) est encore possible, et, par consdquent, 

que (6) subsiste, lorsque certains des ai viennent  coincider. La  proposit ion 

6nonc4e est ainsi v6rifi6e, tout  au moins lorsqu'on suppose que ies deux bases 

n 'on t  pas de point  commun. I1 r6sulte de (6) et (8) ch. I que les p + I pre- 

miers coefficients du d6veloppement de F(z) sont 

2 7g~ J ,2, (~ - -  i~l)(~ - -  g2)""" (~ ~ ~k~k+ 1) ( ~  
ICI=R 

k~-o ,  I , . . . p .  

II est clair que, lorsque t o u s l e s  a~ sont int6rieurs au cercle I ~ 1 <  R,  tous les 

coeffcients  a, du d6veloppement sont encore dgtermin6s par les formules (Io) 

ch. I, puisque celles-ci expriment  l ' identit6 en ces points de F(z) et de la somme 

de la s5rie. 
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Un eas particuli~rement int6ressant est celui oft F(z)  est m6romorphe dans 

tout  le plan de fa9on que la s6rie des inverses de ses pSles, suppos6s rang6s 

dans l 'ordre des modules non d6croissants, soit absolument  convergente. La  base 

6tant  choisie, le ra isonnement  qui pr6c6de est wlab le  quel que soit R, et les 

expressions (IO) ch. I des coefficients restent  invariables dgs que R surpasse les 

,nodules de tons les ~,. Le d6veloppement obtenu est donc convergent et repr6- 

sente F(z) dans tout  le plan, dgs qu'il a 6t6 d6termin6 dans un cercle contenant  

tons les e~. Cette restriction est d'ailleUrs une cons6quence n6cessaire de l'exi- 

stenee de d6veloppements de z6ro. 

18. D6veloppements de genre (N). I1 est clair que la somme d 'une telle 

s6rie est m6romorphe s l ' int6rieur de son demi-plan de convergence, ses pSles ne 

pouvant  4tre que des points sp6ciaux de la deuxi6me base, avec des ordres de 

multiplicit6 au plus 6gaux ~ leur ordre dans cette base. 

R6eiproquement, soit F(z)  une fonetion holomorphe dans un certain demi- 

plan P .  On verra plus loin comment  on pent 6tendre les r6su l t a t s  que nous 

allons obtenir aux fonctions m6romorphes dans un demi-plan. Choisissons les 

deux bases [a], [fl] de fagon que la d6finition de P soit de la forme Q(z) > Z. 

Remarquons d'aillenrs qu 'on ne 'restreint pas la question en effectuant  sur l ava -  

F 
riable z la t ransformat ion / z 

le cas, d'6criture plus simple, 

IT 1\ 1 
, [ u  -- v )  (z -- oJ)] , ce qui per,net de se placer dans 

off 

l I 
( 7 )  - -  I e t  fo : O .  

U V 

I1 vient alors Q (z) ---- ~ (z), et l 'hypoth~se que P contient  tons les a,~ d'indice 

suffisamment grand se t r a d u i t  pa r  ~ ( u ) >  o. Outre (7), nous supposerons donc 

que l 'on 

(8) larg-I<~, largvl-< 

Ceci pos6, reprenons la forinule (7) ch. I relative s nn contour C int6rieur 

P .  Pour  v6rifier que F(z)  pent 6tre repr6sent6 dans P par une s6rie de genre 

(N), il suffit que l 'expression des  coefficients a~ ne d6,pende pas de l ' indice n de 

cette formule (7) ch. I, d~,s que n e s t  assez grand par rapport  g~ v, et qne R,~ [~] 

I 
tende vers z6ro avec - .  ~qous choisirons pour C un contour 6~ variable avec n, 

n 

mais en tourant  les point a~+l, ap+2, . . . a,~+~, p 6tant un indice fixe, de sorte que 
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7~ ; (C --  ~,)(C - #~).-(C - fl~-~) d~ ~ = F ( ~ )  

Cn 

n>~v  

ne d6pend pus de n d8s que n surpasse v - - I .  Duns ces conditions, nous n'uvons 

plus qu'g porter notre attention sur le reste 

) ) I 2 ''" ~ - - I  
(9) R,~[F] : u u u 

g Y t' 

I 

2 Z ~ J ~ - - Z  ~ _ _ i ) ( r  . . . .  U.____r i)  

Cn 

I M ( - ~ - - Z + I } / ' ( g T Z + ~ + 2 )  I 

Cn 

On suit d6jg que, lorsque n crolt infiniment, 

(io) 
STy) +, 

Pour 6tudier l'int6grale, nous ne pr6ciserons la forme de C, que suivant les 

n6cessit6s des calculs, de fugon g obtenir des conditions aussi lurges que pos- 

sibles. Supposons que l'6quation de ce contour soit de la forme 

(I I) ~ = h + n f (O)e  ':~ 

off h d6signe une constante r6elle, diff6rente de tout c~i et f ( O ) u n e  fonction r6elle 

et paire de l'angle 0, d6croissant d'une valeur positive f ( o ) g f ( ~ ) = o  quund 0 
~ # 

crolt de o g ~- Nous admettons en outre que 2 

(I2) f ( a rg  u) > I~1, 
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e t  que f(O) poss~de une d~rivde cont inue,  et essent ie l lement  n4gat ive au vois inage 

de 8--~ ~, c 'es t  ~ dire qu ' i l  existe un angle  aigu 8 o tel  que l 'on  air f ' ( 8 ) _ < - - m  

darts l ' angle  80 --< 0 ~ ~, m grant  une cer ta ine  cons tan te  positive. I1 rdsulte de 

ces hypotheses  q u e  l 'on peu t  t rouver  un angle  0n inf in iment  voisin de -~ quand  
2 

n crolt  inf iniment  et tel  que nf(O,~) augmen te  inf in iment  avec n, tou t  en r e s t an t  

inf iniment  pe t i t  par  r a p p o r t  s route  puissance de n; de sorte que la quant i td  

I 
nf (8~)cos0~  t endra  vers zdro avec - .  P a r  exemple,  on peu t  d~finir 0,~ pa r  

n ~ 

t 2~" 
off On < 0,~ < -  de sorte que, si n est  assez g rand  pour  que On soit sup6rieur  fi 

2 '  

0o, il v ient  m cos O~ < ........ , et  pa r  suite nf(On) cos O~ < 

La  condi t ion (I 2) expr ime  que G~ eont ient  les c~ d ' indiees  p + I ,p  + 2 , . .  n + I, 

p ~tant  un nombre  fixe eonvenablement:  g rand;  en effet, si l 'on  pose a ~ + ~ h  + Q~ e~~ 

8~ tend vers arg  u quand  ~ augm en t e  inf iniment ,  t andis  que Q, est ~quivalent  

I u l ,  donc Q~ est inf~rieur  ~ vf(8~) dSs que ~ est su f f i samment  grand,  soit pour  

n>--p. 
Observons que los contours  C~ se d~duisent  les uns des aut res  par  homo- 

th6tie  de cent re  ~ h, et sont  t angen t s  en ce poin~ ,s la  droi te  ~ ( ~ ) - - h .  On 

en conclut  que tout  poin t  a~ int6r ieur  g l 'un  est in tdr ieur  s tous  ceux d ' indice  

Fig. 1. 

7- -34472 .  Acta mathematica. 64. I m p r i m 6  le 30 aofit 1934. 
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supdrieur, et q u e  les points a~, s'il y en a, qui sont ext6rieurs & t o u s l e s  C,~, 

sont ceux dont  l ' indiee est au plus 6gul s un cer ta in  ent ier  p a v e e  ~(%) --< h < !R(%+~). 

En  remurquant  que le ddveloppement  ainsi obtenu fair  in te rveni r  un d@eloppe- 

ment  de z6ro dfi ~ ces points spdciuux ext6rieurs s C~, et ne peut  done con- 

verger  pour  ~ ( z ) <  ~{ (%), il est tou t  indiqud de donner  "s h la plus pet i te  valeur  

possible. On choisira la borne inf6rieure des nombres  r6els ~ tels que F(z)  soit 

holomorphe  duns le demi-plun ~ ( z ) >  Z et y satisfasse '~ la condi t ion que nous 

allons t rouver.  Si F(z)  n'est  pus cont inue au point  h, duns le demi-plan ~{(z)> h, 

on peut  remplacer  h par  h + ~, ~ 6tunt inf iniment  pet i t  et positif.  

h e t  f(O) 6rant choisis comme il vient d '4tre dit, nous pur tugerons 1 le con- 

tour  C~ en deux arcs B C D et B A D,  d6finis respeet ivement  par  les indgalit6s 

-o ._<o_<o,~  et o,~-<lOl-<~, et 
l 'expression de Bn[F] .  

19. Le long de B C D ,  on a 

g d - - ~  

U 

posons 
( 

(I3) ]01 - -  urg 

/ 02 arg 

de sorte que 

6tudierons s6pargment leurs cont r ibut ions  "& 

- h . f ( O )  e~o, 

. -  ~ _ f l  - - h  nf(O) eiO; 
Y V V 

- . f ( O )  e ~~ 
- -  0 - -  arg u - -  ~ sgn (0 --  arg u), 

u 

- -  n f(O)e ~~ 
= 0 - -  arg v - -  ~ sgn (0 - -  arg v), 

y 

]0~1 et 10~1 sont inf@ieurs s z .  P a r  cons6quent,  lorsque n crolt  

infiniment,  on u 

( I 4 )  

1 a - - h  n . f e  i 0  

. . 

~ l _ _ _ _  

a [~--h ~ f ei e 

. - -  ezO 2 + v 
e v | 

0 ( I )  (n f )  - h - ~ f  ooso e ~fc~ o - - , , j "  (0, si. o, = I"~1 

n f  
�9 I u I I ~-j oo~ ~o-~,~  ~) I v I -  j ~  oo~ ( o -  ~r~ v) 

02 sin 0.o~ 
l ; 'U1.  

i Le mode de ra i sonnement  que nous  ut i l isons ci-dessous s ' iaspire  de la d6mons~ration, donn6e 

par  N. E. NSrlund,  du thdoreme fondamenta l  de Carlson-N6rlund sur  les sdries de Newton.  Cf. 

N. E. •Srlund, Legons sur  les s6ries d ' interpolut ion,  p. I j I - - I 4 I .  
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On voi~ de m&ne que 

(~s) 
+ i) n I - f  'o ~ + . . . . . . .  1-- e 

+ ~ - , ~  ~ h _ . .  ~~ [ (9~ I--f~--~ u ' \ u l ' u ! 

(1 f e L O, (1 -  f ei O~ (1--fciOl log ( 1 - - ' ~ ) }  
= O ( i ) n h - - l + n f c o s O e  \ v ! \ u ! , 

off l 'on prend les d6terminutions 

En eombinunt (IO), (I4) et (i5), il vient, le long' de B CD, 

(17) 
I'(0: j ~ + ~ t - ~ - 2 ) / ' ( ~ - ~  - I ) ~ ( ~ - ;  

off ~p(O) est lu fonetion de O, u et v 

+ n + I )  

+ n +  2) 

= 0 (I) ~g--~l (z)f(O)--h e-- nf(O) W(O), 

(I8) 1~(0)=~2(0;  U v ) = c o s O L f ( O ) +  e ~  c o s O ~ L l v l + O ~ s i n O ~  
' I . I  - I v l  ~- 

I l o g ( I  f ~ ~  f ~ o ) l o g  ( i  .fdo,] 
u . /  --;-It 

Supposons alors que F(z) satisfasse, duns le demi-plun d'holomorphie 
(z) > h, ~ l'in6gulit6 

,i9) I I; '(h @ r ei~ l < (I -n t- r)k+e(r) er~fl(O), 

k 6tant une constunte, et e(r) d6signant une fonetion de r qui tend vers zdro 
I 

~vee - .  Ii  s'ensuit que, le long de B CD, 
r 

(20) IF(01 < c(.f?+~(~)~(o)~(o), 

C dgsignant une certaine constunte positive, mMs qui ne seru pus n6cessairement 
lu m~me duns les formules ~ venir. 
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Enfin, le long de ee mSme arc, 17 - h + ~ I ~t I ~ - h l sont  6quivalents ,  et  

f ' ( O ) ~ l d O l <  ~ _  I d o  I o < 0 < On. 

Pur  cons6quent  la cont r ibut ion  R~[F] de l 'arc B CD duns l 'expression (9) 

de R .  [F] est telle que l 'on air 

(2 i )  

O n 

0 

off e' (n) d6signe la borne supdrieure de e (nf(O)) pour  o ~ 0--< 0 n, qui tend  vers 

I . ,  
o uvec .... Lu fonc~ion f(O) k-h+~'(n) ~a,n~ monotone,  lu deuxleme formule  de la 

n 

moyenne  donne, duns l'interva~lle (o, Oo) 

Oo 

f f(o)k--h+,' (n) dO 
0 

< Oo [f(o)k--h+,' (n) 4 f(Oo)k--h + ~' 0,)]; 

d 'uutre  part ,  duns l ' intervulle (Oo,On), on peut  6crire, grgce "s la d6finition de 0 0, 

On On 

Oo Oo 

.f(Oo)k-#,+ l +~' (,,) _ . f  (O,)~--h+ i +d (n) 
~q2 

tou t  uu moins pourvu  que k - - h +  I diffSre de z6ro; si k - - h +  I ~ o ,  on 

O n On 

f(O)k h+, (n) dO < f(O)~'(n) dO <'((O~ (n) l f(Oo ) 
m --f(On) 

Oo Oo 

En tout  eus, on peut  6erire 

0 n 

ff(o)k__h_i_~V(n)do~IC-i-(J?Vf(oT1,)[c--h-t'l-iEv(n) si  ~ - - h - ~ -  I ~ - O ~  

c + C ' I L Z ( O n )  I si ]~--h+ i - - o ,  
0 
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C et  C' d6signant  d e u x  constantes  positives. Enfin, on a 6videmment  

0 n 

I ; I o+ 'flonlkh+ ,,,, -- f(O) ~-h a+~'('~)f'(O)dO <[C+ C'lLf(O,,) I si /~--h=o 
0 

En r6sum6, si on se rappelle que nf(O~) est infiniment pet i t  par  r appor t  g 

route puissance de n, on obt ient  pour  R~[F]  une l imita t ion de i~ forme 

(22)  I R;~ [/"] ] < 6 'n ~+~'(<-~(~) + C' nh+e'-~(~), 

,, I 
off e est un nombre  posit if  infiniment pet i t  a v e c - .  P a r  consequent ,  R'~[F] 

tend vers z6ro quand n augmente  infiniment,  dans le demi-plan 

(23) ~R (z) > h et k. 

I1 tend m@me uni form~ment  vers z&o dans route rSgion finie, compl~tement  

in t&ieure  g c e  demi-plan et situ4e g distance non nulle de t o u s l e s  #,. 

2o. P ou r  5valuer la cont r ibut ion  / ~ [ F ]  de l 'arc D A B ,  nous poserons, le 

long de cet arc, 
~ f(O) e i~ = ~ + i~}. 

I 
On sait  que g,~ = ~ f ( 0 , ) c o s  0,~ est infiniment pet i t  avee - ,  et l 'on a 

g = , ~ f ( o )  c o s  o < g,,, 

g., 
[~ [ - -  ,,f(O) V x  n~f(O) ~ ,, f (O) < , f(O,~). 

Pour  d6terminer  une vaieur  majoran te  de 

1" 

F _i:} 
observons que le second membre  est born6 avec ,2, puisque ~ reste g distance 

non nulle de tou t  a~, et que, lorsque 17] est inf iniment  grand,  
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(24) 

11;I ~  
arg  - - ~ l  | a r g  

= o ( , ) l + l - h - ; i . i  ++ ivl ++l  J u  , ,  + , 

oh i~(z)  d6signe la partie imaginaire  de z et oh l 'on choisit les d6terminations 

a r g - - i ~  et a r g - - i v  qui sont comprises entre - - z  et + z .  I1 n 'y  a 6videmment 
U V 

rien ~ changer  duns les 6valuations repr6sent6es par (IO) et (I5), puisque n e s t  

infiniment grand par rappor~ ~ ~; et celles-ci l ' emportent  par cel~ m~me sur la 

valeur majorante  du premier membre de (z4). On peut doric 6crire 

(2s) 

= 0 (l) n h+~+~''-~(~) e -'~y(~ w, (o}, 

, . I 
oh ~" demgne une constante positive infiniment peti te avec - ,  et 06 

v - / j "  

D 'aut re  part,  il r6sulte de (I9) que, le long de D A B ,  on peut 6crire 

(26) I F (~) I < C (i + I ~ I) "+"/++~ ~++J(0/+ (0/< C~<" eneCo~ ~ % 

e'" t endan t  vers z6ro avec n-; donc, grs s la vMeur born6e 1 de I ~ dO [' on a 

I 
oh s t = ~ + e" + ~'" +tend vers z6ro avee --. Or nf(O) [~p (0) --  ~;i (0)] est la somme 

= e n  v e r t u  d e  s a  
2 

I 
r  D ' a u t r e  p a r t  '~-_L--'- e s t  b o r n 6  s u r  l ' ,~rc B A D ,  
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de nf(O) cosOLf(O)  eL d 'une  fo rme  lingMre en ~ et V, ~ coefficients born6s; ce 

p remier  t e rme  n 'es t  pas positif ,  donc 

en f (o) [W (o)--~'~, (o)3 ~ C e C' I +~ I ~ ,rt~,~ , 

e~ 6rant  inf iniment  pe t i t  avec - .  I1 v ient  ainsi, en se r appe l an t  que n --0,~ 

VL~ 
est  inf iniment  pet i t  par  r appo r t  's route  puissance de n, puisque n cos0~ < . . . . .  , 

m 

I 
qui t end  vers z6ro avec - pourvu  que ~R(z) soit sup6rieur ~t h. 

d6mont% le 

Nous  avons ainsi 

Th~or6me I.  Une fonction analytique F(z) ,  holomorphe dans le demi-plan 

(z) >~ h, qui satisfait  dans ce demi-plan 5 l'in~galitd 

I I ~ ( h  -~- ~'ei~ < C ( I  @ r)k+~(r)e r~fl(O) IOI ~-- ~ ,  

I admet un of~ k est une constante et ~ (r) une fonction de r infiniment petite a v e c - ,  I" 

d~veloppement de genre (N) dont l'abscisse de conrergenee ne surpasse pas le plus 

grand des deux nombres h, k. I I  s'agit ici d'un ddveloppement particulier, dont les 

19aram~tres sont tels que 

I I 
~ o - ~ o ,  - -  I e t  ~ ( u )  > o .  

u y 

2I.  FMsons abs t rac t ion  du c h a n g e m e n t  de var iable  que nous avons effeetu6 

sur la var iable  z. Remarquons  en m6me temps  que dans les ra isonnemen~s que 

nous venons de fMre on aurMt pu r emplace r  h par  un h o m b r e  complexe l, la 

conclusion ~ ~ h devenan t  alors ~ ~ ~( l ) .  Dans  ces condit ions,  l ' express ion 

Z' ~ 1 + r e  i~ 

de la nouvelle var iable  z '  devient,  pour  l ' anc ienne  variable,  

1 + r e  i~ 

I I 

U V 
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et les p6riodes u', v' relat ives g z ont  les valeurs u - -  ~ - - - I - - -  et 
V 

v . . . .  i .  La  fonet ion earae~6ristique tp(O), dans l ex p re s sm n  (I8) de 
U 

laquelle u et v d6signent  ma in tenan t  u' et v', s 'exprime done, en fonet ion de u 

et v, par  ~9 0; I , I �9 P a r  eons6quent,  en posant  h ~ o +  ~, hd6-  
V U I 

U ~; 

signant  ma in t enan t  nn certain nombre complexe, on peut  donner  au th6or~me I la 

forme g6n6rale 

Th~or~me I I .  Si une fonction analytique F(z) ,  holomorphe darts le demi-plan 

#(z) ~ Q(h) y satizfait ~t l'in6galitd 

( ) ~/, V __ 1 7~  

< + IO1< 
2 

o~ ~(0 ;  u,v) est d~fini par (,8), et oit k disigne une eonstante et ~(r) une fonctio~ 

I 
de r infiniment petite avec - ,  elle admet un dd~'eloppement de genre (N), de bases 

F 

let + nu], [fl + nv], do~t la limite de convergence Z n'est pas sup~rieure au plus 

grand des deux nombres# (h), Q (,o) + ]c. 

Remarquons  que le demi-plan d 'holomorphie  et  l ' in6galit6 (27) ne fon t  

in terveni r  que les deux p~riodes u et v. Celles-ci 6rant fix6es, on peut  toujours  

choisir  a et t~ arbi t ra i rement .  Mais il y a int6r~t '2 les choisir  de fa~on que 

(~ (w)+  k soit  au plus 6gal '~ e (h), c 'est  '~ dire de fa~on que 

Dans ces conditions,  on a Z--< e(h), et le demi-pl~n de convergence est le 

plus grand possible si T'(z) admet  une singulari t6 essentielle ou cri t ique sur 

~(z) : #(h), puisqu 'on a alors n6cessairement  Z:Q (h). 

22. La  fonct ion  caract6rist ique %O (0; u, v) d6pend du choix de f (0) ,  et il 

est int6ressant  de reehercher  les fonct ions f (0)  qui, tou t  en sat isfaisant  aux hy- 

poth~ses fai tes au paragraphe  I8, r enden t  ~)(0) aussi g rand  que possible. Obser- 

vons imm6diatenlent  que, si f(O) satisfai t  aux condit ions impos~es, il en est de 

mbme pour  son produi t  par  une constante  posit ive quelconque a. f (O)6ran t  fix6, 
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raisons varier le facteur  a. %0 (0) devient une fonction de a, routes choses 6gales 

d'ailleurs. Son expression (18), off f(O) est remplac6 par af(O), fair tout  de suite 

apparaltre que ~p (0) tend vers - - ~  quand a tend vers z6ro, 0 conservant une 

vMeur fixe distincte de + _z. Pa r  contre, lorsque a crolt infiniment, il vient 
2 

v (o) = 

- ~ - - c o s O L o f  +O~{[u]](L]~+iO - - Iv l  L]r]+iO'2 + 2 ,  

I 
off e, 2' d6signent des quantit6s infiniment petites avec - ,  et off l 'on t ient  compte (Y 

de la premiere condit ion (7); mais alors, on voit que ~) (0)=  t et tend vers z6ro 

I 
avec - �9 (~ 

Ces remarques &ant  faites, formons la ddriv6e 

o ~,  (o) _ o o s O  _ 
r a 

,{  e,o ( 
-- o f  ~ fei~ + u log 

o fe  io 
I ___ I 7: 

--a~ f~ log (~l'd~ 
I . . . . .  *- . . . . .  tl 

I - - ~ / - 0 - )  - -  ( I  (~feiO.) lOg ( I  

{Tf:iO) -VU-- log (I a'f~iO)} 

Elle ne s 'annule que lorsque 

Or on a 

8--34472. Acta mathematica. 64. Imprim6 |e 30 aofi6 1934. 
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a . f  eiO 2 a f ei(O__argu) 2 
- -  = I - -  ---- I . . . . .  cos (O- -a rg  u) + 
u Ni  juj j.f  

[(:) (:) - -  I - -  2 ( I f  })~ cos O - -  ~ - -  ;~ s in  0 + ~ ,  

et, p a r  cons6quen t ,  eompte  t e n s  de i I _ i, (28) se r6du i t  s la f o r m e  r emar -  
u v 

q u a b l e m e n t  s imple  [ (,i 
(29) ~ f  2 c o s O - ~ f  @ I V-I ~, = o .  

Cet te  6qua t ion  en a n ' a d m e t  u s e  r ac ine  pos i t ive  i n d 6 p e n d a n t e  de 0 que si 

I I 
f ( O )  = cos 0 e~ ~ > ~ .  E n  v e r t u  de (7), ce t te  dern i~re  c o n d i t i o n  s '6cr i t  

En r~sum~, I I ~ tant  ~ g a l ~  I, s i ~ ( - I I  < I . . . .  - -  - ,  on est  c o n d u i t  g a d o p t e r  p o u r  
u v \ u ]  2 

a u s e  va l eu r  aussi  g r a n d s  que possible,  t and i s  que si ~ ( I / >  I , la f o n e t i o n  f ( 0 )  
\ u ]  2 

la plus  a v a n t a g e u s e  est  

2 cos 0 2 cos 0 

(3I) f ( O ) ' ~ -  ]U 1]~ - -  [VI['~ ~ ( I u _ ~  ~ ) 

E n  nous  p l agan t  dane  ee de rn ie r  cue, p roposons -nous  d ' exp l i c i t e r  la f o n c t i o n  

(0) eo r r e sponda n t e .  N o u s  u t i l i se rons  la r ep r6sen t~ t ion  ca r t6s ienne  de I et  I 
u v 

(32) I s +  I + i t  1 _ _ 8 - - 1  + i t  
7 

u 2 v 2 

(3 o) suppose  que s est  pos i t i f  et l ' on  a f ( O )  = - -  

(28), 0~1 ff = I, on  p e s t  poser  

f e ,  o . 
I - -  Q e ~ ~ u 

(3 3) f e i o 
I Q e i q~ 

v 

2 cos O 

[~]<~, 

[~]<~, 

C o m p t e  t e n s  de l ' 6 q u a t i o n  



M~moire sur les s4ries d ' in terpolat ion.  59 

off nn  cMcul  s imple  mon~re  que la  v M e u r  c o m m u n e  0 de (28) e s t  

(34) e --~ _I ]/~oos~ 0 + (t cos 0 + s sin 0)~. 

On vo i t  ensu i t e  a i sdmen t  que 

(35) 

qh (0 u) - -  [7~ sin (0 - -  a r g  v), = - - c o s O L Q + l u  ] s in  - - ~ r g  ~ 

et,  p a r  consdquen t ,  en p o s a n t  

(36) 0'1 = 01 - -  9h 0' , ,,. : 0, ,  - -  ~%, 

et, e n  d 6 s i g n a n t  p a r  q~(O) la  f o n c t i o n  ~p(O) qui  c o r r e s p o n d  s (3I), 

(37) (0) = cos  0 Z 2 cos  
] / c o s ` )  0 + (t cos 0 + s sin 0)`) 

_ L Iu [ cos  (a - -  a r~  u) + O; s in  (a - -  ~rg  ~) + 

L lv  I cos  (0 - arg  v) + t~;. s in  (0 - -  arg  v) 
+ . . . . .  I ; ]  . . . .  

J~ 

On sMt que q~(O) es~ e s s e n t i e l l e m e n t  pos i t i f  p o u r  - -  -~ < 0 < , c o m m e  l ' a  
2 2 

m o n t %  la  v~riatfion de la f o n c t i o n  g~ngra le  ~ (0 )  en f o n c t i o n  de a. I1 es t  int~- 

r e s s a n t  de v~rif ier  qu ' i l  en  es~ de m S m e  a u x  e x t r & n i ~ s  de  l ' i n t e r v a l l e  en 

ques t ion .  P a r  exemple ,  p o u r  0 = ~ ,  il vien~ 01 zr a rg  u, ~1 = o, 0`) ==- ~ - -  
2 2 2 

(: ) - - a r g v - - ~ r s g n  - -  a r g v  9%---~~ done  0 1 - ~ 0 1 - -  ~r + a r g  -,I 0'. ~ ~ =  o = - _  0 4-~r 
2 ~t 2 

i 
+ a r g  v - -  :w sgn + a r g  e t  enfin 

,I: , 
4 + I + t 2 2 ~ 02. 
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Quand t croit infiniment,  on observe que 0] et 0~ tendent  vers z6ro, et qu'il  

est de m~me pour ~ [ ~ .  Or on voit tou~ de suite en que \~ /  

p 

() 0'1 8 -[- I 0 0 2  .~ - I 

Ot (s + i) ~ + t ~' Ot ( s - -  ~)~ + t ~' 

et, par cons6quent, que 

_ _  I L ( 8  - -  I)  2 Jr t 2 

Ot 4 (s + I) 2 + t ~ 

est essentiellement n6gatif.  Done ~ ( ~ )  est essentiellement positif. En o u t r e ~  

lorsque t tend  vers - - ~ ,  0~ tend vers --~r, 0~ tend vers z sgn ( I - - s )  et, par 

9~(~) tend vers le plus peti t  des deux nombres 7c, s z .  En r~- consdquent, 
~ g 

q~(~) ddcrolt du plus peti t  des 2 hombres z, s z  vers z~ro quand t crolt s u n l ~  

de - - ~  s + ~ ,  et l 'on voit m~me qu'il  est ggM, pour t = o ,  s la moitid de sa 

limite sup~rieure 1. 

En posant  ~ (0) ~ q~ (0; s, t), arin de met t re  en dvidence les deux param~tres 

dont  d@end cette fonction, observons que, si l 'on change simplement les signes 

de 0 et de t, les arguments  de u et v sont s implement chang~.s de signe, ainsi 

que 01 , O 2, qh, 9~,~ �9 Par  consequent 

(39) (0; t) - -  ( -  e ;  - t). 

En particulier, on en conclut que 9 v ( - - ~ ; s , t ) = ~ ( ~ ; s , - - t ) c r o i ~  dez~ro ju s -  

qu 'au plus peti t  des deux nombres z,  s z lorsque t crolt de -- ~ s + ~ .  Ces deux 

sens 

bilit6 de choisir s e t  t de fa~on que la fonet ion eorrespondante ~(0; s, t) soit 

plus avantageuse que routes les autres pour routes les valeurs de 0 de l ' intervalle 

1 L ' in te rvent ion  de la valeur  cri t ique s ~  I a une  signification profonde;  cette valeur  s4pare 

en effet ]es ca s ot't le p lan  de convergence cont ient  une  infinit4 de points  /~i de ceux off il n 'en  con- 

t ient  q u ' u n  nombre  fini. Le cas limite, oil v e s t  infini, correspond ~ux s~ries de Newton.  
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2 

(2) 9 ; s , t  + 9 - - 2 ; s ,  t = 9  ; s , t  + 9  ; s , - - t  

[ )1 (2) _ s §  I Oi ; s , t  +0~ ;s,  t + - 0',2 ; s , t  +02 ;s, 
2 2 

' -2)" D ' u n e  m a n i ~ r e  p lus  pr6cise ,  il es t  i n t6 re s s~n t  de r e m a r q u e r  que 

u v e e  

O~ ; s , t  + O~ ; s , - - t  = - - ~ +  urg + ~rg' 
2 2 

2 ; s , t  +02 ; s , - - t  = y c + u r g  s -  - - I  i t  
2 2 

+ u rg  
2 

+ a r g  
2 

zc sgn  

:TF~ 

- -  ~ sgn  

d o n c -  

(40) 9 , s , t  + 9  - - ~ ; s , t  = - 
8T~ O < 8 g  I .  

23. Une  & u d e  plus a p p r o f o n d i e  de la  fonc t ion  ca ruc td r i s t i que  9(O;s,  t) 

semble  t rgs  compl iqu6e  duns  rou t e  sa g6n6rMit6;  auss i  nous  b o r n e r o n s - n o u s ,  

duns  ce p u r a g r a p h e ,  g lu d i scuss ion  du  cus off les d e u x  p6r iodes  u e t  v son t  

I 8 +  I I 8 - - I  
%elles .  S u p p o s o n s  donc  t = o ,  s > o, - -  , - -  I1 vient~ ulors  

?~ 2 V 2 

0 2 = ~ 0  s <  I ,  
to - -  ]/: S ~ I I  0 8 > I ,  

donc  

(4i) 

8 +  I 8 - - 1  
Qeiq ', = I c o s O e  ~~ qe~f ~-= I c o s O e  i~ 

8 8 

cosO [ t L - -  cosO 
0'1 0 COS - - - - ,  Qcos ,2 s g n v ,  

8 ~[ 8 

Q sin [ 
0', = -  sin 6,  # sin 0.~ = - -  s in 0 sgn  v. 
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E n  

t o u j o u r s  101] < z 
2 

( 4 2 )  

t~ndis  que  

(43) 

se r a p p e l a n t  que  ]~oll e~ ]~o~] son t  in f6 r i eurs  "~ n', on en eonc lu t  que  l ' on  a 

, e ' e s t  ~ di re  

0'j = -  Arc  t g  (s t g  0), 

t 
- - 0 1  8 <  [ ,  

t 

L ' e x p r e s s i o n  (37) de q~(0) se rddui~ Mors  

= + L s + I  ' ~ - - x L  J- c o s 0  
cos 'z 0 + s 2 sin" 0 2 2 

~ R - - I  , )  
_ _  s ~  0~ . . . . . .  G sin 0, 

2 

et  p r end  Mors,  s u i v a n t  le cas,  l ' une  ou l ' a u t r e  des deux  f o r m e s  

(45) 
cos 0 

99 (0; s, o) = cos O L  ]/eos~ 0 + s ~ sin '~ 0 + 

+ q c o s 0 + ~ ' s i n 0 A r c t g ( s t g 0 )  0 ~ 8 <  I ,  

(46) cos 0 
(0; o) 0 L 8 o 0 + 

+ q cos 0 + s sin 0 Arc  t g  (s t g  0) s -- I - -  Jr I s inO I s >  I, 
2 

~vec 

q=q(s)--- L 2 +  ,,+i_2 LS+I2 8--12 LI~7 ] = 

~- I-{(8 + I ) L ( 8  + I ) - - ( 8  I ) L ] . ~ ' - -  ,[}. 
2 

Ces d e u x  f o n c t i o n s  son t  pa i res ,  e~ il suff i t  

o <--0 ~< ~ .  C o m m e n ~ o n s  p~r  l ' e x ~ m e n  de (45). 
2 " 

o 
I . L~  d6r iv6e de ee t t e  f o n e t i o n  es t  

de les 6 tud ie r  duns  l ' i n t e r v M l e  

d ~ (0; s, o) cos 0 
d 0 - -  s in  0 L Vcos,~ 0 + s ~ sin g 0 - -  q sin 0 + s cos 0 Arc  tg  (s t g  0), 



Mdmoire sur les s6ries d'interpolation. 63 

et par consgquent d u  signe de 

(47) a = t g 0 L l / ~ t g  '~0+ ~ + s A r c t g ( s t g 0 ) - - q t g 0  

darts l'intervalle consid6r& Formons encore 

d q  - - . ~ ] / 8 ' 2 t g  ~ 0  -~- i -~- 5 .2 ~ g 2 0  -{- i 
d t g 0  s ~tg '~0+ i 

d ~a s ~(s ~t~g'O+ 3- -  2s ~)tgO 
d (tg o) ~ (~  tg ~ o + ~)~ 

q, 

Cette dernibre d6riv6e est essentiellement, positive puisque s ~ est infdrieur 

d q  , 7~, 
's I, done d-~0g0 crolt de Q(s)~-s ~-q(s)  ~ +zr quand 0 c r o l t d e o a - 2  e tnous  

sommes conduits s &udier le signe de 

On a 

Q(s)_~s~ i _  {(s + i )L(s -4- i) - - ( s - -  i ) L l s - -  I [}. 
2 

d Q - - 2 s _ _  
ds 2 I s ~  {I 

t~ ] Q __ 2 8 ~ - -  I 

d 8 2 8 ~ - -  I ' 

ce qui permet de former l e  tableau des variations suivant: 

(4s) 

,9 

dQ 
~ T  

Q(~) 

I 

V2 

o / ~  ~r2 -- L ( 1 ( 2  + I )  "~ o ~ _ r162 / z  o /~ + 0r 

o/"  

Q(s) &ant essentiellemen~ positif, dans l'intervalle qui nous int6resse, a croi~ de 

o ~ + ~ ,  et, par cons6quent, ~(0;8, o) crolt de q(5.) ~r s ~ ,  sa d6riv6e &ant  nulle 
2 

pour 0-~ o e t  infinie pour # ~ ~.  Sans reprodulre les calculs 616men,aires, mais 
2 

fastidieux, par lesquels on peut montrer 1'absence d'inflexion, on peut reprdsenter 

les variations de 18 fon&ion (45) par une courbe ayant l'allure de la figure 2. 
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Observons encore que le min imum q (s) croi~ de o g L 2  quand s crol t  de 

0 s I .  

2 ~ s ~tant sup6rieur g I et 0 positif, la d6riv6e de (45) s'6eri~ 

d ~0 (0 ;s, o) _ sin O L cos 0 
d o V~os '~ o + ,~ sin ~ o 

- - q s i n 0 + s c o s 0 A r c t g ( s t g 0 )  
8 - -  I 

COS O, 

8 H I 

et est  du signe de a z,, a ayan t  la mSme signification qu 'en  (47). 
2 

d( tg  0) ~ n 'es t  plus essentiellemen~ posit if  lorsque s est  sup&ieur  b. . 

Mais 

So 

2 

J 
O 

2 ( o < s < , )  e 

Fig.  2. 

0 

Lorsque l 'on a I < s -~ ' d (tg 0) crol t  encore, comme pr~c~demment,  

de Q (s) g + ~ quand 0 crolt  de o g z mais il fau t  un calcul suppl~mentaire  pour  
2 

v6rifier que Q (s) est positif.  I1 serait  fas t id ieux de reproduire  ce calcul dl6men- 

dQ 
taire.  Signalons seulement  que la racine s2 de dss  mise en dvidence sur le ta- 

64 63 . . .  I 
bleau (48) es~ comprise entre  ~ e~ , cet te  denvee  restan~ inf6rieure g IOO 

dans cet interval le;  Q ~ ~tant sup~rieur g 0,25, Q(s~) est positif.  

~ / ~  da , 
P our  s >  ' d( tgO) passeparunminimum'p~ ~gal g 
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O r ,  p o u r  8 :>  I ,  

( s )  - -  L ] f  2 s ~ - -  2 - -  q ( s )  + 3_. 
2 

d~:._ s I L S +  I 
d 8  8 " ~ - - I  2 8 - -  I 

admet une d6riv6e essentiellement n6gative, et tend vers zdro qua~d s erolt infini- 

ment; d~ 3 _ _ L 2  est dss est donc positif et �9 croissant. L'observation que ~ ( i ) =  2 

da  
6videmment positif montre enfin que d- tg0 est positif, aussi bien dans l'intervalle 

[_._ 

de variation s > ~ que dans le pr6c6dent. 

En r6sum6, les variations de la fonction (45)r&ultent du tableau ci-dessous: 

0 

2 

d~ 

(o) 

7g 
o Oo - 

2 

8 - - I  

2 

8--I 

2 

f/: 
q "~ ~(0o)>O : 

2 

et peuvent 8tre repr6sent6es par une courbe ayant l'allure 1 de la fgure  3- 

I 

I 
! 

C _..~ 
2 

Y/: 

I 

' I 
I 
I I 
I I 

0 o :~ 
2 

0 

Fig.  3 .  

1 Pou r  ces courbes ,  je ne  su i s  pa s  stir  qu ' i l  n ' e x i s t e  p o i n t  d ' in f lex ion;  m a i s  i l  es t  vra i  que  

ee fair n 'offre que  peu  d ' int6r~t .  

9--34472. Acta mathematica. 64. lmprim6 le 31 aofit 1934. 
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l~emarquons  que les deux famil les  de courbes obtenues  d a n s  cet te discus- 

sion se raceordent  s la mSme courbe limite,  re la t ive  ~ s - ~  I ;  celle-ci a d 'a i l leurs  

l ' a l lure  de's courbes de la premiSre famille.  

L a  d4format ion  de la courbe repr6senta t ive  en fonct ion  de s se ddduit  aisd- 

m e n t  des valeurs  de 

O s 2 s - - - - ~  ] + sin 0 Arc tg  (̀ 9 tg  0) - -  sin 0 ,9 > I ,  

- -  cos 0 
(~ - ~)(~o~ ~ o + ~ s i n  ~ o) '  

a~(o;  s, o) _ 
69 3 2 

I I 

i 0 
O 

Fig.  4. 

I 
I 

I 

Oq~ 
par  cons6quent  cgs crol t  de o s + or qu~nd s crolt  de o s I, puis d6crolt  de 

+ ~  ~ o quand  s crol t  de I g~ + ~  (onsupposetoujourso<~O<--2),etg~(O;s,o) 

est ainsi une fonct ion  essent ie l lement  croissante  de s. En  rdsum6, la  eourbe re- 

prdsenta t ive  de ~(O) se ddfor.me par  d i la ta t ion  cons tan te  des ordonndes quand  s 

crol t  de o ~ + ~ .  Quand  s t end  vers l ' infini, elle tend  vers la  courbe l imite  

~ = e o s O L l e o t O  I-4 2 1 s i n O I  

dont~ l ' a l lure  est  repr6sent~e sur la  figure 4. 
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24. I1 es~ int6ressant  de raccorder  ces r6sultats  ggn6raux au th6or~me de 

NSrlund ~ re la t i f  aux fonct ions  d6veloppables en s6ries de Newton.  Celles-ci, 

cor respondant  g la valeur limite v = ~ ,  s 'ob t iennen t  en faisant  tendre  s vers I, 

t 6rant toujours  nul. a est 6galement  nul. La  fonct ion caract6rist ique est alors 

jus tement  

99 (0;  I ,  O) = COS 0 f ~  (2 COS0) -~- O s i l l 0 .  

P a r  contre., il fau t  observer  que le th6or~me I ne s 'applique plus tel quel, puis- 

que les calculs de la d6monstra t ion supposaient  I # o. Effect ivement ,  le d6- 
v 

nomina teur  au premier  membre  de (14) devient  ma in t enan t  F ( I ) =  I, alors qu' i l  

avait  6t6 remplac6 par  une quant i t6  devenant  iei de l 'ordre de Vnf(O). Comme 

on le voit aisement,  c 'est  la seule modification n6cessaire, de sorte qu'i l  suffit de 

mult ipl ier  le second membre  de (I7) par  Vnf(O), ce qui revient  g remplacer  k 

par  k + I au second membre  de (2I). C'est  j u s t emen t  avec cet te  modificat ion 
2 

que le th6or~me g6n6ral I devient,  pour  les s6ries de Newton,  l '6none6 du th6- 

or~me de Car l son- -NSr lund .  

(i) 
25. Supposons ma in t enan t  que l 'on air o < ~ _< _I. L '6quat ion  (29) 

2 

n 'ayan t  pas de racine, nous avons vu au paragraphe  22 que la fonct ion ~p (0; u, v) 

relat ive g af(O) est alors une fonct ion  essent ie l lement  croissante de la variable 

positive a, et t end  vers z6ro par  valeurs n6gatices quand a crol t  ind6finiment;  

elle tend  m6me un i formgment  vers cette l imite dans tou t  intervalle int6r ieur  s 

7C ~r~ 
l ' in terval le  . . . .  < 0 < - .  

2 2 

D'au t re  part ,  les hypotheses  g6n6rales fai tes  sur la fonct ion  f(O) en t ra lnen t  

) eosO, L]u,[+O sinO  cosOoL]v[+O sinO  

Cette valeur est ind6pendante  de f(0),  de sorte que les courbes repr6sentant  les 

fonet ions caract6rist iques relatives aux diff6rentes fonet ions a f (0)  ont  les m~mes 

extr6mit6s; mais alors que l '6tude fai te  au p a r a g r a p h e  22 mont ra i t  que, lorsque 

s est positif,  ces cotes sont  6galement positives, elles sont  n6gatives avec s; c 'est  

1 Cf ~Le~ons sur  les sdries d ' in te rpola t ion , , ,  p. 131. 
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ainsi que- Ot 4 (s +~ I ) . ~  t.~ est maintenant  sup~rieur ou ggal s zSro, 

( : )  t~andis que l'on a t;oujours lira ~ ; s, t = o. 
t ~  

(:I ' Les d6veloppements de genre (N) pour lesquels ~ --< 2 ne pourraien~ done 

8tre envisages, avec les r6sultats obtenus jusqu'iei, que pour des fonctions F(z) 

holomorphes darts un certain demi-plan, et; satisfaisant dans ee demi-plan ~ une 

in6gali~6 de la forme I/~'(z)[ < Ce -KI=I, la constance K 6rant positive. Or il est~ 

aisg de d6mont~rer direetement, et nous allons d'ailleurs le retrouver comme une 

cons6quenee du th~orgme II,  qu'une telle fonetfion es~ n6eessairement identiquement~ 

nulle, ee qui mon~re l'insuffisance de notre mode opgrat~oire pour les s6ries telles 

que ]u[ soit sup6rieur ou dgal ~ ] v ] .  

 ur'e  L'hypoth~se 

pour lesquelles I I - - ~  dtait en effet ndcessaire pour que les coefficients a, du 
U V 

ddveloppement de F(z) d4pendissent d'une infinitd de valeurs de cette fonction. 

Le cas limi~e off ~ R ( ~ ) = o ,  c'est kd i re  o t i s - -  - -~ ,  t : o  correspond, pour ~o--o, 
~ g 

c'est~ ~ dire pour f l =  o, aux s6ries de faeult~6s + I)(Z + 2)-. (z + n)" Mais 

alors les expressions (8) ch. I des eoeffieient~s a~ deviennent~ nulles, et (7) se rg- 

duit~ ~ la formule gvidente 

, f F(~) (~ + I)(~ + 2) . . .  (~ + n) F ( ~ ) = R . [ F ] = 2 ~  ~---~(~ + ~)(~ + 2) .(~ + ~)dC. 
C 

Cependant l'~valuation faite aux paragraphes I9 et 20 conserve sa valeur, si ce 

n'est que le num6rateur au premier membre de (I4) se r~duit s F ( I ) ~  I, alors 

que la quantit6 qu'on lui avait substitu6e 6fair de l'ordre de Vnf(O). I1 suffit 

done de diviser l'6valua~ion faite dans le cas g~n~ral par ] / ~ ( 0 ) ,  ce qui revient 

remplacer l'exposan~ k par )~ -- I_. L'6tude de ~p(0) subsiste dans son intdgralit~, 
2 

ses valeurs ex~rSmes devenant 6gales ~ ~. Le th~or6me I exprime done ici 
2 
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que F(z) est identiquement nulle si elle v6rifie la condition I F ( z ) l <  Ce-~'M, off 

K > - -  2 
Enfin si K est une constance positive quelconque, le th6or~me i I  conduit ~ la 

1 1 0 
mSme conclusion, puisque (27)ch. u est vgrifi~e d~s que IF(h  + z ) l <  Cel~-~l M~~ 

oo=  ooo   or =ol m i 

e~ - - -  ce qui est toujours possible U /) I [I I_y] 
pourvu que - ~  soit assez petit. u 

26. Les raisonnements que nous avons faits duns ee chapitre sur les dd- 

veloppements de genre (N) et les conclusions qu'ils nous ont permis de tirer ne 

ndcessitent point que les deux bases [a], [N soient des progressions arithm6tiques. 

Supposons, en effet, qu'elles n'aient routes dcux eette qualit6 qu's partir d'un 

certain rang p. En mettant  l'expression (9) du reste sous la forme 

( z--  ae (z u 
Rp+,,[FI=I ; -  ~,)(z--~2),..(z--c~p),=---u --I)  --ctp 

_I l~:{~)(~--/~,)(~--/~)'''(~--~p ) ( ~ - - / P - - I ) ( ~  ~p 2 ) ' ' ' ( L ~ P - - n )  

la quantit~ sous le signe d'int~gration cliff,re de celle de (9) par la substitution 

de ap et tip s a, fl, et par la multiplication par le rapport (~--flJ)(~--fl~)'"(~--flP) 

celui-ci reste born6 quand n crolt infiniment du moment qu'aucun des al, a2 , . . ,  ap 

ne se trouve sur •(z)= q(h). Le th~or~me I I  subsiste donc puisqu'on peut tou- 

jours modifier infiniment peu cette fronti~re pour qu'elle ne contienne aucun des 

Oci(i= I, 2, ...). 
Grace s cette remarque, on peut raisonner sur une fonetion F(z)  m~ro- 

morphe duns le demi-plan fermg O ( z - - h ) >  o, pourvu que ses p61es, en nombre 

n~cessairement fini, appartiennent s la base [~], uutant de fois que l'exigent les 

ordres de multiplieit6, la progression arithm6tique eommen~ant upr~s un certain rang. 

Les thgorgmes I et I I  s'appliquent done aux fonetions m6romorphes qui satisfont 

aux in6galit6s h0rs des voisinages de leurs p61es. 
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Enfin, par  analogie a v e c ] a  remarque fai te au paragraphe 25, le fac teur  

I I I :1 - -  v u --  ~p (0) surpasse une 

eonstante positive arbitraire K, lorsque ~ v u ~ 2 - "  

Nous uvons done d~montr~ que toute fonetion analytique t"(z), rndromorphe 
dans un demi-plan fermO, et y v~rifiant, hors des voisinages de ses p~les, une ind- 
galitd de la forme 

IF(~)I<Ce~M C, K > o, 

admet un ddveloppement de genre (N), pourvu que la base [#] contienne les pales situds 

( ~ )  Ix i ]  ~tant en outre assez grand dans ee demi-plan, et que ~ v surpasse ~, u -  v 

pour que K ne surpasse 29as l I II ( 0 ; _  u v ) 
U V ~3 I , I " 

Y U 

Chapitre VI. 

F o n c t i o n s  d @ v e l o p p a b l e s  en  s 6 r i e  

( ( ~ -  ~ - u )  (~ - ~ - ~ u ) . .  (~ - ~ - n u )  

2 7. Le mode opdratoire que nous venons d'uti l iser duns ces derniers pars- 

graphes ne s'est montr~ adapt6 au probl~me que nous voulions r~soudre que 

lorsqu'il s 'ugissait de s~ries (N) pour lesquelles ~l v 2_~ > - 2 Pour  la eat~gorie 

ao conclusion que la fonct ion 

caraet6ristique ga(0) d6termin6e par le contour d ' intdgrut ion ~ = h  + snf(O)e is 
6tait d ' au tan t  moins d6savantageuse que la eonstante  positive a 6fair plus grande. 

I1 est nature l  de supposer que e'est l ' insuffisanee de l 'ordre d ' infinitude des di- 

mensions de ee contour Cn qui est lu source, pour eette cat6gorie de s6ries, de 

la earence du proc6d6. C'est eette id6e que nous allons utiliser duns ce ehapitre,  

mais en nous bornant  au cas limite part ieulier  off v------ u. Des difficultgs de 

calcul se pr6sentent en effet duns le cas g6n6ral, mSine lorsque Iv I =  l ul ,  et qui 

ne semblent gu6re ais6es ~ r6soudre. 
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Le cas auquel  nous  nous bornons,  et qui fo rme  le t i t re  de ce chapi t re ,  se 

r am8ne  tou t  de suite au d6ve loppement  d '~cr i ture  plus s imple ~ 

(i) ( ~ - ~ - i ) ( ~ - ~ = ~ )  ( ~ - ~ - ~ )  
F (~) = ~ ~n (~ + ~ + i1 (~ + ,~ + ~1 (~ + ~ + ~)' 

~ = 0  

^ ( a+ t~+uz) L,express ion(9)  ch. V d u r e s t e  grace au e h a n g e m e n t  de var iable  z , - - - ~ - -  

R~ IF] devient  ici 

(~) /~,, IF] r(a+z+i)r(a-z+.,+2)i l F (~) l'(v~--~-}- I) /" (t~ + ~-4- r + 2~ 
= r ( ~ - Z + l ) r ( ~ + z + n + ~ ) 2 ~ i j ~ - - } c ~ ( ~ ) e ( ~ - ~ + ~ +  d~, 

Cn 

et nous choisissons pour  C~ un  contour  A B  C D A  ayan t  la fo rme  du con tour  

de la  figure 1, mais  off l 'arc  B CD est, d 'une  manibre  precise, l ' a rc  de cercle 

d 'dquat ion  ~ 

~-~h+zcosOe i~ I01~0,,~, 

et  off l ' a rc  B A D  est  remplacd par  l ' ensemble  des deux cordes DA, BA,  d'dqua- 

t ions 

= h + re•176 o _< r--< Z cos 0~; 

Z d5signe une fonct ion  de n inf in iment  g rande  pa r  r appor t  s n e t  On un angle  

mais  tel que Z cos 0,,~ soit  inf iniment  g r and  pa r  rap- a igu inf iniment  voisin de 2 '  

por t  s n. La  suite des calculs nous p e r m e t t r a  de prdciser  la d~finition de ces 

dl~ments. 

Tou t  d 'abord ,  le long de l ' a rc  de cercle B CD, I~1 dtant  inf in iment  g r and  

par  r a p p o r t  s n, on a 

(3) [ r ( ~ - ~ +  i ) r ( ~ +  ~ +  ~ + ~)1 
r ( ~  + ~ + i) r ( ~  - ~ + ~ + 2) = o ( i ) (z  cos 0 ) - ,  ~ ,  

off w ddsigne la quant i td  

x La lettre u n'a pas le m~me sens dans le titre du ch~pitre et dans le ddveloppement (I); 

en fonction de a et fl elle repr6sente 1~ quan*it6 a - - f l  
2 

On suppose toujours que -P(z) est holomorphe dans le demi-plan ~ (z) > h. 
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w = ~  (ZcosOe ~ ~  log I +XcosO]  + ( z c ~  ~  log I-  ZcosO/J"  

En d6veloppant les  logar i thmes suivant les puissances enti~res croissantes de 

l'infiniment petit - - - -  
n 

Z cos 0' on ob~ient le d6veloppement limit6 

I n ~ c o s  (2 ,, - I)  0 n ~ +  ~ 

(4) w = ~ v (2 v - -  I) (Z cos 0) ~ ' - '  + 6 (Z cos 0) 2p+? 

off ~ reste born6 quand n crolt infiniment. I1 rdsulte de 1~ que si l'on a choisi 

pour Z et On des quantit6s ~elles que 

I 
(5) z = n 2 +~+~ ,  c o s  0 , ~ -  

off 0, a sont 2 nombres positifs, l 'exposant .w de e au second membre de (3) est 

infiniment petit puisque les termes de la somme au second membre de (4)le sont 

pour [0[--< 0~, et que le dernier terme l'est 6videmment pourvu que 2p + I sur- 

I 
passe -. 

Q 

Dans ces conditions, et sachant que l'on a toujours 

(6) I r ( ~  + z + ,, + ] ' 

et que, le long de B CD, 

IdOl 

la contribution de l'arc B CD ~ l'expression du reste a une valeur absolue 

�9 / IRn[F]I< C~'-~'(~)Z-' IF(~)I dO 
COS 2 0  " 

- -O  n 

I1 r6sulte de 1s que si la fonetion F(z) satisfait, dans le demi-plan ~R (z)> h, s 

une in6galit6 de la forme 

(s) I F(h  + re'~ < (~ + r)k+~% 
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I 
off k es~ une cons tan te  et , ( r )  une quan~it6 inf in iment  pe t i te  avec - ,  il v ient  

r 

On 

0 

I 
~' (n) 6rant  infiniment, pe t i t  avec �9 

L a  d6eomposi t ion de l ' in terval le  d ' in t6gra t ion  en les 2 interval les  (o, 0o )e t  

(8 o, On) oh 0 o es~ un angle fixe donne,  eomme au p a r a g r a p h e  19, 

f cos k-2+~'(') 0 dO 

0 

< C + C' cos k-~+**(~) 0,~, 

off l 'on convient  de r emplace r  cosr pa r  IL cos 0,~1 lorsque k - -  i. En  rem- 

plagant  Z et Z cos 0. pa r  leurs valeurs,  on a enfin 

(9) , " 1 ' " 

I 
off e"(n),  e '"(n)  sont inf in iment  pe t i t s  avec - .  

28. Pou r  6valuer  l ' in t6gra le  du reste  re la t ive  aux  cordes D A  et A B ,  nous 

p~r tagerons  l ' in terval le  de var ia t ion  de r e n  deux part ies ,  par  la va leur  r =  n. 

Le  long des segments  de ces cordes off n g r--~ Z cos t?,, ~ nl+e, l '6gMit6 (3) est 

encore valable en y r emp lagan t  0 par  8~ e~ Z cos 0 pa r  r. L ' e x p o s a n t  w s '6cri t  

w + (rei~ - -  n) log - 

et  ses d&ivges pa r  r a p p o r t  s r sont  

{ ( d w _  ~ ei %log I 

dr-- ~ = ~--~ ~ - ~~ I 
I r-~ - f  

( Cette  derni~re quanti t6,  du signe de I - - ~  cos ~ ,  est  posit ive,  e t  dw cro~t en 

10- -34472 .  Aeta mathematica.  64. Impr im~  le 31 a~fit 1934. 
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s ' annulant  pour r----~;  eette d6riv6e est done n6gative et w d6erolt de w(n) g 

z6ro quand r crolt de n g l'infini. D 'au t re  part,  en posant  0n z = - - e ,  off e est 
2 

I 
6quivulen~ g n ~ ,  on volt que 

w(n) -~ ! ~ {(1 + ie -~)  log (I - - i e  i~) - -  (I - -  ie -i~) log (J + ie~)} 
2 n  2 

est la partie, impaire par  rapport  g ~, de la partie r6elle de (I + i e  -~)  log (I-- ie~) .  

En d6signant toujours par d uue quanti t6 born6e quand n erolt infiniment,  on  

peut 6crire 
I + i e  - ' ~  = I + i + ,  + de  ~, 

. . . . . . . .  e q- de ~, 
4 2 

et, par eons6quent, 

w(n)== 2 n(e L V 2  + r~e~) -= 0 ( I ) n  - a =  0(I). 

(6) subsistant,  tandis  que (7) et (8) deviennent  respeetivement 

=O(I)dr' 

]F(h  + rei~ < Cr k+~(n), 

la port ion R~ IF] de l ' intervalle n-<-r  ~ nl+e a une valeur absolue 

n l+q  

I IF] I < f r dr, 

et, par suite, uvec les m6mes notat ions qu'en (9), 

0o) 

29. I1 ne nous reste plus qu'g 6tudier l ' int6grMe le long des 2 segments 

de cordes ~ = h + r e + ~ e ~  off r erolt de o g n. En s u p p o s a n t q u e a + h n ' e s t p a s  

un nombre entier  n6gatif,  ce qui est toujours  possible en augmen tan t  h d 'ua  

infiniment petit, observons que F(a + ~ + I) est born6 en m6me temps que r, et 
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que, lorsque r est infiniment grand,  on a 

[r(q[I'(q---{- ~ +q- I)I)[=O(I)r--2h--2rc~ s One2r[c~ sinOn]; 

L ( ) 
compte tenu de ce que rcosO, ,  e t r  ~ - - O n  sont au plus de l 'ordre d e ~  puis- 

que r ne surpasse pas ~2, on peut  6crire, dans tout  l ' intervalle de variat ion de 

�9 r consid&6, 

v(~ + r + ~ < c ( i  + r ) -% 

pourvu que C soit une constante  convenable, mais ind6pendante de n. 

part,  on a 

I /~(CC q-~ q-~ q-I)l  _~O(i)n2h_l+2rcosOne2rcosOn+w(r) 

= 0 (I) gt 2h-1 e ~('') , 

D 'au t re  

off w (r) d6signe maintenant  l 'expression 

rei%'l -- (,l,--reiOn) log (i re~#n)} �9 �9 W(, ' )=  ~ { ( n q - r e i ~  l o g ( I  + n / 

Formons 
dw . ( i  ,~ :~:~ dr--~{  d o n l ~  " " "  2e"e"~ ' 

r 2 
d~w ~ r cos  3 0 .  - -  ~ cos  O~ 

dr2 n2 I I r2 ~2i~ 

d"w dw 
Cos 3 0,~ &an t  n6gatif  pourvu que n soit suff isamment grand, ~ est positif, d r  

crolt et prend la valeur 2 cos 0n pour r =  o; cette d6riv6e est  donc positive et 

w (r) croi~ de w (o)= o 

W(gt) :n{)~  {(I q- ~iOn) log (I -}- eiOn)-- (I -- eiOn) log (I --  el~ 

qui est born6 comme la quanti t6 homonyme du paragraphe pr~cddent. 

Sachant  que 
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et que 
I/~'(h + r r176 < O(I  + r)~+'("', 

la contr ibut ion R~'[F] de ces deux segments de corde est telle que l 'on air 

I-~;;,' [-~'] I < cn~h-~co)[ (, + ,.)~-~-,+~c,,)d,., 
0 

e'est ~r dire 

(~ ,) I R;;' [F] I < Cn~"-~(~) + C' n~-~(~) +~'('), 

off e'(n) est infiniment peti t  avee n, mais peut ~tre sup4rieur ~ e ( n ) s i  

k - - e h  + ~ ( n ) = o .  

I 
En rdsum4, nous avons d4montr4 que R . [ F ]  tend vers z4ro avee - lorsque 

2~(z )  surpasse les 4 hombres 2h,  k, k + 0 ( k - -  I) et k -? (I A- 0 -4- a ) (k - -  I); 0 et 

a rdpr4sentent 2 hombres positifs arbitraires, de sorte que, si k < i, les 2 der- 

ni tres limites inf4rieures sont infdrieures s k; il suffit alors que 2 ~(z)  surpasse 

2 h e t  k; si k > I, on pourra attr ibuer,  ~ ees deux parambtres des valeurs infini- 

ment  pe~i~es, de sorte qu'il suffit que l 'on air 2 ~ ( z )>  2 h e t  2 k -  I. 

Nous avons ainsi d6montr4 le 

Th4or~me I I I .  Uue fonction analytique F(z), holomorphe dans le demi-plan 

(z) > h et vdrifiant, dans ce demi-plan, une inggalit6 

(i2) I~ ' (h  -~-1"el~ I < (I -~- r)  k+e(r), 

1 
O~t ~ (r) ddsigne une quantitd infiniment petite avec ~, admet un d~veloppement 

7 .  a .  (~ - ~ - ' )  ( ~ -  ~ - 2 ) .  (~ - ~ - ~) (z + a + i)(z + a # 2)-i-(z + a-+ n) dont l'abseisse de convergence n'est pas 
7t=0 

k i 
supdrieure 5 h et au plus grand des 2 nombre~ ~, k -  2 -" 

En particulier, route fonct ion rationnelle admet  des d4veloppements de cette 

forme, ainsi que les d4veloppements plus g4n4raux consid4r4s dans le titre, et qui 

son~ r4gis par le 

Th6or~me IV. Si F(z) est holomorphe da~s le demi-plan ~ ( ~ , . h )  > o et ff 

v&'ifie l'in@alitd (I2), elle admet un ddveloppement 
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( z - -  c~ - -  u ) ( z  - -  ~ - -  2 u ) . . .  ( z  - -  a - -  n u )  

n ~ 0  

77 

\ 2 u !  2 

et l e p l u s  grand des 2 hombres 9 t | ~ + ~ | + . . [  \ k 
\ 2 u ]  2 

30. Un exemple simple va faire comprendre les conclusions auxquelles nous ont  

amen6s les recherches de ces deux chapitres, et  i l lustrer de mani~re remarquable  les 

diff6rences que pr6sentent les 3 cat6gories de d6veloppements  de genre (N): ceux pour  

lesquels [_u[ est inf6rieur s I, qui poss6dent une fonct ion caract6rist ique q~ (0) 
] [ V 

positive, et permet tent  de dgvelopper les fonctions d 'ordre fini pa r  r a p p o r t ~  el~l; 

ceux p o u r l e s q u e l s  ! u [ - - I ,  qui permet tent  probablement  de d6ve loppe r l e s  fonc - 

t ions d 'ordre fini par r~pport  s z, ce qui est sfirement le c~s de ceux pour  les- 

quels v ~ - - u ;  et enfin ceux pour  lesquels ]~] surpasse l 'unit6, qui ne s 'appl iquent  
m m 

g6n6ralement p~s s ces derni~res fonctions. 

D6signons par  F(z)  un polyn6me en z de degr5 k, et cherchons un d6velop- 

pement  de la forme 

(z  - ~ - u ) ( z  - - .  - 2 ~)  �9 (z  - ~ - ~ )  
( ~ 3 )  F ( ~ )  = F ,  ~ ( ~  _ ~ -  ~ ) ( ~  ~ _ ~ ~) . (~ _ ~ _ . v ) "  

n ~ 0  

Si un pareil d6veloppement  est possible, duns un certain demi-plan, ses coefficients 

sont d6termin6s par  la formule (Io) ch. I, et la validit6 se t radui t  par 

~---lim R~, (z) = n__~olim [ F  ( z ) -  
(~ - ~ - u ) ( ~  - .  - z ~ ) . - - ( ~  - - .  - ~.~)] 

~(~-~--~)(~-~-2,~) (~- ~ - ~ -  ~ 

Ro(Z ) ~ F ( z )  - -  ao est un polynbme de degr6 k, nul pour  z =- a + u; pur cons6quent  

on peut  poser 

/J(o) ~ k - - 2  (o) 
R o  (~) = ( ~ - -  ~ - u) [A~ ~  + ~ . + . . .  + A k  ], 

off A~ ~ est 6gal au coefficient de z ~ duns F(z ) ,  donc essentiel lement diff6rent de 

z - - a - - u  est le quot ient  par z - - f l - - v  d 'un z6ro. Ensui te  R 1 (z) - - /~0 (z) --  a 1 z - -  fi --  v 



78 Ren6 Lagrange. 

polyn6me de degr6 k + I admefltant a + u et a + 2 u pour z6ros, ee qui permet 

d'6crire 

.R x (z) = (z  - -  a - -  u) (z --- a - -  2 u) [ A i , ) j : _ l  + .o-2 ~ + . .  + 
Z - - f l - -  Y 

On volt ais6ment par r6eurrence que, d'une manigre gdn6rMe, /R~(z) est de la 

forme 

(~-~-~) (~- . -2  ~ ) ( z - ~ - ~ - . u )  

et qu'en outre, grace ~ l'identit6 

(~- ~ - u )  ( ~ -  ~ -  2 u ) . .  ( z -  ~ - . u )  
n,~ (.~) = R,,_, (~) - ~ ( ~ _  ~ _  v) (~. - # -  2 v). . .  ( z -  # -  n v)' 

les A~ ~) (i = I, 2 , . . .  k) satisfont aux relations r6eurrent, es 

(I 5) [A~ ~t)= A}. n - ! )  q- (a q- u H- nu )A l . n ) l  - -  (fl + n v ) M ~ _ I  1) i ~ 2 , 3 , . . . k .  

On conclu~ de l& que A~ '') -~ A! ~ puis que A!") es~ un polyn6me du second degr~ 

en n, dont le coefficient' de n * est A~ ~  donc essentiellement non nul 
2 

pourvu que les 2 pdriodes soient dis~inctes; on d~montre ais~ment par r6currence 

que A~") est un polynbme en n de degr~ essentiellement 6gal ~ 2 i - - 2 .  Duns 

ces c o n d i t i o n s ,  t l n  (z) es~ du mSme ordre que an (z) n 2k-I, et, par suite, ] g~ (z) [ est 

de l'ordre de n2k--l--Q (~-~). En r~sum6, si est inf6rieur ~ I, le d6velop- 

pement ( i 3 ) e s t  valable dans tout le plan; si l u l = , ,  il e s t v a l a b l e d a n s l e d e m i -  

plan Q(z--w) > 2 k - - I ,  rams non sur la fronti~re puisque R~ (z) oscille sur celle-ci; et 

lul enfin, si surpasse I, ee d6veloppement est impossible. Ces conclusions sont 

bien d'aceord avee les 6nonc6s des th6orgmes I I  et I I [ ;  remarquons en effet que, 

pour les s6ries (N) de la premi6re eat6gorie, la borne inf6rieure de la fonction 

caraet6ristique ~p(O) 6taut positive, une fonction F ( z )  d'ordre fini par rapport 

z v6rifie l'in6galit6 (27) eh. V quelle que soit la valeur qu'on uttribue s k, et 

admet donc un d~veloppement de cette nature dans son demi-plan d'holomorphie; 
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et pour les s6ries 6tudi6es dans ce chapitre-ci, # ( z -  ~o)> 2 k ~ I coincide avec 

(_z c~+_fl/ > k - -  I 6none6e au th6or~me l'in6galit6 IV. \u  2 u /  2 

31. Pour  d6velopper une fonction rationnelle n ' adme t t an t  que des p61es 

simples, il pourra 6tre commode de d6composer cette fonction en 616ments simples. 

A 
Chaque fract ion de la forme . . . .  es~ imm6diatement  d6veloppge suivant l ' ident i t6  

2 - - a  

(5) ch. I off ~ et z sont remplac6s par z et a, et l 'expression (6) ch. I du reste 

nous apprend d'ailleurs que le d6veloppement en s6rie est valable dans le demi- 

plan d'holomorphie q ( z - - a ) >  o, mais oscille sur la fronti~re. Le probl~me du 

calcul effectif des coefficients, ou plut6t  la recherche d 'une expression commode 

de ceux-ci, ne se pose plus que pour la partie enti~re. I1 n 'est  pas sans int6r6t 

de montrer  que pour les s6ries (N) 6tudi6es dans ce chapitre une m6thode pra- 

tique peut 6tre propos6e. Effectuons comme au d6but de ce chapitre le change- 
/ 

( a +fl + uz), puis d6composons le polyn6me s d6vetopper en ment  de variable z, ~ 2 -  

une somme de polyn6mes de Newton (z + a)(z + ~ - -  I ) . - . (z  + a - - p  -F 1), off a 

a la m6me signification que dans le d6veloppement (I) cherch6. Nous sommes 

ramengs ~ d6terminer une expression simple des coefficients du ddveloppement 

(,+~) ~ ( , -  ~ -  i ) ( , -  ~ -  2 ) - . . ( ~ -  ~ -  ~) 
p =~,a~(~+~+~)(~.+~+2) (~+~+.)" 

Ceux-ci sont d6termin6s par la formule (10) ch. I, qui s'6erit 

a ~ = ( 2 ~ +  2 ~ +  I 1 ~  (8- - I )Z(~+i - - s ) !  ( - - i ) -+1- ,  2 
8 = 1  

2 u + 2 n +  I ~ ( 2 ~ + v +  
p! v! (~,--v)l 

~v=O 

. )  (2 .  + ~ + ~ - i ) . . . ( 2 .  + ~ - p  + 2 ) ( _  i) ..... 

p p--s ~, ~ n + p - - s /  
v=O 

D'aut re  part  l ' identit6 . 

n + p - -  n + p  1--s 
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perme~ d '~erire 

..... . ) _ _ ~ , _  (:)(...~_,_.) 
, = o  ~n+p--, ~='0 ~=0 \ W  

:~ ( .  , _.) ~ ,_,,.-. (:) (:) , 
s=O "~p- -  I ~=s 

n--.(;) (:) 
off 1s dernigre s o m m e  s '6crit  encore ~ ( _ i )  ~. n s , et  s ' 6vsnoui t  pour  s r  

i=O 
On s done 

" C)( ) (  ) Z ( - I )n -~  Q -~- " ~--- ! ' 
n §  p I 

~ 0  

et, pour  Q ~ z a + n, on obt ien t  l ' express ion  cherchSe 

p il)--I \ p - - I  / 

et le d6ve loppement  

p .p p - - I  
7 z ~ O  

.(2. +.1(~-  ~ -  O ( ~ - f -  ~)---(~-~--)  
\~9-- I ] (Z § a § I)(Z § C~ -t- 2):  (Z § (~-~- ~) '  

qui r6pondent  s i s  quest ion pos6e. S igna lons  pour  t e rmine r  que, lorsque a est  

nul, un  caleul s imple donne 

I )n l l (n  ~ - p  § I) 

( -  ')' a.-- ~,((~- ,), r (n - -~  + 2)' 

et pe rme t  de v6rifier que l ' express ion Z du p a r a g r s p h e  9 donne bien 1s f ront i~re  

de convergence  ~ (z z) = ~ = 2 p  - -  I .  

v 


