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Einleitung. 

Man nennt  eine Abbi ldung einer vollen U m g e b u n g  co eines Punk tes  z o 

durch eine in ~ stetige Funk t ion  w ~ f ( z )  ko~form im Punk te  Zo, falls ftir z---~z o 

der Quotient  ~!Z)-=f(-z~ einem y o n  o verschiedenen endlichen Grenzwert  zu- 
g - -  s 

strebt. 2 Und  offenbar kann  diese Definit ion ohne Weiteres auch dann  benutzt  

werden, wenn ~o eine Teilumgebung yon Zo ist, z. B., falls z o ein R a n d p u n k t  eines 

einfach zusammenhi ingenden Gebietes ist, in dem f(z) stet ig ist. Geometr isch 

l~sst sieh der in der Fo rde rung  der Existenz eines Grenzwertes yon .f(z)--f(zo) 
- -  ~o 

steckende Saehverhal t  zum Teil folgendermassen pr~zisieren: 

Sind zl, z.2 zwei in w gelegene, gegen z o konvergierende Punkte ,  so sind 

zun~Lchst die Dreiecke LI.~=ZoZlZe, J~=WoUhWe, wo w0, w~, we die Bi ldpunkte  

yon Zo, zl, ze sind, in der Grenze dhnlich, d. h. es gilt 

(a )  w ~ - - w  o z 1 - - z  0~ w e - w  I z e - z  1 ,  

w e - w  o ze  - - 2 '  0 '/v e - w  o ze  - - 2 '  0 

und die Differenzen entsprechender  Winke l  yon J~ und  A~ konvergieren gegen 

o, solange sowohl der Winkel  a o yon ~/~ bei z o als anch z - - a  o oberhalb posi- 

river Schranken bleiben. 

Dami t  ist aber der Ta tbes tand  der Konformi t~ t  unserer  Abbi ldung  in Zo 

nieht  ausgesehSpft,  da die ~Grenz~hnliehkeit~ der Dreieeke J~, J ,  auch dann 

bestehen kann, wenn der Quot ient  f ( z ) - f (Zo)  den Grenzwert  o oder ~ ,  oder 
- -  z o 

i iberhaupt  keinen Grenzwert  besitzt. 

W i r  wollen daher  unsere Abbi ldung yon ~o als rdativ konform im Punk te  

z o bezeichnen, wenn die >>Grenz~Lhnlichkeit>> infinitesimaler Dreieeke an zo, w o 

im oben gekennzeiehneten Umfang  besteht. Exist iert  aber ein endlicher and  

yon o versehiedener Grenzwer t  yon f(z)--f(Zo), so soll die Abbi ldung  yon ~o 
z - -  z o 

als absolut konform in z o bezeiehnet werden. 

Sind nun  %, al, ae bzw. ~o, ~1, ~e die Winke l  der Dreiecke J~,  J ~  resp. bei 

Zo, z~, ze; Wo, w~, we, so heisst die Abbi ldung yon w wi~keltreu in Zo, wenn 

Die  g e g e n s e i t i g e  A b h ~ n g i g k e i t  v e r s c h i e d e n e r  T e i l f o r d e r u n g e n ,  d i e  i n  d e r  F o r d e r u n g  d e r  

K o n f o r m i t i ~ t  s t e c k e n ,  u n t e r s u c h e n  REMAK (I), BOtlR (I), MENCHOFF (I). 
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0 - -  ~ 0  ---* 0 

gilt. U n d  es geni ig t  ferner ,  wie m a n  leieht  einsieht ,  ffir die relat ive Konfo rmi -  

tiit der Abb i ldung  bereits ,  dass  alle drei  Dif ferenzen r io--ao,  f l~ - -a l ,  #~--a~ ge- 

gen o konverg ie ren  und die sechs GrSssen ao, a~, a~, Z - - a o ,  z -  ai ,  z - - a ~  ober- 

halb  einer  posi t iven Schranke  bleiben. 

Als das wich~igste Resulta~ der vor l iegenden Arbei t  sehen wir  nun  die Fest-  

s te l lung an, dass, wenn bei konformer Abbildung zweier Gebiete G1, G in der z- 

bzw. w-Ebene aufeinander die Abbildung in zwei einander entsprechenden Rand- 

punkten z o bzw. w o winkeltreu ist, sie dort auch relativ /conform ist, wenn zi und z~ 

auf eine wesentlich innerhalb G1 liegende Wi~kelumgebung yon z o beschrd~kt 

werden, d . h .  auf  eine solche U m g e b u n g ,  die in einer gleichfal ls  noch innerha lb  

GI l iegenden W i n k e l u m g e b u n g  von z o m i t  gleicher  Winke lha lb i e r enden  aber  gr5s- 

serer  Winke l5 f fnung  en tha l t en  is~ - -  wir sagen in diesem Falle,  dass z I u n d  z2 

in G 1 gegen z o im Winkel konvergieren .  

I s t  w = f ( z )  die unsere  Abb i ldung  v e r m i t t e l n d e ' a n a l y t i s c h e  Funkt ion ,  so 

erweis t  sich die Ta t sache  der  re la t iven  K o n f o r m i t ~ t  der  Abb i ldung  als eine Folge  

der  Ta tsache ,  dass das A r g u m e n t  der  Able i tung  f ( z ) d e r  Abb i ldungs funk t ion  

einen Grenzwer t  besitzt ,  wenn z a u s  G 1 im Winke l  gegen Zo konverg ie r t ;  aller- 

dings muss  dabei  be im Beweis der  re la t iven  K o u f o r m i t ~ t  mi t  e iniger  Sorgfa l t  

ve r fahren  werden,  da  ja  die Seiten des Dreiecks  z/~ sehr  wohl  auch das Aussen- 

gebiet von Gi durchse tzen  k 5 n n e n -  wenn der  R a n d  yon Gl in z 0 eine Ecke der  

( ) ffnung > ~ aufweis~. 

I s t  G1 das I nne re  K ,  des Einhei tskreises ,  so ha t  Hr .  CARATIt~ODO~Y 3 be- 

wiesen, dass die kon fo rme  Abbi ldung  yon G auf  K~ in z o winke l t reu  ist, wenn  

der  R a n d  yon G im Bi ldpunk t  Wo yon z o eine T a n g e n t e  besitzt.  I s t  dar i iber  

h inaus  bekannt ,  dass der  R a n d  yon G auch in einer U m g e b u n g  yon w 0 m i t  

e iner  sich stetig drehenden Tangente versehen ist, so ha t  Hr.  E. LI~DnLSF ~ ge- 

zeigt, dass dann  auch a rg  f'(z) einem fes ten  Grenzwer t  zust rebt ,  wenn  z aus K~ 

gegen  z o konvergier t ,  und  z dar f  dabei  sogar  allseitig aus K ,  gegen  z 0 konver-  

gieren. Andererse i t s  ha t  Hr .  LINDELSF 1. C. die gleiche Ta t sache  auch un t e r  

einer e twas schw~cheren A n n a h m e  fiber den R a n d  yon G in der  NiChe yon w o 

bewiesen, un te r  der  A n n a h m e  n~mlich,  dass alle Sehnen r i ch tungen  in der N~he  

8 CARATH]~ODORY ( I ) ,  pp. 38--4I; (z), pp. 91--93; vgl. ferner LINDELOF ( I ) ,  pp. 85--87, 
ausfiihrlicher d~rgestellt nach H. FEHR und A. PLESSNER in SCHLESINGER (I), pp. 157--I6I; W. 
GROSS (I), pp. 273--281. 

4 LINDEL6F (I), pp. 87--9 o. 
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von- Wo gegen die Tangentenrichtung in Wo konve rg i e ren - -  wir werden in diesem 

Falle sagen, dass unsere Kurve in w o eine L-Ta.nge~te besitzt. 

Hr. LI~D~LSF h a t  auch aus seinem Satze gefolgert, dass unter  den Vor- 

aussetzungen seines Satzes eine in Zo miindende and sonst in K~ verlaufende 

Kurve, die in z o m i t  einer stetigen Tangente miindet, in eine ebensolche Kurve 

der w-Ebene iibergeht. Man kann leicht dariiber hinaus beweisen, dass auch 

eine in K~ verlaufende und in z o m i t  einer L-Tangente miindende Kurve unter  

den Voraussetzungen des LindelSfschen Satzes wiederum in eine in w omi t  einer 

L-Tangente mfindende Kurve fibergeht. Ferner  grit die oben festgestellte Tat- 

sache der relativen Konformit~t  unter  den Voraussetzungen des Lindel5fsehen 

Satzes sogar, wenn z 1 und z~ in Kz allseitig gegen zo gehen. 

Und diese Tatsaehen lassen sich auch auf den Fall ausdehnen, dass nur 

einer der in w 0 zusammenstossenden Randzweige yon G dort eine L-Tangente 

besitzt. In diesem Falle bleibt die relative Konformit{it erhalten, wenn z~ und 

z~ beliebig nahe an den entsprechenden Bogen des Einheitskreises herankommen 

- -  wir sagen dann, sie streben halbseitig an diesem Bogen gegen z o. 
Bekanntlich braueht f(z)  nicht einmal unter  den Voraussetzungen des 

Lindel5fschen Satzes ftir z ~ z 0 eine yon o und ~ verschiedene Ableitung zu 

besitzen. 5 Der Frage naeh der Existenz des Grenzwertes yon f ' (z) ,  sowie yon 

f ( z ) - - f ( z~  wurde in den letzten Jahren viel Aufmerksam]~eit gewidmet. 6 Es 
z - -  2* o 

handelt sich in diesen Arbeiten ~ bis auf die Arbeiten yon LAV~E~I~FF, W~n- 

scHxws~i und W o L ~  - -  um die Frage nach der Existenz der Wiu~elderivierten 

yon f(z) ,  d .h .  des Grenzwertes f ( z ) - - f (Zo) f i i r  aus K~ gegen Zo im Winkel stre- 
z ~ z o 

bendes z. Und es wurden hierfiir verschiedene notwendige und hinreichende 

Bedingungen aufgestellt. 

Fiir die relative Konformit~it der Abbildung in z o ste]lt sich aber, wie oben 

erw~hnt, bereits die Winkeltreue in Zo als notwendig und hinreichend heraus. 

Fiir die Winkeltreue der Abbildung ist andererseits im Falle allgemeiner Gebiete 

G, G 1 auf jeden Fall hinreichend, wenn G, G1 in den betreffenden Randpunkten 

5 Dies zeigt  KELLOG (I), pp.  I22 durch Be t rach tung  der  Abb i l dungs funk t i on  w = z log z. 
6 Vgl. WOI~FF (I), (2), (3), 44); CARATttEODORY 43), sowie (2), pp.  94 - -97 ;  LA~TDAu und  VA- 

LIRON (I), VALIRON (2) und  (3); LAVRENTIEFF (I) und  (2); AHLFORS 4I); WARSCHAWSKI (I) und  
42); SEIDEL (I); VISSER (I), (2); M. RIESZ (I); VAN DER CORPUT (I); SMIRNOFF 4I); R. ~EVA~C- 
LINNA 4I) und  (2). 

Fiir die e rs tea  Ans~tze in dieser  R i c h t u n g  vgl. m a n  PAI~I, EV~ (I) sowie LICHTENSTEIN (I). 
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Ecken gleicher,  yon Null  verschiedener  0 f f n u n g  besitzen, t t uben  a l lgemeiner  die 

Gebiete  G,  G~ in w0 bzw. z0 Eeken yon den Offnungen 7, Y~, wo 7 > ~ 1 7 6  

ist, so ist, wie Hr .  CA~ATH~ODORY 1. C. bewiesen hat,  die Abbi ldung in Zo w i n k e l -  

proport ional ,  d .h .  zwei yon z o ausgehende und  ins Innere  yon G~ weisende Linien- 

elemente,  die in G~ einen Winke l  z mi te inander  bilden, gehen in zwei Linien- 

e lemente  fiber, die in G den Winke l  7-z  einschliessen. In  diesem al lgemeineren 
71 

Falle bleibt  ffir 7 ~ 71 die Tats~ehe der  re la t iven Konformit~tt  nat i i r l ich n icht  

mehr  r ichtig,  es gil t  ~ber aueh in diesem F~lle die Rela t ion 

7 
Wl- -g / JO (~1 -~0/7~ ' 
w9 - -  W o \2'~ - -  2"o] 

(b) 

wenn das Verh~l tnis  

(r 

zwischen festen posi t iven Schranken  bleibt. Ffir  a rg f ' ( z )  aber gil t  im al lgemeinen 

Falle, dass der Ausdruck  

(d) [~rg f (z) - -  ~1 - - I  arg  (z - -  Zo) 

einem fes ten Grenzwer t  zustrebt ,  wenn z aus G1 im Winke l  gegen z o konver- 

giert. Aus (b) folgt  fe rner  die Rela t ion  

Besi tzen aber  die vier in zo und  w o zusammenstossenden Rundsti icke von 

G1 bzw. G dor t  L-Tangenten ,  so gil t  (b) und die fiber (d) ~ngegebene Tatsache  

auch, wenn Zl, z~ bzw. z aus G 1 a l l se i t ig  gegen zo streben. Allgemeiner,  ist C1 

einer der beiden in z o zusammenstossenden l~andzweige yon G1, C der entspre- 

chende Randzweig  yon G und besitzen C1 und C in z o bzw. u, o L-Tangenten ,  so 

bleiben die obigen Ta tsachen  richtig,  wenn zl, z2 bzw. z halb.seitig un  C 1 gegen 

Zo streben. 

Die Exis tenz des Grenzwertes  yon (d) erschliessen wir  nun aus einem Grenz- 

wertsatz,  den wir  uls den R a n d v e r z e r r u n g s s a t z  bezeichnen mSehten.  Er  besagt  

im al lgemeinen Falle, wenn w ~ - f ( z )  G~ auf  G abbildet,  wo G1 und G in den 
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e inander  entsprechenden Randpunk t en  s o bzw. w o Ecken yon den 0 f fn u n g en  71,7 

besitzen, dass 

f ( z )  

% J(s)  - Wo 9', 
S - -  Z o 

gilt, wenn s im Winke l  gegen So konvergier t ,  w o b e i  )]1 > O, )/ =~_ o v o r a u s g e s e t z t  

wird. Und  diese Formel  bleibt  auch dann  richtig,  wenn fiber die Gebiete  G 1 

und  G nu r  vorausgesetz t  wird, dass die konforme Abbi ldnng yon G 1 auf  G ira 

P u n k t e  z0 winkelpropor t ional  1nit dem Propor t iona l i t i i t s fak tor  --7 > o ist. 7 
71 

Der  Randverzerrungssa tz  ergibt  sieh nun seinerseits sehr leicht  aus einem 

Satz yon LICrlT~I~ST~I~ fiber die ers ten Able i tungen des Poissonschen Integrals ,  

wonach, wenn  P ( r ,  ~) der W e r t  eines Poissonschen In tegra ls  im I n n e r n  des Ein- 

heitskreises E~ ist, 

( f )  p . ( , - ,  = o , = o 

gilt, wenn der Punk t  (r, ,9) im Winke l  gegen einen S te t igke i t spunk t  des In te-  

granden des Poissonschen In tegra l s  strebt,  s 

Nachdem in w I der vor l iegenden Abhandlung  einige Beze iehnungen  und  

Defini t ionen eingeffihrt  werden,  geben wir in w z einen neuen Beweis des Lichten-  

steinschen Satzes, wobei sich dieser Satz in einer  insofern sch~rferen Fassung 

ergibt,  als die Formeln  (f) sogar  ffir den Fall, dass (r, ~9) allseitig aus dem In- 

ne rn  yon Lz gegen einen S te t igke i t spunkt  des I n t eg ran d en  konvergier t ,  nach- 

gewiesen werden. Daraus  wird nun im w 3 der Randverzer rungssa tz  (S/s 

IV, IV ~ hergelei tet ,  und  sodann die oben fiber den Ausdruck  (d) angegebene  

Tatsache  gefolger t  (Satz u 

Der  w 4 ist dem LindelSfschen Satz gewidmet.  Es werden verschiedene Fol- 

gerungen aus diesem Satz entwickelt ,  nament l ich  auch fiir den Fall  der halbsei- 

tigen Konvergenz. I m w  5 wird ffir 7 = 71 die relat ive Konformit/s  der Abbi ldung 

bewiesen, und es wird fiir  y <> y~ die Rela t ion  (b) hergelei tet .  (S/itze VIII--X). 
@ 6 br ingt  endlieh einige vereinzel te  Fo lgerungen  aus den bisherigen Ergebnissen;  

7 In zwei sparer imw 3 genau angegebenen Spezialfiillen finder sich (e) bei u (2). 
s LICHTE~CSTEIN (2), p p .  2 0 - - 2 2 .  W i e  in  LICHTENSTEIN (I), p. 22 a n g e g e b e n  w i rd ,  f inder  

sich der Satz ffir eine durchweg stetige Randwertfunktion bereits bei ZAREMBA (I) sowie HOBOI~SKI 
(I). In unserer Darstellung werden allerdings die Relationen (f)und /ihnliche Relationen aIs auf 
die zur Potentialfunktion t)gehSrende analytische Funktion bezfigliche Relationen formuliert. 

12--34472.  A c t a  m a t h e m a t i c . a .  64. Impr im6  le 30 octobre 1934. 
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so ges~attet uns die Relation (b) zwei wichtige yon Herrn S. WA~SC~AWSKI in 

tier ersten der oben (Fussnote 6) zitierten Abhandlungen hergeleitete Unglei- 

ehuugen in einer bestimmten Richtung zu versch:~irfen. Ebenso ergeben sieh 

Grenzrelationen fiir hShere Ableitungen yon f (z ) ,  wenn z im Winkel aus G~ 

gegen z o konvergiert, wie z. B. die folgende (32, 3): 

Die i m w  3 gegebene t terlei tung des Rundverzerrungssatzes gestattet noch 

nicht, den LindelSfschen Satz mitherzuleiten. Hierzu ist es vielmehr erst nStig, 

den Randverzerrungssatz auf den Full auszudehnen, dass die R~tnder der abzu- 

bildenden Gebiete zwar nicht mehr notwendig Tangenten in z 0 bzw. Wo besitzen, 

dass aber die Sehnenrichtungen in der N~he von z 0 bzw. wo in relativ sehmalen 

Winkelintervullen oszillieren. Die hier vorgenommene Erweiterung des Begriffes 

der Tangente zu demjenigen der Gre~zstiitze eider Kurve ist ganz analog zu der 

in der Theorie der reellen Funktionen vorgenommenen Erweiterung des Begriffs 

der Ableitung zu demjenigen einer derivierten Zuhl. 9 Wenn die Grenzstiitzen 

der R~inder von G uud G~ in w0, z 0 yon den Schenl~eln gewisser Winke[ mit 

den ()ffnungen y, Yl relativ wenig abweichen, weicl~en auch die Unbestimmtheits- 

grenzen der linken Seite yon (e) nur wenig yon 7 ~b. Aus dieser Tatsache, 
71 

verbunden mit einer auf die Gleichmiissigkeit der Grenzrelationen bezfiglichen 

Erganzung (verallgemeinerter Randverzerrungssatz, Satz XIX) l~tsst sich sodann 

der LindelSfsche Satz unmittelbar herleiten (Nr. 6I). 

Zur Herleitung des verallgemeinerten Randverzerrungssatzes ist nun eine 

entsprechende Erweiterung des Lichtensteinschen Sutzes (Satz I) vorzunehmen. 

Wir nehmen sie in drei Schrit~en vor. Das allgemeinste Resultat wird im Satze 

XVI nebst Zusiitzen zu diesem Satz zusammengefasst. Auch ein Teil dieses 

verallgemeinerten Resultats ist bereits in der oben (Fussnote 8)zitierten Lichten- 

steinschen Abhandlung enthalten, n~tmlich der Fall der Durchschnittsstetigkeit 

yon Z(a), (Satz X[II ,  fiir ~ ~ -  I ) .  

Wir haben allerdings in den w167 7--9,  in denen diese Erweiterungen des 

Lichtensteinschen Satzes vorgenommen werden, die Entwicklungen zum Teil wel- 

ter durchgefiihrt als fiir den unmittelbaren Zweck dieser Abhandlung notwendig 

9 Impl i z i t e  f inder sich der  Begriff der  Grenzs t f i tzen  berei ts  bei  W. Gl~oss (2), pp.  276 ft. 
Gross spr ich t  an der  bet ref fenden Stel le  (p. 278 unten)  von ))Richtungsgrenzen der  B e r a n d u n g , .  
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gewesen wiire, um Wiederholungen bei sp~tteren Untersuchungen zu vermeiden. 

Es sei hier noch auf den Satz XIV sowie den Zusatz 3 zum Satze XVI ver- 

wiesen, in denen eine, wie es seheint, bisher unbemerkt gebliebene Schwankungs- 

eigenschaft der konjugierten Funktion zum Poissonschen Potential  angegeben 

wird. Der verallgemeinerte Randverzerrungssatz, sowie die sich daran anschlies- 

senden Entwicklungen finden sich im w II tier Abhandlung. 

Der w 12 ist aber der Betrachtung des FMles 7 ~ o (Spitzenabbildung) ge- 

widmet. Die vorhergehenden Entwicklungen sind niimlich nut  zum Tell ffir y = o  

giiltig, withrend die weiteren an den Randverzerrungssatz ansehliessenden Be- 

t raehtungen nicht mehr in gleieher Weise durchgeffihrt werden kSnnen. Trotz- 

dem bleiben einige Ergebnisse aueh ffir 7 ~ o riehtig, einige andere allerdings 

erst, wenn vorausgesetzt wird, dass die in tier Spitze zusammenstossenden Rand- 

zweige dort L-Tangenten besitzen. Die Beweise dieser Tatsachen benutzen zum 

Teil das in w IO entwiekelte Kriterium fiir die Darstellbarkeit  eines Potentials 

dureh dus Poissonsehe Integral, ein Kriterium, das hier noeh besonders hervor- 

gehoben sein mSge, da in ihm ein neues und ftir manche Zweeke wichtiges 

Moment - -  Beschr~nktheit gewisser Fl~ehenmittelwerte - -  benutzt wird. 

Zum Schluss dieser Einleitung sei noch besonders auf eine kiirzlich erschie- 

nene Abhundlung yon Herrn  C. VissE~ TM hingewiesen, die einige Berfihrnngs- 

punkte mit der vorliegenden Abhundlnng aufweist, worauf ich allerdings erst 

unmittelbar vor dem Abschluss des Munuskripts aufmerksam wurde. In der 

Abhundlung yon Herrn  Visser finder sich ni~mlich der Randverzerrungssa/z ffir 

den Fall, class G~ mit dem Innern des Einheitskreises identiseh und y ~ 7c ist, 

ferner fiir den Fall, dass G~ wiederum mit dem Innern des Einheitskreises iden- 

tisch ist und die Abbildungsfunktion w = f ( z )  in z o eine endliche und yon o ver- 

schiedene Winkelderivierte besitzt, so dass also die Abbildung im Punkte  z 0 

absolut konform bei Ann~herung im Winkel ist. Aus seinem Fall des Rand- 

verzerrungssatzes hat Her r  VlssE~ den Satz XI  dieser Abhandlung fiir den ent- 

spreehenden Fall gefolgert. Die auf a rg f ' ( z )  bezfiglichen Folgerungen und die 

sich daran anschliessenden Entwicklungen enthiilt dagegen die Vissersehe Ab- 

hundlung nieht. Ferner  ergibt sich uus seinen Betrachtungen die obige Rela- 

tion (b), allerdings unter  der reeht speziellen Annahme, dass die Punkte  z~ 

und z2 uuf einem zu z 0 symmetrischen Orthogonalkreise zum Einheitskreis tier 

z-Ebene liegen. 

lo vIssE~ (2). 
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Endl ich  h~ngen auch die a l lgemeinen analyt ischen Hilfssi~tze, die H e r r  

VISSEa benutzt ,  naturgem~ss mi t  unseren  Entwick lungen  fiber den Lichten-  

steinschen Satz zusammen. An den bet ref fenden Stellen des Textes  wird darauf  

jedesmal  in den Fussnoten  ausdrfieklich hingewiesen werden. 

Tell I. Der Hauptfall des Randverzerrungssatzes. 

w I. Bezeichnungen und Definitionen. 

I. GleichmSssigkeit bei L i m  und L i m .  W ir  werdeu im Folgenden  vom 

Begriff  der Gleichmi~ssigkeit n icht  nu r  bei der Konvergenz  Gebrauch  machen,  

sondern aueh yore analogen Begriff  bei Gleichheits-  und  Ungle ichhei tsbeziehungen,  

in denen neben den Grenzwer ten  auch Lim und  Lira vorkommen.  W e n n  wir  

z. B. yon der  Rela t ion 

Limfi~(~) ~ ~(~) 
n ~ o v  

sagen, dass sie auf  einer ~-Menge M gleichm~ssig gilt, so bedeute t  dies, dass 

zu jedem s > o  ein solehes N ( ~ ) >  o angegeben werden kann,  dass ffir alle 

> ZV und  fiir  alle ~ auf  M 

A (~) ----< r (#) + 
gilt. 

2 .  Konvergenz aus dem Innern  des Einheitskreises.  Unte r  E werden wi t  

in allen wei teren Ausf i ihrungen die Per ipher ie  des Einhei tskreises  ] z ] ~  I ver- 

s tehen;  hande l t  es sich dabei um den Einhei tskreis  in der z- bzw. w-Ebene u. s. w., 

so werden wir, wenn es sich aus dem Zusammenhang  n icht  unmi t t e lba r  ergibt ,  

auf  welche Ebene E zu beziehen ist, die Bezeichnung E , ,  bzw. E~ u. s. w. be- 

nutzen.  Ebenso vers tehen wir un te r  K das Inne re  des Einhei tskreises  und  

schreiben daffir, .je nach der Ebene,  in der K zu be t rach ten  ist, K~, K~ u. s. w. 

Is t  die Variable z auf  das Inne re  yon E~ beschriinkt und is t  e is'~ ein P u n k t  

yon Ez, so sagen wir, z konvergiere  >>im Wiskel>> gegen e i:~o, wenn z gegen e is~ 

strebt,  dabei aber  zwisehen zwei yore P u n k t e  e is~ ausgehenden Sehnen yon E~ 

bleibt. W i rd  aber  das gegen e io~ aus dem I n n e r n  yon E~ konverg ie rende  z 

keinerlei  derar t igen  Bedingungen  un te rwor fen ,  so sagen wir, z konvergiere  >>all- 

seitig>) gegen d ~o. 

Endl ich  werden wir  sagen, z konverg iere  gegen e i~~ >>halbseitig):, genauer  

halbseitig an einem in e ~'~o endenden Kreisbogen C yon ]~ ,  wenn z dabei zwischen 
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dem Bogen  C und einer yon e iao ausgehenden  Sehne yon E~ bleibt. Analoges  

gi l t  ffir a l lgemeinere  Gebiete.  

3. Konvergenz aus dem Innern eines allgemeinen Gebietes. Es bestehe der  

R a n d  eines e inf~ch zusammenh~ngenden  Gebietes  G in der U m g e b u n g  eines Rand-  

punk tes  P aus e inem fre ien Jo rdanbogen .  Es  seien S~, S~ zwei yon P ~us- 

gehende  geradl in ige  Streeken,  die bis auf  P in G liegen. Es sei J ein Dre ieck  

mi t  der  Spitze in P ,  d~s, bis auf  den P u n k t  P ,  in G und zwar  im Winke l  

zwischen den S t recken  $1, S.2 liegt, so dass es mi t  diesen S t recken  nur  den P u n k t  

P geme insam hat.  Ein  solches Dreieel~ bezeichnen wir  Ms eine Dreiecksumgebung 

yon P innerha lb  G. Eine Yere in igungsmenge  yon endlich vielen Dre iecksum- 

gebungen  yon P innerha lb  G bezeichnen wir  als eine Wi~kelumgebung yon P 

innerha lb  G. S t reb t  ein P u n k t  z so gegen P ,  dass es d~bei in einer  Winkel -  

bzw. Dre i ecksumgebung  yon P innerha lb  G bleibt, so sagen  wir, z s t rebe  aus 

dem I n n e r n  von G im Winl~el bzw. im Dreiec~ gegen  P .  I s t  aber  z--*P und 

l~einerlei solchen Bed ingungen  unterworfen ,  bis auf  die Forderung ,  dass z in G 

bleibt,  so sagen wir, z konvergiere  ~us dem I n u e r n  yon G allseitig gegen  P .  

Es sei endlich C ein in P mf indender  Randbogen  yon G. Es seien R1,/~2 

zwei yon P ausgehende  und bis auf  -P innerha lb  G l iegende Strecken.  Es mSge 

R~ zwischen R2 und  C liegen. Man  verbinde  einen inneren  P u n k t  yon / t  1 mi t  

e inem yon P verschiedenen P u n k t  yon C durch  einen Jo rdanbogen ,  der  bis ~uf 

seinen Schn i t t punk t  mi t  C ganz in G liegt. Durch  diesen J o r d u n b 0 g e n  wird 

ein Tei lgebiet  yon G ~bgegrenzt ,  das zwisehen R 1 und C l iegt  und  P a l s  R~nd- 

punk t  besitzt.  Ein  solches Tei lgebie t  bezeichnen wir  als eine a~ C liegende halb- 

seitige Umgebung von P innerhalb G. K o n v e r g i e r t  nun  ein P u n k t  z gegen  P und 

bleibt  er dabei  in einer  solchen ha lbse i t igen  U m g e b u n g  von P ,  so werden wir  sa- 

gen, er konvergiere  aus dem I n n e r n  yon G halbseitig am R a n d b o g e n  C gegen  P .  

4. L-Tangenten. Es sei F (z-~ z(t), o ~ t ~= i) ein Jo rdanbogen .  W i t  

s~gen, er besitze im P u n k t e  t =  o eine Tangen t e  (eigentl ieh H ~ l b t a n g e n t e ) ~ ,  

wenn jedem noch so schmalen Winke l  um den Ha lbs t r ah l  ~ mi~ der  Spi~ze in 

z(o) ein solehes ~ > o zugeordne~ werden kann,  dass ~lle P u n k t e  z ( t )mi t  o < t <  

in diesem Winke l  l iegen. L~sst  sieh j edem posi t iven e ein posi t ives ~ =  ~(e) der~r t  

zuordnen,  duss die R ich tungen  s~mtl icher  Sehnen des Tei lbogens  o ~ t ~ ~ yon I" 

mi t  der l~ichtung ~ einen Wi nke l  ~ e einschliessen, so werden wir  sagen,  F 

bes~tze im Pun~te t ~-o  eine L-1'ange~te. 1~ 

21 Der Begriff ohne Benennung kommt anscheinend zuerst bei LINDELOF (I), 1 ). 8 7 unten 
vor. CAI~ATHI~ODOI~Y (2}, p. 94 sagt, die Kurve sei an den betreffenden Stelle glatt (smooth). 
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W i r d  ein Koord ina tensys tem mit  dem Ursprung  in z(o) gelegt,  in dem der 

R ich tungs tangens  0 0 yon ~ endlich ist und  das in z(o) einmfindende Stiick yon F 

>>zuletzt>> etwa in der rechten  Halbebene  liegt, so besi tzt  F in der U m g eb u n g  

yon z(o) die Gle ichung y - -  9(x) ,  und  unsere  Bedingung  fiir die L-Tangen te  l~iuft 

dann auf  die Bedingung  hinaus,  dass 

(4, I )  
x 1 - -  x 2 

gegen 0 o konvergier t ,  wenn xl nnd  x~ unabhgngig  voneinander ,  aber  ohne zu- 

sammenzufal len,  gegen o abnehmen.  

Man kann  diese Bedingung  noch anders  fassen, wenn man  den in der 

Theor ie  der reel len Funk t ionen  gebrguchl ichen Begriff  der derivierten Zahlen 
benutzt .  Nach  einem Satz von Du BOIS-REY~O~D f~llt n~tmlich das W er t i n t e rv a l l  

des Dif ferenzenqnot ien ten  (4, I) fiir a ~ Xl < xs ~ b mi t  dem kleinsten In te rva l l  

zusammen, das s~imtliche W e r t e  i rgendeiner  der vier der ivier ten Zahlen yon 99(x) 

fiir a ~ x ~ b enth~lt .  Dahe r  l~tuft unsere Defini t ion fiir die L-Tangen te  da rauf  

hinaus, dass i rgend eine (und damit  jede) der vier der ivier ten Zahlen yon ~(x) 

ffir x ~ o gegen 00 strebt.  

5. Grenzstiitze~. Um unabhgngig  yon der Or ien t ie rung  des Koordina ten-  

systems die entsprechende Bedingung  formul ieren  zu kSnnen, f i ihren wit  den 

Begriff der Grenzstiitzen ein. Es sei F (z = z(t)) ein Jordanbogen ,  nnd  man  be- 

t rachte  ffir t > t o die yon Z(to) nach z(t) gezogenen ger ichte ten  Sehnen,  deren 

analyt ische Rich tungen  ~s sich fiir t > t o s te t ig  mit  t gndern und  nach  Fest- 

legung einer yon diesen Rich tungen  ffir jedes t > t o e indeut ig  bes t immt  sind. 

W i rd  die analyt isehe Rich tung  der .Sehne yon z(to) naeh z(t) mit  O(t) bezeichnet,  

und ist 

0 + - -  Lim 0(t), 0 -  ~ Lim O(t), 
t J, to t J, to 

so nennen  wir, falls 0 +, 0 -  endlich sind, die von Z(to) ausgehenden t t a lbs t r ah len  

mit  den analyt ischen Rich tungen  0 +, 0 -  die rechtsseitigen Grenzstiitzen des ent- 

sprechenden in Z(to) endenden Bogens und den Winke l  zwischen den analyt ischen 

12 Unter  der a n a l y t i s c h e n  R i c h t u n g  eines Vektors  vers tehen wir  seinen Winkel  mi t  einer 

festen Richtung,  wobei  aber  zwei u m  ein yon o verschiedenes Vielfaches yon 2~  versehiedene 

Winkel  v e r s c h i e d e n e  analyt ische Rich tungen  festsetzen - -  die R ich tungen  werden also eigentl ich 

auf  der Riemannschen  Flgche des Logar i tmus  aufgetragen.  
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Richtungen 0 +, 0-  den (rechtsseitigen) Stiitzenschwankungswinkel in Z(to). Er ist 

also gleich 0 + - - 0 - .  

Offenbar kann man 0 +, 0 -  auch anders definieren. Man denke sich zwei 

KurvenbSgen C +, C-, die in Z(to) einmiinden und dort bestimmte Tangenten be- 

sitzen. Huben diese 'Tungenten die anaiytischen Richtungen 0 + + e, 0 - - - e  l, 

mit ~ > o, ej > o, so liegt >>zwischen>> C +, C-  das gesamte Sttick yon F mit 

t o < t < t o + ~ fiir hinreichend kleine 8. Sind aber die Tangentenrichtungen 

yon C +, C-  etwa 0 + - s , 0 - + e l ,  mit s > o ,  el > o ,  so gibt es fiir jedes noch 

so kleine positive ~ Punl~te z(t) mit t o < t < t o + 3, die nicht >>zwischen>> C +, C-  

liegen. Und es ist unmittelbar klar, wie die entsprechenden Formulierungen 

lauten, wenn 0 + : + ~ oder 0 - : -  ~ ist. G~nz analog werden die l~:nlcs- 
seitigen Grenzsliitzen und der linksseitige Stii~enschwankungswinkel in Z(to) mit 

Hilfe des zweiten in Z(to) miindenden Bogens definiert. 

Aus dem Gesagten geht aber nunmehr unmittelbar hervor, dass bei einer 

konformen Abbildung einer Umgebung yon Z(to) auch die Grenzstiitzen yon F um 

den gleichen Winkel gedreht werden, wie die direkt vorgegebenen Linienele- 

mente, und daher insbesondere die beiderseitigen Stiitzenschwankungswinkel un- 

ver~tndert bleiben. Und das Gleiche gilt natfirlich auch dann, wenn nur eine 

Teilumgebung yon Z(to) winkeltreu in z(to) abgebildet wird, wie dies z. B. bei 

konformer Abbildung in der N~the des Randes der Fall sein kann, sofern die 

beiden Grenzstiitzen des betrachteten Teilbogens yon I" in der entsprechenden 

Winkelumgebung liegen. Endlich ist es klar, wie diese Formulierungen abzu- 

~indern sind, wenn die in Fr~ge kommenden Abbildungen nicht mehr winkeltreu, 

sondern nur winkelproportional sin& Auch dann werden die Richtungen der 

Grenzstfitzen in gleieher Weise transformiert, wie die Riehtungen gewShnlieher 

Tangenten, und die S~iitzenschwankungswinkel mit dem gleichen Proportiona- 

lit~tsfaktor multipliziert, wie die Winkel zwischen gewShnlichen Linienele- 

menten. 

6. Eckendefinition im Fall der allgemeinen Berandung. Man pflegt bei der 

Betrachtung der Tangente oder Ecke in einem Randpunkt eines einfach zusam- 

menh~ngenden Gebietes G in der Regel stillschweigend vorauszusetzen, dass der 

Rand des Gebietes in der Umgebung des betreffenden Randpunktes einen Jordan- 

bogen bildet.  Man kann nun mit Itilfe der Theorie der l~andelemente (der 

Carath~odoryschen Primenden) eine Parameterdarstellung ftir den Rand yon G 

erhalten, an Hand deren in vielen F~llen sowohl der Begriff der Tungente und 
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Ecke als auch der Begriff der Grenzst i i tzen vera l lgemeiner t  werden kann. ~4 Es 

mag indessen ffir das Folgende geniigen, wenn wir eine auf einen h inre ichend  

al lgemeinen Fal l  anwendbare  Defini t ion einer Ecke geben. 

W i r  werden sagen, der Rand  von G bilde in einem R a n d p u n k t  P eine 

Ecke, wenn es zwei yon P ausgehende Ha lbs t r ah len  ~i, ~2 gibt, derar t ,  dass 

wenn man beliebig schmale Winke l  um diese Ha lbs t rah len  bildet, alle Rand- 

punkte  yon G, die h inre ichend nahe bei P liegen, sich auf  diese beiden Winke l  

verteilen. Die Halbs t rah len  ~1, ~ werden als die beiden Halbtangenten an den 

Rand  yon  G im Punk te  P bezeichnet.  H a t  einer  der beiden Winkel ,  die durch  

�9 ~ und ~ gebildet  werden, die 0 f f n u n g  7 z und  die Eigenschaf t ,  dass es in ihm 

Kre issektoren  mi t  der Spitze in P gibt,  deren Winke l  bei P beliebig nahe an 

den Winke l  zwischen ~ und % he rankommen  nnd deren Inneres  ganz in G liegt, 

so werden wir  sagen, dass der Rand  ~on G yon der betreffenden Seite eine Ecke 

yon der inneren  0 f fnung  7~r besitzt. Es kann  nati ir l ich auch der andere  Winke l  

2 z - - 7 z  zugleich ein innerer  Winke l  ~)von der anderen Seite)) sein, wenn der  

P u n k t  P ein Doppe lpunk t  des Randes  ist. 7 kSnnte  allerdings auch den W e r t  

o haben;  in diesem Falle ist der  Punk~ I' yon der betreffenden Seite li~ngs eines 

Jo rdanbogens  L erreichbar,  es gibt  abet  kein Dreieck mit  der Spitze in P,  dessen 

Inneres  ganz in G l iegt  und zugleich beliebig an P benachbar te  P u n k t e  yon L 

enth~lt .  

w 2. Erste Ableitung der Poissondarstellung einer analytischen Funktion. 

7. Verhalten in einem Stetigkeitspunkt der Randfunktion. Satz L Es  sei 

Z(a) eine im Intervall (-- zc, ~ )  beschrdnkte messbare Funktion, die f i ir  ~ = ,9 o ste- 

tig ist. Denkt man sich Z(~9) dutch die Forderung der Periodizitdt mit  der Periode 

2~  f i ir  alle Werte von ,9 fortgesetzt, so m@e 

(7, i) I - Z( o) I < - 

sein, wo die gerade Funktion 2(x) zwisehen 0 und ~r monoton ist, f i ir  x ~ 0 s ~ 0 

gilt, ~(~r)= C und f/b" x > ~ Z ( x ) =  C ist. ~ Offenbar kann f i ir  u~ser g(&) stets 

eine solche Funktion Z(x) gefunden und insbesondere so gewh'hlt werden, dass C 

gleieh der oberen Grenze von ] Z ( a ) -  Z('%)] ist. - - B i l d e t  man mit  Hil fe  des Pois- 

sonsehen Integrals eine zu Z(~) geh&'e~de analytisehe Fu~ktion 

14 Vgl. hierzu W. Gnoss (I), pp. 276 , 277. 
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I ( e i ~ 2 c  z 
(7, 2) f ( z )  = 2 ~  j e~,~ 2 z  Z(a)d,9 + ic,  

w o e  eine reelle Kons tan te  ist, so g i l t  fiir die Ab le i tung  

~g 

f ( (7, 3) f '(~) = ,~),~ z(e) d e  

yon f ( z ) ,  wenn z allseitig aus K~ gegen e i~ strebt." 

(7, 4) (I - -  I z I ) f ' ( z )  ~ o ,  

und  dar#ber hinaus,  z = r d  (~+:~o), "J~ >: q~ ~ - -  ~ gesetzt, 

C 
(7, 5) (I - - , ' ) l f ' (z ) I  < 1((~ - - r ) k  + I~1) + 3 ~ ,  ~ > , - >  g ,  

wo f i i r  k eine beliebige Z a h l  > I eingesetzt  werden kann .  

8. Beweis .  Ohne Besehr~nkung der Allgemeinheit  darf #o-~ o vorausge- 

setzt werden. Aus (7, 3) folgt, da man Z(#) dureh Z ( # ) -  Z(#o) ersetzen kann, 

/ I/ (8, ~) If '(z) l < Z z(a) d e  Z(a -~ ~) d a  
= ~  I z - e  ~ l  2 -  r 2 - 2 r c o s # + I  

- - ~  - - y g  

Hier ist der Nenner gleich 

( I  I") 2 -~- 4 r  sin2~-->--2 (X - - r )  ~ + z4--~r# 2, 

so dass nach der Einfiihrung der neuen Integrationsvariabeln x - -  

I f ' ( ~ ) l  < I ~ 2 V r  -t-~0 
2 (I -- r) I + x 2 d x  

2 a V~ 

. ( i - r )  aus (s, I) 

folgt. Setzen wir zur Abkiirzung I - - r = Q  und beachten, dass ;~(x) gerade und 

monoton ist, so folgt welter 
]3--34472. Acta mathematica. 64. Imprim6 le 30 octobre 1934. 
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(8, 2) 
| 

V7 e If'(z) I ~ f 
0 

( ~ex + l) TVr I~ 
I + x  -~ ax=f + 

0 K 

wo K vorliiufig beliebig, 

vo~ Z(x): 
aber > I sei. t i l e r  gil~ aber, wegen der Monotonie 

K 

f ) 
0 

K 

Nun gilt  fiir o < x <  I: a r c t g x < x .  

aus (8, 2) die Absch~tzung durch 

I 
= C arc tg  ~ -  

Daher  ergibt sich schliesslich fiir elf'(z)[ 

I zZ [ zeK ) C 

21/7 k 
oder, wenn r >  6 vorausgesetzt und K - -  ~r , k >  I, gesetzt wird, (7, 5), 

w. z. b. w. 

9. Bemerkungen zum Satz I. Je  nach dem Typus der Funkt ion  g (x )kann  

man k in (7, 5) verschieden spezialisieren. I s t  z. ]3. g(x)_--< C l x l  o, o < ~ < , ,  so 
a 

setze man k ~(~ 1+. und es ergibt sich 

e[f'(z)[=<z e~+[~ + 3 c ~ ,  e<,-6.= 

Der Satz I l iefert  eine Abschi~tzung yon f'(z), sobald f(z) sich in der Form 

(7, 2) darstellen l~sst. Dies ist z: B. bekanntl ich immer der Fall ,  wenn ~f(z) 
in K~ absolut beschriinkt ist. Is t  yon einer Funkt ion  f(z) bekannt ,  dass sie in 

K~ regular  und  dass ihr Realteil  auf  K, + Ez stetig ist, so folgt  daraus erst recht,  

wenn ~f(e l~) ~ Z(~) gesetz~ wird, dass 

7r 

f ( z )  ~ I ~ 'e  i3' '+ Z "zg" dO. 2 ~ j e ~ : ~ z ~ z [  ) + ie  
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gilt, wo c eine reelle Kons tan te  ist. Daher  gilt  fiir jede solche Funk t ion  die 

Formel  (7, 4) fiir allseitig aus K ,  gegen E~ konvergierendes z. 

Sa t z  11. W i r d  unter  go (Z)=  lg I + Z  f / / r  
I - - Z  

Logar i thmus  verstanden,  die fib" z = o  ver- 

Io. D ie  H i l l s  fun]orion go(Z). 

I z ] < I diejenige B e s t i m m u n g  des 

schwindet ,  so gif t  

(IO, I) 

(~o, ~) 

( io ,  3) 

2 

~-~go(F)-- ~ ) ~  0 fiiY [Zl  < I ,  Z'-"~ I ,  

2 ~ 
~go(e is) = 

7g 

- - 2 '  

0 < ~ < ~ ,  

0 > ~ >  - - ~ ,  

wo %0 = - -  arg ( I - -  Z) i s t  m i t  - -  -z < %0 < ~- . 
2 2 

sonsehe ln t egra l  (7, 2) m i t  ~go(e i~ als Be legungs funk t ion  Z(#)  darstellbar. 

lich gift." 

go(z) , (~ ~)ng(:)(~) (~ ~),, 
(I0 '4)  __]gli--zl ~ I "  - _ ,  __ . 

I 
Ferner  is t  -go(Z)  durch das Pois- 

~End- 

wenn  z aus dem l n n e r n  yon E~ allseit ig gegen z ~ I konvergiert .  

I - F z  
(IO, I), (IO, 3) ergeben sich daraus, dass w - -  das Innere  yon Ez auf  

I - - Z  

die Halbebene ~Rw > o so abbildet, dass dabei z : -  I in w ~ o  iibergeht. 

(IO, 2) folgt  aus 

i H - z  
arg - - a r g ( I  + z ) + % 0  wegen a rg ( I  + z ) = o ( I )  

I - - Z  

fiir z--* I. (IO, 4) endlich ergibt sich direkt  aus 

(n-- I)! 1)n_l(n-- I)[ 
g~')(~) - -  (I - -  ~)" + ( -  (I + ~)n 

Sa t z  11I. Unter  Be ibehal tung  cler Beze ichnungen  yon Sa tz  11  gift, z - ~  re  i# 

gesefzt, f i i r  o <= r < ! und  ,9 --* o 

i - I ~ l  
( io ,  s) 11 - ~ I - cos  %0 + o ( a ) ,  
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(lO, 6) 

Denn  wendet  

gibt  sich 

(,o, 7) 

m a n  

Alexander Ostrowski. 

- I ~ I = (~ - ~) r ~ o ~  ~ + o ( ~ ) .  

den Sinussatz auf das Dre ieck  zdOI der Fig. i an, so er- 

i 
F i g .  i .  

2 sin(• + 4 )  I - - r  

cos + ~p c o s -  
2 

und aus der zweiten Formel  (IO, 7) fo lgt  wegen c o s - =  I + 0 ( 0  .2 ) und  
2 

(c) ( c )  cos ~ +  - - e o s ~ =  cos - - I  e o s ~ - - s i n - s i n ~ = O ( ~ )  die Beh~uptung  un- 
2 

mittelbar .  

w 3. Der Randverzerrungssatz. 

II. Formulierung des Randverzerrungssatzes. Satz IV .  Es mSge w = f ( z )  

ein sehlichtes einfach zusammenhh~gendes Gebiet G 1 in der z-Ebene auf ein schlich- 

tes Gebiet G in der w-Ebene konform abbilden. Der Rand des Gebietes G t mSge 

in einem Punkte z o eine Ecke von der Offnung 71 (o < 71 <= 2z)  nach dem Innern 

von G 1 bilden. Im entsprechenden Punkte w o m6ge der Rand des Gebietes G gleich, 

falls eine Ecke yon der O'ffnung 7 (o ~ 7 ~ 2 ~) bilden. Dann gilt 
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. f ' ( z )  - -  I § ( Z - - Z o ) g ' ( z ) ;  g ( z )  = lg f (z ) -  w~ 
(I I, I) f ( z ) - - w  0 z - - z  0 

Z - -  2 0 

( I I ,  2) (Z - -  Zo) gt (z ) ~ r - -  r~ ; 
71 

f '  (z) r ,  
(I I, 3) f ( z )  - -  Wo 71 

w o b e i  d i e  F o r m e l n  (II ,  2) u n d  (II, 3) fiir Z - - + Z  0 ge l t en ,  w e n n  z a u s  d e m  I n n e r n  

yon  GI  i m  W i n k e l  gegen  z o s t reb t .  ~5 

Die Randverzer rungsformel  (I I, I) ergibt  sich in allen Fgllen unmi t te lba r  aus 

f ( z )  = w o + (z - -  Zo) e ~(~) 

durch  Differentiat ion.  Anderersei ts  sind offenbar die Formeln  (I I, 2) und (I I, 31 

gquivalent.  

I2 .  B e w e i s  u n t e r  z w e i  s p e z i e l l e n  A n n a h m e n .  W ir  nehmen  zuerst  an, 

class G 1 identi~ch mit  K~ ist und dass die Funk t ion  

(12, I) a r g f ( Z ) -  Wo 
z - -  z o 

bei s tet iger  For t se tzung  im Inne rn  von G gleichm~tssig beschrgnkt  bleibt. Un te r  

diesen beiden Annahmen  soll der Beweis des Satzes IV  in dieser 1Nummer er- 

b racht  werden. 

Offenbar da f t  dabei ohne Beschr~inkung der Al lgemeinhei t  vorausgesetz t  

werden, dass z 0 =  I ,  W o = O  iS~5 und  die innere Winke lha lb ie rende  des Rand-  

winkels von G bei w 0 in die negat ive  reelle Axe weist, so dass die beiden Tangen ten  

an den Rand  yon G im Nul lpunkt ,  yore Nul lpunk t  aus durchlaufen,  mi t  der 

posit iven reellen Axe die Winke l  J ~ -  7 bezw. z + 7 bilden. 
2 2 

Nun  folgt  aus der Vorausse tzung tiber 7, class bei gee igneter  W a h l  der 

Bes t immung yon (I2, 1) in K~. fiir # ~ o bzw. # T o 

f ( e  ~o) - -  w o 
arg  

z - - I  

is Fiir 7 = 7 ~ = ~ ,  G I = K  z finder sieh die Formel (II,3) in VISSER (2), p. 34, (Satz 7). 
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giert~. Daher  ergib~ sich, dass bei geeigneter Wahl  der Bes~immung yon g(z) 

I 
die Randfunk~ion Z~(~) yon ~=g(z )  in der N~he des Nullpunktes fiir ~- -~o  

reehtseitig gegen ~ 7 (~  7 )  - - -  und linkseitig gegen - -  -- konvergiert. 
2 2 

Andererseits besitz~ nach Satz I I  die Funktion 

(I2, 2) ~ i  z - -  7r'gO(Z ) 
71; 

eine Randfunktion, die fiir 5~o  bzw. ,~lo die. gleichen Grenzwerte z - - -  
2 

-- ) - - - 2  wie ~ g (z) ha~. Daher besitz~ der Realteil der Funktion 

I 7 - - : w  (i2,3) g*(z )=Te(z ) - r  ~ eo(~) 

~ b z w .  
2 

eine fiir z ~ I stetige und in K~ absolut beschr~nk~e Randfunktion, sodass nach 

S~tz I (vgl. die Bemerkungen in Nr. 9 ) ( I -  I zl)g*'(z) gegen o konvergiert, wenn 

z allseitig in K~ gegen I strebt. Daher folgt nach (Io, 5), wenn z im Winkel  

aus dem Innern yon K~ gegen I strebt, 

. :  g o ( Z ) + o  , 

oder endlich nach (Io, 4) f i i r n  = I 

(12,  4) g , ( z  ) 7 ~ I + o �9 
7/: Z - -  I 

13. Zuendefiihrung des Beweises yon Satz IV .  Es sei nun noch immer G 1 

identisch mit K=, dagegen mSge (I2, I) nicht mehr bei s~etiger Fortsetzung ins 

Innere yon K~ gleichm~ssig beschr~nkt bleiben. Es sei dann G* ein einfach 

zusammenh~tngendes Gebiet, das auf K~ abbildbar isk G en~h~lt und den beiden 

folgenden Bedingungen geniigt: 

Erstens: Ist  w-~  H(z) die Abbildungsfunktion yon G* auf K~, so bleib~ 

H (z)  - Wo 
arg 

z - -  Z o 

bei stetiger Fortsetzung in K~ absolut beschrRnk~. 
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Zweitens: Is t  U eine h inre iehend kleine Umgebung  yon z 0 auf  E , ,  und  

sind M,  M* die bei unseren  Abbi ldungen  yon G, G* auf K~ der Rundmenge  U 

yon K.~ resp. en t sprechenden  Folgen yon Rande lementen  yon G bezw. G*, so 

sind M und  M* ident iseh und werden im gleichen Sinne durch laufen  - -  mi t  

undern Wor ten ,  die Ri~nder yon G und  (~* fallen in der Umgebung  des betref-  

fenden  R~ndpunktes  w o zusammen. 

Bei der Abbildung w - ~  H(z)  mSge G ~uf ein Tei lgebiet  K '  yon K~ abge- 

bildet werden.  Der  Rand  yon K '  enthifit  offenbar den Kre isbogen U. Es sei 

nun w 1 der P u n k t  yon G, der bei der Abbi ldung w ~ f ( z )  dem Mittelpunk~ yon 

K.~ entspricht ,  und  es sei z 1 der P u n k t  yon K ' ,  in den w~ durch die Abbi ldung 

w ~ H(z )  i ibergefi ihrt  wird. Es sei nun 9~(z)die in Kz reguli~re Funkt ion ,  die 

K,  uuf K '  so ~bbildet, duss z = o in zl i ibergefi ihr t  wird End Zo in sich iiber- 

geht.  Dann  gil t  offenb~r 

f ( z )  ~- H(q~(z)). 

Nun ist  bekannt l ich  ~(z) im Inne rn  des Kreisbogens  U regul'iir nnd ha t  dor t  

eine yon o verschiedene Ablei tung.  Daher  gil t  

(I3, i) 

wenn z aus K~ im Winke l  gegen z 0 strebt.  Setzt  man aber  ~ =  ~(z), so s t rebt  

dann auch ~ aus K,  im Winke l  gegen z o. D a n n  gil t  aber  nach  dem in Nr.  I2 

bewiesenen 

( t3 ,2)  H'(~) -+ 7 .  
[ - I ( ~ )  - Zo 

( -Zo 

Mul~iplizieren wir nun  die beiden Formeln  (I3, I) an d  (I3, 2), so ergibt  sich often- 

bar  ( I I ,  3), womi~ also der Sa~z IV fiir G 1 - ~  Kz bewiesen sein wird, sobald die 

Exis tenz eines Gebietes G* mit  den obigen E igenschaf ten  fests teht .  Ein solehes 

Gebie~ G* kann  man aber  z. B. wie folgt  herstel len:  Es sei U eine h inre ichend  

kleine Umgebung  yon z o auf  E~. Zeichnet  man  nun  in der w-Ebene zwei Winkel-  

7g 
riiume yon der 0 f f n u n g  2 '  deren Winke lha lb ie rende  resp. die Ha lb t angen ten  an 

den R a nd  yon G in w 0 sind, so folgt  aus der Exis tenz dieSer H a l b t a n g e n t e n  in 

Wo, dass, wenn U klein genug ist, die den P u n k t e n  yon U entsprechenden  Rand- 
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e lemente yon G innerhalb  dieser Winkelri~ume enthal ten  sind. Is~ daher  V die 

Menge der dann  den P u n k t e n  von U entsprechenden Rande lemente  und  ist G* 

das G entha l tende  e infach zusammenhiingende Gebiet ,  das aus der w-Ebene nach  

E n t f e r n u n g  aller Punk te  yon V ents teht ,  so genfigt  G* allen unseren Forderungen ,  da 

die Schwankung  yon arg (w - -  w0) auf  V bei s tet iger  For t se tzung  absolut  hSchstens 

gleich z ist. - -  Damit ist nunmehr der Satz I V  unter der Annahme G1 =--K~ 
2 

bewiesen. 

Es ist noch yon Interesse  hervorzuheben,  dass in einem sehr a l lgemeinen 

Spezialfall  das Gebiet  G* gleichmh;~sig ffir alle P u n k t e  eines Randbogens  yon G 

gebi ldet  werden kann. Denn es sei F ein im Rand  yon G als freies Randst i ick 

en tha l t ener  Jo rdanbogen ,  inklusive seiner Endpunkte ,  der die Ebene n ieht  zerlegt;  

F sei der  offene Jordanbogen ,  der aus den inneren  P u n k t en  yon F bes teh t  und  

es sei endlich F '  ein abgeschlossener Tei lbogen yon F.  Es seien ~r ,  M '  die 

BSgen you Ez die I ' ,  F '  entsprechen.  Durchl~Luft nun z o alle P u n k t e  yon M '  

und w o die en tsprechenden P u n k t e  von F ' ,  so kann  man  jedesmal  als das Ge- 

bier G* das Gebiet  annehmen,  das aus der w-Ebene naeh  E n t f e r n u n g  yon F 

ents teht ,  sofern man fiber das Verhal ten  der Funk t ion  f (z)  auf  / ~  die Zusatz- 

voraussetzung macht ,  dass das Argumen t  yon f (z)  --f(Zo) ffir alle z 0 auf  M '  und 

z auf  M gleichmi~ssig absolut  besehri~nkt bleibt, sobald z ~ Zo h inre ichend nahe  

an Zo liegt. Das heisst  also, sofern es zwei positive K o n s t a n t e n  C, 6 < I gibt,  

derart ,  dass 

(13, 3) [arg  (f(z) - - f (zo)) [  < C 

gilt, sobald z o auf  M '  und z auf  7 f f l i eg en  und  I z - - z  01 < ~  ist. Dabei  muss 

natfir l ich a r g ( f ( z ) - - f ( Z o )  ) stet ig  in die beiden in z 0 ane inanders tossenden  und 

in diesem P unk t e  offenen Teilstiicke yon M for tgese tz t  werden bei geeigneter ,  

yon einem z o zum andern  eventuel l  variablen Fes t legung  des Zweiges. (Mit an- 

dern  W o r t e n :  es hande l t  sieh um die Schwankung  yon a r g ( f ( z ) - - f ( Z o ) ) a u f  den 

beiden Stficken yon 2 . )  

Um nun zu beweisen, dass unser  Gebiet  G* die erste beim obigen Beweis 

postul ier te  E igenschaf t  besitzt, genfigt  es zu zeigen, dass un te r  unseren Voraus- 

se tzungen es eine positive Kons t an t e  C* gibt, derar t ,  dass 

(13, 4) ]a rg  (f(z) --f(Zo)) [ < C* 

gilt, ffir alle z o auf  M '  und  alle z # Zo auf ~[,  wenn auf  jedem der Teilstficke 
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yon /~r die gleiche Bes t immung des Arguments  angenommen wird, wie in der 

Formel  (I3, 3). 

Ware  dies aber nun  nicht  richtig, so miisste es zwei Punk t fo lgen  z(o ~), z (~), 

n = I ,  2 , . . .  geben, wo z(o ~) in M ' ,  z (") in 2~ liegen und ] arg ( f ( z  (n)) --f(z~')))] > n 

ist. W i r  kSnnen dann offenbar ferner  voraussetzen, dass z (n)--+ C, z{o n)--+ go gilt, 

wo C,~o in M b z w .  M '  liegen. Es sei nun  N > 2 C  und so gross, d a s s f i i r n > N  

bereits 

4, I -Col<4 

gilt; dann liegt kein z (~) ffir n > N im Bereich I Z-go]<-~, da sonst  
2 

daher  aus 2g die -~-Um- 
2 

I arg ( f ( z  (n)) --  f(z(:))] < C < n w~re. Entfern~ man 

gebung yon go, so miissen alle Punkte  z (~) mi t  n > N auf  einem und demselben 

der beiden Kre isbfgen  M1, M,  liegen, in die 2~r zerfgllt, etwa auf  M 1, wobei 
8 

derjenige der beiden Punkte  Co e+i~, der auf  M 1 liegt, mi t  C1 bezeichnet sei. 

Es sei nun  der Bildbogen von M, in der w-Ebene mit  F1 bezeichnet und es 

seien die Bildpunkte yon ~o, C, C1, z(~ *), z(') in der w-Ebene 

*]0, *], *]1, w(o n), w(n)" 

Dann folgt  aus der Ungleichung (I 3, 3), dass die 0 r d n u n g  des zwischen *]1 und w (n) 

enthal tenen Bogens yon F~ in bezug auf w(o n) grSsser als n - -  C ist und  daher  

ins Unendliche konvergiert ,  wenn n fiber alle Grenzen wiichst, wghrend dabei 

w(o ") gegen den Punk t  *]o geht, der ausserhalb F 1 liegt. Dies is~ aber unmSglich, 

wie aus dem folgenden Hilfssatz folgt :  

Hilfssatz.  Es  sei J (w = 9o(t), o _<= t <--_ I) ein Jordanbogen in der w-Ebene, 

w o ein nicht a u f  J liegender Punkt .  Dann gibt es zwei positive Zahlen D ,  ~, derart, 

dass die Ordnung jedes in J enthaltenen Jordanbogens in bezug a u f  einen beliebigen 

Punk t  aus der ,-Umgebung yon Wo absolut genommen unterhalb D bleibt. 

Beweis des Hi~ssatzes.  Es sei d die Distanz des Punktes  w o yon der ab- 

d 
geschlossenen Punktmenge  der Punkte  yon J .  Wi r  wghlen ~ = - .  Wegen der 

2 

gleichmi*ssigen Stetigkeit  yon q~(t) fiir o =< t __< i gibt es ein positives ~, so dass 

ffir o ~ t <  t'=< I und  t ' - - t < ~  stets 

I m(t') - -  q~(t) I < d 
4 

ist. 
1 4 - - 3 4 4 7 2 .  Acta mathematica. 64. lmpr lm~i  le  30 oc tob re  1934. 
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Ist  nun 

O ~ - - - t o < t l < ' " < t n ~  I, t ~ - - t ~ - - l < ~ ,  ~ I , 2 , . . . , n ,  

so ist der ganze Bogen yon J zwischen t,-~ und t, im Kreise mn den Punkt  

~(t,-1) mit dem Radius d enthalten. Da aber die Distanz yon ~ (t~-l) yon jedem 
4 

Punkt  der -d-umgebung yon w o nicht kleiner als d ist, hat dieser Teilbogen in 
2 2 

Bezug auf jeden Punkt  dieser Umgebung hSchstens die Ordnung 6 ,  und da 

dasselbe auch fiir jedes Teilstiick eines solchen Teilbogens gilt, ist die Ordnung 

jedes in J enthaltenen dordanbogens in Bezug auf jeden Punkt  der d - u m g e b u n g  
2 

~rg 
yon w 0 hSchstens n ~  ~ D, w. z. b. w. 

Um uns endlich yon der Annahme G1 ~ K~ zu befreien und damit den 

Satz IV unter den allgemeinsten Voraussetzungen zu beweisen, ist zu beachten, 

dass nach dem bereits Bewiesenen der Satz IV sowohl auf die Abbildungsfunk- 

tion yon K~ auf G1 als auch auf die Abbildungsfunktion yon K,  auf G ange- 

wandt werden kann. Aus der Gestalt der Formel (II, 3) ergibt sich abet dann, 

dass diese Formel auch fiir die Abbildungsfunktion yon G 1 auf G g i l t -  sofern 

noch bewiesen wird, dass bei der Abbildung yon K~ auf G 1 eine Winkelumge- 

bung yon Zo in K~ in einen Bereich tibergeht, tier eine Winkelumgebung des 

entsprechenden Punktes yon G1 enth~lt und in einer solchen Winkelumgebung 

enthalten ist - -  und umgekehrt. Diese Ta~sache wird aber in Nr. 15 als eine 

unmittelbare Folgerung des Randverzerrungssatzes erkannt werden. Und zwar 

wird dabei ffir den Fall, dass eines der Gebiete mit K~ identisch is~, auch der 

Randverzerrungssatz nur in diesem Falle gebraucht werden, der ja dann im Obigen 

bereits vollst~i.ndig bewiesen ist. Damit wird aber auch der Beweis des Satzes IV 

im allgemeinen Falle erbracht worden sein. 

I4. Die Winkelstetigkeit der Drehung am Rande. 

aussetzungen des Satzes 1 V  gilt f i ir 71 > o, 7 > o: 

z - -  z o 

(I4, 2) 

Satz V. Unter den Vor- 

a r g  - -  + + - -  
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(14, 3) a rg f ' ( z )  a rg  f ( z )  _ - _ _ W o  _ _  _ _  S o ) ,  

z - - z  o 

wo die  K o n s t a n t e  c d a d u r c h  f e s t g e l e g t  w i r d ,  dass  die  R i c h t u n g  der  W i n k e l h a l b i e -  

r e n d e n  der  F, cke von G 1 bei z o i n  d ie  R i c h t u n g  der  W i n k e l h a l b i e r e n d e n  der  E c k e  

yon G bei w o i ibergeht ,  u n d  ~(Z--Zo)  , q(Z--Zo) ,  e ~ ( z - - z o )  gegen  2gull  konverg i e ren ,  

w e n n  z aus  dem I n n e r n  von G 1 i m  W i n k e l  gegen  z o s t reb t ;  e ( z -  zo) k o n v e r g i e r t  

gegen N u l l  auch bei a l l s e i t i ger  K o n v e r g e n z  yon z aus  G 1 gegen z o. - - ( 1 4 ,  1) g i l t  

auch  . f i ir  7 = o .  

Beim Beweis der obigen Behaup tungen  dar f  ohne Beschrgnkung  der All- 

gemeinhei t  vorausgesetzt  werden, dass ers tens  71 = er und G1 = Kz ist, da man  

wiederum die Abbi ldung yon G1 auf  G >)auf dem Umwege fiber K,>~ durchff ihren  

kann;  dass zweitens z o = 1 ,  w o = o  ist und die Winke lha lb ie rende  der Ecke 

(bzw. die en tsprechende  Spi tzen tangente  ffir 7 = o) yon G bei w 0 in die negat ive  

reelle Axe weist. Dann  gil t  fiir das A rg u m en t  yon (fz ( z ) -  w~ 
_ Zo)r/~, wenn z gegen 

z o ----- I liings E ,  geht,  bei gee igneter  W a h l  der in K~ s te t igen Argumen te  

f (z) - -  wo 7 7 7 3 er 7 
(I 4, 4) arg (z Zo)r/, ~ --+ ~r - -  ~ + - -  z: - -  7. 

z ~  zo - -  2 2 2 2 7g 

f - 
Da aber  die Funk t ion  arg ( Z - - Z o ) #  ~ 

beschrgnkte  Po ten t i a l funk t ion  ist, gil t  (I4, 4) such,  wenn z in K~ allseitig gegen 

z o --~ I konvergier t .  Dabei  ist aber 

arg (z - -  Zo) ~ =- 7 arg (z - -  zo) , ~- < arg (z - -  Zo) < 3 ~  
2 2 

in Kz in der Umgebung  yon z o =- I eine 

Daraus  folgt  erstens, wenn z aus K z  a l l s e i t i g  gegen I strebt,  

arg ( f ( z ) - - W o )  = 7 arg (Z- -Zo)  + er - -  7 + e ( Z - - Z o ) ,  
Jr, 

wo e(Z--Zo)  nach o konvergier t .  Danach  gil t  (14, I )  fiir 7 => o. Zweitens aber  

l iefer t  die Formel  (I I, 3) des Randverzer rungssa tzes  fiir 7 > o, wenn dor t  rechts  

und links die Argumente  vergl ichen werden, 

a r g  - - -  " +  0 ~ 

Z - -  Z o 
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wenn eine geeignete Bes t immung yon argf ' (z )  festgelegt  wird und  z aus Kz 

im Winke l  gegen I geh~. Dies ist. aber gerade (I4, 3), und  aus (i4, 3 ) u n d  (I4, I) 

folg~ (I4, 2) unmit telbar .  

Fiir 7 ~ Y l  ergibt sich aus (I4, 2) insbesondere, dass a rgf ' ( z )  bei Ann~herung  

im Winke l  an z 0 einem Grenzwert  zustrebt, eine Tatsache, die deshalb besonders 

interessan~ ist, weft ein Grenzwert  yon f ( z )  selbst bekannt l ich n icht  einmal zu 

existieren braucht,  wenn die in z o und w o zusammenstossenden Rands~iicke dor~ 

stetige Tangenten  besitzen. 

I 5. Bemerkungen iiber die Bedeutung des Satzes V. In  der Formel  (I4, I) 

steck~ die * Winkelproportionalith't)> bei unserer  Abbildung im Punkte  Zo bzw. Wo. 

Dies bedeutet:  Sind Lj ,  L~ zwei in G1 verlaufende und in z o einmiindende 

Jordanbogen,  die in Zo Tangenten  besitzen, so sind die Bilder yon L1, L ,  ganz 

analog beschaffene Kurven  L',, L'~, und der Winkel ,  den L',, L'~ in w o mitein- 

ander bilden, ist gleich dem Winkel  der Kurvenbogen L1, L~ in Zo, mul~iplizier~ 

mit  --7 Fiir  7 ~ 71 haben wir die ~Vinkeltreue. 
Yl 

Wir  haben zwar beim Beweis des Randverzerrungssatzes yon dieser Winkel- 

proportionalit~it bereits Gebrauch gemacht,  indessen nur  um den al lgemeinen Fall  

auf den Fall  G 1 ~ Kz zuriickzufiihren. Daher  e n t h i l t  unsere I te r le i tung  der 

Winkelproport ional i t i i t  fiir G 1 ~ K ~  sicher keinen Zirkelschluss. Beim Beweis 

des Randverzerrungssatzes wurde abet  yon der Winkelproport ional i t~t  nur  fiir 

den speziellen Fal l  G 1 ~ K= Gebrauch gemacht.  - -  Aus der Winkelproporflionalit~t 

bei der Abbildung von G1 auf  G folgt  nun unmit te lbar :  Konvergiert eine Punkt- 

folge z~ aus Gi im Winkel gegen Zo, so konvergiert auch die Bildpunktmenge w~ 

aus G im Winkel gegen wo; liegen alle z, yon einem u an in einer Dreiecksum- 

gebung yon Zo, so liegen auch alle w~ yon einem v an in einer Dreiecksum- 

gebung yon w o. 

Nach dem Obigen wird die Drehung  eines vom P u n k t  z o ausgehenden und 

innerhalb des Tangentenwinkels  der Ecke bei z o l iegenden Linienelements  durch 

(I4, I) geliefert. Aus (I4, 3) folgt,  dass auch a r g f ' ( z )  denselben Grenzwert  wie 

a r g f ( Z ) -  wo besitz~, wenn z in G1 lgngs einer, jenes Linienelement  tangierenden 
Z - -  Z o 

Kurve gegen Zo streb~. Durch a rg f ' ( z )  wird aber die Drehung  der Linien- 

elemente in G~ und daher  insbesondere l~ngs jener Kurve geliefert. Daraus 

folgt, dass eine in z o einmiindende Kurve C~, die in z o eine stet ige Tangente  
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besitzt  und deren Tangen t en r i ch tung  in z o i n n e r h a l b  des Tangentenwinkels  liegt,  

wiederum in eine solche Kurve  C~ fibergeht.  

Machen wir nun  al lgemein die Annahme,  dass die Kurve  C~ im P u n k t e  

z o eine L-Tangente  besitzt, und liegt die Tangen te  an C~ in z o i n ~ e r h a l b  des 

der Ecke in zo, so folgt  n u n m e h r  aus dem am Schluss yon 

dass auch die Bildkurve C,~ im P u n k t e  w o eine L-Tangen te  

Tangentenwinkels  

Nr. 5 Gesagten,  

besitzk 

Fiir 7 -~ 71 

sehrieben werden : 

kann  der I nha l t  yon (I4, 3) fo lgendermassen geometr isch urn- 

Man bet rachte  eine Winke lumgebung  D yon z o in G1, und  es 

seien zl, z~ zwei Punk t e  aus D,  w~, w~ ihre Bi ldpunkte  in G. Man be t rachte  die 

Dreiecke J z  = ZoZlZ~, J w  = w o w ~ w ~ ,  und es seien ao, a~, a~, t?o, ill, fl~ ihre Ecken 

bei Zo, zl ,  z2, Wo, wl, w~. Dann  erfi ihrt  die Ecke yon J~ bei z o die dureh  

f - Lim arg gegebene Drehung,  w~hrend die D reh u n g  der Winke l  bei 
Z ~ Z o  ~ - -  ~0 

zl, z~ durch a r g f ' ( z ~ ) ,  a r g f ( z ~ )  gegeben ist. Und  aus der Formel  (~4, 2) folgt,  

wie wir zeigen werden, dass fiir innerhalb  D gegen z o konvergierende zl,  z~ die 

Dreiecke J~, z/~ in bezug auf die Winke l  ~>in der  Grenze>~ ~hnlich sind, d. h. 

(I~, I) ~o- -  ao---~o, i l l - -  a l - -~o ,  l?~-- a 2 - ~ o  

ist. Dies ist nament l ich  dann wichtig, wenn die W in k e l  bei zo, z, ,  z~ oberhalb einer  

posit iven Schranke bleiben. Den Beweis yon (I5, I) ff ihren wit  hier  zun~tchst 

un te r  der speziellen Voraussetzung,  dass D eine D r e i e c k s u m g e b u n g  ist, so dass 

das Inhere  yon J~, bzw. Jw in G 1 bzw. G entha l ten  ist, sobald z 1 und  z~ nahe  

genug bei z o liegen. Der  Beweis im a l lgemeinen Falle wird sparer in der Num- 

mer 25 (Satz I X  der Nr. 24) e rbracht  werden.  

In  der Tat :  entsprechen den St recken z ozl, zlz~, z~zo, in der w-Ebene 

die KurvenbSgen  C2, Co, C1, so folgt  aus dem Rollesehen Satz, dass die Strecken 

wow1, w 1 w2, w~ w o parallel  sind zu den Rich tungen  yon Tangen ten  an C~, C 9, C 1 

in gewissen Punkten ,  die etwa ~ ,  .~o, ~, innerhalb der St recken z oz~, z~z~, z2zo 

entsprechen.  Nach  (I4, 2) ergeben sich d a h e r  die Rich tungen  der drei Seiten 

yon Jw aus den Rich tungen  der en tsprechenden  Sei ten yon ~/~ durch D reh u n g en  

um Winkel ,  die sich yon der Kons t an t en  c in (I4, 2) jeweils um e j ( ~ - - Z o )  , 

~(~o--Zo) ,  ~ ( ~ ' ~ -  Zo) unterscheiden.  Daraus  folgt  aber  (15, I) unmit te lbar .  

Es sei noch bemerkt ,  dass, wenn die P u n k t e  Zo, z, ,  z 2 auf  e iner  Geraden  

liegen und  etwa z 1 zwischen zo und z2 liegt, die Winkel  ao, %, a~ die W e r t e  

o, z ,  o haben.  Analoges gil t  in der w-Ebene. 
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I6. Der Randverzerrungssatz unter der Annahme der WinkelproportionalitSt. 

Wir  haben in Nr. II  vorausgesetzt ,  dass G a n d  G1 in wo, zo Ecken  besitzen. 

N u n  l~sst sich bekannt l ich  die W i n k e l p r o p o r ~ i o n a l i t ~ -  bei Ann~therung im 

Winke l  - -  auch un te r  gewissen a l lgemeineren Vorrmssetzungen herlei ten.  1~ Es 

ist daher  yon Ingeresse zu zeigen, dass der Randverzerrungssa~z und  die Be- 

ha up tunge n  des Satzes V bereits  dann  in einem bes t immten  U m fan g  gelten,  

wenn nur  bekanng isg, dass die Abbi ldung yon G 1 auf  G im P u n k t e  z o bei An- 

n~herung  im Winke l  winkelproporgional  isg. W i r  behaupten  niimlich: 

Satz I V  ~ ~Es m6ge w -~ f ( z )  ein Gebiet G1 in der z-Ebene mit  einem erreich- 

baren RandpunI~t Zo und dem Rand R 1 au f  ein Gebiet G in der w-~bene mi t  dem 

Rand R abbilden, wobei z o einem gleichfalls erreichbaren Randpun]~t w o entspreche~ 

mSge. ~ s  seien L'I, L'( zwei a u f  G1 + R1 verlaufeude Jordanbogen, die in z o ein- 

miinden und dort Tangente~ s'~, s'~' besitzen, derart, dass in der Nh'he von Zo zwischen 

L'I, L~ nut  I)unkte yon G1 liegen. Der innere Winkel  zwischen s'l unds]' sei 7~ > o. 

Es  m6gen L'I, L'I' dutch w -~ f ( z )  au f  zwei Jordanbogen L', L "  abgebildet werden, 

die in w o einmiinden und dort Tangenten s', s" besitzen, die miteinander den innern 

Winkel  7 bilden. Is t  dann D eine Winkelumgebung yon z o in G1, die zwischen 

L'I, L'I' liegt, deren Begrenzung jedoch mi t  s'l, st' nur den Punkt  z o gemeinsam hat, 

so gelten, wenn z gegen z o durch das Innere yon D strebt, die Formeln (1I,  I), (I 1,2), 

(i 3),  nd, 7 > o ist, :), ( ia,  3). Fo,-m   (ia,  ,) gil  dalai  
auch dann, wenn z gegen Zo strebt und dabei ~ur der Bedingung unterworfen bleibt, 

zwischen L'~, L'~' zu bleiben. Insbesondere besitzt also argf ' ( z )  f i ir  7-~ 71 einen Grenz- 

wert, wenn z iiber D,  d.h.  im Wi~kel,  gegen Zo strebt. ~ 

Zum Beweis verbinde man  einen yon z o verschiedenen P u n k t  yon L1 mi t  

einem yon z o verschiedenen P u n k t  yon L'~' durch einen Jo rdanbogen  C, der, bis 

eventuel l  auf  seine Endpunkte ,  ganz innerhalb  yon G 1 verl~uft  und  weder  mi t  

L~ noch mi t  L]' Punk t e  gemeinsam hat.  Durch  C wird aus dem zwischen L~, L~' 

l iegenden Stiick yon G l ein Gebiet  G~ herausgeschni t ten ,  dessen Be randung  aus 

C und Tei lbogen yon L~ and  L]' bes teht  an d  in Zo eine Ecke mit  der innern  

()ffnung 71 besitzt. G~ wird nach  unserer  Vorausse tzung durch  w ~ f ( z ) a u f  ein 

16 Es  l~isst sich sogar in gewissen Fi~llen, wo der Rand yon G in wo n ich t  e inmal  eine Tam 

genre bes i tz t  und  G1 ~ K  z ist, die Exis tenz  einer von o und  oo verschiedenen Winke lab le i tung  

beweisen.  CARATH~ODORY (3), 10P �9 4, I 7 - - I 8 ,  (2), 1 o. 97; ~kHLFORS (I), 10. 4 O. 
17 I m  Fall  G 1 ~-- K z ,  wenn  fiber die Vorausse tzungen  yon Satz IV  ~ h ina us  f ( z )  in  Zo eine 

(eventuell  auch unendliche) Winkelder iv ier te  besitzt ,  finder sich die Formel  (I I, 3) bei VISSER (2), 

P. 35- (Satz 8). 
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Teilgebiet G* yon G abgebildet, dessen Berandung im Bildpunkte w o yon z o eine 

Ecke der (3ffnung 7 hat. Wende~ man nun die Si~tze IV, V auf die Gebiete 

G~, G* an, so ergeben sich unsere Behauptungen unmittelbar. 

w 4. Bemerkungen zum Lindel~fschen Satz. 

17. Der Lindelbfsche Satz. Die in der Formel (14, 2) fiir 7==71 enthaltene 

Existenz des Grenzwertes yon argf ' (z)  bei Konvergenz im Winkel gegen z o ist 

fiir den speziellen Fall, dass G1 ~ K z  ist und der Rand yon G in Wo eine L-Tan- 

genre besRzt, bereits yon Herrn E. LindelSf festgestellt worden, und zwar hat  

sich in diesem Falle die Existenz yon L i m a r g f ' ( z )  sogar bei allseitiger An- 

n~herung an z o aus K,  ergeben. Offenbar ist hier die Beschri~nkung G1 = K~ 

unwesentlich, d a  man ja die Abbildung yon G1 auf G immer auf dem Umwege 

fiber Kz ausfiihren kann. Wir  kSnnen daher den LindelSfschen Satz folgender- 

massen formulieren: 

Satz VI. (Der Lindelbfsche Satz.) Es mSge w = f ( z )  ein.schlichtes einfach 

zusammenh5"ngendes Gebiet G1 der z-Ebene auf  ein schlichtes Gebiet G in der 

w-.Ebene konform abbilden. Der Rand R 1 yon G1 m6ge in einem Bandpu~kt z o mit 

einer L.Tange~te versehen sein, und dasselbe mSge fi~r den Band B yon G im Bild- 

punkt w o von z o gelten. Dann strebt argf ' ( z )gegen  einen endlichen Grenzwert, 

wenn z aus dem Innern yon G~ allseitig gegen z o konvergiert. 

Der LindelSfsche Satz gilt insbesondere, wenn die Riinder yon G~, G in 

z o bzw. w o stetige Tangenten besitzen. Fiir diesen Fall li~sst er sich mit der 

gleiche n Methode herleiten wi e o b e n  (14, 2), wenn man beim Beweis des Satzes I 

auf die Gleichmi~ssigkeit der Koavergenz auf geeigneter ~%Menge achtet. Um 

indessen den LindelSfschen Satz ffir den Fall einer L-Tangente mit herzuleiten, 

muss die ganze Grundlage der Untersuchung erweitert werden, u n d e r  wird sich 

daher bei unserer Methode erst im zweiten Teil dieser Abhandlung (Nr. 6I) er- 

geben. Um aber Wiederholungen zu vermeiden, sollen bereits im ersten Tell 

dieser Abhandlung verschiedene Folgerungen aus diesem Satz mitentwickelt wer- 

den, und wir wollen daher zuerst einige Verallgemeinerungen des LindelSfschen 

Satzes angeben. 

Es sei zu allererst bemerkt, dass im Falle, wo G 1 und G in z o bzw. w o 

L-Tangenten besitzen, die in Nr. 15 angegebene Folgerung aus der Existenz 

yon Lim argf ' (z)  fiber die Abbildung yon Kurven mit L-Tangenten offenbar 
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sogar bei allseitiger Konvergenz  gegen z o gilt. [st  also Cz eine auf der  Menge 

G1 + R1 ver laufende Jordankurve ,  die in z o m i t  einer  L-Tangen te  mfindet,  so 

miindet  auch ihre auf  G + R ver laufende Bi ldkurve in Wo mit  e iner  L-Tangente .  

Ober  die Formel  (I5, I) in diesem Fal l  vg l .  den Satz IX.  

1 8. (fbertragung des Lindelb'fschen Satzes auf  L-Tangentenecken. Die Be- 

ha up tung  des LindelSfschen Satzes besagt  einfach,  dass (i4, 2) und daher  alle 

drei Formeln  (I4, I), (I4, 2), (I4, 3) bei allseitiger Konvergenz  yon z gegen z o 

gelten, und in dieser Formul ie rung  l~isst sich der LindelSfsche Satz auch auf  

den Fal l  i ibertragen,  dass G und G 1 in w o bzw. z o zwar n icht  no twend ig  L-Tan- 

genten,  wohl aber  Ecken yon den ()ffnungen 7 > o, 7l > o bilden, derar t ,  dass 

die beiden im Punk t e  w o zusammenstossenden Jo rdanbogen  dor t  L -Tan g en t en  

besitzen und  das Gleiehe fiir die in z o zusammenstossenden Randst i icke yon GL 

gilt. Beim Beweis geniigt  es offenbar wiederum vorauszusetzen,  dass 7, ~ z ist. 

Ffir 7t ~ z aber  l~sst sich die zu beweisende Tatsache wohl am einfachsten fest- 

stellen, wenn man  du tch  eine gebrochene  Po tenz t r ans fo rma t ion  die (~ffnung des 

Winkels  bei w 0 gleich ~ macht.  In  der Ta t  kSnnen wit  ohne Beschr~nkung der 

Al lgemeinhei t  voraussetzen, dass w 0 ~ o ist und die Winke lha lb ie rende  der in- 

neren  Ecke yon G bei w 0 in die negat ive  reelle Axe weist. D an n  wird das 

Gebiet  G durch  die Trans fo rmat ion  w ' :  w~ bei geeigneter  W ah l  der Bestim- 

mung  yon w~ in ein solches Gebiet  G' i ibergefiihrt ,  dass bei w'---~ o eine Ecke 

der ()ffnung z ,  d . h .  eine Tangen te  vorliegt.  Und da unsere  Trans fo rma t ion  

winkelpropor t ional  ist, so fo lgt  aus dem am Schlusse der Nr. 5 Gesagten,  dass auch 

die beiden im P u n k t e  w' ~---o zusammenstossenden Randst i icke yon G' dor t  

L -Tangen ten  besitzen und daher  also das ganze Randst i ick yon G' in w ' :  o 

eine L-Tangen te  hat.  Fiir  das Gebiet  G' gilt  also 

dw' 
- -  - c + ( z  - z o ) ,  arg d z 

wo e 0 ( z -  zo) bei allseit iger Konvergenz  yon z aus G 1 gegen z o gegen o strebt.  

Daraus  folgt  weiter,  wegen (I4, I), auf w' als Funk t ion  yon z angewandt :  

a r g w =  7 arg(z- -Zo)  + 7c + 7 ~(Z_Zo), 

argf'( )= I - -  a r g w  + + 
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Dies sind aber die Formeln  (I4, x), (I4, 2) ffir 7a ~-~ z ,  in denen n u n m e h r  in der 

Tat ,  wie behauptet ,  die e-Glieder bei allseitiger Konvergenz  von z gegen Zo ge- 

gen o streben, is Und dasselbe gilt  nat i i r l ich auch ffir (I4, 3). 

Die dami t  bewiesene Dbe r t r agung  des LindelSfschen Satzes auf  L-Tan- 

gentenecken ist im al lgemeineren Satz der n~chsten Iqr. enthal ten.  

19. Der Lindelb'fsche Satz f i ir  halbseitige Konvergeuz. W i r  wollen endlich 

beweisen, dass der LindelSfsche Satz in der vera l lgemeiner ten Formul i e rung  der 

Nr. I8 >>zur It~lfte>) erhal ten bleibt, wenn un te r  obigen Voraussetzungen schon 

der eine der in Zo zusammenstossenden Randbogen  yon G 1 -  er sei mi t  G be- 

zeichnet  - -  und der entsprechende Randbogen  C yon G in z 0 bzw. w 0 L-Tan-  

genten  besitzen. In  diesem Falle dar f  n~mlich z halbseitig am Bogen Ca gegen z o 

gehen.  W i r  formul ieren  den Satz wie folgt :  

Satz V I I .  Es  ~Sge w = f ( z )  ein schlichtes einfach zusa,~me~h6hgendes Ge- 

biet G1 der z-SEbene n~it ei~er Ecke yon der O'ffnung 7a > o in einem Rand~vunkte 

zo a u f  ein sehliehtes Gebiet G in der w-JEbene konform abbilde~, wobei der Eeke 

in z o eine Eeke im Bi ldpunk t  w o v o n d e r  Offnung 7 > o entsprieht. Es  m6ge einer 

cler beiden in z o zusammenstossenden Randbogen yon Ga - -  er sei mit  Ca bezeichnet - -  

in z o eine L-Tangente besitzen, ebenso wie sein Bildbogen C im Punkte  w o. Dann 

gelten die !~brmeln (I4, i), (I4, 2), (I4, 3), wenn z halbseitig am Bogen C~ aus Ga 

gegen Zo konvergiert. 

Beim Beweis d~rf offenbar vorausgesetz t  werden,  duss das Gebiet  G1 mi t  

dem Kreissektor  identisch ist, der aus dem Einhei tskreis  K~ durch  die beiden 

z 
un te r  dem Winke l  -- zur neg~tiven reel len Axe geneigten  Radien  herausge-  

4 
schni t ten  wird. Der  P u n k t  z 0 sei in diesem Falle der Nul lpunkt ,  und  C~ sei 

einer der beiden Begrenzungsradien  yon G~. ~ In  der Ta t  kann  ja  die Ab- 

bi ldung yon G~ ~uf G >>auf dem Umwege>> fiber einen solchen Bereich stets durch- 

geffihrt  werden. 

Ebenso kann  auch das Gebiet  G in geeignet  spezialisierter Gesta l t  ange- 

nommen werden. Denn  erstens kann G durch ein Teilgebiet  G' ersetzb werden,  

das zwischen den beiden in w o zusammenstossenden Randbogen  und  einem bei 

w0 ver laufenden Querschni t t  yon G liegt. Denn  bekannt l ich  - -  wir  haben yon 

einer  analogen Tatsache bereits  oben Gebrauch  gem~cht  - -  ist die Abbildun2"s- 

funk t ion  yon G' auf Ga in der Fo rm dars te l lbar  f (~(z)) ,  wo ~0(z) und 9~'(z) in 

is Der Beweis fiir den LindelSfschen Fall G1 ~ K z, y ~7~ ist n~tfirlich noch unmittelbarer. 
15--34472. Acta mathematica. 64. Imprlm6 le 31 octobre 1934. 
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z0 und auf einer Umgebung  yon z0 stet ig und  yon o verschieden sind. Ent-  

spr icht  n~mlich G' bei der Abbi ldung yon G auf  G~ das Tei lgebiet  G'~ des Kreis- 

sektors G~, so vermi t te l t  ~ ~ ( z )  die Abbi ldung yon G1 auf  G',. Dem Rand- 

bogen C m5ge bei G' etwa C' entsprechen.  W i r  ver l~ngern nun  C' l~ngs 

der Tangen te  in wo und bilden ein einfach zusammenh~ngendes  Gebiet  G*, das 

das Gebiet  G' im I n n e r n  enth~l t  und  zu dessert Ran d  als freies Randst i ick C' 

mi t  einem Stfick der verl~ngerten Tangente  gehSrt,  so dass also der Ran d  yon 

G* in wo eine L-Tangen te  besi~z~. Wird  nun  G* e~wa auf  die obere H~lf te  des 

Einheitskreises in der  u-Ebene abgebilde~, derart ,  dass dabei w o in u = o fiber- 

geht,  so wird dabei G' auf  ein Gebiet  G"  abgebildet ,  in dem das Bild C" yon 

C' geradl inig ist. Und  man kann  bekannt l ich  die Abbildung. yon G* auf jenes 

Gebiet  der u-Ebene so einrichten,  dass einer der beiden in der reel len u-Axe 

l iegenden Radien  yon ~'~ das Bild yon C' darstell t .  Es genfigt  nun  offenbar 

unsern  Satz fiir das so en ts tandene  Gebiet  G"  zu beweisen. W i r  di irfen daher  

yon vornhere in  annehmen,  dass das Gebiet  G in der oberen Halbebene  liegt, dass 

fe rner  wo ~ - o  und C eine der beiden S~recken zwischen w = o und w = I bzw. 

w = o  und w = - - I  ist. Wird  nun  aber  ein solches Gebiet  G durch  w = f ( z ) a u f  

das vorhin  angegebene Gebiet  G~ abgebildet ,  so entspr icht  dabei der geradl inigen 

Strecke C einer der beiden Begrenzungsrad ien  des Kreissektors  G1, n~[mlich C~. 

Man >)verdoppele>> nun  das Gebiet  G durch Spiegelung an C und  bezeichne das 

so ents tehende Gebiet  mi t  F; ebenso >>verdoppele~> man G~ durch  Spiegelung 

an C~ und bezeichne die so en ts tehende  Halbkreisscheibe mi t  F~. Aus dem 

Schwarzschen Spiegelungsprinzip folgt  aber  nunmehr ,  dass die Funk t ion  f ( z )  

zugleich die konforme Abbi ldung yon F~ auf  F derar~ vermittel~, dass dabei z o 

in w 0 iibergeht.  W e n d e t  man  nun  auf  diese Abbi ldung die Formeln  (I4, I), 

(I4, z), (I4, 3) an, so gel ten sie auf jeden Fall  in einem Winke l  um C~, woraus 

sich unsere  Behaup tung  unmi~telbar ergibt.  

2o. Folgerungen aus Sa tz  V I I .  Es ist nun klar, dass die am Schluss der 

Nr. 17 ffir den Fall  yon L-Tangen ten  angegebene  Tatsache  auch un te r  den 

Vorausse tzungen des Sa~zes V I I  fiir am Randbogen  C~ halbsei~ig gegen z 0 kon- 

vergierende z erhal ten bleibt. Mit  andern  W o r t en :  Es sei C~ eine in G~ ver- 

laufende und in z o mfindende einfache Kurve ,  die in z0 eine L-Tangente  besitzt  

und in einer an C~ l iegenden halbsei t igen Umgebung  yon z o innerhalb G~ ver- 

l~uft. Dann  besitz~ auch i h r e  Bi ldkurve in G im P u n k t e  w o eine L-Tangente .  

Und hier  darf  Cz auch mi~ C1 Punk~e gemein haben.  
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Ebenso gil t  ffir 7 ~ 71 > o die in Nr. I 5 er l~uter te  ))Winkel~hnlichkeit  in der 

Grenze>> des Dreieeks ZoZ~Z ~ mit  dem Dreieck WoWlW~, dessen Ecken Bi ldpunkte  

yon zo, zl,  z,~ sind, wenn zl, z,~ halbseitig an C, gegen z o konvergieren,  d. h. die 

Formel  (IS, I) bleibt auch je tz t  r iehtig.  W i r  beweisen sic hier  allerdil~gs un te r  

speziellen Vorausse tzungen und werden den a l lgemeinen Fal l  erst  im Satze I X  

formul ieren  und beweisen. 

Lemma • Es  sei D unter den Voraussetzungen des Satzes V I I  eine halb- 

seitige Umgebung yon Zo an C1, deren Winkelbffnung 7o bei Zo positiv und kleiner 

als ~ ist. zj, z,_ sei ein Paar untereiuander verschiedener Punl~te aus der Merge  

D + C1, die gegen z o konvergieren, wl,  w~ seien die Bi ldpunkte  von zl uud z2 in G. 

Dann ist die Strecke wlw~ gegen die Strecke ziz,2 um den Winkel  c +  e(zi, z~) ge- 

dreht, wo e(zi, ze) gegen o konvergiert, wenn z 1 und z 2 gegen Zo streben, u n d c  die 

Konstante der Forrnel (I4, 2) ist. 

Zum Beweis beachte  man  vor  allem, dass, sobald zl, z,z nahe genug bei Zo 

liegen, auch das P u n k t e p a a r  wj, w~ innerhalb einer  Ha lbumgebung  yon w o an C 

bleibt, deren WinkelSffnung bei w o beliebig nahe  an 70 und daher  insbesondere  

positiv und  kleiner  als z gew~hlt werden kann.  D a h e r  kann man beim Beweis 

die Gebiete  G und G1 mi te inander  ver tausehen.  Anderersei ts  kann  man die Ab- 

bi ldung yon G1 auf G auf  dem Umwege fiber einen Sek~or des Einhei tskreises  

ausfiihren, wobei C 1 einem Radius dieses Kreises en~spricht. D ah e r  da f t  beim 

Beweis yon vornhere in  vorausgesetzt  werden, dass C l eiue geradlinige Strecke ist. 

Es sei nun  D* eine weitere halbsei t ige Umgebung  yon Zo an Ci ,  die D 

enth~l t  und deren WinkelSffnung bei z o grSsser als 7o ist. Sobald z 1 und  z,~ 

nahe genug  bei z o liegen, bleibt dann  die St.reeke zlz~ sicher innerhalb D* + C1. 

Liegt  hSehstens einer der Punk t e  zl,  ze auf  C1, so liegen alie i~neren P u n k t e  der 

Strecke z iz  2 innerhalb D*. Is t  F die Bi ldkurve der Streeke z~z~ in der w-Ebene, 

so hat  ihre Sehne WlW ~ nach dem Rolleschen Satz die gleiche R ieh tung  wie die 

Tangente  an F in einem innern  P u n k t  dieses Bogens, der einem innern  P u n k t e  

der Strecke ZoZ i entspricht .  Daher  ergibt  sich nach  (I4, 2) die Rich tung  yon 

wiw  ~ aus der R ich tung  yon z l z  ~ durch  D reh u n g  um den Winke l  c + el(~--zo),  

woraus unsere Behaup tung  ohne weiteres folgt.  

Liegen aber  beide Punkte  zl, z~ auf  C~, so ist  die R ieh tung  yon z~z2 zu- 

gleieh diejenige yon C1. Die Strecke WlW 2 ist dann eine Sehne an die Kurve  C; 

die R ich tung  yon w~ w.~ konvergier t  daher  nach tier Annahme,  dass C in w o eine 
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L-Tangen te  besitzt, gegen die Rich tung  der Tangen te  an C in w o. In  diesem 

Falle aber  ergibt  sich unsere Behaup tung  unmi t t e lba r  aus dem Satze VII .  

Aus Le mma  I fo lgt  nunmehr :  

Lemma 2. W i r d  iiber die Voraussetzungen von Lemma ~ hiuaus vorausge- 

setzt, dass die Punkte  Zl, z 2 nicht nur voneinander so~idern auch von z o verschieden 

sind, so gelten die Formeln (I5, I), wenn zl, z~ iiber D + C1 gegen z o konvergieren. 

Denn  zum Beweis geniigt es, das L e m m a  I auf  jedes der drei Punk tepaa re  

Zo, zl; Zo, ze; zl, ze anzuwenden.  

Endl ich  sei noch folgendes bewiesen: 

Zusatz  z zum Satz  VI I .  E s  mYgen in der Formulierung des Satzes V I I  die 

Jordanbogen C und C~ durchweg mit  Tangenten versehen sein, die in den Punkten  

z o bzw. w o L-Tangenten sind, und es sei 7 -  7v Dann  bilden die ldngs des Bogens 

C1 im Winke l  existierenden Grenzwerte von a r g f '  (z) eine Funk t ion  des Punktes  

a u f  C~, die in z o stetig ist. I s t  in der Ta t  a der  Grenzwer t  yon a r g f ' ( z )  in z o 

und e eine beliebig kleine positive Zahl, so gibt es eine halbsei t ige Umgebung  

H yon z o an C~, derart ,  dass fiir alle z aus H [ a r g / ( z ) - - , ~ l  < ~ ist. I s t  dann  

C~ ein an Zo anstossendes Stfick yon C1, das zum Rand  yon H geh5rL und ist 

z'  i rgend ein innerer  P u n k t  yon C~, so l iegt  die Innennorma le  auf  C 1 in z' zu- 

n~chst in H.  Dahe r  geniigt  der l~ings der l~Tormalen sicher exis t ierende Grenz- 

wert  a r g f ' ( z ' )  yon a r g f ' ( z ) i n  z' der  Vngle ichung  

I arg f (z') - -  a I ~ ~, 

wie behaupte t .  Insbesondere  folgt :  

Zusatz  2 zum Satz VI I .  Haben unter den Voraussetzungen des Satzes V I  

zwei  einander entsprechende Jordansche Randbogen C] und C yon G1 bzw. G durch- 

weg sich stetig drehende Tangenten, so ist  die Grenzfunkt ion von a r g f ' ( z ) e i n e  

stetige Funkt ion  a u f  dem Bogen Ci )  9 

w 5. Relat ive  Konformit i t t  bei  der Eekenabbi ldung .  

2I. Die  Ldngentreue im Kleinen.  

Satz  V I I I .  E s  sei unter den Voraussetzungen des Satzes I V  7 > o, 7~ ~ o; 

c 1, c~ seien zwei  beliebige positive Konstanten rnit c 1 < c2. D sei eine Winkelumge- 

bung yon z o in G 1. 

19 Vgl. fiir diese F o r m u l i e r u n g  WARSCHAWSKI (I), p. 406. 
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~) Lgt dann z~, z~, z 1 ~ 22 ein Punktepaar aus D mit  

gl  - -  2'o[ 
(2I, I) CI =< z_. - Zo I --< e.~, 

so gilt  
Z 

' 

f ( z 2 )  - We \ z ~  - Zo !  

f '  (zl) \z2 --  Zo! ' 

wenn z 1 und z~ ~Tber D ,  d . h .  im Winkel, gegen z o konvergieren. 

b) Wird  im Falle ~) die Voraussetzung (2I, I) ersetzt durch 

2I  I~ Zl - -  Zo - -  ZO ") O, b zw .  z l  
Z 2 - - -  Z o z ,2  - -  Z o 

so sind die ~'ormeln (2I, 2), (21, 3) zu ersetzen dutch 

(21, 2 ~ f ( z , )  --  w o f (z l )  - -  We ~o 
f(z~) we ~ ~ b z w .  ~ .  - -  f ( z ~ )  - w o 

c) Sind wl, w,2 die den Punkten z~, z~ aus D entspreehenden Punkte aus G, so 

ist Bedingung (21, I) dquivalent mit  

(2I '4)  d~<=[wl- -w~ < = d ~ w ~  -- We 

fi ir positive Konstanten dl, d~i wobei die Aquivalenz so zu verstehen ist, dass zu 

feslen % e2 solehe positive dl, d2 gefunden werden kSnnen, dass (2 I, 4) eine Folge 

von (2I, I) is\, und urngekehrt, zu festen positiven dl, d 2 positive % e~ derart wghl- 

bar sincl, dass (2I, I) aus (2I, 4) folgt. Ebeuso ist jede Bedingung (2I, I ~ dquiva- 

lent mit  der entsprechenden Bedingung (21, 2~  

~o M a n  k a n n  of fenbar  die  a u f  (21, I), (2I, 2), (2I, I~ (2I, 2 ~ bez i ig l i chen  B e h a u p t u n g e n  d a m n  

z 1 - z  o 
z u s a m m e n f a s s e n ,  dass  w e n n  z 1 u n d  z~ i m  W i n k e l  gegen  z o k o n v e r g i e r e n  u n d  ~ ~, i s \ ,  d a n n  

z 2 ~ z  o 

f ( z l ) -  
a u c h  f ( z 2 ) ~ ; ~  +X ~ gilt .  E s  i s \  l e ich t  zu  sehen ,  da s s  h i e r a u s  die ganze  B e h a u p t u n g  (21, 2) u n t e r  

der  V o r a u s s e t z u n g  (2I ,  I) u n m i t t e l b a r  h e r g e l e i t e t  w e r d e n  k a n n .  
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d) H a t  ein an z o anstossendes Randstiick C1 von G1 in Zo eine L-Tangente,  

ebenso wie sein Bildbogen C in w o und gilt f i i r  zl, z2 aus einer halbseitigen Umge- 

bung H von z o an C1 in G1 (2I,  I), bzw. (2I, I~ so d a r f  in den Behauptungen 

a), b), c), die Formel (2I, 3) ausgenommen, die Winkelumgebung D durch H ersetzt 

werden. Und dabei diirfen zl und z2 auch a u f  C1 liegen. - -  Haben alle vier in zo 

und w o zusammenstossenden Randbogen von G1 und G dort L-Tangenten,  so d a r f  in 

dieser Formulierung die Umgebung H dutch eine allseitige Umgebung von z o 

in G 1 ersetzt werden, zu  der dabei auch noch die Randpunkte  yon Gi, die zugleich 

zum R a n d  dieser Umgebung gehb'ren, hinzugezghlt  werden kSnnen. 

e) Gelten anstatt den Voraussetzungen des Satzes I V  die Voraussetzungen des 

Satzes I V  ~ der Nr.  I6, so bleiben die Behauptungen a), b), c) richtig, wenn die 

Winkelumgebung D den in der Formulierung von I V  ~ angegebenen Bedingungen 

geniigt. .at 

22. Beweis yon (2I, 2) bzw. (2i,  2 ~ ) f i i r  7 = 7> Es sei zungehs t  bemerk~,  

dass (2I, 3) aus (2I,  2) wegen  (I I, 3) ohne  wei te res  folgt ,  so dass im Fa l le  a) n u r  

(2I, 2) zu beweisen  ist. F e r n e r  ist  die R e l a t i o n  (2I, 4) o f f enba r  e ine u n m i t t e l b a r e  

Fo lge  aus (2I, 2) u n d  (2I, I). BeachSet  man ,  dass nach  dem in Nr.  15 G e s a g t e n  

fi ir  z~-<D, z~-<D, sobald  z~ und  z2 n a h e  g e n u g  bei z o l iegen,  auch  w~, w~ in e ine r  

W i n k e l u m g e b u n g  yon  Wo in G l iegen,  so fo lg t  aus  (2I,  4) m n g e k e h r t  (2I,  I), w e n n  

m a n  die Ro l l en  von  z u n d  w ve r t ausch t .  

W i r  h a b e n  d a h e r  n n r  (2I,  2), (2I,  2 ~ under  e n t s p r e c h e n d e n  V o r a u s s e t z u n g e n  

zu beweisen.  - -  Es seien nun  wieder  %, al, a o; rio, ill, fl~ die W i n k e l  der  D r e i e c k e  

z oz  lz~, w ow l w ,  resp.  bei Zo, Zl, Zo; w o ,w l ,we .  B e i m B e w e i s v o n ( 2 1 , 2 )  u n d ( 2 1 , 2  ~ ) 

in den  F~tllen a), b) d i i r fen  wir  a n n e h m e n ,  dass zl, z~ in e ine r  a n d  derse lben  Dreiecks- 

u m g e b u n g  yon  z o in G1 l iegen - -  da  m a n  sons t  zwischen  z 1 u n d  z~ n u r  end l i ch  

viele P u n k t e  e inzuscha l t en  b r aucb t ,  de ra r t ,  dass zwei a u f e i n a n d e r f o l g e n d e  d ieser  

P u n k t e  in  e ine r  u n d  de r se lben  D r e i e c k s u m g e b u n g  yon  z o in G~ l iegen.  (Man 

beach~e, dass die zu beweisende  B e h a u p t u n g  in  dem Sinne  t r ans i t i v  ist, dass, 

w e n n  sie fi ir  zl, z2 u n d  z~, za gilt ,  sie auch  fi ir  zl, z~ r i ch t ig  ist). D a h e r  d i i r fen  

wir  die Gii l t igkei~ yon  (I5, I) vo raus se t zen  - -  f i ir  den Fa l l  e ine r  Dre i ecksumge-  

b u n g  h a b e n  wir  j a  in Nr .  ~5 diese F o r m e l  b e w i e s e n . -  F e r n e r  k a n n  d u r c h  

E i n s c h a l t u n g  we i t e r e r  P u n k t e  in end l i che r  A n z a h l  e r r e i ch t  werden ,  dass  der  

21 Fiir G1 =-- Kz, 7 = ~" und wenn zl und z~ auf einem in Bezug auf Zo symmetrischen 
If(z,)-Wo I 

Ortho.qonalkreis yon E z liegen, ist die dann aus (2I, 2) folgende Relation ]f(z2)--Wo [ ~ I mit einer 

in VISSER (2), p. 3 2 (Satz 4) hergeleiteten Kquivalent. 
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W i n k e l  % zwi schen  d u n d  d bleibt ,  wo d e ine  be l i eb ig  a b e t  l e s t  gew~h l t e  posi-  
4 

r ive  Zah l  m i t  d <  7, d <  ~- ist. ss D a n n  g i l t  z - - d _ - - < a s  + a ~ - - - .  N u n  
2 2 4 

l i e fe r t  der  S inussa tz  

(22, I) I l l  C %1 = sin a~. 
I Zs - -  Zo sin a 1 

Aus  (21, I) f o l g t  daher ,  dass  be ide  W i n k e l  al, % k l e ine r  als ~ - - -  u n d  g rSsse r  
4 

als eine pos i t ive  S e h r a n k e  ble iben,  die n u r  yon e~, e~ abhi~ngt.  D a h e r  b l e iben  

w e g e n  (I5,  I) auch  die W i n k e l  ill, fls o b e r h a l b  e ine r  p o s i t i v e n  S c h r a n k e  u n d  iiber- 

s ch re i t en  z . . . . .  n icht ,  soba ld  Zl, Zs n a h e  g e n u g  bei z 0 l iegen,  woraus  w e g e n  
4 

(22, I) n a c h  dem S inussa t z  fo lg t  

- Wo I - 

W. Z. b.  w .  

sinfls  sin as ____ [zl C- Zo [, 
s inf l l  s i n a  s j z  s - z  oj 

W i r d  ~ber  eine de r  R e l a t i o n e n  (2I,  I ~ v o r a u s g e s e t z t ,  so fo lg t ,  dass  e n t w e d e r  

a s --* o g i l t  u n d  sin al  o b e r h a l b  e ine r  p o s i t i v e n  S c h r a n k e  bleibt ,  ode r  a~--* o gil~ 

u n d  sin a s o b e r h a l b  e ine r  p o s i t i v e n  S c h r a n k e  bleibt .  D a n n  g i l t  a lso e n t w e d e r  

I ws - -  W o [ _ sin fls 

w,, %1 
ode r  

I w i - - W o l _ s i n / ~ s  ~or  
w,, - -  w o sin fll 

w o m i t  (2I,  2 ~ bewiesen  ist. - -  

Of f enba r  f i ih r t  n u n  die g le iche  i d b e r l e g u n g  a u c h  im Fa l l e  d) z u m  Ziel ;  w i t  

d i i r fen  w i e d e r u m  a n n e h m e n ,  dass  Zl, z~ in e ine r  h a l b s e i t i g e n  U m g e b u n g  yon  Zo 

an  C s l iegen,  d e r e n  0 f f n u n g  k le ine r  is t  a ls  z ,  u n d  zu der  n o c h  die i n n e r e n  

P u n k t e  yon  6~ h inzuzuz i ih len  s in& D a h e r  ge l t en  auch  h i e r  die R e l a t i o n e n  

(I5,  I) n a c h  dem im L e m m a  2 der  Nr .  20 Bewiesenen .  E b e n s o  d a r f  w iede r  an-  

d 
~ Wenn z. B. der Winl~el zwischen z o zl und Zo z2 kleiner ist als 4' w~hle man fiir z' einen 

solchen Punkt (ausserhalb des Winkelr~umes zwischen den HMbstrahlen an zo durch z 1 bzw. z~), 
d 

dass der Winkel zwischen zo z' und zo zl etwa gleich ~ ist. 
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genommen werden, dass a 0 zwisehen d und ~ ffir ein geeignetes positives d mit 
4 

d < 7 d < z l iegt .  Dana sind aber alle weiteren Sehliisse unver~ndert anwendbar. 
2 2 

Und damit ist offenbar auch der Fall erledigt, in dem alle vier in z0 und 

wo zusammenstossenden Randbogen yon G 1 und G dort L-Tangenten besitzen. 

2 3. Der  Fal l  Y~71 .  Der Fall endlich, class 7 und 71 untereinander (und 

yon Null) verschieden sind, l~sst sich auf den oben behandelten zurfickffihren, 

wean man die z-Ebene der Transformation u = ( z -  z0)~ unterwirft. Besitzen im 

Falle d) einige der in zo zusammenstossenden Randstficke yon G1 in diesem Punkte 

L-Tangenten, so gilt nach dem in Nr. 5 Bemerkten das Gleiche auch fiir das 

aus G 1 vermSge unserer Transformation hervorgehende Gebiet, so dass (2i, 2) 

bzw. (2I, 2 ~ auch bei halbseitiger oder aUseitiger Konvergenz yon z~ und ze 

gegen z0 gilt, wobei z~ und z 2 aueh Randpunkte yon G1 durchlaufen dfirfen, dem 

Fall d) entsprechend. Aus dem Randverzerrungssatz ergibt sich ferner, dass 

gleiehzeitig mit (2I, 2) im Falle a) auch die Relation (21, 3) gilt. Die Behaup- 

tungen yon c) ergeben sich ganz analog wie oben. 

Was endlich den Fall e) anbetrifft, so ergeben sich die in diesem Falle 

ausgesprochenen Behauptungen unmittelbar, wenn man das zum Beweis des 

Satzes IV ~ Gesagte beriieksiehtigt. Damit ist der Satz VI I I  vollsti~ndig be- 

wiesen. - -  

Um nun analoge Aussagen fiber w e -  w, herleiten zu k5nnen, mfissen wir 

erst die Giiltigkeit der Relationen (I5,  I) im allgemeinsten Palle diskutieren. Wir  

fassen das Resultat im Satz IX zusammen, dessen Beweis auf dem Satz VI I I  

fiir 7 = 7~ beruht. 

2 4. Wi~zkeltreue bei der Dreiecksabbildung. Satz  I X .  E s  sei unter den 

Voraussetzungen des Satzes I V  y = Yl > o. D sei eine Winkelumgebung yon Zo in 

G1. z~, z~ sei ein Punktepaar aus D, wobei Zo, zl, ze untereinander verschieden sin& 

E s  seien wl, we die Bi ldpunkte  yon zj, ze in G und %, ~1, ae; fo, f l ,  fie seien die 

Winke l  der Dreiecke ZoZlZe, WoW~We resp. bei zo, zl, ze; Wo, W~,W ~. Dann  gilt, 

wenn z~, z2 gegen z o konvergieren, 

(24, I) fo--ao--*o,  f l - - a l - - * o ,  f~--ae--*o.  
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H a t  abet ein in  z o mi indender  Randbogen C1 von G1 dort eine L-Tangente ,  ebenso 

wie sein Bi ldrandbogen yon G, so d a r f  in  der obigen B e h a u p t u n g  D dutch eine 

halbseitige Umgebung H yon z o an C1 ersetzt werden,  wobei zu  H noch die inneren 

Punk t e  yon C 1 hinzugeziihlt  werden diirfen. Haben  f e r n e r  alle vier in  z o zusam- 

menstossenden Randbogen  yon G 1 und  G dort  L -Tangen ten ,  so bleibt (24, i ) f i i r  

7 < 2 ~ richtig, wenn zl, z s gegen z o iiber das Innere  und  den R a n d  yon G1 ]con- 

vergieren. I s t  aber dann  7 ~ 2 ~, so gi l t  (24, I), wenn  z~, z s gegen z o iiber das Inhere  

und den R a n d  yon G1 konvergieren und  wenn  dabei f~Tr ]ceine Unterfolge yon Punlcte- 

paaren zl, zs m i t  Zl --~ Zo, z~ --~ z o a o -~ o, ] z~ ~ zo ] --~ I g i l t  und  zugleich die Strecke 
z s  - -  Zo 

z~ z s beide in  z o zusammenstossenden Randbogen yon G 1 trifft. 

25. Beweis .  W~re eine der Behaup tungen  unseres Satzes falsch,  so liesse 

sich nach dem Auswahlsa tz  eine Folge von Punk tepaa ren  z~, z2 mit z~ --~ zo, zs --~ Zo 

finden, die der in Frage  kommenden Bedingung fiir z I und zs geniigt  und fiir 

die eine der Differenzen f l o -  ao, f l l -  al, f l ~ -  as einen von Null  verschiedenen 

Grenzwert  besitzt. Und das Gleiche wfirde dann ffir jede unendliche Unterfolge 

einer solchen Folge gelten. Eine solche Unterfolge  z~ ~), z(~ ") (v ~ If 2 . . . .  ) kSnnen 

wir nun aber nach dem H~ufungss te l lensatz  auf  jeden Fall derar t  herausgreifen,  

dass fiir sie erstens alle sechs Winke l  a~o ~), a(~ ~), a(:); fl~), ~:), fl~") Grenzwerte  be- 

sitzen, die wir mit  Ao, A1, As; Bo, B1, Bs bezeichnen wollen; dass zweitens 

r wo I 

gilt wo q, q~ auch unendlich sein kSnnen, aber auf  jeden Fall  nach dem Satz V I I I  

q = q l  ist; dass drRtens die Richtungen der Halbs t rah len  Zo z(~), ZoZ('); wow~ ~1, 

w o w~ ~) wo Wo, w~ ~), w~ ~) die Bilder yon Zo, z~ ~), z(~ ~) sind, gegen die Richtungen der 

t ta lbs t rahlen  a~, o~' in der z-Ebene bzw. a', o" in der w-Ebene konvergieren.  Und  

wir haben daher nur zu untersuchen,  unter  welchen Umst~nden  fiir eine solche 

Folge yon Punk tepaa ren  eine der Differenzen B o - -Ao ,  B 1 - - A I ,  B s - - A  s yon 

Null  verschieden sein kann. 

Es sei zufSrderst  bemerkt ,  dass nach (I4, I) sicher A o : B  o ist. Is t nun  

A o - - B  o = z ,  so muss offenbar B I ~ A  I : B ~ = A  s = o s e i n .  E s s e i n u n o < A  o 

: B o < z.  D a n a  verschwindet  yon einem v an keiner der  Winke l  a(~ ~), ~(~'), a(~ ~), ~((). 

Der  Sinussatz, angewandt  auf  die Dreiecke zo z(~ ~) z(~ ~), Wo w(~ ~) w(~ ~), l iefert  
16--34472. A c t a  mathematica. B4, Imprim6 le 31 octobre 1934. 
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]z!  ~) - - Z o [  s in a(~ ~) [ w ~ ) ~  U(o] _~ sin fl(~ ~) 

- - - '  q'  w T )  - I si-  q 

A n d e r e r s e i t s  abe r  kSnnen ,  w e g e n  o < A  I + A  2 = B l + B ~ - ~ z - A o < z c , s i n A ~  

u n d  s in  A~ n i c h t  zug le ich  v e r s c h w i n d e n ,  ebenso  wie sin B 1 u n d  sin Be. D a h e r  

gilt~ s i che r  

(25, 2) s in A~ sin B,~ 
sin A1 ~ q = sin B~" 

U n d  h i e r a u s  fo lg t  A 1 = B1, A~ = B~ u n m i t t e l b a r  f i ir  q = 0 oder  q = ~ .  I s t  a b e r  

q yon 0 u n d  ~ ve r sch i eden ,  so f o l g t  b e k a n n t l i c h  aus  (25, 2) 

2 2 

A~ + A~ B 2 + B 1 
t g  t g  

2 2 

A~ - -  A 1 B2 - -  B1 
oder  t g  - -  t g  . . . . .  , A~ - -  A1 ~ B~ - -  B1, A1 ~ B1, A~ -~ B,~. Es  b le ib t  

2 2 

n u r  n o c h  der  Fa l l  A o = B o ~ o zu u n t e r s u c h e n .  

F i i r  A o ~ B o -  o is t  de r  FM1 q ~ I so fo r t  zu e r led igen .  W i r  k S n n e n  d a n n  

ohne  B e s c h r ~ n k u n g  der  A l l g e m e i n h e i t  a n n e h m e n ,  dass  q < I ist. W ~ r e  n u n  

e t w a  o < A1 < ~, so wi i rde  d a r a u s  fo lgen ,  w e g e n  A 2 = ~ - -  A 1 - -  Ao, n a c h  (25, I) 

sin A~ sin (Iv - -  A1) 
q ~ sin~t~l ~ sin A 1 - -  I, 

e n t g e g e n  der  A n n a h m e .  D a h e r  m u s s  A 1 g le ich  0 oder  z sein,  f i i r  q < I also,  

da  d a n a  yon  e i n e m  v an,  w e g e n  (25, I), die a(~ ~) g e g e n i i b e r l i e g e n d e  Sei te  des Dre i -  

ecks  Zo z(~ ~) z(~ ~) grSsser Ms die a n d e r e  a n  z 0 a n s t o s s e n d e  Sei te  ist ,  A~ = ~, A 2 ~ o. 

G e n a u  ebenso  e r g i b t  s ich B 1-~ z ,  B , = o ,  w o m i t  (24, I) a u c h  in  d i e sem FMle  

b e w i e s e n  ist.  
' ! P t  

Es  sei A o = B o o, q -~ I.  F~ l l t  d a n n  die g e m e i n s a m e  G r e n z r i c h t u n g  a~, al 

in das  Innere des E c k e n w i n k e l s  v o n  G 1 bei  z0, so f o l g t  (24, i ) a u s  d e m  a m  

Seh lusse  y o n  Nr .  15 G e s a g t e n  (vgl. (I 5, I)). Fis f e r n e r  die g e m e i n s a m e  R i c h t u n g  

a], a]' in e ine  de r  be iden  T a n g e n t e n r i c h t u n g e n  der  E c k e  y o n  G1 in z0, s ind  a b e r  

d ie  be iden  T a n g e n t e n r i c h t u n g e n  d iese r  E c k e  v e r s c h i e d e n  (ist a lso 71 < 2 z),  so 

b le iben,  w e a n  der  zugehSr ige  t ~ a n d b o g e n  yon  G1 m i t  C 1 b e z e i c h n e t  w i rd  u n d  H 

eine t I u l b u m g e b u n g  yon  Zo an  C ist,  z~ ~), z(~ ~) f i i r  h i n r e i c h e n d  g rosse  v in H + C, 
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und in diesem Falle fo lg t  die B e h a u p t u n g  des Satzes aus dem L e m m a  2 der  

Nr.  20. 

Es sei nun  71 = 2 ~, es mSge aber  jede Strecke z(, ~) z(~ ~) n u t  ei~en der beiden 

in z o zusammens tossenden  R a n d b o g e n  yon G1 treffen. Fe rne r  seien H ' ,  H "  

i rgendwie  gew~hlte  halbsei t ige  U m g e b u n g e n  yon z o an den in z o zusammens tos -  

senden R a n d b o g e n  C~, C'1' yon G 1. D a n n  mfissen yon e inem ~ an beide P u n k t e  

z(~ ~), z(~ ~) in einer und derselben, vielleicht mi t  ~ var iablen,  der beiden Mengen  

H ' +  C'1, H " +  C~' liegen. Nach  dem Auswahlsa tz  diirfen wir  dann  annehmen ,  

dass Mle P u n k t e p a a r e  z(~ "), z(~ ~) in einer festen dieser Mengen  liegen, e twa  in 

H ' + C '  ,~. Dunn ergibt  sich aber  unsere  B e h a u p t u n g  wiederum aus dem L e m m a  z 

der  Nr .  zo. 

D a m i t  ist der  Satz I X  vol ls t~ndig bewiesen. W a s  abe t  den in seiner For- 

mu l i e rung  angegebenen  AusnahmefM1 anbetr iff t ,  so ist  es leicht,  sich an  einem 

Beispiel  zu fiberzeugen, dass in ihm der Satz I X  in der T a t  n icht  zu gel ten braucht .  

H ie rzu  be t rach te  m a n  den Einhei t skre is  K~ der  z-Ebene, der  aber  lgngs des 

nach  z ~  I f i ihrenden Rad ius  au fgeschn i t t en  wird. W i r d  das so en t s tehende  Gebie t  

K *  und  das analoge  Gebie t  in der w-Ebene mi t  K *  bezeichnet ,  so bilde man  

K~* a u f  K~*~ dera r t  ab, dass z = o in w ~ o i ibergeht ,  dass aber  vom N u l l p u n k t  

verschiedene und ihm genf igend benachbar te ,  e inander  gegenf iber l iegende P u n k t e  

auf  den beiden Ufern  des Einschni t t es  yon K~* jedesmal  in zwei R a n d p u n k t e  yon 

K ~  i ibergehen,  die nicht mehr einander gegeniiberliegen. - -  Hie rzu  genfigt  es die 

Abb i ldungs funk t ion  so zu wi~hlen, dass sie nieh~ die F o r m  w - =  z hat .  - -  

Es seien nun  z~, z~ zwei yon z 0 versehiedene,  e inander  gegenf iber l iegende 

P u n k t e  der  beiden Ufer  des Einsehni t t es  yon K* .  I h r e  B i ldpunk te  in K~* seien 

w 1, w~ und es mSgen z~, z~ so nahe  beim N u l l p u n k t  l iegen,  dass w l, we aueh  auf  

den beiden Ufern  des Einschni t t es  yon K~; liegen. Es liege e twa  wl n~her  zum 

N u l l p u n k t  als w 2. Sind dann  w( ,  w~' h inre ichend nahe  bei w~, w~ l iegende P u n k t e  

yon K ~  aus den en t sprechenden  H a l b u m g e b u n g e n  yon w~, we, so un te rsehe iden  

sieh die Winke l  des Dreieeks  o w~' w,~' bel iebig wenig  o, z ,  o. Die entsprechen-  

den P u n k t e  z~', z~' in der N~he yon z~, z~ lassen sieh offenbar  aber  so wi~hlen, 

dass die analogen Wi nke l  des Dreieeks  o z~' z~' sieh bel iebig wenig  yon o, o, 

un te r sehe iden .  

26. Seitenh'hnlichkeit bei der Dreiecksabbildung. W i r  sind n u n m e h r  im- 

s tande,  die dem Satz V I I I  en t sp rechenden  T a t s a e h e n  fiber das a sympto t i sehe  

VerhMten  der  z0, w 0 gegeni iber l iegenden Seiten der Dre iecke  ZoZ~ z2, wo WlWe zu 

formul ie ren  und  zu beweisen. 
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Satz X .  Es  sei unter den Voraussetzungen des Satzes I V  7 = 7~ > o. c sei 

eine beliebige positive "Konstante. D sei eine Winkelumgebung von z o in GI. z~, z2, 

z I # z~, sei ein Punktepaar aus D mi t  z i --)Zo, z2-~ z o und 

(26, I) [Zlz, ---- z~ < [ 

Es  sei wi = f(zl), w2 ~--~ f(z2). 

a) Es  gil t  

(26 ,  2) Wl  - -  w2 e l  - -  z2 

W ~  - -  W o Z~ - -  Z o 

b) Hat  ein an z o anstossendes Raudstiick Ci von G i in z o eine L.Tangente,  

ebenso wie sein Bildbogen in  Wo, und ist H e i n e  Halbumgebung von Ci in G1, so 

bleibt (26, 2) riehtig, wenn die Winkelumgebung D dureh die Menge H + C1 ersetzt 

Z 1 - -  Z o 
wird, wenn dabei f i ir  keine Unterfolge yon Punktepaaren z~, z~ ~ I gilt. 

Z 2  - -  gO  

c) Haben alle vier in z o und w o zusammenstossenden Randbogen yon G i 

und G dort L-Tangenten, so da~f in der obigen Formulierung die Winkelumgebung 

D dutch eine allseitige Umgebung von z o in G1 ersetzt werden, zu der dabei auch 

noch die Randpunkte  von G~, die zugleich zum Ra n d  dieser Umgebung gehSren, 

hinzugezdhlt werden kSnnen, sofern f i ir  keine Unte~folge von Punktepaaren zl ,  zo 

z l - - z o  . i  gilt. 

Bemerku~gen. i) Legt m~n die Vorausse~zungen des Satzes IV ~ zugrunde, 

so bleibt fiir 7 - 7 1  die Behauptung a) des Satzes X richtig, wenn D den in 

jenem Satz formulierten Bedingungen geniigt. Und ebenso bleibt die Behuuptung 

b) richtig, wenn unter D eine entsprechend zu definierende halbseitige Umgebung 

eines der in der Formulierung yon IV ~ eingefiihr~en dordanbogen L'~, L'[ ver- 

standen wird. - -  In  der Tat folgt aus der Formullerung des Satzes IV ~ class 

man in diesem Falle unsere Behauptungen ohne wei~eres aus dem Sa~z X 

herleiten kann. 

2) Beim Beweis yon (26, 2) geniigt es in alien F~ilen des Satzes X, nur die 

Aquivalenz der absoluten Betriige zu beweisen (wovon in der n~chsten lXlummer, 

beim Beweis eines Spezialfalles yon a) Gebrauch gemacht werden wird): 
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Z2 - -  Zo I 
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da j~ der auf die Argumente der beiden Seiten yon (26, 2) beziigliche Teil der 

Behaup~ung im Satze IX  enth~lten ist. 

27. Beweis yon a) f i i r  eine Dreiecksumgebu~g. Wir beweisen zuers~ a) ffir 

den Spezialfall, dass D eine Dreiecksumgebung isf und fiber (26, I) hinaus die 

Voraussetzung (2I, I) mit positiven cl, c~ gilt. Es genfigt zu beweisen, dass 

(27, I) Lira 

W 1 - -  W2 

W 2 - -  w 0 

Z 1 - -  Z 2 

2"~ - -  Z o 

_--< i 

ist, da daraus, wenn man die Gebiete G 1 und G miteinander vertauscht, sich 

eine symmetrische Ungleichung fiir den Lira und damit (26, 3) unmittelbar ergibt. 

Nun ist aber die Liinge der Strecke w~ ~v2 hSchstens gleich der L/~nge des Bild- 

bogens yon z lz~. Daher folgt 

Z2 

Iwl-w,l_-< [dz 
Zl 

wo geradlinig yon z t naeh z~ zu integrleren ist. Hier liisst sieh aber dz auf 

Grund des R~ndverzerrungssatzes (vgl. (I I, 3)) dureh 

W - -  W o 

absehiitzen, wo ~, ebenso wie spi~ter ~1, ~, eine Funktion yon z~ und z~ ist, die mit 

z~--Zo und z~--zo gleiehm~ssig naeh o konvergie~. Daher ergibt sieh naeh 

dem ersten Mittelwertsatz der Integralreehnung 

i ,--wol, 
] W l - - W 2 I  ~ ( I  + ~ l )  I Z l - - Z 2 [  ZT ZO 

wo z' ein Punkt  der Strecke zlz~ ist und w' sein Bi ldpunkt .  ~ u n  ist die Be- 
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d ingung (21, I) des Satzes V I I I  offenbar aueh fiir das Punk tepaa r  z', z~ erfiillt, 

so dass in (21, 2) z, durch z ' , f (zx)  durch w' ersetzt werden kann. Daher  ergibt  

sich welter  

" I z ~ -  Zo ! 

womit  (27, 1) bewiesen ist. 

28. .Bewei~. des Satzes X.  Wenn (26, 3) nieht  gilt, g ibt  es nach dem Aus- 

wahlprinzip eine den entsprechenden u  genfigende Folge yon Punkte-  

paaren, fiir die die linke Seite yon (26, 3) einen yon I verschiedenen evtl. unend- 

lichen Grenzwert  hat.  Und  dies grit dann auch fiir jede unendl iche Unter fo lge  

dieser Folge. Wir diirfen daher  annehmen,  dass fiir die Folge yon Punk~epaaren 

z~ ~), z~ ~) folgendes zutrifft:  

I) Sind w~ *), w(~ ~), die Bilder yon z(f, z(~ ~), so konvergieren die sechs Winkel  

a([ ), a(;), a(~); fl~), fl~), fi(~') der Dreiecke Zo z(~ ~( z!~ ), Wo w~ ~) w(~ ~) resp. gegen Ao, A1, A2; 

Bo, Bl, B2, wo nach (24, I) Ao = Bo, A~ ~ B1, A2 = B~ ist. 

z~ *) - Zo w ( : / -  Wo 
q' w~') --  -~ q' '  q ---- q' '  ~) (2s, 1) ~ ) -  ~o Wo 

wo q wegen (26, I )  v o n  ~ verschieden ist. Dass  die beiden Grenzwerte  bei 2) 

identisch sind, folgt  aus dem Satz V I I I  und A o = B o. 

3) Die Rich tungen  der t t a lbs t rah len  Zo z~'), z o z(~*); w o w(~ "), w o w(~ *) konvergieren 

gegen die Richtungen  der Halbs t rahlen  a], a]' in der z-Ebene bzw. a', a" in der 

w-Ebene. 

I s t  nun q 4: I, so folgt  aus den Formeln  

w ~ , t -  w!,l w~ ~ / -  Wo -~  
- - I  l - - q ,  

w~ ~/-- Wo w~ ~) --  Wo 

z ! : / -  ~!~t ~ , t  - ~o 
- - I  * I - - q  

z(:) - -  Zo z~ ~) - -  Zo 

(26, 2) unmittelbar .  Fiir q = I aber kommt  nur  der Fall  a) in Betracht .  Hie r  

muss dann nach 3) der Halbs t rahI  a', = a ' (  in einer Winkel-,  daher  aueh in 

einer Dre iecksumgebung yon Zo liegen, sodass in diesem Falle (26, 3) aus dem 

in Nr. 27 Bewiesenen folgt. Dami t  ist der Beweis des Satzes X vollendet.  
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29. E i ~ e  Bemerl~ung z u m  Sa t z  X .  W i r d  u n t e r  den A n n a h m e n  des Sa tzes  X 

(29, I) zA_-- z~ --~ o 
2'~ - -  2' o 

vorausgese~zt ,  so folgt ,  w e n n  m a n  a u f  be iden  Se i t en  d iese r  R e l a t i o n  i a d d i e r t  

u n d  den  Sa tz  V I I I  be r f i eks ieh t ig t ,  

(29, 2) Z l  - -  z 0  ~Wl - -  ~U0  . . . .  -----> I~ § I~ 
~ - -  ~0 W2 - -  WO 

u n d  dahe r ,  w e n n  von  den  be iden  Se i t en  d e r  l e t z t en  R e l a t i o n  I a b g e z o g e n  wird ,  

(29, 3) W~ - -  W 2 - -  - -  " - '+  O .  
~2~ - -  w o 

D a b e i  d a r f  h i e r in  das  P u n k t e p a a r  zl, z2, j e  n a e h  den  A n n a h m e n  f iber  die Besehaf fen-  

he i r  des Rundes ,  f iber  e ine  W i n k e l u m g e b u n g  bzw. e ine  h a l b s e i t i g e  oder  a l l se i t ige  

U m g e b u n g  yon z o g e g e n  z0 k o n v e r g i e r e n .  

w 6. V e r e i n z e l t e  K o r o l l a r e  z u m  R a n d v e r z e r r u n g s s a t z .  

3 o. Sa t z  von der Winke lab le i tung .  S a t z  X L  

des Satzes  I V  sei  7 > o und  es m6ge der G r e n z w e r t  

(30,  I) L i m  f ( z )  - -  wo _ 2~ 
- -  2/o 

Unter  den Vorausse tzungen 

ex is t ieren,  wenn  z aus dem I n n e r n  yon GI im  W i n k e l  gegen z o konvergiert ,  mag  

dabei ~ endlich oder uneudl ieh  seiu. D a n n  g i l t  

(30, 2) f'  r ,  

wenn z i m  W i ~ k e l  gegen z o strebt. Umgekehr t  f o l g t  (30, I) aus (30, 2). 2a 

D e r  Sa tz  X I  is t  e ine  unmi t~e lba re  Fo lge  de r  F o r m e l  (I I, 3) des R a n d v e r -  

ze r rungssa t ze s .  D a s s  (30, 2) ~us (3 o, I) fo lg t ,  i s t  f i i r  end l i che  ~ u n d  71 - - z  ein 

SpezialfM1 eines  M l g e m e i n e r e n  Sa tzes  yon VALIROZ% dessen  Beweis  yon  AHLFOnS 

~8 Fiir G 1 =Ez ,  7 = 7 ~ = ~  finder sich dieser Satz bei VISSER (2), p. 37 unten. 
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ausfiihrlich entwickelt  wurde. .4 

Tatsachen neu. 

W e n n  Z endlich ist, folgt  aus 

f (z) - -  Wo __ 
Z ~ Z o 

Fiir ~ ~ ~ dagegen sind die beiden angegebenen 

j f 
z - -  ~o 

ZO 

die Giil t igkeit  yon (3 o, 2) vorausgesetzt,  

Lim f ( z )  , w~ = 7 )~. 
Z ~ Z o  Z - -  Z 0 ~ 1  

Daher  muss wegen (3 ~ , I )  fiir 7 ~ 7 1  entweder Z - ~ o  oder Z :  ~ sein. Es wird 

sich iibrigens sp~ter ergeben, dass (3 o, I) und  (30, 2) fiir 7 > 71 stets mit  Z----o 

gelten und fiir 7 < 71 stets mi t  ~ r162 (Vgl. Satz XXI,  Nr. 62.) 

Uber den Fal l  7 ~ o vgl. Nr. 68. 

3 I. Versch&fang einer Ungleichung von Herrn  S. Warschawski.  Herr  S. 

Warschawski  ha t  vor einigen Jahren  die folgende Tatsache gefunden25: 

E s  sei C eine geschlossene Jordankurve in der w-Ebene, die in einem Rand- 

punk t  w o eine Ecke der O:~nung z~ ,  o < ~ < 2, besitzt, z - - 9 ~  (w) bildet das In- 

here G yon C a u f  E~ konform ab. W bezeiehne den yon zwei  yon w o ausgehenden, 

symmetrisch 2ur Winkelhalbierenden der Ecke in w o ~erlaufenden Strahlen gebildeten 

Winke l  der O'ffnung 2 ~p, o <= ~p < - - .  Geniigt dann C in der Nh'he yon w o einer 
2 

gewissen Bedingung - -  der Bedingung der >>linearen Unbewalltheit~ - -  so gibt es 

drei positive Konstanten K,  K ' ,  q, unter denen K,  K '  yon ~p unabhdngig sind, sowie 

zu  jedem w ~ w o a u f  C mi t  ] w ~ Wo I ~ q zwei  positive Zahlen R,  R' ,  die mi t  w ---) w o 

gegen o konvergieren, so dass f~2r alle Punkte  e in W und G mi t  ] c - -  w o [ -~ R ,  und 

alle Punkte  c' in W und G mit  [ c ' - - w o ] - ~  R '  die Relation gilt." 

�9 l e - W o l  I W- o = 
T COS2 _ 

T 

Mit Hilfe  des Satzes V I I I  sieh~ man nun leicht ein, dass in dieser Un- 

gleichung die FakCoren cos ~ ~ und - - ~  weggelassen werden kSnnen, wenn man 
c o s  2 - -  

~4 Vgl .  VALI t tO~ (2), p. 72 ;  AHLFORS (I), pp .  2 8 - - 2 9 .  

~5 WARSCHAWSKI (I), pp .  3 6 I ,  369.  
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die Kons t a n t e n  K,  K '  mi t  gewissen F~ktoren  mult ipl iziert ,  die gegen I konver- 

gieren,  wenn c und  c' gegen w o streben. 

In  der Ta t  ergibt  sich, wenn c ~ Co und c' ~ c o' auf  der Winke lha lb ie renden  

des Eckenwinkels  in w o angenommen werden, da dann ja ~ p : o  gesetzt  wer- 

den kann,  

(3~, 2) KI ~(Co) - ~(~o) I < I~ (~)  - ~I~o) I < K ,  I ~(Co') - -  ~(~,o) I. 
I ~ o - ~ o l  '/~ = I ~ - ~ o  = I C o ' - ~ o l  ~/~ 

Anderersei ts  folgt  aus (2I, 2) 

(3 I, 3) [~0(C0),C0__W0~ ~9(]~1~:)] --]~9(C)]c__w 0 .  ~0(]]~:)](I q -8) ,  

und 

(3 i, 4) I ~(Co') - w (++o11 I f (c') - f ( + o )  I , 
Ico' - Wo ] 1/~ - =  I c' - wo l~/~ ( i + 8 ), 

w o e '  und e gegen o streben, wenn Co, c o ' gegen w o konvergieren.  Setzt  man  

nun  (3I, 3) und (3 I, 4) in (3I, 2) ein, so ergib~ sich unsere  Beh au p tu n g  sofort ,  e6 

32. A s y m p t o t i s c h e s  Verha l t en  der hb'heren A b l e i t u n g e n  yon f ( z ) .  U n te r  den 

Voraussetzungen des Satzes V I I I  l~sst sich aus den Rela t ionen  (2I, 2 ) u n d  (2I, 3) 

eine in teressante  Fo lgerung  ziehen. W i r  setzen 

z~ = z, z~ = z + t ( Z o - -  Z), 

so dass 

Z 2 - -  Z 0 - - I - - t  
~ ' 1  - -  Zo 

is~. Streb~ nun  z gegen z o innerhalb  eines Winkel raumes  mi t  der  Spitze in zo, 

dessen Sehenkel  zur Winke lha lb ie renden  der inneren Eeke yon G. 1 in z o un te r  

einem Winke l  w < 7A geneigt  sind, und sehriinkt man t auf  den Bereieh 
2 

:6 Es ist iibrigens klar, dass die Formel (2I, 2) des Satzes VIII  im zweiten Unterfall des 
Falles d) dieses Satzes eine wesentliche Verschiirfung der Warschawskischen Ungleichungen liefert, 
wenn die Kurve C in w o eine L-Tangente besitzt, bzw. wenn dies ffir die beiden in w o zusammen- 
stossenden Bogen yon C zutrifft. - -  Wie ich yon Hrn. WARSCHAWSKI nach Mitteilnng des obigen 
Resultats erfahre, ergibt es sich such direkt aus einem neuen yon ihm inzwischen gefundenen 
Beweis seines Satzes. 

17--34472. Acta mathematica. 64. Imprim6 le 31 octobre 1934. 
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ein, so bleibt auch z~ in einer Winke lumgebung  yon Zo, sobald z nahe genug bei 

z o liegt. Zugleich sind dann die Bedingungen (21, I) erfiillt, so dass wegen (21, 2) 

und (2I, 3) 
? 

(32, 1) , f ( z  + t(~o - ~ ) ) - f ( z o ) _ ~  (i  - t)~,, 
f ( ~ )  - f ( z o )  

(32, 2) f '  (~ + . t  (~o - ~)) _ .  (i - t)~;-~ ) -  (~) 

gilt, wenn z im Winkel  gegen z o strebt, und zwar gleichmdssig in einer Um- 

gebung von t -  o, deren Radius allerdings yon der Winke lumgebung  von z o ~b- 

hi~ngig ist, innerhalb deren z bleibt. D~her miissen in (32, I) und (32, 2) auch 

die Koeffizienten der versehiedenen Potenzen yon t links gegen die entsprechenden 

Koeffizienten rechts konvergieren. Die Koeffizienten bei t * links und rechts sind 

aber resp. 

(S 0 - -  Z) ~ f ( " )  (Z) ( - -  I )" " 
v ! f(z)  --f(Zo)' 

~! f' (~) ' ( -  ~)~ ~ , 

so da, ss sich schliesslich fiir v > 0 

(32, 3) (z ~ fI~)Iz) --, 7 - ( 7 - I ) . . .  ( i ~ - - v + I )  
--Zo) f(z~-f(Zo) 71 \71 

ergibt, wenn z im Winkel  gegen Zo konvergiert .  - -  Man iibersieh~ iibrigens so- 

fort,  duss die Formeln (32, 2), (32, 4) ~us (32, I), (32, 3)direkt  verm5ge der Formel  

(II ,  3) des Randverzerrungssatzes folgen. 

Dabei war bisher Z > o voruusgesetzt. W i r  werden aber in der Nr. 64 be- 

weisen, dass die Relat ion (21, 2) such dann  r icht ig bleibt, wenn unter  den Vor- 

uussetzungen des Sutzes v n I  o = 7  < 71 ist. Daher  gelten die Formeln (32, i) 

und (32, 3) uueh fiir 7 ~  o. Was  aber die Formel (21, 3) anbetrifft ,  so gilt  sie, 

wie wir in der Nr. 68 beweisen werden, such fiir 7----o, sofern die in z0 und  w o 

zus~mmenstossenden I~andzweige yon G1 und G dort  L-Tangenten besitzen. Da- 

her  gel ten die Formeln  (32, 2), (32, 4), sobuld diese letzten Voraussetzungen er- 

fiillt  sind, aueh fiir 0 ~-~ 7 < 7t. 
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ndherung im Winkel 

Nuilmenge, und eine 

Dann gilt fiir f '  (z) 

gleiehmdssig 

Tell II. Erginzungssitze zum Randverzerrungssatz. 

w 7. Erste Erweiterung des Satzes I. 

33. Formulierung des Satzes X I L  Aus der Formel (7, 5) folgt sofort, dass, 

wenn die Funktion Z (~9) des Satzes I auf einer ~0-Menge M gleichmissig stetig 

ist, dann auch die Relation (7, 4) gleichm~ssig fiir alle Punkte yon M gilt. Denn 

es ist klar, dass man dann fiir alle Punkte ~0 yon 3 / m i t  einer gemeinsamen 

Funktion ~(#) - -  mit einem gemeinsamen >>Lipschitzschen Modul>>-  auskommen 

kann. Anderseits ist es unerheblich, dass die Funktion Z(~) im ganzen Intervall 

( - - ~ ,  ~) beschr~nkt ist, da es offenbar nur auf ihr Verhalten in der 1N~he der 

Punkte von M ankommt. Und ebenso wenig braucht die Dars~ellbarkei~ yon 

f (z)  in der Gestalt (7, 2) vorausgesetzt zu werden, wenn g(~) als Randwert  im 

Winkel yon ~f ( z )  in der Umgebung der Punkte yon M vorausgesetzt wird. 

Wir  werden daher unsere Formulierung des Satzes I in folgender Weise 

erweitern : 

Satz XII." Es sei f (z)  ei~e fiir ]z I < I reguldre analutisehe Icunktion, u ,d  es 

sei M eine solehe Punktmenge auf  JE~, dass ~i f (z)  J~ir ein festes , > o in der ,-Um- 

gebung jedes Punktes yon M innerhalb yon K~ gleiehmdssig besehrh~kt ist, in der 

e-Umgebung eines jeden Punktes yon M a u f  E~ die Randwerte yon ~ f (z)  bei An- % 
existiere,, bis auf  Punkte einer gewissen auf  E,  gelegenen 

in den Punkten yon M gleiehmdssig stetige Funktion bilden. 

bei allseitiger A~mdherung aus K~ gegen die Punkte yon M 

(33, I) f '  = o 

I-[ier kann M ~mtiirlieh auch aus einem ei~zigen Pu~,kt bestehe~. 

34. Beweis. In der Tat folgt aus den Voraussetzungen des Satzes X l I ,  

dass man auf E~ endlich viele getrennte, etwa zyklisch geordnete abgeschlossene 

Kreisbogen B ~ , B ~ , . . . ,  B~ derart angeben kann, dass erstens die Menge M samt 

ihren Hiufungsstel len aus lauter innern Punkten der Kreisbogen Bt~ besteht und 

dass zweitens ~f ( z )  in der Umgebung der abgesehlossenen Kreisbogen B ~ , . . . ,  Bm 

innerhalb yon E~ gleichmissig beschri~nkt ist. Bedeutet nun allgemein B~ den 

zwischen B~ und B,+i  bzw. Bm und Bt liegenden Kreisbogen v0n E~, so lassen 
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sich die Endpunkte yon jedem B~ dureh einen bis auf seine Endpunkte ganz 

innerhalb yon /~  verlaufenden Kreisbogen a,  verbinden, auf dem ~ f ( z )  gleich- 

mgssig beschr~nkt ist. Bildet man nun das Innere des yon den Kreisbogen B~ 

und a:~ begrenzten Fl~schenstiickes konform auf das Innere des Einheitskreises 

in der w-Ebene ab, so ist die Abbildungsfunktion w = F ( z ) b e k a n n t l i c h  innerhalb 

der Kreisbogen B ,  reguli~r, und der absolute Betrag ihrer Ableitung ist in der 

N~the der Punkte yon M gleichmi~ssig nach oben und unten durch positive Zahlen 

besehr~Lnkt. Daher geht f ( z )  in eine Funktion f l  (w) fiber, ffir die die Rand- 

funktion von ~2~ (w) in der w-Ebene gleichm~Lssig beschri~nkt und auf der ganzen 

Punktmenge M1, die der Menge M entspricht, gleichmiissig stetig ist. Daher 

ist f l  (w) in der w-Ebene evil. naeh Abzug einer geeigneten rein imagini~ren Kon- 

stanten dureh das Poissonsche Integral vom Typus (7, 2)darstel lbar ,  so dass 

nach Satz I die zu (7, 4), (7, 5) analogen Relationen gleichmiissig in allen Punkten 

yon M 1 gelten. Nach dem fiber die Ableitung der Abbildungsfunktion Gesagten 

gilt aber dann, wegen f ' (z)----~ (w)F'(z), auch die Relation (7,4) bei allseitiger 

Ann~herung an die Punkte yon M gleichm~ssig auf M, wie behauptet.  

w 8. Zweite Erweiterung des Satzes I. 

35. Asymptotische Absehdtzungen yon In (z) . 

eine Abschi~tzung des Integrals 

2 

(35, ,) I~(z) = f s i n ` g d a  4~,  

o ~  ( ,  - 2 r c o s  (`9 - ~ )  + : )  

Fiihren 

In(z) = cos q~ ; sin `9 d`9 n.2 

--~,p ( I - - 2 r c o s ` 9 + r  ~) ~ 

(Durchsehnittsstet igkeit) .  

Ffir das Folgende brauchen wir 

z=re"p, 4 > 9  > - / { ,  .>_-o. 

wir hier `9--q~ ~`91 als neue Integrationsvariable ein, so erhalten wir 

j cos`9 d`9 
_ _  + sin ~v ~T4~ --  

-,p (I --  2 r cos ,9 + re) . ~ 

= e o s ~ 0 J  1 + s i n g J  ~. 

Hier  l~sst sich aber J1 direkt ausintegrieren, und man erhi~lt ffir n > o 

I I I I I I 

r n  -~ r ~  I I - z'l'; r n  -~ 
(I --  2 r c o s &  + r~) 2 (I --  2 r  s i n f  + r2) 2 

- - 9  
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Ffir  n ~ o e rg ib t  s ich a n a l o g  

2 ~ ] g ( I -  2 r C O S ~  + r2)[  

--q) 

Z u s a m m e n f a s s e n d  fo lg t :  

(35,  2) J~ - -  ~ +'~")(~) ~ n i i _ z ] , ~ , . > o ;  J ~ = ( : + ~ : ( ~ ) ) l U l : _ ~  I, , ~ = o ,  

wo e (n), el (z), ebenso  wie spi~ter e2 (z), es (z), . . . g e g e n  l~ull konve rg i e r en ,  w e n n  z 

g e g e n  I s t rebt .  Fi i r  das  I n t e g r a l  g~ e rha l t en  wi r  

zg 

/ (/ J c o s  - d a c o s  ~ s i n  ~ a_ d a 

--~p (I  - -  2 VCOS a + r 2) 2 --oF (I  - -  2 r c o s a  + r 2) 2 

da,  wie m a n  le icht  nachpr f i f t ,  ffir - -  z < ,~ ~ 3 z  
4 4 

c o s ~ - - c o s - ~ O  sin 2 - ~ 0  cos sin 2 
2 

ist. Die  I n t e g r a l e  r ech t s  in  (35,3)  aber  gehen ,  

fiber in 

s i n - -  ~ 7, i - -  r = Q gesetz t ,  
2 

2 (V--Q 2 + 4 '" 7~) n+~ (V~-Q ~ + 4 r 72) n+2 

- -  s i n  ~- ~ s i n  ~ 2 2 

Setz t  m a n  aber  h ie r  2 ] / r  7 = e x ,  so v e r w a n d e l n  sich diese I n t e g r a l e  in 

q? 

i / dx  

V r  e ~+1 n+~ 
(I + x ~) 2 

2 V-rsin 

Q 

bzw. 

q 
I ~ ( *  x 2 d x  

J 4r:e  ~-: (i + 

2YT~in~ 
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so dass fiir n-->_ o 

2 Vrsi~ I 'p I 
2 3 

0"+' *'+' + s g n ~  + O{ I dx~ 

ist. 

I s t  nun,  wie im Sutz I i I  (Nr. 10), ~p = --  urg(I  --  z), -2 > ~p > -- 2' so ergibt 

sich unt~er Benutzung der Formel (IO, 5) 

2 ] F r s i n  I (P ! 
2 

(/ f .x) (35,5) r 1 7 6 1 7 6  0 + ~ ' ( ~ ) ) ~  d~ + ~ g n f  - -  § + 
Tt ~) 0 (I  + 2C2) n ~  0 (I  "~ X 2) { l 

+ ~ (z) ,  ~ > o.  ~7 

2Vr sin ~ , ,  
(35,5) lo(Z):(l +es(z))ig]-~Iz|+~(I +e6(z))(~+urctg( ~ ))" 

In  (35, 5) konvergiert  der erste Summand rechts sicher gegen Null, falls nfit 

z--* I zugleich I~p] gegen ~ strebt. Sein Lim ist aber uuf jeden Fall  ~_.I  Der 
2 q~ 

zweite Summand in (35, 5) und (35, 6) verh~lt sich uber verschieden, je nuchdem 

9~ - -  und dumit  uuch ~p - -  positiv oder negutiv ist. I s t  !P positiv, so liegt der 

W e r t  der Klummer  zwischen 

I .... d ~  f d~ 
0 ( i + x ' ) ~  o ( i + x ' ) ~  

n ~ o .  

Bleibt dann ] ~p [ kleiner uls eine feste Z~hl < ~ - -  
2 

dies l~uft  durauf  hinuus, dass 

27 Die W e r t e  des  I n t e g r a l s  dXn+ 2 s ind  b e k a n n t l i c h  

0 

(,_ ~)(, _. : . ) ( , _  ~)~ ..~ (i_ i)(, ~ ~ ) ( , _  ~) 
~ 

je n a c h d e m  ob n ger~de oder u n g e r a d e  > I ist .  Fi ir  n ~ I i s t  se in  W e r t  = I. 
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z im Winke l  gegen I s t rebt  - -  so ist dann,  wegen der ersten Formel  (IO, 7), wenn 

dor t  ~ durch ~ ersetzt  wird, 9̀9 = tg  ~p + 0 (~), so dass 
Q 

L 

2 

(35,7) I m l ~ - ~ -  d ' 2  ~ > o ,  ~ > o ;  

I 

(35'8) "/O(g) = (I + es(z)) lg I I --  ~1' Iml < - ~ - -  ' ~ ' =  2 O > o  

wird. 2s Und die gleichen Formeln  gel ten auch fiir negat ive 99, solange z gegen 

I im Wi~2/cel strebt. 

W ir  erhal ten daher  insbesondere fiir z --* I ,  n > o, ] ~ ]  =< ~ -  d, 6 > o: 
2 

(3 5, 9) ~' ~ (~) ~ ~ (,~) + ~ (~), 

(35, 90) 

2 

7n(f~) ~ ~--I -~- ctg e, f cos,~ x dx. 

- -  - + ,r t  2 

N~ther~ sich aber ~p dem W e r t e  z - ,  so n immt  der F a k t o r  9~ und mit  ihm die 
2 Q 

rech ten  Seiten yon (35, 7) und (35, 90) beliebig grosse Wert, e an. 

I s t  dagegen 99 negr~tiv und  kommt  dann ~p dem W e r t e  -7-_z beliebig nahe,  
2 

so sind die In tegra le  in den K lammern  rech te r  t t a n d  in ( 3 5 , 5 ) u n d  (35,6) 

~ j  ],  so dass sich wegen (IO, 7) ergib~: 

(35, 9 I) Chin(z) 0 ( e o s ~ )  + es (z), 
:TK ~7 

- - > ? > 2 '  n > o ,  4 

) ~ l' _~ d > ~ > _ ~ c .  (35,92) Io(Z =(I + ~o(~))lgl ~ _ ~  = 

? 
28 Das Integral / 

, Y  
- - t g  ~/J 

2 

f cosny dy tiber. 

d x  
n+2 geht n~mlich durch die Substitution x = tg y in das Integral 

(I + x ~) 2- 
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Fiir d~s Integral uber 

o 

(35,93) f I s i n e J d e  ,~+2 = In(~) 

(~ - 2 r ~o~  ( e  - ~o) + r~) ~ 

gelten offenbar die gleichen Absch~tzungen (35, 9)--(35, 92), wenn in ihnen ~ und 
~p durch - - 9 ,  - - ~  ersetz~ werden. 

36. Punkte der Durchschnittsstetigkeit yon Z (e). Satz  X I I I .  E s  sei Z(e) eine 

im Intervall ( - - z ,  ~} nach LEBESGUE integrierbare Funktion, f i i r  die die Rela- 

tion gilt 

(3 6 ,  I )  e - -  e o z ( e )  d e  ---o Z ( ~ o ) ,  e ---> e 0 . 

oo 

Bildet  man mit Hi l fe  des Poissonschen Integrals die T'unktion 

(36, 2) , lei'§ 

so gilt f~Tr ihre n-te Ableitung, n >= I, 

(36 , 3) f(n)(z ) = n [  f e " g ( e )  d e  ' 

wenn z aus dem Innern von E~. im Winkel  gegen z o = e i~ strebt." 

(36 ,  4)  (z - -  Zo)" f (~) (z) --) o. 

Die Behauptung gilt gleichmdssig fiir eine Punktmenge M yon Punkten e ~o 

au f  Ez, f i ir  die Z (e) gleichmdssig beschrdnkt ist und die Relation (36, I) gleiehmdssig 

gilt. Dabei ist natiirlich zu verlangen, dass die 14Tinkel, innerhalb deren z jeweils 

gegen e t ao strebt, gleiche Oeffnungen haben und dhnlich in bezug a u f  die entsprechenden 

Radien liegen. 29 

37. Beweis. Nach Voraussetzung ist d~s Integral f ] Z ( e )  l d e  beschr~nkt, 
. ]  

--r 

~9 Ff i r  n = I f i n de t  s i c h  (36 , 4) i n  LICHTENSTEIN (2), p. 20. 
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und wir kSnnen offenbar ~ . - <  12 annehmen. Ebenso kSnnen wir an- 

nehmen, dass ]Z(~)I ~ I auf der ganzen Menge M gilt. Wir denken uns nun 
2 

die Funktion Z(~) fiber die ganze Zahlengerade fortgese~z~ auf Grund der For- 

derung der Periodiziti~t~ mi~ der Periode 2 ~ und bilden die Funktion 

0 

Dann liefer~ die partiell e Integration 

(37, 2) I ; e  i(~+3~ ~- Z [Z( t~  -~- a 0 )  - -  Z(v~0)] d t ~  = 

--2"r ~fg" 

Hier ist aber das letzte Glied auf der rechten Seite gleich 

I e i(~+O~) + Z 

~ ~.~+oo) _ 7 (,voo (~) - a~Oo ( -  ~))  - I f 2 ~ r ~o + (z (o + ~o) - z (~o)) d ~ = 

- - (  2ZO I) 
~z ~Zo 

7~ 

if ~, ~ . . . .  z (a)  d a  - z (ao). 2~ o 

Daher ergibt sich durch n-malige Differentiation yon (37, 2) 

(37,3) f (n)(~)__(" + ~)!r [ ~ o  J (dO To~ z)n+2 @~ + 
-- Tg 

n! ni f d~ zo 
+ ~ - j ( e . . ~ o _ ? ) = + l  ~~ 

18--34472. Acta mathematica. 64. Imprim6 1o 31 oatobre 1934. 

I 
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Es geniigt  daher  zu beweisen, dass aus q),%(o,)= o (~) fiir ~ - ~  o 

f ei :~ 
(I  - -  Z)n j (e~O ~ )).+ ~ a)O.o (o,) 

--7C 

d o , = o ( , )  

folgt,  wenn z im Winke l  gegen I strebt.  

fo lgt  fiir z=rd 'P ,  - - -  < 9 D < -:  
2 2 

Setzt  man  aber q)Oo (O,) = ~ T (~), so 

_ .  _ ~  ( r ' -  2 ~ ,oos (o , - -9~)  + ')-~-- 

Is t  nun I ~ (~)1 =< ~ f ~  I ~1 ~ d, ~ > d > o, ~na beaehten wir, dass fiir alle O, 
2 

nach der Annahme  I q)0o(0')] =< I i s t ,  SO folgt  

(37, 4) 
O,T(~)  d ~  < 2 

_~ (,-'~- ~ , - ~ o s ( , ~ -  ~) + ,) ~ ' ( , , " -  ~ , ~ o s ( , ~ -  ~) + ~)~ 
d 

f o,dO. + 2~ n+2 

0 ( r ' ~ - - 2 r C O S ( ' ~ % - - ~  9) "~ I)  ~ 

Da aber fiir o < ~ < ~ stets ~ < -~ sin O, ist und das erste In t eg ra l  reeh te r  B a n d  
2 2 

in (37, 4) fiir z--+ I gegen eine endliehe, nu r  yon d abhiingige K o n s t an t e  strebt,  

fo lgt  weiter  wegen (35, 9) 

If I L i r a  ( '  - -  F) n ~ ~ (o,) dO '  < ~V~ ~n (d), 
n + 2  

" ~  (r  ~ - -  2 r c o s  (,~ - ~ )  + , ) 7 -  

weun z derar t  im Winkel  gegen I strebt,  dass I~1 = [arg  (I - -  Z) I ~ -~ - -  (~ bleibt. 
2 

Und da hier  e beliebig klein angenommen  werden kann, fo lg t  wegen (35, 9 o) die 

Behaup tung  des Satzes. 

38. Die Schwankung yon f(z). Bildet  man  un te r  den go rausse t zungen  yon 

Satz X I I I  die Funk t ion  (36, 2) fiir I~1 < , ,  so konverg ie r t  ~f(z)  naeh  Fatou,  

wenn z im Winke l  gegen d ~" strebt,  gegen 2(~0). Dagegen  b raueh t  dann  be- 
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ka.nntlich ~f(z)  keinem Grenzwer t  zuzustreben;  es sind vielmehr ffir die Exis tenz 

des Grenzwertes  yon ~f(z)  weitere Zusatzbedingungen nStig. W i r  wollen nun 

eine Aussage beweisen, die bereits un te r  den Vorausse tzungen yon Satz X I I I  ffir 

~f(z)  oder, was auf  das Gleiche hinansli~uft, ffir f(z) selbst gilt. Sie l iefer t  Auf- 

schluss fiber die Schwankung der W e r t e  yon f (z)  in der Nghe yon e/~. 

Satz X I V :  Unter de~ Voraussetzungen von Satz X I I I  gilt, wenn za, z~ im 

Wi.l~el gegen so = d a~ streben und zugleich I z~ - -z~]  zwischen beliebigen abe," festen 
m m 

I Zo - -  z~ I 
positiven Schranken bleibt, 

(3 8, I) f (z l )  --f(ze)--+ O, 

und die Belation (3 8, I) gilt ebenso wie der Satz X I [ I  gleichmdssig fiir eine Menge 

M der Punkte ~90, fiir die die Voraussetzungen iiber Z (~9) gleichmdssig ge!ten. 

Beweis: Es sei e eine beliebige positive Zahl. Sind dann die P u n k t e  z~, z2 

bereits so nahe bei z 0, dass ffir jeden P u n k t  z der Strecke z l z  ~ die Rela t ion  

(38, e) 

gilt, so fo lgt  

(3 8 , 3) 

8 
I f '  (z) I < -~ _ 

z~ 

i , ~  _ ~ ,  ! 

J / ' l  

w o m  der kleinste W e r t  yon I - - I z l  ffir einen der P u n k t e  der Streeke z 1 z~ ist. 

Nun  wird aber ftir eine innerhatb yon Ez gelegene S~reeke die kiirzeste Dis tanz 

yon E~ stets fiir einen der En@unkte der S~recke erreicht ,  da eine Strecke ja 

stets innerhalb eines Kreises liegt, in dem ihre beiden Endpunk te  liegen. I s t  

daher  etwa m = I  - - I z l l ,  so folgt  aus (38, 3) weiter  

If(z~) - - f ( z , )  I =< 
-I<1 I o-<1 

wo die Kons tan te  C allein vom Winke l  abhgngt,  innerhalb  dessen z 1 und  z~ 

gegen z o streben. Nach  Voraussetzung tiber den Quot ienten I z ~  z21 aber  fo lgt  
--,li 

hieraus die Behauptung ,  da ~ beliebig klein gewiiht werden kann.  
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Aus dem Satz XIV folgt leicht der bekannte Satz yon PlZlNGSHEI~, class, 

wenn die Fourierreihe yon Z(~) in ,9 = ;9o konvergiert, die zu Z (#) konjugierte 

Funktion in ~ ~---,So keine einfache Sprungsingularitgt haben kann. Sonst wfirde 

ngmlich f(z) lgngs jeder yon e i~o ausgehenden Sehne einen Grenzwert haben, 

der sich linear mit dem Sehnenwinkel ~inderte, was dem Satz XIV widerspricht. 

- -  Zu einer analogen Fragestellung vgl. a. WOLFF, (3)" 

w 9. Dri t te  Erwei te rung des Satzes I (Durchschnit tsendlichkeit) .  

39. Abschdtzung von f(<(z) fiir einen speziellen Fall der Durchschnittsendlich- 
keit. Wir wollen nun die Funktion 

( 3 9 ,  I )  f ( z )  = I f e i3+ z Z(~)d, ~ 

und ihre Ableitungen fiir z--~ I unter der Voraussetzung a bschgtzen, dass Z (~) 
8' 

zwischen -- z und z nach Lebesgue integrabel ist und, f Z (~)d~ = �9 (,9) gesetzt, 

o 

(39, 2) Lim eP(~)_ = +_ k+ , k+ =:> o, fiir ,9~o, 

(39, 3) Lira @(&) -- + k- ,  k -  > o, fiir &~o 

ist, d .h.  also unter der Voraussetzung, dass die vier derivierten Zahlen von @(~9) 

an der Stelle # = o  die Werte + k+ fiir die rechtsseitigen bzw. + k -  fiir die 

linksseitigen derivierten Zahlen haben. 

Man beachte zuerst, dass, wenn wir die Integrationsgrenzen in (39, z)durch 

- - ~  bzw. -~ ersetzen, f(z) sich um einen a'n der Stelle z = I regul~ren Sum- 
2 2 

manden gndert, so dass alle Ableitungen dieses Summanden fiir z--~ I sich end- 

lichen Grenzwerten n~hern. Wir  diirfen daher fiir die hier herzuleitenden Ab- 

7C 
schgtzungen annehmen, dass Z(~) ausserhalb des Intervalls < z'  2 } ver- 

schwindet. Dann ergibt sich fiir f(z) und f(~)(z), iihnlich wie beim Beweise 

des Satzes XII I ,  dureh partielle Integration und die darauf folgende Differentia- 

tion, wenn wir zugleich @ (,9) = sin,9 W (#) setzen: 
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(39, 4) f ( z )  =- i z  f,,, sin ~9~ r (,9) d~9 I ( i + z @  (2) i - - z q ) ( 2 ) )  
( e ' 0 -  z)~ + . . . . .  , - -  2 ~ \ i 2 z  i + z 

2 

2 
(39,5) .......... f(n) "dO sin ,9 W (a) d a  ni dO sin ~g W (3) d~9 

(n  ,4- I ) !  (Z') = i Z  ( e l 3 -  Z) n+2 2[- ~ _  (ei5 ~ - -  ~ ) n + i - -  ~- 

2 2 

n + I ( i - - ~ )  n + l  ( - -  I)n ~ 
+ 

Hier sind n~eh Voraussetzung fiir ~ i o  bzw. a ~ o  die vier Unbest immthei tsgrenzen 

yon T ( ~ )  gleich + k+ bzw. • k - .  Es sei nun C eine obere Schranke yon 

]W(~)[  in ( 2' 2}" Ist  e eine beliebig Heine  positive Z~hl, so l~sst sich dazu 

und ] T ( # ) ] ~ k _ + e  fiir - - ~ # < o  ist. D~nn ergibt sich aus (39, 4), z =  rd'P, 

V I  I 
I f I < -~ g e ~ t z t ,  w e g e n  I~ +- i l > ] > ~ : 

--8 o 8 2 

l e i : ~ - z l  " + _ _ =  + + + + 4 C  
r r 

~ - -8  o 8 

--8 8 o (f f).sin#.d.  f s i n # d #  + ( k _  + , ) f l s i n a l d a  4C 
If(*)l--< c + I r  ~' +(k+ +*) I W -  ~1 ~ I * " -  zl ~ + - r  

8 n o - -8  
2 

oder endlich 

2 - - d  

8 r~ 

2 

Gen~u ebenso erhMten wir aus (39, 5) 
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(. 7 i)!lf(".)(~)l _-__ o r  + i ~ _  zl,,+ ~ + C + d : ~ z l n +  , + 
~ __.~ 

2 n+2 C 
-Jr- (~--~ -~ 8)(In (~') -~- XYn--I (Z)) -3 I- (]~__ ~- 6 ) ( / n  (~) "J- / n - - l ( ~ ) )  -t- ....... 

n - t - i  

Benutzen wir nunmehr  die in Nr. 35 hergelei tete  Absehi~tzung (35, 8) fiir Io(Z), 
so ergibt sich fiir z--+ I, ]z] < I : 

I I' larg( I - -~) l< ' -~- -~ '  ~ > o .  ~lf(z)l----< (k+ + ~_ + 2~ + .,o(~))lg I I - - Z  = 2 

Daher  ergibt sich wegen der Willkiir yon ~ fiir das aus dem Inne rn  yon E~ im 

Winke l  gegen I konvergierende z 

(39, 6) Lim ~ I.f(z) I 
- - l g  I I - - z  I =< k+ + ]c_. 

Ganz analog ergibt0 sich un te r  Benutzung der Relat ion (35, 7), wenn z aus Ez 
im Winkel  gegen I konvergiert ,  

(39, 7) 

mi~ 

(39, 8) 

Lira (in -~-I)! (' --I ~ I)n I / ( " ) (~) I -  k+ K.  ( ~ ) -  k -K~ ( - -  ~)) =<o 

2 

K~ (~p) - -  e~ ~p + tg ~p f c o s  ~ x dx.  

--VJ 

40. Beriieksichtigung der Gleichmg~sigkeit und allgemeiner Fall der JOurch- 

schnittsendlichkeit. Wir  haben bei der obigen t t e r le i tung  offenbar nur  benutzt,  
dass 

(4o, I) L i m i q ) ( & ) [ <  k+ fiir ~o < k- fiir ~o 

gilt, und es ist fe rner  aus der t t e r l e i tung  klar, dass die Relat ionen (39, 6) und 

(39, 7) gleichmdssig fiir alle Funkt ionen  Z(~) gelten, f i i r  die die Relat ionen (40, I) 

gleichms gel ten - -  da dann zu einem gegebenen e das zugehSrige d gleich- 

ms gefunden werden kann  - - ,  und die dariiber hinaus gleichms beschriinkt 

sind, da dann auch die Sehranke C fiir i T  (,~)] gleichmiissig wiihlbar ist. 
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Wir  wollen nun die oben zugrunde gelegten Voraussetzungen folgender- 

massen erweitern: Z(~9) soll wieder im IntervM1 ( - - z , @  nach LEBESGUE inte- 
,9 

grabel sein und es soll ferner, q)(~9)=/)~(~9)d~9 gesetzt, gelten: 
1 2  
o 

...... Io/. I 
(4o, 2) Lim - ~ g+ _--< k+ fiir &~o; 

[ @ ( ~ ) - - g _ l < k _  fiir ~gTo. (4o, 3) Lim - ~ .... = 

Mit andern Worten, fiir ,~ ~ o sollen die rechtsseitigen derivierten Zahlen yon 

q~(~) im Intervall { g + - - k + ,  9+ + k + )  und die linksseitigen im Intervall 

( g - - -  k - ,  g -  + k-} liegen, g+, g - ,  k+, k_ sollen dabei endliche Zahlen sein, 

die beiden letzteren nicht negativ. Es sei ferner g + -  g_ = z/ gesetzt. 

Da die Addition einer Konstanten zu Z (~) sich nur darin iiussert, dass f(z) 
sich um eine additive Konstante gndert, diirfen wir, ohne J ,  k+ und k_ zu gn- 

z/ 
= -  --  gilt. dern, voraussetzen, dass g+ + g -  gleieh Null ist, so dass g+ g - - ~  2 

Nun besitzt aber naeh Satz I I  der ReMteil yon - - ~ i g o ( Z  ) auf der oberen bzw. 

un~eren tlglfte yon E,  die Randwer~e ~ bzw. - - ~ .  Daher gel~en fiir 
2 2 

(40, 4) f* (z) -~ f(z) + ~ i go (z) 

die Voraussetzungen (40, I), unter denen die Relationen (39, 6) und (39, 7) gelten. 

Somit erhMten wir wegen (IO, 4), (IO, 5) 

(40, 5) Lim _ l ~ _ _ z )  + i z /  ~ k +  + k - ,  

(4o, 6) Lim n(n+ I) < o ,  

und die Relationen (4o, 5), (4o, 6) gelten offenbar gleiehmgssig fiir alle Funk- 

tionen g (,~), fiir die die Relagionen (4o, 2) und (4o, 3) gleiehm~ssig gelten und die 

dariiber hinaus ffleiehmgssig besehrgnkt sind. 
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41 . Ei~fluss gewisser Variabelntransformationen au f  die Durchschnittsendlich- 

keit. Satz X V .  Es sei f ( x )  in einer Umgebung yon x = o  fi~r x > o  nach 

LV.~ESGVV. integrierbar, und es mb'ge fiir x~ o 

8ei~. 

a3 93 

If,( f,( Lira x) dx  --  G, Lira -I x) dx  
X 

0 0 

= g  

Es  sei q~(y) eine f i ir  y >= o zweimal stetig d(fferenzierbare Funktion rnit 

9D (o) = o, qD' (o) > o, qD (y) > o, und es mSge qD (y) die Eigenschaft haben, dass vermi)'ge 

der Abbildung x =q~ (y) in der Umflebung des ]Vullpunktes einer y-Nullmenge eine 

x-Nullmenge entspricht und umgekehrt. (Diese letzte Voraussetzung ist sicher erfiillt, 

wenn qD eine in der Umgebung yon y = o reguldre analytische Funktion yon y mit  

q~' (o) 4= o ist) _Dann besitzt f i i r  y ~ o der Quotient 

Y 

o 

wiederum die Unbestimmtheitsgrenzen G, g. 

Beweis." &us den tiber 9~ (y) gem~chten Vor~ussetzungen folgt  

I f f( ~ j I ~f~< - x) d~  - f ( ~  (y))~' (v) d v  ~ (v)) 
x ~ (v) ~" (o )v  

0 o o 

~' (y) dr.  

Es geniigt d~her zu beweisen, d~ss die Differenz 

Y Y i j if  v~'(o)  (Y)) (Y) ~y - ~ f ( ~  (y)) dv 
o o 

ftir 

hSehstens gleich 

y~o gegen Null  konvergiert .  Der absolute Betrag dieser Differenz ist aber 

und dies ist, wegen 

Y 

i f  yl~ ' (o) l  I f @  (.v))l I ~' (y) - 
0 

~' (o) 1 dy,  

~'(y) - ~' (o) = o (y), 



~lber den Habitus der konformen Abbildung am Rande des Abbildungsbereiches. 145 

wiederum gleich 
Y 

0 

da f (9(y) )  nach LEBES~CE integr ierbar  ist. 

Aus unserem Beweis ergibt  sich zugleich ohne weiteres der folgende 

Zusatz zum Satz X V .  ~ s  sei f ( x )  nach L E B E S ~  integrabcl in ei~em Inter- 

vall x~ <~ x <= x~ und es mSgen f i ir  jeden Punkt  x o einer in (x~, x~} enthaltene~ 

Punktmenge M die l~elationen gelten." 

X 

(41, I) Lim I ~  I f ( x ) d x  
X - -  X 0 , ]  

9:0 

(41, 2) 

= G 

Lim ~ I ~ -  ; f (x )  dx  : g (xo) 
X - -  XO , ] 

~'0 

f i ir  x ~ x o, wobei f i i r  .]eden Punkt  xo entweder x ] x o oder x ~ xo oder beides --- u~d 

dann evtl. mit versehiedenen G, g - -  gelten soll. Gelten nun diese Relationen gleieh- 

mdssig f i ir  alle Punkte x o von M ,  werden iiber die Funktion x =gD (y) die analogen 

Voraussetzungen wie im Satz X V gemacht u n d w b ' d  9~' (y) dariiber hinaus als 

positiv vorausgesetzt, so gelten fi;ir die Funktion f(q~(y)) die zu (41, I), (41, 2) analogen 

Relationen gleichmdssig au f  der entsprechenden y-Menge. 

42. Transformation yon z = t au f  z = e i~o. Wir haben in den Nrn. 39, 40 

yon links bzw. yon rechts  gegen o gehen lassen. Es ist aber klar, dass gen~u 

anMoge l~esult~te gelten, wenn sich die Voraussetzungen (40, 2), (4o, 3) auf  # ~ o  

bzw. ~ 0  beziehen, wobei dann # in den Nennern  durch # ~ #o und @(,~) 

durch @ (8) - -  (P (#0) zu ersetzen isL so dass also nunmehr  fiir ~ --  #o die rechts- 

sei~igen derivierten Zahlen yon tP(~) im In~ervM1 ( g + -  k+, g+ + k+} und die 

l inksseit igen im I n t e r w l l  ( g - -  k - ,  g -  + k-}  liegen. Dann  mult ipl iziert  sich in 

(40,6) f(")(z) mit e inO~ und zum Fak to r  ( I -  ]z]) ~ kommt  noch der Fak to r  e in~ 

hinzu. (40, 5) und (40,6) gel ten aber nunmehr,  wenn z im Winke l  aus dem 

Innern  yon E~ gegen e i~~ st.rebt. Dabei  ist natiirlich unter  ~p je tz t  -- arg ( I - - z e  -~'9~,) 

zu verstehen, und in (40, 5) is~ lg ( I - - z )  durch lg ( I - - z e  - ~ )  zu ersetzen. 
19--34472. Acta mathematica. 64. Imprim6 le 1 novembre 1934. 
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beim Grenziibergang. im 

funktion yon ~ f ( z )  sei 

43. Dritte Erweiterung des Satzes I. Nunmehr ist ohne weiteres eine Er- 
weiterung des Satzes XI I I  auf den Fall der Durchschnittsendlichkeit mSglieh, 
wobei wir zugleich die geometrisehen Voraussetzungen des Satzes XII  zugrunde 
legen. Wir formulieren unser Resultat wie folgt: 

Satz X VI. Es sei f (z)  eine fiir ] z ] <  I regulSre analytische Funktion, und 

es sei M eine solche Punktmenge auf E.., dass ~2r ein festes ~ > o in der ~-Umge- 

bung jedes Punktes yon M innerhalb K~ [~f(z)] gleichmh'ssig beschrdnkt <--_ C ist. Die 

dann nach FATOU in der ~-Umgebung der Menge M auf  E,  bis au f  eine Nullmenge 

Winkel existierende und gleichmdssig beschrdnkte Band- 

mit Z (,9) bezeichnet. Fiir jeden Punkt e iao yon M mSgen 

die vier derivierten Zahlen ,'on f g('9) d'9 im Intervall <g+('9o)- k+('9o), n u n  

. 2  

Oo 

g+('9o) + k+(ao)> fiir die rechtsseitigen, im Intervall <g_('9o)--k-('9o), g-( '9o)+ 
+ k_('9o) > fiir die linksseitigen derivierten Zahlen liegen, und es mSgen iiberdies 

die Relationen 

8" 

I i f  I (43, I) Lim "9 --'9o Z('9) d '9- -  g+('9o) 

3o 

O' 

i i f  i (43, 2) Lim "9 _ "90 Z ('9) d ' 9 -  g-('9o) 
Oo 

< k+ ('90) fiir "9 ~ "9o, 

~-( '9o)  f l i t  "9 T "90 

gleichmdssig fiir alle "90 auf  M gelten. Daun gilt, wenn z aus dem Innern yon I~ 

im Winkel gegen die Punkte yon M strebt, gleichmh'ssig fiir aUe Punkte e ~ von M 

2 

z f ( z )  iJ(&o) I < k+('9o) + k--('9o), (43, 3) Lim ~lg--(-i -- .  ze:,3:o) + = 

(43, 4) Lim (~) + .(n + ,) c~ - -  

- -  ~+ ('90) Kn (4)  - -  k -  ('9o) K~ (-- ~)} ~ o ,  

wo ~ p = -  a r g ( I - - z e  -*~ ist und K~(~p) die Bedeutung (39, 8) hat. 
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44. Beweis:  Es sei C1 > C eine positive Konstante derart, dass I ~ f ( z )  l < C 1 

fiir I z l - -  < _ I e ist. Man bride wie beim Beweis yon Satz XI I  endlich viele zyk- 
4 

lisch angeordnete abgeschlossene Kreisbogen B 1 , . . . ,  B,~ auf E~, die die Menge 

M samt ihren H~tufungsstellen ganz im Innern enthalten und selbst im Innern 

der [-Umgebung yon M enthalten sin& Ist allgemein ~ der zwischen B~ 
4 

und Bs+l bzw. zwischen Bm und B 1 liegende Kreisbogeu yon Ez, so ]assen sich 

die Endpunkte jedes B~ durch einen Kreisbogen a s verbinden, der bis auf seine 

Endpunkte ganz innerhalb yon Ez verl~uft und auf dem I ~ f ( z )  l gleichm~ssig 

beschr~nkt ~ 6~ ist. Es mSge nun die Funktion w ~ F(z )  das yon den Kreis- 

b5gen B s und a s begrenzte Fl~chenstiick konform auf das Innere yon E~ abbil- 

den, etwa so, dass ein bestimmtes Linienelement im Nullpunkt wiederum in ein 

solches fibergeht. Bekanntlich ist F(z )  regular innerhalb der Kreisbogen B s und 

es gibt zwei positive Konstanten c~, c~, c~ < c~, derart, dass der absolute Betrag 

yon F '  (z) in einer sl-Umgebung von M zwischen c 1 und c~ liegt. Durch unsere 

Transformation mSge nun f ( z )  in f l  (w) iibergehen, so dass f ( z ) = f l  (F(z)) ist. 

Die Randfunktion yon 9~f~(w) auf E~ sei mit Z~(~), w : r d  ~, bezeichnet. Dann 

ist Z~(~)-~X(q~(~)), wo ~0(~) innerhalb der Bildbogen der Bogen B~ . . . .  , B~ 

monoton wachsend ist und eine positive Ableitung besitzt, deren Werte auf der 

ganzen Bildmenge Mj yon M zwischen zwei positiven Schranken c~ und c4, c 3 < c4, 

enthalten sin& Entspricht einem Punkte ~o yon M ein Punkt  ~ yon M1, so folgt 
3 

aus dem Satze XV, dass die vier derivierten Zahlen yon ] Z  ~ (~)d~  fiir ~--~'o in 
. ]  

~ 

den Intervallen (g+ ('~0) -- k+ (~0), g+ (~o) + k+ (~0)}, ( g -  ('~o) --/c_ (~o), g -  (~0) + 

+ /~-(~o)) liegen. 

Andererseits i s t l z  ~ (~)1~ C~ auf der ganzen Kreislinie E,w. Daher kSnnen 

unsere oben hergeleiteten Resultate (40, 5), (40, 5) (vgl. Sir. 4z) auf jeden Punkt  

~'o der Menge M~ und die Funktion f~ (w) angewandt werden und gelten gleieh- 

mi~ssig fiir alle Punkte dieser 5/Ienge. D~bei steht allerdings in den (40, 5) und 

(40, 6) entsprechenden Relationen zun~chst --  lg (I -- we-i~'o) bzw. (~ - -  I w I) ~ ei~'o, 

wo w der Bildpunkt von z innerhalb E~ ist. Nun folgt aber aus der Existenz 

einer absolut nach oben und untea gleichm~ssig positiv beschriinkten Ableitung 

yon F(z )  in allen Punkten e i~  von M und einer gewissen Umgebung yon M auf 

Ez erstens, dass 
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(44, I) l g  ( i  - w ~ '"o)~  1~ (i - . e " o ) ,  

und zwar gleiehmi~ssig in einer Umgebung von M gilt. Daher  ergibt  sieh (43, 3) 

ohne weiteres. Aus dem gleichen Grunde ist, wenn z gegen e i'% aus Kz im Win- 

kel streb~, 

(44, 2) I - - l w l  
i - I ~ I  ~ I Y (e~~ 

Ferner  folgt  aus f ( z ) ~ - f ~ ( F ( z ) )  durch n-malige Differentiat ion 

j'(n) (Z) = f l  n) ($12)(./~' (,~))n + 0 ( f ;  (w)) + 0 (f;' (w)) + . . .  + 0 (f~n-,)(w)), 

oder,  w e n n  m a n  mig ( I -  I*1)" m u l t i p l i z i e r t  u n d  (44,  2) b e a e h t e t ,  

(I - -  I*-I)"f r (~) = (i  - -  I~  I)"/ i  < (~)  e ' '~ or. ~' #'o~ + 0 (I - -  Is I)" 

Andererseits  wird durch die konforme Abbildung w = F(z)  die zur Kreislinie E~ 

im Punkte  e io~ tangierende Richtung in die Richtung der entsprechend orientier ten 

Tangente  zur Kreislinie E~ im Punk te  d xo iibergefiihrt, so dass 

arg F '  (e i~o) =~ #:  - -  # (rood 2~) 

sein muss. Daher  ergibt sich schliesslich 

( i  - I w l ) " f ? ) ( w ) d " ~  = ( i  - I d ) ' V l  n) (~)e'"~o + o ( i  - I d ) .  

Setzen wir dies ein, so ergibt sich aus dem auf  die w-Ebene beziiglichen Resul ta t  

die Formel  (43, 4). 

45. Zusdtze  zum Satz  X V I .  Wir  nehmen nun an, dass die Funk t ion  

Z(~) auf einem abgeschlossenen Bogen F von E= durchweg beschr~nkt ist, und  

zwar mSgen ihre Wer te  innerhalb eines Interval ls  yon der L~nge D liegen. Dann  

D 
kann man gleichmgssig fiir alle Punkte  "90 yon F k+ = k - = -  setzen und als 

2 

g+ = g_ den !Vfittelpunkt jenes Interval ls  annehmen,  so dass J = o ist. Betrach- 

ten wir dann nur  radiale Anngherung  an die inneren Punk te  von /1, so kann in 

(43, 3), (43, 4) ~ = o gesetzt werden, und  man erh~lt, da K ,  (o) ---- _I ist, 
n 

I f ( ~ ) l  < 1)  
Lim __ lg (I - - I d )  = 7 '  

Lim (I --Izl)nlf<~)(z)l <= (n - i ) [  (,, + I) D 
7g 
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Da  aber diese Relat ionen fiir jeden ganz innerhalb F l iegenden abgesehlossenen 

Bogen F* gleiehmgssig gel~en, gel~en sie aueh gleiehmiissig, wenn z aus dem 

Innern  yon E~ allseitig gegen F* strebt.  So erhMten wir den 

Zusatz I zum .Satze X V L  Is t  unter den Voraussetzu~_~gen des Satzes X V I  

die Sehwankung yon Z (*9) auf  einem in M liegenden Bogen F von E~ hSchstens 

gleich D, so gilt, wenn z gegen einen ganz innerhalb yon F liegenden abgeschlossenen 

Teilbogen F* aus dem Innern von ~ allseilig strebt." 

(45, I) Lim If(z) I D 
- l g  ( i  - k l )  = ,~ 

(45, 2) Lira (I - ]z l )~Jf(~)(z)]  ~ (n - -  I)! (n + I ) D  
217 

Insbesondere gelten die Belationen (45, I) und (45, 2), wenn z allseitig gegen einen 

Punkt  d ~o strebt, fal ls  ~ f ( z )  in einer Umgebung yon e ~ beschvdnkt ist und unter 

D die Schwankung yon Z ('~) im Punkte *90 verstanden wird. 

Wir  bet rachten  andererseits  unter  den Voraussetzungen yon Zusatz [ ein 

Punk tepaa r  z,, z~, das aus dem Innern  von E~ gegen den Bogen F* derart  kon- 

vergier~, dass dabei 

(45, 3) z~ - -  zl 
I -I~---1-i --' o 

gilt~. 

(45, 4) 

W e g e i l  i - - I < 1 -  I<~ - <1 ~ I  - I,~1 --<- i - I < 1  + I ~  - < 1  fole . t  ~us  (45, 3) 

i I < 1  - ~ I '  - ~ o .  
- i - I z = l  

Nun gilt, wegen (45, 2) mit  n = I, 

Z2 

wo Min ( I - - I z ] )  fiir die Strecke zlz~ zu nehmen ist. Offenbar wird abe t  die 

kiirzeste Dis~anz eines Pnnk~es der  Strecke zlz~ yon Ez in einem der Endpunk~e 

der Strecke erreicht. Aus (45, 3) und (45, 4) folgt  daher  f ( z , , ) - - f ( z l ) ~ o .  Wir  

erhal ten den 



150 Alexander Ostrowski. 

Zusatz 2 zum Satz X VI. Unter den Voraussetzungen yon Zusatz I gilt  f i ir  

ein Punktepaar z~, z~, das aus dem [nnern von E~ so gegen F* konvergiert, class 

(45, 3) gilt, die Relation 

(45, 6) f(z2) -- f ( z j )  --+ o, 

und zwar gleichmdssig, wenn (45, 3) gleichmSssig gilt. 

Es mSgen nun  fiir alle Punk te  e ~ao der ~ e n g e  M die drei Funk6ionen 

k+(ao), k-(#o),  J(~o) durchweg verschwinden.  Dann  liefert  (43, 4) f i i r n :  1 die 
Relat ion 

gleichm~issig fiir alle Punk te  e i~o yon Ill. Da aber der Beweis des Satzes X I V  

nur  yon dieser Relat ion Gebrauch macht ,  bleibt (38, I) auch un te r  unseren Vor- 

aussetzungen richtig, und wit erhal ten  den 

Zusatz 3 zum Satze X VI. Verschwinden unter den Voraussetzungen des 

Satzes X V I  die GrSssen k+(#o), k_(~o), A(~o) f i i r  alle Punkte yon M,  so gilt, 

wenn z: und z~ aus K~ im Winkel  gegen einen Punkt  z o =  e iao yon M so konver- 

giert, dass I z ~  z, I zwischen beliebigen aber festen positiven Schranken bleibt, 
m m 

] ~o - -  z l  I 

(45, 61) f(z~) --  f ( z l )  --~ o, 

und diese Relation gilt  gleiehmdssig f i ir  die ganze Menge M. 

L~sst man  in der Formul ie rung yon Zusatz 3 die Annahme,  dass J (#o)  

verschwindet,  fallen, so kann man die folgende Uber legung anstellen. Der  Ein- 

fachhei t  halber  sei #o = o. Dann  geniigt  die Differenz 

J 
(45, 62) f(z)  - -  ~ go (z), 

wo g0(z) die t t i l f s funkt ion des Satzes I I  ist, allen u  des Zusatzes 

! z2 - -  i I zwischen festen positiven Schranken 3 zum Sa6z XVI.  Es folgt, wenn I z l - - 1  

bleibt, wegen i + z  1 - . 2 ,  I + z ~ - - ~ z ,  

(i-< t (45, 63) f(z~) - - f ( z l )  --  i ~  lg - -  ~ o. 
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Nun  wird K~ durch die Transformat ion z -  

{ R ~ > o .  Setzen wir 

~+~ 

(~-- I) = .~(~), (45, 64) f 

abgebildet auf  die Halbebene 

so l iefert  (45, 63) 

O~ 

wenn ~1 und ~ so ins Unendliche gehen, dass 

I~g~]=<- ~ - ~ ,  ]~rg~;I < -~-~, ~>o  
2 2 

Wie lauten nun  die (43, I) und  (43, 2) entsprechenden Bedingungen --  mit  

k+ = k - =  o fiir F(~)? Wir  setzen ~0 ~ o voraus. Dann  entspricht  dem P u n k t  

z ~ e ~ yon E~ der Punk t  i t  auf der imagin~tren Axe m i t t  = ctg -."a Es sei nun 
2 

u : [ ,  ~ ' ( i t ) = * p ( u ) .  Wegen  u = t g ~ -  ist der Satz XV ~awendbar,  so dass 

die Relat ionen (43, i) und  (43, 2) in 

~t 

If lu, 
0 

~g+ fiir u l o, 
d U ~ g _  fiir uTo 

iibergehen. Diese beiden Relat ionen gehen aber, wenn nunmehr  t == I als neue 
U 

Integrat~ionsvariable eingefiihrt  wird, in die Bedingungen 

oo 

f t mF(it)7~--+a+, t ~ ,  
t 

- -  o o  

t ~R F(it) -~ 

t 

--+ g_, t~ - 
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I 
fiber, a~ 8etzen wir endlich / " (~)=~:  lg G(~), so ergibt sich die folgende For- 

mulierun g: 

Korollar zum Zusatz  3. Es sei G (~) eine fiir ~ ~ > o regulgre analytische 

nirgends verschwindende Funkt ion,  ffir die im Bereich ~ ~ > o, ] ~] > Co die Ge- 

samtschwankung yon arg G(~) gleichmgssig beschrgnkt  ist. Die dann in den 

Punk ten  ~ = i t  der imagingren Axe naeh Fa tou  fiir hinreichend grosse It] his 

auf  eine t-Nullmenge beim Grenziibergang im Winkel  existierende und gleich- 

mgssig beschr~nkte Grenzfunkt ion yon arg G(~) sei mi t  arg G ( i t ) b e z e i c h n e t .  

Gilt dann f i i r t  I m bzw. t~ - -  

oo - - o o  

~ - - +  g+, t arg G ( i t  ---+ g - ,  

t t 

so gilt, g+ --  g -  ~ J gesetzt, wenn ~ und  ~ so ins Unendliche konvergieren, dass 

I rg I =< - -  I r  I ----< - -  
2 2 

ffir beliebig aber lest  gew~hlte positive ~, cj, c,2 ist, die Relat ion 

Zusatz  4 zum Satze X VI.  Unter den Voraussetzungen des Satzes X V I g i l t ,  

wenn z im Winkel  gegen die Punkte e i~o von M slrebt, 

a0 A n  s ich i nvo lv i e r t  die E x i s t e n z  des  LEBESGUEschen I n t e g r a l s  zugle ich  die ab so lu t e  In te-  

g r i e rba rke i t  des  I n t e g r a n d e n ,  so dass ,  u m  A e q u i v a l e n t e  der B e d i n g u n g e n  (43, I), (43, 2) fiir unend -  
l iches  ] [n tegra t ions in terv~l l  zu  e rhMten ,  e igent l ich  noch  die V o r a u s s e t z u n g  der  a b s o l u t e n  Konve r -  

genz  des  be t re f fenden  In t eg ra l s  h i n z u g e n o m m e n  werden  mi iss te .  I n  u n s e r e m  FMle wi rd  aber  im  
Satz  X V I  die B e s c h r ~ n k t h e i t  von ~ f ( z )  in  der  N~he  yon z = I  vo rausgese t z t .  D e m  e n t s p r i c h t  

abe t  die g l e i chmgss i ge  B e s c h r g n k t h e i t  yon  F(~)  ffir h in r e i chend  grosse  ~, sodass  die ab so lu t e  Kon-  

vergenz  u n s e r e r  I n t eg ra l e  au s  der  M e s s b a r k e i t  der  I n t e g r a n d e n  folgt.  
~1 Fiir  ]~1 [ =  ]~2 ] e rg ib t  s ich  aus  (45, 65),  w e n n  auf  be iden  Se i ten  die a b s o l u t e n  Bet r~ge  

verglichen werden, die Relation ] G(~)] ~ I G(~I)], die in VlSSER (I), p. 32, als Satz 4 formuliert 

wird,  u n t e r  der  spez ie l len  V o r a u s s e t z u n g ,  dass  a rg  G ( i t ) ~  +_ ~ resp.  ffir t -~  • ~ gilt ,  sodass  B 
2 

i n s b e s o n d e r e  = 7~ ist .  
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(45, 7) ~ f ( z )  = 
+ o (k+ ('90) + ('90)) lg 1I -- ze'~o[ + o(lg[ I - -  ze '~ 

und unter der Voraussetzung 

I ('9o) 1 > k+ ('90) + k_  ('90) (45, 8) 

die ~'ormel 

(45, 9) 

wobei - -  I ~ 0 <2 I 

~s f (z) ~ --  sgn J ~ ,  

bleibt; (45, 7) gilt unter gleichen Voraussetzungeu gleichm&)sig 

wie tier Satz X VI, wdhrend (45, 9) gleichmdssig gilt, wenn ausserdem vorausgesetzt 

wird, dass ] J ('9o) ] --  k+ ('90) - -  k -  ('90) oberhalb einer festen positiven Schranke bleibt. 

Denn aus (43, 3) folgt,  wenn beide Sei ten dieser Gle ichung mi t  - - l g  (I - - z e  ~ )  

mult ip l iz ier t  werden,  

(45, 91) /(z) = izt('9~ + 01 (k+('9~ + /g -  ('9~ lg (I - -  z,e i'%) ~ 0 (lg (I - -  zei~ 
:7~ 

mib 1011 ~ I.  Hieraus  aber ergibt  sich (45, 7) sofort,  wenn  die hnagini i r te i le  auf  

beiden Seiten vergl ichen werden  und  der Imagingr te i l  yon O1 mi t  O bezeich- 

ne t  wird. 

(45, 9) folgt  aber un te r  der  Vora.ussetzung (45, 8) aus (45, 7) soforL 
Es sei endl ich betont ,  dass der Satz X V I  und  die Zusiitze 3 nnd  4 zu diesem 

Satz insbesondere  dunn  ohne Wei te res  angewand t  werden dfirfen, wenn  bekann t  ist, 

dass Lim Z ('9) ffir "9~'9o bzw. "9~ ,90 im IntervM1 (g+ ('90) --  k+ ('90), g+ ('90) + k+ ('9o)> 

bzw. im In terval l  ( g - ( ' 9 0 ) -  k-('90), g-('9o) + k-( '90)) liegt. 

w io. Eine Bedingung fiir die Darstellbarkeit dureh das Poissonsehe Integral. 

46. Formulierung der Sdtze. Bei der  U n t e r s u c h u n g  yon Spi tzenabbi ldungen  

(7 ~---o) werden wit  vom fo lgenden Satz Gebrauch zu machen  haben:  

Satz X VII .  Es  sei f ( z ) ~ -  U(z) + i V(z) eine fiir lz 1 <  i Fsgul~re analytische 

Funktion, fiir deren Realteil U(z) das Integral 

7c 1 

(46, I) I I 1 U ( r d O ) l r d r d ' 9  
12 . 2  

- - Z  0 

9 , 0 - - 3 4 4 7 2 .  Acta  mathematica. 64. I m p r i m 6  le  1 n o v e m b r e  1934, 
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existiert. Der Imagindrteil V(z) mSge, wenn z allseitig aus K~ gegen die Punkte 

e is des Einheitskreises konvergiert, mit  eventueller Ausnahme eines ,9-Wertes "90, 

gegen eine Funktion Z ('9) konvergieren, die in jedem von d ~ versehiedenen Punkte 

des Einheitskreises stetig und au f  E~ gleichmdssig beschrdnkt set. Dann hat f ( z )  

die Gestalt 

f e lob + Z i e ~~ + z (,9) d,9 + h (z), h (z) iu  eiao _ z (46, 2) f ( z )  =- ~ e 70 -~-z Z -=- - -  + v, 

wo u, v gewisse reelle Konstanten sind. - -  Die Umkehrung ist kl~r. 

Unser Beweis des Sutzes XVII  reich~ zugleich zum Beweis des folgenden 

allgemeineren Satzes aus: 

Satz X VIII." Es  .set e i3~ ein Punkt, der im Tnnern eines offenen Kreisbogens 

F yon E~ liegt, a set eine Kreisbogensichel, deren Rand erstens aus F u n d  zweitens 

aus einem die Endpunkte yon F verbindenden, sonst ganz innerhalb K ,  verlaufenden 

Kreisbogens besteht. (F,  Tr I ' =  E ,  ist a = K~.] Es  set f ( z )  = U(z) + i V(z) eine 

f i ir  ]z l <  I regula're analytische Funktion, f i ir  deren Bealteil U(z) das Integral 

(46,3) f f tV(rei~ 
o ~ 

tiber das Tnnere yon a erstreekt, existiert. Der Imagin&'teil V(z) mSge, wenn z all- 

seitig aus K~ gegen die Punkte e i~ yon 1" konvergiert, mit  eventueller Ausnahme yon 

"9----'9o, gegen eine F unktion Z(~) konvergieren, die in jedem yon e is~ versehiedenen 

Punkte yon F stetig und au f  F gleiehmdssig besehrh'nkt ist. Dann hat f ( z )  die 

(46, 4) f ( z )  = i ( e ' ~  e i'% + z z ( a ) d a 2  + = i u  - -  + v + 

. J  

- - : r t "  

wo Z ('9) f i ir  "9-Werte, Jib" die e i~ ausserhalb I" liegt, gleieh o zu setzen und E(z )  

eine in K~ und au f  F reguldre analytisehe Funktion mit  E ( d  ~ - o  ist, wobei E(z)  

au f  1" reell ist und fh'r ~ E ( z )  die au f  (46, 3) beziigliehe Bedingung e~ftTllt ist, 

47. Hilfssdtze. Dem Beweis dieser Sgtze schicken wir drei einfache Hilfs- 

s~tze vomus. 

Lemma 3. [st Z(,9) eine im Intervall ( - - ~ ,  ~ )  besehrdnkte naeh LEBESGUE 

integrierbare Funktion mit  ]Z ( ~ ) ] ~  C und bildet man daraus mit  Hil fe  des Pois- 

sonseheu Integrals die zugeh6rige analytisehe Funktion 

Gestalt 
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(47, I) 

7g 

,f f (z) = 2 ~  - - - - '  

e i S  q - 2: 

e "  - Z z (~) d'~ = u ( ~ )  + i v ( ~ ) ,  

so sind fi ir - -  ~ <= ~ <= z die Integrale 

(47, 2) 

1 I 1 

fl/(,-e-)l.r, fi~(..'li.,', fi~(.."li.,- 
o o 0 

hSehstens gleieh 7 C, und die Integrale 

. i  ff ff (47,,) ffiS(r.")i,","', I U(,'e')l.~,"< I v(,-.") l,",'d~ 
--Tt o i x  0 - -~  0 

hSchstens 7: C, wo 7, 71 positive absolute Konstanten sind. 

Beweis yon Lemma 3: Es geniigt, die Behauptung nur  fiir die ersten In tegra le  

(47, 2) bzw. (47, 7) zu beweisen. Ohne Besehrgnkung der Allgemeinhei t  d~rf C =  I 

angenommen werden. Dann  ergibt sieh aus (47, I) 

v(...)i<'-fi '~ <~f '- .... 
- - ~  0 

Hieraus folgt  weiter 

1 

f l f ( , .r  l 
o 

= ~ V ( r - -  cos ~)~ + sin '~ 
0 0 

Hier  ergibt sich fiir das innere Integral ,  wenn man r - - c o s  9~ = x sin 9~ setzt, 

1 t g ~  t g ~  

f ~,. =f d x  __  l g  ( V x , ~  + I +X) /  = 
K ( , . -  oos ~)" + sin' ~ V ~  + : 

0 --ctg T --ctg (p 

- -  ctg ~ �9 = lg + tg lg sin ~o 
C 
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Setzen wir daher 

(47, 4) 

so folgt 

(47, 5) 

2 f l g  I +sin~sing-2 2 

0 

1 

f lf(,-r 
0 

dq9 -=-7, 

drY=7, 

und damit ist die auf (47, 2) beziigliche Behauptung bewiesen. Aus (47, 5) 

folgt aber 

i i /  (47, 6) I f ( rd~ "drd~ <= 7 da  = 2 ~7 = 7', 

womit auch die auf das erste Integral  (47, 3) beziigliche Behauptung bewiesen ist. 

nemma 4. Es gilt fiir I z lT I 

f d~  q~ I (47, 7) @ ( z ) = .  i z _ e , ~ l - 2 1 g i - 2 [ Z  l+ O(I). 

Beim Beweis darf offenbar z positiv = I zl vorausgesetzt werden. Dann aber 

nimmt unser Integral  die Gestalt 

f v ~  d a  2 z e o s ~  + i 

an. Dies ist ein elliptisches Integral,  so dass man die Behauptung auch der Theorie 
der elliptischen Integrale umnittelbar entnehmen kann. Sie liisst sich aber leieht 

direkt verifizieren. Es sei z = i -  h, h > o. Dann verwandelt sich (47, 7) in 

h ~ + 4(I -- h) sin e~ 
2 

0 
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Ff ihren  wir  hier  sin - - - ~  x als neue Var iable  ein so geh t  (47, 7) fiber in 
2 

1 
1 ~- 1 f .x 

4 V I - - x ~ V h " + 4 ( i - - h ) x  ~ 
0 0 1 

Das zweite I n t e g r a l  ist  aber  of fenbar  0 (1) fiir h $ o. I m  ers ten aber  i indern wir  das  

I n t e g r a l  nu r  um 0 ( I ) ,  wenn  wit  ] / I  - -  x ~ durch  I ersetzen, da  I 
V I  - - X  2 

_ _ _  - O ( x ' )  

2 X  
fiir x ~ o ist. Fi ihren wir  d a n n y  = h als neue Var iab le  ein, so e rg ib t  sich 

1 

0 

d y  

I + ( I  - -  h)y  ~ 
+ o (i) 

H i e r  is t  abe t  das u n b e s t i m m t e  I n t e g r a l  gleich 

I 
] / - ~  1~ ( V I  - -  h y + V I + (I - -  h)y'~), 

so dass sich ffir das bes t immte  I n t e g r a l  e rg ib t  

V - ~ h  lg  -~- h - -  ~ -  -]- = lg  ~ -{- O ( i ) ,  

und dahe r  (47, 7), w. z. b. w. 

Lemma 5. Das Integral 

(47, 8) 

1 7c 

f f ~ ~., 
JJl~-~l ~ =,-e,., 

konvergiert. ~ Dies fo lg t  sofor t  aus dem L e m m a  4, wenn  m a n  beide Sei ten von 

(47, 7) mi t  r mul t ip l iz ier t  und  nach r yon o bis I in tegr ier t .  

48. Beweis der Sdtze X VII ,  X V I I I ;  Anwendung des Spiegelungsprinz~ps. 

Es geniigt ,  den Satz X V I I I  zu beweisen.  Ohne  Beschri~nkung der  Al lgemeinhe i t  
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diirfen wir ~0 ~ o annehmen.  Man bilde mit  Hilfe der Randfunk t ion  Z (#) yon 

V(z) "auf 1 TM das In tegra l  

+ z  
- -  (48, =  z(a) de ,  

wobei Z(#) ausserhalb F gleich o zu setzen ist. Dann  besitzt der Imagin~r te i l  

der Funkt ion  f *  (z) in jedem Stet igkei tspunkt  der Funkt ion  Z (#), d. h. nach Vor- 

aussetzung in jedem yon o verschiedenen Punkte  e ~ yon F den Randwer t  Z(#). 

Andererseits  ist fiir den Realtei l  yon f *  (z) wegen der gleichm~ssigen Beschr~nkt- 

heit  yon y~(#) das (47, 3) entsprechende In tegra l  besehr~inkt. Daraus  folgt,  wenn 

f ( z )  - -  f *  (z) -~ f i  (z) ~- U1 (z) + i V~ (z) gesetzt wird, dass einerseits das fiber das 

Innere  yon a erstreckte In tegra l  

(48,2) f f , r d r d # =  C < oo 
u 

ist und andererseits der Imagin~irteil V 1 (z) in jedem yon z = I verschiedenen 

Punk~ des Bogeus F den Raudwer t  o besitzt. 

Es sei a' das Spiegelbild yon a in Bezug auf  E=. Das aus a, a' und  1 

bestehende Gebiet sei mit  a* bezeiehnet. Fiir F ~/~'~ ist offenbar a* mit  der 

ganzen Riemannschen Kugel  identisch. - -  VermSge des Schwarzschen Spiegelungs- 

prinzips l~sst sieh f i(z)  in das Gebiet a* fortsetzen, als eine in a* bis eventuell  

auf  Z = I eindeutige und  regul i re  Funkt ion ,  die in jedem P u n k t  z' : - I v o n  a' 
2 

fiir ]z ] < I den Wer t  f~ (z) ~- U1 (z) -- i V~ (z) besitzt. Ffihren wir aber im In tegra l  

(48, 2 ) r '==- I  als neue Integrat ionsvar iable  ein, so verwandelt  es sich in das f i b e r  
r 

das r 'e~-Gebiet  a' erstreckte In tegra l  

a' 

t t i e r  ist~ naeh dem Obigen U l ( l e ~ )  -~ Ui(r'ei~). Lassen wir nun  im In tegra l  

(48, 3) die Striche bei r '  weg, so ergibt sich, class ffir unsere in das Innere  yon 

a* bis auf  z = I fortgesetze Po ten t ia l funkt ion  U~ (z) auch das In tegra l  
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�9 r 4 

( l  t 

ist. 

1 
Kreisseheibe [ z -  I I ~ ganz in O* liegt und 

(48,5) f f JV (z)l, drd  <= 
1 

I z - - l l ~  Q 

gilt. 

Daraus folgt aber die Existenz zweier positiver Zahlen Q,.C~ derart, dass die 

Wir sehieken nunmehr den Punkt  z -= I dureh die Transformation ~ - -  
Z - -  I 

/ 
ins Unendliche. Dann g e h t f l ( z  ) i n f l ( I  + ~ ) = = G ( ~ ) ,  eine fiir o < q ~ [ ~ l < ~  

eindeutige und regul~tre Funktion yon ~, fiber. Wit  werden nun zuerst beweisen, 

dass G (~) im Unendlichen hb'chstens einen Pol zweiter O'rdnung hat. 

= ~ ( ~ ) + i  V~ (~), wo U2 (~)= U 1 (I --~ ~) ist, SO folgt Denn s e t z t  man G(~) 
x 

6 ~  - - r I  
aus (48, 5), wegen d ~ - -  ~,2 ' 

f f  f f  I 
1 J~J>-o Iz--il_~ 

wo d~ das Fls in der ~-Ebene ist. ]-lieraus folgt aber f f i r  beliebig 

grosse positive R ~ 2 

r e=<I~I~R 

Es sei nun g(~) der Haupttei l  yon G (~) in der Umgebung des unendlieh 

fernen Punktes. g(~) ist auf jeden Fall eine ganze Funktion yon ~, and es darf 

g(o) ~ o vorausgesetzt  werden. Se~zt man nun g(~) = U* (~) + i V* (~), so folgt 

aus der obigen Ungleichung offenbar 

(48, 6) 

2e=<l;l=<R 
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ffir eine positive Konstante C~, da ja die Differenz G(~)--g(~) fiir I~[ -->-- 2Q 

ihrem absoluten Betrage nach beschrankt bleibt. 

Es sei nun Q~ eine positive Zah[ ~ 4Q. Driickt man den Wert  der ganzen 

Punktion g: (u) = g (Q, u) in den Punkten des Kreises ]u [ _--< I_ durch die Werte ihres 
2 

Realteiles U* (Q~d ~) auf der Kreislinie ]u[== I verm5ge der Formel 

(48, 7) g (~1 g )  = g l  (~) = 2 :;rg J e i& - -  

e i~ q- u] 
aus, so gilt eTg- ~ = < - - - - - -  

(48, 8) 

I 
i +  

2 
- - 3 .  Daher folgt ffir aUe ~ mit 

I 

2 

[ ~ [ ~ z  0 und 

Fiir ein beliebiges ~ mit I ~ l =  r >  2 r integriere man die Relation (48, 8)naeh 01 

zwischen den Grenzen 2 r und 3r. Dann folgt 

(48, 9) 

3r  

2 r - - ~  

Hier ist das Doppelintegral wegen (48, 6) (d ,  = q~ d #  d qi) hSchstens gleieh 

ST 

L f f, u* eg3) ' 
2 r - - ~  

d o  de, _-< k c~ (3 ,) '  = o (,-~), 
2 r  

sodass also fiir ~ - , ~  g ( ~ ) =  0([~[  2) gilt und daher g(~) ein hSchstens quadra- 

tisches Polynom in ~ ist, wie behauptet. 

49, 
Gestalt 

Der Hauptteil von f l  (z) fit'r z = I. Naeh dem Obigen hat f l  (z) die 

a + ~ + ~ + ~ ( ~ ) ,  E ( i ) = o ,  (49, i) fl(z)-= (i _g)2 i - z  
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wo E ( z )  in a* regular  ist. Nun  folgt  aus der vorausgesetz ten Konvergenz  des 

In tegra l s  (46, 3) un te r  Beri icksicht igung der Lemm~ta  3 und 5, dass das In t eg ra l  

(49, 2) f fl d #  d r ,  z -~- re  i~ 

I~1<=1 

auch konvergen t  sein muss. 

sektor  ] z - -  I I < I,  ]arg  (I - -  z)] < ~ in K~ entha l ten  ist, 
4 

gesetzt,  dass das In tegra l  

Es sei a = ]ale*'~. BeachBet m a n ,  dass der  Kreis- 

so folgt,  I - - z : Q e ~ ' P  

0 z ~ 0 

konvergieren  muss, was offenbar nu r  fiir a-----o mSglieh ist. 

Damit. nimm~ f~ (z) die Gesta l t  an 

b 
- - - -  + c + ~ : ( z ) ,  
I - - g .  

sodass fiir z~---e ~ ,  b - ~ i q e i ~ ,  Q ~ o ,  o ~ <  z ,  wegen 

= -  + c + H(e~'9), 

2 s i n -  
2 

x i e  

I - -  e ia 2 ,9' 
sin - 

2 

(49, 3) ~sfa(e ) =  2 O" 
sin -- 

2 

+ . ~ c  + . ~ E ( r  = o 

fiir e ;~, ,9 4: o, auf F gilt. Da aber  h ier  der Nenne r  des ersten Gliedes fiir  ,9 --~ o 

in der ersten 0 r d n u n g  verschwindet ,  muss auch der Z~hler fiir ~ =  o verschwinden,  

und  aus sin fl = o folgt,  wegen o ~ ~ < ~,  dass /~ versehwindet ,  sodass i b  reell  

sein muss. Dann  aber  n immt  die linke Seite yon (49, 3) den W e r t  Q- + ~ c + ~ E ( d  ~ 
2 

an, sodass, fiir  ~ - -~o ,  wegen E ( I ) : O ,  

2 1 - - 3 4 4 7 2 .  Acta mathematica. 64. l m p r i m 6  le 1 n o v e m b r e  1934. 
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b 
2 ~  

~.E(e i~) = o fiir e ~ auf  F 

ist. Fiir diesen Wer t  yon ~ c  n immt  aber nunmehr  f l (z) ,  wenn u . . . .  

v = ~ c gesetzt wird, die Gestalt  an: 

I v +  
I - - ~  

womit der Satz X V l I I  bewiesen ist. 

Q b 
2 2 ~  

w 1 I. Erweiterungen des Randverze r rungssa t zes .  

50. Bemerkungen iiber die gleichmdssige Giiltigkeit des Satzes IV .  Unter  

welchen Umst~nden gelten nun die Formeln (I I, 2), (I I, 3) gleichmdssig ffir eine 

Randpunk tmenge  M yon Gi? Wir  wollen G1 ~-~ K-. annehmen,  so dass 7~ ~-- z 

ist. Greifen wir nun auf  den Beweis des Satzes IV zuriick, so sehen wir,  dass 

der auf  die Funkt ion  (z2, 2) beziigliehe Bestandtei l  der l inken Seite yon ( i i ,  2) 

sicher gleichmis gegen _7--~ konvergiert ,  da 7 ja absolut  beschr~nkt ist. Es 

kommt  also nur  darauf  an, ob das Produk t  ( I - - I z [ )g*(z )  gleichm~ssig gegen 

l~ull konvergiert ,  wenn z im Winkel  gegen die Punkte  z o yon M st.rebt. Um 

nun (7, 5) anzuwenden,  genfigt es nicht,  vorauszusetzen, dass der Realtei l  yon 

g* (z) auf  E~ in den Punk ten  yon M gleichm~issig stet ig ist, was ja darauf  hin- 

ausliiuft, dass fiir z0 auf  der Meuge M die Funkt ionen  

f (z) --.f(zo) (50, I) arg 
z --  Zo 

gegen ihre rechts- bzw. linl~sseitigen Grenzwerte gleichmdssig konvergieren, wenn 

z jeweils l~ngs E~. gegen Zo strebt. Es muss vielmehr ausserdem noch vor- 

ausgesetz~ werden, dass die Funkt ionen  (5o, I) in K~. in ihrer Gesamtheit gleich- 

m~ssig beschr~nkt sin& Dies wird aber sicher dann gew~ihrleistet, wenn man 

das Gebie~ G* der  ~Tr. 13 so wghlen kann,  dass ]~' (z)l in allen Bi ldpunkten yon 

M zwisehen festen positiven Schranken bleibt. Und dies ist nach dem in Nr. 

I3 Gesagten z. B. dann der Fall,  wenn M ein abo'eschlossener zusammenh/s 

der Bogen yon E~ ist, dessert Bild ganz im Ianern eines offenen Jordansehen 

Randbogens yon G liegt. Unter  diesen Voraussetzungen aber gelten die Formeln 

( I t ,  z) und (rI ,  3) in tier Tat  gleichm~ssig, wenn z jeweils gegen z0 innerhalb  
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eines Winkels strebt, dessen Schenkel -- zwei yon Zo ausgehende Sehnen yon 

E~ -- etwa feste positive Winkel mit der Tangente an E~ in z o bilden. 

51. Der Fall einer Durchschnittstangente. Eine erste Verallgemeinerungs- 

mSglichkeit des 1Randverzerrungssatzes wird dutch die Tatsache nahe gelegL dass 

die Relation (7, 4) nach Satz X I I I  ja bereits aus der Durchschnittsstetigkeit yon 

Z(~9), d.h.  aus der Giiltigkeit yon (36, I) gefolgert Werden kann. Wird bei der 

Herleitung des Randverzerrungssatzes yon dieser allgemeineren Tatsache Ge- 

brauch gemacht, so kann man die Relationen (I I, 2) and (I I, 3), etwa G1---~ E: 

gesetzt, beweisen, wenn 

f (d a) -- wo arg 
Z - - - I  

,tim Durchschnitb>> geg.en ~ - Z  bzw. - - / ~ - - 7 1  konvergier,, oder also, wenn die 
2 2 \ 2 2 1  

Riehtungen der you Wo ausgehenden Sehnen der Berandung yon G >>ira Dureh- 

schnitt,> gegen gewisse Rieh~ungen konvergieren, sofern ihre Sehwankung be- 

sebrgnk~ bleibt. In diesem Falle ist also sogar die Existenz der Tangen~en 

nieht wesentlieh. Es ist indessen zu beaehten, dass dabei v o n d e r  Parameter- 

dars~ellung des Randes yon G Gebraueh zu machen ist, bei der der Parameter 

eben erst dureh die konforme Abbildung festgelegt wird, so dass man eine solehe 

Erweiterung des Randverzerrungssatzes erst dann als einen wirkliehen Einbliek 

in den Zusammenhang zwisehen dem Verhalten yon f(z) und dem geometrisehen 

Charakter der Berandung yon G in der ~Ighe yon w o ansehen kann, wenn 

eine Formulierung fiir die Existenz einer >>Durehsehnittstangente>> gegeben wird, 

die yon der rein differentialgeometriseh zu eharakterisierenden Parameterdarstel- 

lung abhiing~. Fiir gewisse spezielle Zweeke mag dagegen diese Erweiterung 

yon Interesse Sein. 

52. SpeMaliMerung yon Satz X V I  f i i r n  = I. Dagegen ist eine andere 

Versehgrfung unserer Si~tze von Bedeutung, in der der Begriff der Tangente 

dureh denjenigen der Grenzstiitzen ersetzt wird. 

Wir  wollen zuerst den Satz XVI fiir n = I u n d  z o = d ~o spezialisieren und 

e{was umformen. Wegen (39, 8) is~ 

(s2, ~) K~ (Va)=cos Va + ~g ~v /cos ~ d x =  
; ,o 

cos g, + tg ~ ( ,  + sin ~) = 

, COS I/1 

I - -  sin ~0 
I + s i n  ~)  

cos 
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Andererseits liefert die Formel (IO, 6), wenn in ihr z dureh ze -~o --z_ ersetzt wird, 
Zo 

(52,  z)  i - M  = ( i - ~ e - i , o ) e ~ '  eo~ ~o = ( ~ o - Z ) e - ; ' ~  ~ '~  eo~ e,  

Tragen wir (52, I) und (52, 2) in die Formel (43, 4) des Satzes XVI ein, so er- 

gibt sich 

Lira {1~ (~o- z) e;v ~ eo~ ~ f ( ~ ) +  i z  (ao),,w eo~ ~ ,1-  

cos 
[k+ (I + sin ~p) + k - ( I  -- sin ~p)] } =< o, 

(52,3) (Zo_Z)f,(z) --id(~9o) + 2 0 (  k+ k -  ) 
~ I sin ~P + + e ( z -  Zo) , 

- -  I + sin 

we e(z--zo) gegen o s~rebt, wenn z gegen Zo im Winkel konvergiert, und O 

eine Gr5sse ist, deren absoluter Betrag I nicht fiberschreitet. 

53. Die verallgemeinerten Voraussetzungen. Es sei nun P ein einfacher 

Randpunkr eines endlichen einfach zusammenh~ngenden Gebietes G in der w- 

Ebene, und der Rand yon G mSge in der :N~he yon P eine Jordankurve bil- 

den. Entspricht P =  w o bei der konformen Abbildung auf das Inhere yon E= 

dem Punkt  z = zo = e ia~ so sind damit die beiden Randbogen C-,  C+, die in 

P zusammenstossen, gewissen t talbumgebungen yon z - Z o  auf E, mit z = e '~, 

< ~o bzw. ~ > ~o zugeordnet, so dass man bei positivem Umlauf um das In- 

nere von G yon C-  auf C+ iibertritt. Es mSgen nun die Bogen C-, C+ im 

Punkte w o Grenzstfitzen besitzen, die in den Winkeln ]arg (W--We) ~ h-] ~ k -  
bzw. ]arg (W--Wo)--h+] ~ k+ mit endlichen h_, h+, k-,  k+ liegen. Dabei sollen 

die Winkelbestimmungen insbesondere so gew~hlt werden, dass sie uuch l~ngs 

eines in der Umgebung yon w o liegenden, C-  mit C+ verbindenden Querschnit- 

tes yon G s~e~ig bleiben. Sind insbesondere h-_+ k_, h+ _+ k+ die Winkel der 

Richtungen der vier Grenzstiitzen selbst mit der positiven reellen Axe, so ist 

h + - - h - = - 7  eine negative Zuhl; denn die beiden Grenzstfitzen an C-  werden 

in die entsprechend gelegenen Grenzstiitzen an C+ dutch Drehung um we in 

negativer Richtung iibergeffihrt (n~mlich durch das Innere yon G), und daher 

bildet die Winkelhalbierende der beiden Grenzstfitzen an C+ einen kleineren 

Winkel mit der positiven reellen Axe als die Winkelhalbierende der beiden 

Grenzstiitzen an C-. Im allgemei-neren Fall kann aber 7= h---h+ auch o oder 

oder aber (fiber die Bedeutung von ~p vgl. Nr. 48) 
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negativ werden. Endlich soil [arg ( w -  Wo) [ bei stetiger Fortsetzung unterhalb 

einer festen Schranke bleiben, wenn w den ganzen Rand yon G durchlEuft. 

54. Amvendung des Satzes X VI. Strebt nun ~ monoton wachsend gegen  

,9o, so folgt 

(54, I) h - -  k-=< Lim arg (f(d')--Wo) ~ h_ + k- ,  

und da dabei arg (e ;~ -- Zo) --+ ~9o -- 2 gilt, folgt 

(54, 2) [Limarg'f~z)-----z~Z~ _ h - +  & o - - ~ ] < ~ k - ,  z -~e t9', ,gT ~o. 

Fg 
Da anderseits ffir ~ + ~o arg (ei~ &o--3  ~ ist, folgt analog 

I 7r, [ ei  ~ (54, 3) L]~TI a r g f ( Z ) - - w  o h+ + a o - 3 ~ ~ k+, z =  a l &o. 
Z - -  Z o 

~g F g  
D a h e r i s t f i i r g + = h + - - , g o + 3 2 ,  g - ~ - h - - ' 9  o + - 2  d = h + - = h - +  z die 

Formel (52, 3) auf die Funktion 

I I 

,i: g (~) =- 7 lg 

anwendb~r, und wir erhalten 

(54,4) I (zo--Z)g ' (z) - -  - - i h + - - h - + ~  + 

oder ffir h -  -- h+ = 7, 

f ( ~ ) - W o  
Z - - S  0 

gg 

) I sin ~p + + ~ (z -- Zo), 
. - -  I + sin ~p 

( ,) f '  (~) - ~ + (z - zo) g '  (~) = Z + 2 eo  ~+ + + ~ ( ~ - ~ o ) ,  
(54, 5) f(z)--wo 7c ~ -  ~--s in~p I + sin 

- -  ~0 

und diese Relation gilt gleichmassig auf einem ~o-Bogen M, auf dem die Vor- 

aussetzungen fiber arg (w--w0) gleichm~ssig gelten und die GrSssen h - ,  h+, 

k-, k+ gleichmEssig beschrankt sind, sofern dabei I~pl= < z _  6, 6 > o bleibt. - -  
2 
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Schalten wir nun, genau wie in Nr. 13 beim Beweis des Satzes IV ein Gebiet 

G* dazwischen, so ergibt sich endlich, dass die Voraussetzung der Beschriinkt- 

heir yon l arg (W--Wo)l fiir alle Randpunkte u, yon G unwesentlich ist. --  

Es seiea nun z. B. li~ngs eines ~9o-Bogens M a u f  ]~.~ gleichm~Lssig die Re- 

lationen (54, 2) und (54, 3) erfiillt mit festen, yon ~0 unabh~ingigen Werten yon 

k+ und k -  und mit gleichmiissig beschri~nkten h+ und h-,  fiir die durchweg 

l~ngs M h - - - h +  ~-zc gilt; ist dann M~" ein abgeschlossener, ganz im Innern yon 

M liegender Bogen, so folgt aus (54, 5) fiir ~p----o die Relation 

[ ] (54, 6) Lim J.f(z) --f(Zo) I <= 

, 7 Vo 

gleichm~ssig, wenn z radial gegen die Punkte z 0 yon M~ strebt. 

55. Der verallgemeinerte Randverzerrungssatz. Wit  fassen unsere obigen 

Ergebnisse i m  folgenden Satz zusammen: 

Sate X I X :  ~,s bestehe der R a n d  eines einfach zusammenhdngenden Gebietes 

G der w-Ebene in der Ndhe eines Randpunktes  P ~  w o aus zwei Jordanbogen 

C-,  C+, wobei man in w o beim positiven Umlau f  urn das Innere yon G yon C -  a u f  

C+ iibertritt. Die Randbogen C_, C+ mSgen in P Grenzstiitzen besitzen, die in den 

Winkelrdumen 

(55, i) ]arg (W--Wo) - -  h - ]  <= k -  bzw. l arg (W--Wo) - -  h+ [ N k+ 

mi t  endlichen It_, h+, k - ,  k§ liegen, wenn die Winkelbestimmungen ldngs eines in 

der Umgebung yon w o liegenden Querschnitts von G stetig bleiben. Bildet dann 

w-~- f ( z )  das Innere von K~. konJbrm a u f  das Innere von G a b ,  und ent,r da- 

bei z o =  e i~~ dem Punkte  wo, so gilt, wenn z aus dem Innern  yon K ,  im Winkel  

gegen z o strebt, 

(55,2) (Z-zo)g'(z)=7 
~ I - -  s i n  ~ p  

+ 
I +~ln~)) + 

- , %  

Z - -  Z' 0 

(55, 3) f ( z ) - - W o  ~ I - -  sin ~p + I + sin ~p ' 

- -  ~ 0  
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WO r = h - - - h + ,  ~)-~- - -  3A'g ( i - - z  e-i~o), I o l  ~ ~ i~t ~ . d  , (~ - ~o) g . a . .  o k o n v e r g i e v t ,  

wenn z so gegen Zo strebt, dass dabei [g~[ ~ z d, d > o bleibt. 
2 

Zusatz zum Satz X I X :  Sind J~ir feste k+, k_  die Vovaussetzungen dieses 

Satzes ldngs eines freien abgeschlossenen Jordanbogens C des t~andes yon G gleich- 

mdssig e~fiillt, s ind dabei h+, h_ gleichmdssig beschrdnkt und gil t  durchweg 

h_ - - h+  = z ,  so gilt, wenn M1 der Bildbogen yon C ist, gldchmlissig a u f  M1 

(55,4) Liln 
---I 

I z - -  z 0 

I ~ 2  
k + + k -  

~rg 

wenn z aus dem Innern yon K~ radial gegen z o a u f  M 1 strebt. 

Endtich folgt unter  den Voraussetzungen des Sa~zes XIX ffir 

(55, 5) 7 > 2 (k+ + k_) 

naeh (55, 3) aus dem Bes~ehen einer der beiden Relationen 

f ( ~ )  - Wo (55, 6) f '  (z) --* ~r ~ 
z - -  z o 

das Bestehen der anderen, solange ~0 auf einen Bereich 

2k+ 2 k -  
(55 ,  7) I - -  s i n  ~p + I + s i n  ~p ~ 7 - -  d ,  d > o 

beschr~nk~ bleib~. Besi~z~ abet fiir (55, 5) f ' ( z )  oder f ( z ) - - w o  bei Konvergenz 
- -  Z 0  

im Winkel einen Grenzwert oder endlichen Limsup. bzw. Liminf., so folgen 

aus (55, 3) entsprechende Sehranken fiir Limsup. bzw. Liminf. des anderen Aus- 

drueks, solange ~ auf einen Bereieh (55, 7) beschr~inkt bleibt. - - U n d  genau das 

Gleiehe gilt offenbar fiir die drei Relationenpaare 

(55 ,  8) f ' ( z )  ~ o ,  f ( z )  - -  w o -~ o;  
Z ~ Z o 

, f, im If(z) - -  Wo I (55,9) L i m l f ' ( z ) l <  m I T ~ o  < ~ ;  

(55, 99) Lim I f '  (z)l > o, Lim [f(z!__--wol I , > o. 
- -  -I Z - - Z o  I 



168 Alexander Ostrowski. 

5 6. Der Fall eines allgemeinen Gebietes G 1. Wir haben im Satze XIX die 

Abbildung eines Gebietes G uuf das Innere yon E~ betrachtet, unstatt, wie im 

Satze 137, ~uch das Gebiet G 1 allgemein zu w:,thlen. Man kann nun in einem 

gewissen Umfung auch den Satz XIX auf den Fall ausdehnen, dass das zu- 

grunde gelegte Gebiet in der z-Ebene nicht das Inhere yon E~ ist, sondern ein 

Gebiet G~ yon ghnlicher Beschaffenheit wie G. Sind dann die entsprechenden 
t - t 

Konstanten fiir das Gebiet G~ etwa 71 > o, k+, k_, so kann man die Abbildung 

yon G1 auf G durch ))Vermittelung>) der Abbildung auf das Innere yon E~ in 

der ~-Ebene ausfiihren. Wird der Winkel ~p auf die ~-Ebene bezogen, so ergibt 

sich durch Division der beiden (54, 5) entspreehenden Relutionen 

(56, ~) f'(2") - - s i n  ~p I + s i n  + , ( , ~ - , ~ o )  

Z 2"0 71 "~- 2 ~)1 -t- @ ~1 ( 2 ' -  2"0) - -  I - - s i n ~  I + sin 

w o  I o l  ~ I ,  I @ l ] - - <  I i s t .  I s~  n ~ n  71 > 2(k~ + k;) ,  so k a n n  m a n  f i i r  d i e  W e r t e  

yon ~/J, fiir die 

2k+ 2 k -  
(56, 2) y, > . . . .  ~- ...... + + 6, d > o 

I - - s l n , D  I + s i n ~ p  

ist, die obige Relation auf die Form bringen: 

( ) v -,a (56, 3) f'(2")- . . . .  ~' + 2 o k+ I - -  sin ~) I + sin W + ~ (2"_ Zo). ( ,  ) f(2")-- w~ k+ k2- 
-z---Zo 71 + 2 01 + , - -  I - -  sin gJ I + s i n  

Die tIauptschwierigkeit bei der Anwendung dieser Formel besteht darin, dass 

der Winkel ~p ja nicht in der z- sondern in der ~-Ebene gemessen werden muss. 

Nun besteht, wie wir bald zeigen werden, auch im Falle, wenn k~ und k'- 

nicht verschwinden, noch eine gewisse angeni~herte Winkelproportionalitiit bei 

der Abbildung yon G 1 auf das Innere yon E~, die allerdings mn so weniger aus- 

gesprochen ist, je grSsser die Werte yon k'+, k'--sin& Immerhin lassen sich 

wenigstens im F~lle rel~tiv kleiner k'+, k "  Schranken fiir ~p aus den Werten des 

entsprechenden Winkels in der z-Ebene ermitteln, mit deren t t i lfe dunn der 

Anwendungsbereich der Formel (56, 3) abgegrenzt werden kann. 
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57. Der Fall eines Gebiets G1 mit einer Ecke in Zo. I n  dem Falle  aber,  

wo k ' + = k : = o  ist, wo also G1 im Punk te  z o eine Ecke der  Oeffnung 71 > ~  

bildet, ergibt  sich aus der Formel  (56, 3) ohne Wei te res  

(~7, I) (Z) _ ~g + 7 -]- @8(Z- -gO) ,  f(z)- Wo 71 7~ I --  sm ~O -I + sin 

g'--'~O 

solange 141 ~ z _  ~ ist. Hierbei  ist al lerdings un te r  ~p noch der in der ~-Ebene 
2 

zu messende Winke l  zu verstehen.  :Nun wird aber  (vgl. Nr. I5) bei der kon- 

formen Abbi ldung yon G1 auf  das Inue re  yon E C jeder  innerhalb G1 gelegene 

Winke l  mit  dem Schei te lpunkt  in z o beim (3bergang zur ~-Ebene im u 

vergrSsser~ - -  es bes teht  die sogenannte  Winkelproportionalith't bei der  Ecken- 
71 
abbildung - -  und es wird die ins Innere  yon G1 weisende Rich tung  der Winkel-  

ha lb ierenden des Eckenwinkels  yon G~ bei zo in die radiale  R ich tung  beim ent- 

sprechenden P u n k t  ~o auf  ~ i ibergefiihrt .  Vers teh t  man  daher  un te r  W nun- 

mehr  den Winke l  des Vektors  z - - z  o m i t  der >>inneren,> Winke lha lb ie renden  

des Eckenwinkels  yon GI bei zo, so muss in der  zuletzt  hergele i te ten  Formel  ~p 

durch  --~p ersetzt  werden, und ~p ist n u n m e h r  der Bed ingung  zu un te rwer fen  
71 

2 

W ir  formul ie ren  das Ergebnis  als 

Satz X X :  Wird das Gebiet G des Satzes X I X  in der w-Ebene auf  das 

Gebiet G1 des Satzes I V  in der z-Ebene mit Hilfe der Fu,ktion w = f ( z )  kon- 

form abgebildet und versteht man unter ~p den Winkel, de~ die Richtung yon z o 

~ach z mit der in neren Winkelhalbierenden des Eckenwinkels von G 1 bei Zo bildet, 

so gilt 

f(z)--wo--7~'f'(z) _ 7 + 2 0 ( 7 1  1 k+ k_ ~ t  (57'2) - -  sin z r ~ +  I "]- s i n  "/r, + 8 ( Z - - g O ) '  ] 0 ]  ~<Z I '  

z - -  Zo 71 7~ / 

wo e(Z--Zo) gegen o konvergiert, wenn z so aus dem Inuern yon G1 im 

gegen zo strebt, dass I~p[ < 7t _ ~, ~ > o bleibt. 
~ 2  

22--34472. Acta mathematica. 64. Imprim6 le 1 novembro 1934. 

Winkel 
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58. Gleichmh'ssige und allseitige Stetigkeit der .Drehung am Rande. Aus 

dem Beweis des Satzes V ergibt  sich, wenn GI~--K~ angenommen wird, dass die 

Formeln  (t4, I) ,  ( I 4 ,  2), (I4, 3) gleichmSssig fiir alle P u n k t e  z o eines Bogens M 

yon 1~ gelten, wie er in Nr. 5o charakter i s ie r t  wurde, wenn dabei z gegen Zo 

in der dor t  gekennzeichneten  Weise  konvergier t .  Die K o n s t an t e  c ist dabei 

nati ir l ich yon z o abhis 

Daraus  folgt  insbesondere fiir 7 = zc, wenn der Rand  G in der U m g eb u n g  

yon w o eine durchweg stetige Tangente besitzt, dass die Gle ichung (I4, 2) fiir die 

Punk t e  eines gewissen Bogens yon ~= um So, bei radia ler  Approx imat ion  etwa, 

gleichmiissig gilt. Die Kons t an t e  c is~ dabei gleich dent Winke l  zwischen den 

innern  Normalen  in den e inander  en tspreehenden  R a n d p u n k t e n  von E ,  und G 

und ist daher  s tet ig auf einem Bogen yon /C~ um z o. Daraus  folgt,  dass (I4, 2) 

fiir einen geeigneten  derar t igen  Bogen um z o und  insbesondere fiir den P u n k t  

z 0 selbst auch bei allseitiger Ann~herung  aus dem I n n e r n  yon E~ r icht ig  bleibt. 

Durch  zweimalige Anwendung  dieses Resul ta ts  ergibt  sich ferner :  t t a b e n  

un te r  den Vorausse tzungen des Satzes IV  die R~nder  von G 1 und  G in den 

Pu nk t e n  Zo, Wo stet ige Tangenten ,  so dass insbesondere 7 = 71 = z ist, so bleibt  

die Formel  (I4, 2) auch richtig,  wenn z aus dem In n e rn  von G1 allseitig gegen 

z o konvergier t .  Dies ist ein Spezialfall  des Lindel5fschen Satzes (Satz u  

59. Das Analogon yon (I4, 3) unter den Voraussetzungen des Satzes X I X .  

Wir  legen nunmehr  die u  des Satzes X I X  zugrunde.  Um dann in 

der Formel  (55, 3) dieses Satzes die Argumente  rechts  und links vergleichen zu 

kSnnen, miissen wir  voraussetzen,  dass 

(59, ')  7 > 2 (k+ + k-)  

ist. Dann  gibt  es positive d, ffir die die Menge der ~p mit  

2 k +  2 k - -  
(59,2) 7 ~  + + d, d > o  

I - -  sin ,/) I + s i n  

nieht  leer ist. Fi ir  en tspreehende z gil t  dann (bei gee igneter  Argument fes t legung)  

f(s) Wo arg --j' ' ~lz) -- arg 
z - -  s o ( 7( )) - -  arg ~ ~- - : + 

I - -  s m  ~p I + s i n  
+ 21 (s  - So). 

Nun  gilt  fiir < i 

arg (I + ~) G arcsin Ir 
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(dies ergibt  sich sofort,  wenn man vom l~ullpunkt  aus eine Tangen te  an den 

Kreis  um den P u n k t  I mi t  dem Radius [~[ legt), t I i e raus  folgt  wei ter  

I< ro in( ( - -  a s  g - - z  - -  z o = I - -  s i n  ~ + I + s i n  + ~ ( z  - -  Zo), 

wo e ( z - - Z o )  gegen o konvergier t ,  wenn z so nach z o strebt,  dass dabei 

~p = : -  arg I -  im Bereich (59, 2) bleibt.  I t i e r  ist der  arcus sinus auf  je- 

den Fall  hSchstens gleich 

Die Formel  (59, 3) 

 r s,n 

gilt  also jedenfalls,  wenn z gegen z o innerhalb  eines 

h inre ichend schmalen Winkels  um den in z o mfindenden Radius  konvergier t .  

Ferner gilt  die ~brmel (59, 3) gleichmSssig, d. h. ~ (z --  Zo) konverg ier t  gegen 

o gleichmEssig fiir einen zo-Bogen M 1 auf  Ez, der den Vorausse tzungen des Zu- 

satzes zum Satz X I X  geniigt,  wenn f i ir  ein festes 'tp-Intervall die Relationen (59, 2) 

mit  festem d > o e~fiillt sind, und z gegen z o jeweils innerhalb des entsprechenden 

~p- Winkels konvergiert. 

60. Das Analogon yon (I4, I) unter den Voraussetzungen des Satzes X [ X .  

Anderersei ts  gel ten un te r  den Vorausse tzungen des Satzes X I X  die Formeln  (54, 2) 

und (54, 3). Beachte t  man  nun, dass fiir jedes z o = e ~& 

(:o) (;o) (60, I) ~ = ~ (Zo, z) = - -  a rg  I - -  = - -  ~ lg I - -  

eine innerhalb  und  auf  1~ beschr~nkte Po ten t i a l funk t ion  yon z ist, die auf  1~ 

fiir # ~ &0 bzw. # T &0 die Grenzwer te  _z bzw. z besitzt, so ergeben sich fiir  
2 2 

die Funk t ion  

=arg/(z)--Wo h++ h_ + ,% 7 ~p (Zo, z), 7 = h_ --  h+,  (60, 2 )  P(z)  
- -  z o 2 ]~ 

die Rela t ionen  

(60, 3) Lira [P(z)[ < k+ bzw. Lim IP(z)[ < k - .  
~ l e o  o T &  
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Aus (60, 3) folgt  aber weiter, dass die Poten t ia l funkt ion  

2 ~V 

naeh oben besehr~nkt ist und fiir '9--"90 auf  E~ einen nieht  positiven Limes superior 

besitzt. I s t  daher  9~ (z) eine innerhalb E ,  regul~re Funk~ion mit  dem Realtei l  

P~(z), so bleibt e~ ~(z) im Inne rn  yon / ~  beschr~nkL und die Randwer te  yon 

le*P ,(~)1 auf  ~ ,  haben fbr  ~ - - ~ o  einen Limes superior, der _--< I i s t .  Daher  gilt, 

wenn z aus dem Innern  yon ~ ,  allseitig gegen z o konvergiert,  Lim le~, (~)1N I, 

und  daher  

Lim[P(z)~ k+ + k- k+-  k- )~ 
2 ~ ~P (Zo, z <= o. 

Genau ebenso ergibt sieh 

Lim (P(z) + k + + k _ + k + - - k _  )~ 
2 - -  ~ g' (So, z ! ->_ O. 

Dies bedeutet  aber, dass man P(z) in der Form schreiben kann  

(60,4) P(z)=O( k+ +2 k-+k+--k-~)(z~ 

wo I o l  < ~ ist und  ~(Z--Zo) gegen o konvergiert ,  wenn z aus dem Inne rn  von 

E~ allseitig gegen Zo strebt. Da andererseits  nach Definition yon 

( S o ,  z )  = - a r g  I - -  = a r g  Zo - -  a r g '  (So - -  ~ ) ,  

wegen arg (z --  Zo) --  arg (z o - -  z) = --  ~8~, arg Zo =- ao, 

(60, s )  ~ (~o, z) = ao - ~ - ~ r g  (z - Zo) 

gilt, fo lgt  aus (6o, 2), dass unter  den Voraussetzungen des Satzes X I X  

ss Man beachte ,  das s  diese Formel  dann  r ich t ig  is t ,  wenn  arg (Zo--Z), a rg  (z--zo) so festge- 

legt  werden,  dass  ~ rg (z0 - - z  ) im In te rva l l  - -  ~- + ~o, ~ + 0o und  a r g ( z - -  z o) im In te rva l l  

\ 2 2 ! 
t i onen  ftir alle z aus K z stet ig.  
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(60,6) arg f ( z ) -  w ~  7 -  2'--EO I) a r g ( z - - Z o ) + e  + P ( z )  

3 h _ - - h +  
ist, wo c - -  7 ~o ist und fiir P(z) die Relation (60, 4)gil t .  Und die 2 

Relation (60, 4) gilt hier gleichmdssig fiir einen z0-Bogen M i auf  E~, wenn ftir 

ihn die Voraussetzungen des Zusatzes zum Satze XIX  erfiillt sind und die Re- 
lationen (54, 2) und (54, 3) gleiehmiissig gelten. 

Es sei noch hervorgehoben, dass bei der Herle i tung der Formeln (60, 4), 

(60, 6), weder yon der Annahme (59, I) noch iiberhaup~ v o n d e r  Annahme, dass 
7 > o ist, Gebrauch gemaeht  worden. ~s 

6I. Herleitung des Lindelbfschen Satzes. Damit  sind under den Voraus- 

setzungen des Satzes X I X  die zu (14, i) und (14, 3) analogen Formeln aufgestell~, 

aus denen offensiehtlieh sich ohne weiteres die zu (14, 2) analoge Formel ergibt. 

Wesentlich ist an diesen Formeln, dass die yon k+ und k -  abhingigen Glieder- 

aggregate etwa fiir ~p ~ o gegen o konvergieren, wenn dies fiir k+ und k -  der 

Fall ist. Daraus folgt, ~hnlich wie in Nr. 58, dass, wenn der Rand yon G unter 

den Voraussetzungen des Satzes X I X  im Punkte z o eine L-Tangente besitzt, die 

Formel (14, 2) f i ir  allseitig gegen Zo konvergierende z gilt  - -  der LindelSfsche 
Satz. - -  

62. Gr&senordnung von f ( z )  und f '  (z). 

Satz X X L  Unter den Voraussetzungen yon Satz I V  gilt, wenn z gegen Zo 

im Winkel  konvergiert, 

(62, 1) 

und f i ir  7 > o 

(62, 2) 

]g - ] Z ,  
lg [ z - -  z0[ 71 7=>0 '  

l g l z - - Z o [  - ~ - - 1 ' 7 1  7 > 0 "  

Fiir 7 = o abet gilt 

(62, 3) Lim lg I f '  (z)l ~ I, 
I 

lg  ]z - Zo ] 

~s Das Hanptresultat (6o, 4), (6o, 6) dieser Nummer finder sieh im Prinzip bei W. GI~OSS (I) 
pp. 273--279. 
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(62, 4) Lim ~o __--> o. 
I 

lg  I z - z 0 l  

B e w e i s :  Beim Beweis von (62, I) geniigt  es, G1 ~ K~, 71 ~ z anzunehmen,  

da, wegen 7~ > o, (62, I) sich durch Division der beiden analogen Formeln  er- 

gibt,  die sich auf die Abbi ldung yon G und G1 auf das Innere  des Einheits- 

kreises beziehen. Dann  aber folgt  (62, I) unmi t te lbar  aus dem Satz X X I  ~ der 

welter  un ten  in dieser Nummer  bewiesen wird. 

(62, 2) ergibt  sieh fiir 7 > o, wenn man die Formel  (I~, 3) logari thmiert :  

l g  I f  (~)1 - l g  I f ( z )  - wol + lg  I~ - -~ol - l g  y-  ~ o ,  
71 

dureh l g ] z - - Z o l  dividiert  und (62, 1) berfieksichtigt:  

iglf'(z) l • ~- I - -~O.  
lg ] z - -  z o ] 71 

Ffir 7 ~ o  aber folgt  aus ( I I ,3 )  

l g  I / '  (~)J - l g  W(~)  - ~ o l  + l g  I~ - ~ol - ~  - : r  

I 
Dividieren wir aber die linke Seite durch lg [z--Zo] '  so bleibt  auf  jeden Fall  

der Lira der  l inken Seite nicht positiv. W e g e n  (62, I) folgt  dann (62, 3). 

Um aber (62, 4) zu beweisen, gehe man yon der Formel  

(62, 5) 
f(~) - Wo = / / '  (u) d~ 

mit geradlinigem In tegra t ionsweg  aus und beachte,  dass, wegen (62, I), fiir y : o  

I f ( ~ )  - Wol __>- Ix - ~ol ~ 

ffir beliebig kleine positive e gilt, sobald z, in einer festen W i n k e l u m g e b u n g  

yon z o i n  GI bleibend, nahe genug an z o herankommt.  Daher  l iefert  (62, 5) fiir 

hinreichend kleine ]z --  Zo[: 
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I I~ - ~.ol ~ --< '(u)l  d u ,  

ZO 

ZO 

1 

l g  ] z -  Zo] 

Satz 
gen z o im 

woraus, da , beliebig klein angenommen worden kann,  (62, 4) ohne weite- 

res folgt .  

Aus (62, I) folgen die am Schlusse der Nr. 30 angegebenen T~tsachen fiber 

(3 o, I) und (3o, 2) ohne weiteres. 

X X I  ~ Uuter den Voraussetzungen des Satzes X I X  gilt, wenn z ge- 
Winkel konvergiert, 

(62, 6) L i m l l ~ [ f ( z ) - - W o [  7 l < k +  + k -  
lg ]z --  Zo] = 

a n .  

I 
Zum Beweis wende man  auf  die Funkt ion  -: lg ( f ( z ) -  Wo) den 

Fiir diese Funkt ion  ist  z / = -  Y. Dann  ergibt sich aus (43, 3) 

Sa~z XVI 

woraus die Behauptung  des Satzes unmib~elbar fo lg t ?  4 

w I 2 .  

63. 

rungssatz 

gleichen 

Ergiinzungssittze zum Randverzerrungssatz fiir Spitzenabbildungen. 

Allgemeine Charakterisierung der Resultate. Wi~hrend der Randverzer- 

uuch fiir 7 ~ o gilt, lussen sich ~us ihm in diesem F~lle nicht  die 

Folgerungen ziehen, wie sie ffir 7 > o in den w167 5, 5 und II  gezogen 

84 Die Rela t ion  (62, I) f inder s ich  ffir G~ = K z in  W.  G R o s s  (2) p. 6I ,  wo s ich zug le ich  (p. 6o) 

~uch der  Satz  X X I  ~ finder, m i t  e twas  ande ren  B e z e i c h n u n g e n ,  aber  sogar  u n t e r  e twas  all- 

g e m e i n e r e n  A n n a h m e n  fiber den  R a n d  yon  G. Ffir den  Spezial ful l  G 1 = K z ,  7 ~ 7I i s t  (62, I) m i t  
d e m  Satz  3 in u (2) p. 31 a e q u i v a l e n t .  
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worden sind. Dennoch bleiben verschiedene der oben hergeleiteten Tatsaehen 

auch ffir 7 - ~ ~  richtig, zum Tell unter  geeigneten einschr~nkenden u 

zungen. 

Dies gilt erstens fiir die Formel (I4, l), die ja in der Nr. I4 auch ffir 7 = 0  

bewiesen wird. Ebenso bleibt auch der im w 5 hergeleitete Satz iiber den Quo- 

tienten f ( z ~ ) -  w o bei Approximation im Winkel, ffir 7 ~  o < y~ spezialisiert, 

richtig, wie in Nr. 64 bewiesen werden wird. 

Wird ferner vorausgesetz~, dass einer der in der Spitze zusammenstossenden 

Randzweige yon G dort eine L-Tangente hat, ebenso wie der entsprechende Rand- 

zweig in G~, so gilt der Satz fiber den Quotienten .f(z~) wo auch bei halb- 

sei t iger Konvergenz gegen zo an jenem Randzweig yon G~ (Nr. 64, Satz XXII). 

Wird aber endlich vorausgesetzt, dass die beiden in der Spitze zusammen- 

stossenden Randzweige yon G, ebenso wie die entsprechenden Randzweige yon 

G1 in w 0 bzw. Zo L-Tangenten besitzen, so bleibt nich~ nur der Satz fiber den 

Quotienten f ( z o . ) -  w o bei allseit iger Ann~herung an Zo richtig, sondern es gelten 
f (za) - -  Wo 

auch die Formeln (14, 2), (14, 3) bei allseitiger Approximation (Nr. 65--67), und 

es bleibt dann ferner auch der im w 5 hergeleitete Satz fiber den Quotienten 

f'(z~) bei Approximation im Winkel, sowie die Formel (62, 2) gfiltig. 
f '  (z,) 

6 4. Rela t ive  Schwankung  der absohden Verzerrung  am Rande .  Sa t z  X X I I .  

E s  mSgen die Voraussetzungen des Satzes  V I I I  gelten, es sei  abet  j e t z t  o - - 7  < 71. 

] )ann  gilt,  wenn  zl und  z~ iiber eine Winke lumgebung  von zo in  G 1 derart  nach z o 

streben, das8 dabei  f i i r  f e s t e  pos i t ive  e~, e~ 

(64, I) o < el < ]zl - -  Zo[ < e,~ < 

bleibt, 

(64, 2) .f(zl) - - . f (zo)  f ( z~)  - -  f ( z  1) 
f(z~.) - -  f(Zo) --) I, )(Z~) - -  f(Zo) -+ O. 

W i r d  f e r n e r  vorausgesetzt,  dass einer der beiden in  Wo zusammenstossenden Rand-  

zweige  yon G - -  er sei m i t  C bezeichnet - -  in  w o eine L - T a n g e n t e  besitzt, ebenso 

wie  der entsprechende R a n d z w e i g  C 1 yon GI, 8o bleibt die Formel  (64, 2) richtig,  

wenn z j ,  z.2 gegen z o halbseitig am Rands t i i ck  C 1 streben. - -  Bes i t z en  endlich die 
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beiden in Wo zusammenstossenden Randzweige yon G in Wo L-Tangenten, ebenso wie 

die entspreehe~den Randzweige yon G 1 in s0, so bleibt (64, 2) richtig, wenn z~, s 2 

gegen Zo aus G 1 allseitig konvergieren. 

Beweis. Es darf  ohne Beschr~nkung der Allgemelnhei t  G , - - K ~ ,  s 0 ~ - I  

vorausgesetzt  werden. In  der Tat  k~nn ja  die Abbildung yon G 1 auf  G auf  

dem Umwege fiber Kz ausgefi ihrt  werden, wobei die Bedingung (64, I) wegen 

der Aussage c) des Satzes V I I I  in eine anuloge Bedingung iibergeht. 

I 
Man befraeh~e nun die Funkt ion  h ( z ) : ~  lg ( f  (z) -- Wo), deren Realteil  in 

G, irgendwie normier t  sein mSge. Aus der Formel  (I4, t), die ja  aueh fiir 7 : o in 

Fig. 2. 

Nr. I4 bewiesen wurde, folgt,  dass ~ h(z) in der Umgebung yon z : I stetig ist. 

W e nde t  man  daher  auf  die Funkt ion  h(z) den Zusatz 2 zum Satz XVI  mit  

,% ~ o an, so folgt  aus (45, 6) 

3) h (zl) - h o, 

womit die erste Formel  (64, 2) bewiesen ist. D i e  zweite Formel  folgt  daraus un- 

mittelbar.  

Wi rd  aber vor~usgesetzf, d~ss die Randzweige C, C1 L-T~ngenten besitzen, 

so verfahren wir ganz analog wie in Nr. 19. Ohne Besehr~nkung der Allge- 

meinheit  d~rf vorausgesetzt  werden, dass erstens Zo ~ o und das Gebiet G 1 mi t  

dem Kreissektor  identisch ist, der aus dem Einheitskreis K~ durch die beiden 

unter  dem Winkel  - zur negat iven reellen Axe geneigten Radien herausgeschnit-  
4 

23--34472. Acta mathematica. 64. Imprim6 le 31 octobre 1934. 
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ten  wird, zweitens, dass w o = o ist und  alas Randst i ick C yon G mi t  einer  der 

beiden Tei ls t recken der reel len Axe in der w-Ebene ident isch ist, die zwischen 

w o ~--o und  w o-~ I bzw. w o = o und w o = - -  I liegen, ferner ,  dass G vollst~ndig 

in der oberen H~lf te  des Einhei tskreises  K~ der w-Ebene enthal ten  ist. Endl ich  

dar f  angenommen werden, dass das Bild C I d e r  Strecke C einer  der  beiden Be- 

grenzungsradien  des Kreissektors  G~ ist. 

N u n m e h r  spiegele man  wieder  die Gebiete  G bzw. G 1 an den St reeken C 

bzw. C 1 und  wende auf  die dadurch  en t s tandenen  ~>verdoppelten, Gebiete  die 

Rela t ion (64, 2) an. Sie gilt  nunmehr  in einem Winke l  um C~ mit  der Spitze 

in z o woraus unsere  Behaup tung  ohne weiteres folgt.  Dami t  ist zugleich auch 

die letzte  B e haup tung  yon Satz X X I I  und daher  der ganze Satz X X I I  bewiesen. 

65. _Ein Gegenbeispie l .  Inwie fe rn  kann  man  erwarten,  dass die Formeln  

(I4, 2) und (I4, 3) fiir 7 = o, d. h. im Falle e iner  Spitze r icht ig  bleiben? 

Ein Bliek auf  die F igur  2 lehrt ,  dass die Giiltigkei~ yon (I4, 2) und  d a m i t  

aueh yon (I4, 3) im al lgemeinen Fal l  nieh~ zu erwar ten  ist. In  der  Ta t  wiirde 

aus (I4, 2), auch nur  fiir radiale Konvergenz  yon z gegen z o, folgen, dass der 

nach z o f i ihrende Radius  yon ]~'~ auf  eine Kurve  abgebilde~ wird, fiir die die 

Tangen t en r i ch tung  sich stetig der Tangen t en r i ch tu n g  im P u n k t e  w o anschliesst.  

Nun  bildet der in der F igur  2 zwischen den beiden Zickzacklinien eingeschlos- 

sene Bereieh im Punk t e  w o eine Spitze, denn die beiden Zickzaeklinien besitzen 

offenbar in w o eine gemeinsame Tangente .  Anderersei ts  l~ann man die Bre i ten  

der einzelnen Teilstiicke unseres Zickzackbereiehes zu gegebenen Ne igungen  der 

Tei ls t recken des Randes  so w~hlen, dass innerhalb  dieses Bereichs keine e infache 

Kurve  bis w o ver laufen kann,  deren T a n g e n t e n r i c h t u n g  sich an die Tangenten-  

r i ch tung  im P u n k t e  w o stet ig anschliesst.  

Man b rauch t  hierzu offenbar nu r  zu verlangen,  dass es in bel iebiger  N~he 

des Punktes  w o Sehnen geben muss, deren  Rich tungen  yon der R ich tung  der 

Spi tzen tangente  um einen fes ten poslt iven Winke l  abweichen. Hierzu braucht  

man aber  nu r  daffir  zu sorgen, dass die Winkel ,  die die in der F igur  punk t i e r t  

gezeiehneten Yerb indungss t recken  der aufe inander fo lgenden  Eckpunk te  der ein- 

spr ingenden Ecken  mit  der Sp i tzen tangente  bilden, absolut  genommen,  oberhalb  

einer f e s t e r  posi t iven Zahl  bleiben. - -  

Es sind daher  erg~nzende Vorausse tzungen nStig, um die Gii l t igkei t  der 

Formeln  (I4, 2), (14, 3) auch im Falle  7 ~-- o, 71 > o sieherzustellen. Eine  solehe 

Bedingung  ist nun,  wie wir zeigen werden,  die, dass die beiden in w o zusammen- 
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s tossenden Rands t i icke  im P u n k t e  w o L - T a n g e n t e n  besitzen,  - -  dass also, wie 

wir sagen werden,  G in w o dne L-Tangentenspitze besitzt.  U n d  zwar  gel ten 

dann  unsere  Formeln ,  wenn  z aus dem I n n e r n  yon G1 allseitig gegen z o kon- 

vergier t ,  sobald auch die beiden Randzweige  yon G~ in Zo L-Tangen ten  haben.  

B e i m  Beweis werden wir  yore Sa~z X V I I  Gebraueh  zu m a c h e n  haben.  

66. Vorbereitende Transformation von G. U m  den Satz X V I I  anwenden  

zu kSnnen, mfissen wir  zuers~ den Bereich G des Satzes I V  mi t  e iner  L-Tan-  

gentenspi tze  in w o geeignet  t r~nsformieren .  Ohne Besch rankung  der Al lgemein-  

heir  da r f  G1 ~ K~, z o = I vor~usgesetz t  werden.  Nun  verb inden  wir  die be iden  

in w o zusammens tossenden  Rands t i icke  in der  Nahe  yon Wo durch  e inen Quer- 

schni t t  des Gebietes  G und be t r ach ten  das durch  diesen Querschn i t t  abgeschni t -  

tene,  die Spltze en tha l tende  Teilst i iek G' yon G. Bekann t l i ch  lasst  sich die Ab- 

b i ldungs funk t ion  f l  (z) von G' auf  K~, die z o ~ I in Wo fiberfiihrt ,  in tier Fo rm 

dars te l len  f(~0(z)), wo f ( z )  die Abb i ldungs funk t ion  des Satzes I V  ist  und  ~0 (z) 

im P u n k t e  z ~ I regu la r  ist und  dor t  eine von o verschiedene Able i tung  besitzt .  

(Vgl. die in Nr .  13 fiber das Gebie t  G* anges te l l ten  tJber legungen.)  D a h e r  streb~ 

arg  q~' (x) e inem fes ten Grenzwer t  zu, wenn  z in Kz al lsei t ig  gegen z o - -  I kon- 

vergier t ,  und  m a n  darf  sich auf  die B e t r a c h t u n g  von G' beschranken.  Man  ver- 

langere  nun  das eine der beiden in w o zusammens tossenden  Randst f icke  C1, Ce 

yon G', e~wa C~, l~Lngs der  Spi tzentangen~e und bilde ein von einer J o r d a n k u r v e  

begrenztes  Gebie t  G", das G'  ebenso wie die yon w o verschiedenen P u n k t e  yon 

C~ im I n n e r n  en tha l t  und  zu dessen B e r a n d u n g  sowohl  C1 als auch ein Stfick 

der ve r l anger ten  Spi tzentangen~e geh5rt .  D a n n  ha t  der  Rand  yon G"  im P u n k t e  

w o eine L-Tangen te ,  so dass nach  dem LindelSfschen Satz  (Satz VI)  bei tier Ab- 

b i ldung von G"  auf  die H a l b e b e n e  ~ u  > o, wobei  Wo in den l~ul lpunkt  fiber- 

geht,  alas A r g u m e n t  der  Abb i ldungs funk t ion  einen fes ten  Grenzwer~ besitzt,  wenn 

w gegen w o strebt .  Bei dieser  Abb i ldung  geh t  das Gebie t  G '  in ein Gebie t  G (~) 

mi t  der Spitze in u - - o  fiber, wobei  das eine der in der  Spitze zusammens tos -  

senden Randst f icke  ein Stfick der  reel len u-Axe ist, wiihrend das ~ndere - -  wir  

bezeichnen es mi t  C ~ -  wiederum eine L -Tangen t e  in u ~ o besi tz t  (vgl. Nr.  17). 

W i r  k5nnen  also n u n m e h r  G durch  G (a) ersetzen. 

Wiederho len  wir denselben Prozess  mi t  G (31 und Ca, so geh t  G (3) in ein 

Gebie t  G (*) e twa in der  v-Ebene fiber, das eine Spitze e twa  im P u n k t e  v ~ o be- 

sitzt, wobei das eine der beiden in v ~ o zusammens tossenden  Rands t f icke  ein 

Stiick e twa  tier nega t iven  reel len Axe ist, das andere  aber  in tier 1qahe von u - -  o 
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ana ly t i sch  is~ und im P unk t e  u = o selbst  eine L - T a n g e n t e  besitzt.  D a h e r  k a n n  

man  G durch  G (~) ersetzen. 

Endl ich  kSnnen wir  vom Gebie t  G (~) m i t  t t i l f e  eines gee igne ten  geradl ini-  

gen Querschni t t s  ein Tei lgebiet  abgrenzen  und  sodann die Ecken durch  Kreis-  

bogen ,>abrunden,>. So ge langen  wir  zu e inem Gebie t  G (~) in der  t -Ebene mi t  

der Spitze in t ~- to  = o. 

N u n  un te rsehe ide t  sich bei j edem einzelnen SchrRt  unsere r  Reduk t ion  das 

Able i tungsa rgumen~ der Abb i ldungs funk t ion  des al ten Gebietes  auf  K~ yore Ab- 

l e i t u n g s a r g u m e n t  der  Abb i ldungs funk t ion  des neuen Gebietes  auf  K~ n u r  um 

eine GrSsse, die e inem fes ten Grenzwer t  zust.rebt, wenn z in K~ al lsei t ig gegen  

z 0 = I konvergier t .  I s t  daher  die F o rm e l  (I4, 2) fiir die Abb i ldung  des Gebie tes  

G zu beweisen,  so geni igt  es, den Beweis fiir das Gebie t  G (5) zu fi ihren. 

wo-O 

Fig.  3. 

67. a r g f ' ( z )  bei der Abbildu~g einer L-Tange~tenspitze. Beim Beweis der  

Fo rme l  (I4, 2) di irfen wir  annehmen ,  das G1 ~ K~, und 7 = ~ ist~. F e r n e r  da r f  

naeh  dem in Nr.  66 Gesag ten  a n g e n o m m e n  werden,  dass  das Gebie t  G yon 

vornhere in  die E igenseha f t en  des ~ Gebie tes  G (5) und  daher  insbesondere  die in der  

F igu r  3 gezeiehnete  Ges ta l t  besRzt. In sbesonde re  sei Wo = o vorausgesetz t .  Bil- 

det nun  w - - f  (z) das Inne re  von G so auf  K~ ab, dass dabei  w - - o  in z =  I 

i ibergeht ,  so muss  in jedem yon z = I versehiedenen  P u n k t  yon/~'z a r g f  (z)ste-  

r ig sein, da  der  R a n d  yon G fiberalI  bis auf  w = o eine s te t ige  T~ngente  besitzt .  

Fe rne r  ist  der Gesamtzuwaehs ,  den die T a n g e n t e n r i e h t u n g  an G erfiihrt,  wenn  

man  yon der  Spitze aus den R a n d  in pos i t ive r  R i ch tung  durehlguf t ,  gleich m 

N o r m i e r e n  wit  nun  a r g f ' ( z )  so, dass es auf  der  oberen Hg l f t e  yon Ez in der 

U m g e b u n g  yon z = I sieh wenig yon - unterscheide t ,  und  beachten ,  d a s s  der  
2 

Gesamtzuwachs  ~ der Tangen~enr ieh tung  lgngs d e s  Randes  yon G gleich ist  

dem Gesamtzuwaehs  2 z der T a n g e n t e n r i c h t u n g  an  /gz plus dem G a s a m t z u w a c h s  

yon a r g f ' ( z ) ,  so sehen wir, dass fiir unsere  B e s t i m m u n g  yon a r g f '  (z) 

a rg  f '  (e' o,) __+ er, a rg  f '  (e r a.) __+ _ _~ 
,9,1o 2 o l o  2 
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gilt .  U n d  aus  der  S t e t i g k e i t  yon  a r g f '  (d ~) fi ir  o < & < 2 z  folgt ,  dass  

] a r g f ' ( d ~ ) ]  gleichm~issig be sch r~nk t  ist. U m  n u n  dasse lbe  fi ir  ] a r g f ' ( z ) ]  in K~ 

zu beweisen,  w e n d e n  wi r  a u f  die F u n k t i o n  lgf ' (z)  den Sa tz  X V I I  an. D e n n ,  

dass  die V o r ~ u s s e t z u n g e n  dieses S~tzes ft ir  ~ l g f ' ( z  erffill~ s ind,  h a b e n  wir  

soeben  bewiesen.  D a  andererse ibs  der  R a n d  von  G rek t i f iz ie rbar  is~, ist  be- 

k a n n t l i c h  
2 n  

. y  
0 

ffir o ~ r < I beschr~nk~ ~6. D a r a u s  fo lg t  abe r  bekannf l i ch ,  g le ichm~ss ig  in r 

dass  auch  das I n t e g r a l  

97~ 

(b) f 1 lg  I f '  (r ei :~)[[ d & 

0 

gle ichm~ss ig  in r beschr~inkt ist  ~6 woraus  ohne  wei te res  fo lg t ,  dass  a u c h  die 

au f  den ReMte i l  yon  l g f ' ( z )  bezi igl iche V o r a u s s e t z u n g  des Satzes  X V I I  erfi i l l t  

ist. D a h e r  gi l t  

I + z  i f d : ~ + z  f,  (67, I) lg  f '  (z) = i u ............. + v + . . . .  a rg  (e' ~) d ~9 

- -7g  

mit  reel len u u n d  v. N u n  ge l t en  f(ir die in  K~ schl ichte  F u n k t i o n  f(z) die Un- 

g l e i c h u n g e n  des Verzer rungssa tzes37  

I - -  ]Z ]  I ]Z ]  
(i- --< ].Z' __ ] 

sowie die U n g l e i c h u n g  des D r e h u n g s s a t z e s  ~s 

80 Vgl. BIEBERBACH (I), pp. I 8 2 - - I 8 3 .  
86 Vgl. OSTROWSKI (I)  U. (2). 2kUS der Beschr/~nktheit yon (a) folgt zuerst nur die Be- 

2 ~  

f T p + + schr/~nkthei~von l g [ f  (re i~)[do,woallgemeinlg b = l g b  ftir b-~I und lg b = o  ffir b < z ist. 

0 
Dass aber dies mit tier Beschr~nktheit yon (b) ~iquivalent ist, habe ich in (I), p. 82 angegeben und 
in (2) p. 26I Fussnote ausgeffihrt. 

87 Vgl. z. B: BIEBERBACH (2), p. 77. 
~s Vgl. z. B. BIEBERBACtt (2), p. 8I. 



18"2 Alexander  Ostrowski. 

[ a~g f '  (z) [ < 2 lg  - - - - -  
, + 

i 

D a r a u s  fo lg t  aber ,  w e n n  z im W i n k e l  gegen  I st rebt ,  

Ande re r s e i t s  

Satz  X V I ,  

aber  fo lgL wegen  de r  B e s e h r g n k t h e i t  von a r g f '  (e ~~ uus (43, 3), 

. ]  e ~ ~ z a rg  f ' ( e  / d ,9 - 0 lg I - -  I Z ]  ' 

D a h e r  e rg ib t  s ieh aus (67, I) 

i u  

sodass  u ~ o ist. D a m i t  e rg ib t  sieh aus (67, I )  

If a rg  f '  (z) ---- 2-~ 
( I - -  r ~) a rg  . f '  (e / o) d ,% z = r e i % 

I - -  2 r cos (v % - -  ~) + r 2 

sodass l a r g f '  (z) l in K~ beschrdnkt  ist. N u n m e h r  hu t  m a n  naeh  dem b e k a n n t e n  

S e h e m a  zu ve r f ah ren .  Fi i r  die P o t e n t i M f u n k t i o n  ga (z) = - -  a rg  (I - -  Z)  des Sat- 

zes I I  hu t  die in K~ beschr i ink te  P o t e n t i M f u n k t i o n  a r g f '  ( z ) - - ~  au f  Ez be- 

sehri~nkte u n d  bis auf  z = - -  I s t e t ige  R a n d w e r t e ,  wobei  der  R a n d w e r t  f a r  z-=-i 

v e r s c h w i n d e t  D a r a u s  folg~ uber  b e k a n n t l i c h  f i i r  z --* I bei a l l se i t iger  K o n v e r g e n z  

aDS Kz 

arg  f '  (z) = ga + o (I) - -  - -  a rg  (z - -  I ) - -  :7~ -1- o (I), 

womi t  (I4, 2) (und damit wegen (I4, I) aueh  (I4, 3)) bewiesen  ist. 

68. Das  Verzerrungsverhd l tn f s  i m  Fa l l e  t'on L - T a n g e n t e n s p i t z e n .  Under  der  

g le ichen  Zusa tzvor~usse tzung ,  u n t e r  der  oben  die F o r m e l  (I4,  2) ffir  Sp i tzenab-  

b i l dung  he rge l e i t e t  wurde ,  u n t e r  der  A n n a h m e  ns  dass die in den Punk%en 

z o u n d  w o zus~mmens to s senden  l~andzweige  yon  Gj u n d  G L - T a n g e n t e n  in  d iesen  

P u n k t e n  besi tzen,  liisst sich aueh  der  Satz  X X I [  f iber das abso lu te  Verze r rungs -  
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verh~ltnis fiir 7 ~  o etw~s 

nuch S~tz X X I I  die Formel  

183 

versch~rfen.  Zun~chst  gilt  bei L-Tangen tensp i tzen  

(68, I) f ( z l )  - -  w o  ---)I 

unte r  der Annahme  (64, I), wenn z aus dem I n n e r n  yon G 1 aIlseitig gegen zo 

konvergier t .  

Duri iber  hindus gel ten aber nunmeh r  aueh die Rela t ionen 

(68,2) 7"{t I~121 \Z1(2'$ -- Z0/Tl ' - -  ~'0' 

lg If' 71 
(68, 3) lg ] z -  z ol 

wenn fiir feste positive G, c~ 

(68,4) G ~ I z'z~ ---- z~~ ~= 

gilt  und z, zt ,  z~ im Winke l  a u s  G 1 gegen z 0 streben.  

Beim Beweis yon (68, 2) and  (68, 3) darf  nach (zI, 2) und (62, I) vorausgesetzt  

werden,  dass GI -~  Kz und z o ~ I i s t .  Man bet raehte  nun  die Funk t ion  

I 
h (z) = ~- lg ((z -- Zo) f '  (z)). 

Dann  l~sst sieh das oben bewiesene Resul ta t  tiber die Giil t igkeit  yon (i4, 2) fiir 

y = o bei allseit iger Konvergenz  yon z gegen z 0 = I aus dem In n e rn  yon 1~ so 

formulieren,  dass d~nn 

~h(z) ~ c  

gilt. Daraus  folgt  aber, d~ss die l~andfunkt ion yon ~ h ( z )  in einer Umgebung  

yon Z o :  I in K~ beschr~nkt  ist, und daher  in der Umgebung  yon z0 auf  

E~ nuch Futou  bis auf  eine Nul lmenge  eine Randwer t funk t ion  besitzt, die in z o 

s tet ig ist. Daher  geniigt  die Funk t ion  h(z) der Vor~ussetzung des Zusutzes 3 

zum Satze XVI ,  wobei die P u n k t m e n g e  M dieses Satzes aus dem einen P u n k t  

z o--~ I besteht.  D~nn l iefer t  der Zus~tz 3 zmn Satz X V I  unmit te lbar ,  wegen 

(45, 
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lg I (~  - ~ o ) f  (~ ) l  - lg I (~  - ~ o ) f  (~ ) l  --' o,  

wenn zl und  z~ im Winkel  gegen Zo konvergieren und (68, 4) gilt, womit  (68, 2) 

bewiesen ist. Anderersei ts  aber l iefert  die Behauptung (43, 3) des Sa~zes XVI,  

uuf h(z)  angewandt ,  da ja jetzt  k+ (~o)=  k - ( ~ o ) =  J ( ~ o ) =  o ist, die Behaup tung  

(68, 3) unmittelbar .  

Wir  fassen unsere ResuRate zusammen im 

S a t z  X X I I I .  I s t  un ter  den Vorausse tzungen des Satzes  I V  7 = o und  besitzen 

die in  z o bzw. w o zusammens tossenden  B a n d z w e i g e  yon G 1 bzw. G in diesen P u n k t e n  

L -Tangen t en ,  so gi l t ,  wenn  das P u n k t e p a a r  Zl, z~ aus dem I n n e r n  yon G 1 so gegen 

z o konvergiert ,  dass dabei ] z ~ _ - - Z o [ z w i s c h e  n f e s t e n  pos i t iven  Schranken  bleibt, 

m m 

I z x - -  z o [ 

(68, 5) arg f '  (z) + arg (z - -  Zo) ~ c, 

f i i r  eiue K o n s t a n t e  c, wenn  z al lse i t ig  gegen z o geht;  

,lOt 
(z~) \ z , , - Z o !  ' 

wenn  zl  und  z 2 i m  W i n k e l  gegen z o gehen; 

(68, 7) ag [z-,~o [ ~ -  ;~ 

wenn  z aus G~ i m  14zinkel gegen z o geht. 


