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P r e f a c e .  

L e  p r o b l ~ m e  de la  d ~ c o m p o s i t i o n  d ' u n e  f o n c t i o n  en  p a r t i e s  p lus  s i m p l e s  a 

~t~ ~tudi~ d e p u i s  les  p r e m i e r e s  r e c h e r c h e s  de l a  t h ~ o r i e  des  fonct . ions a n a l y t i -  

ques.  Les  cas  ~ l~men ta i r e s  c o m m e  p. ex. l a  d ~ c o m p o s i t i o n  d ' u n e  f r a c t i o n  r a t i o n -  

ne l l e  en  s o m m e  de f r a c t i o n s  s imp les ,  ou  b i en  l a  d ~ c o m p o s i t i o n  d ' u n  p o l y n S m e  

en  p r o d u i t  de  b inSmes ,  s o n t  c o n n u s  d~j~ d e p u i s  q u e l q u e s  si~cles.  O n  ~ t u d i a i t  

~ g a l e m e n t  d e p u i s  l o n g t e m p s  des  d ~ c o m p o s i t i o n s  des  f o n c t i o n s  t r a n s c e n d a n t e s  par -  

t i cu l i~ r e s  (p, ex. les  f o n c t i o n s  t r i g o n o m ~ t r i q u e s ) .  

l~Iais, p r o b a b l e m e n t ,  les  p r e m i e r e s  c lasses  assez  g~n~ra les  des  d~compos i -  

t i o n s  d a t e n t  d e p u i s  l a  f o n d a t i o n  de  l a  t h~or i e  des  f o n c t i o n s  h o l o m o r p h e s  p a r  



Sur les d6compositions 4es fonctions analytiques uniformes. 

Cauchy. Sans vouloir fa i re  ici une ~tude his tor ique de ces questions, nous men- 

t ionnerons seulement  les d~compositions en s~ries de f rac t ions  simples trouvdes 

par  Cauchy pour  une classe assez ~tendue de fonct ions  m~romorphes  1 ainsi que 

les dgcompositions en produits  de bin6mes dl6mentaires, 6tablies par  Laguer re  

pour  une classe de fonctions entiSres (les fonct ions de genre o). ~ 

Mais les premi6res recherehes vra iment  g~n~rales dans cet te  direction pro- 

v iennent  sans doute  de l '4cole de Weierstrass .  I1 s 'agi t  ici des ddcomposit ions 

de Weiers t rass  pr~sentant  une fonct ion entiSre (ou m~romorphe) sous forme 

d 'un produi t  de facteurs  pr imaires  et sur tout  des d~compositions de Mittag- 

Leffier. 

Les recherches de Mit tag-Leff ler  se r a t t a c h a n t  ~ ce sujet  out  abouti  ~ deux 

rdsultats:  premiSrement,  qu'il  existe une fonct ion analyt ique uni forme ayan t  des 

points singuliers isol~s choisis a rb i t ra i rement  d 'avance,  et prdsentant  en ces points 

des part ies principales choisies dgalement  d 'avance d 'une maniSre quelconque.  Le 

deuxi~me r~suitat,  qu i  s 'obt ient  d 'ai i leurs  imm~dia tement  du pr~cgdent peut  s'gnon- 

cer ainsi: une fonction analytique uniforme f(z)  peut ~tre toujours reprdsentde comme 
somme de deux fonctions f l  (z) et f~ (z) dont ,une n'est singuli~re qu'aux points singu- 
liers isol~s de f (z)  et ~ leurs points limites, tandis que la seconde n'est singuli~re 
qu'aux points singuliers non-isolds de f(z). 

Cette d6composit ion de Mittag-Leffler  forme le premier  exemple d 'une dd- 

composit ion d 'une fonct ion analyt ique un i forme g6n6rale en somme de deux fonc- 

t ions aux ensembles de points singuliers plus simples que celui de la fonet ion 

primitive. 

Depuis la publicat ion de ces rdsultats  de Mit tag-Leff ler  il y a eu beaucoup 

de t ravaux concernant  les d6composit ions en somme ou en produit ,  ~ mais il 

semble bien que nulle part ,  avan t  le mdmoire de ~I. M. Fr~chet  dans Aeta  

math. ,  t. 54, on n 'a i t  repris  l 'idge de la dgeomposit ion d 'une  fonc t ion  f (z)  en 

deux fonct ions  aux ensembles de singularit6s plus simples que celui de f(z). 
Avant  de par ler  de ce m~moire remarquons  qu'i l  f au t  d ' abord  pr6ciser dans 

quel sens un ensemble dolt  ~tre consid~r~ comme plus simple qu 'un autre.  II 

est 6vident qu'il  s 'agit  ici d 'une  convent ion  s peu pros arb i t ra i re  et  que pour  

1 Pour les d~tails comp. E. Picard, Traitd d'analyse, t. II, p. I6o. 
I1 y a lieu h noter ici encore des d5compositions importantes mais d'un genre spdcial ob- 

tenues par diff4rents mathdmutieiens, p. ex. les d6eompositions des fonctions fuehsiennes en fonc- 
tion zethafuehsiennes trouvdes par Poincard. A ce sujet comp. P, Appell, Sur la ddcomp, d'une 
lone. m~rom, en ~ldments simples, Mdmorial Sc. Math., t. XXXV][. 

Comp. p. ex. E. Picard, Comptes Rendus, t. 92, I881. 
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chaque d6composition d'un ensemble If' en deux ensembles plus petits on pour- 

rait choisir cette convention de mani6re que les deux parties puissent 6tre con- 

sid6r6es comme plus simples que F. 

M. Fr6chet considbre dans une d6composition d'un ensemble ferm6 arbitraire 
F en deux ensembles ferm6s F 1 et Fs, ces derniers comme plus simples que /~', 

s'ils appartiennent s des classes d'ensembles fix6es d'avance, aucune de ces classes 

ne renfermant la totalit6 des ensembles ferm6s. Bien entendu, quand F appar- 

tient d6j~ s une de ces classes il n'y a pas lieu '~ le d6composer. 

Darts cet ordre d'idges, M. Fr6chet a d6montr6 qu'en prenant pour 1/~ l'en- 

semble des  points isol6s de F avec leurs points limites (c'est done un ensemble 

qui est 6gal ~ la fermeture de l'ensemble de ses propres points isol6s) et pour 

F~ le noyau parfait de l'ensemble F (c'est le plus grand ensemble parfait com- 

pris dans F), on peut toujours d6composer une fonction f (z)  avec rensemble de 

points singuliers 6gal s ~' en somme de deux fonctions f l  (z) et f2 (z) ayant pour 

ensembles de singularit6s respectivement /~'~ ou F~. De la sorte, f~ et f~ appar- 

tiennent effectivement s deux classes de fonctions moins g6n6rales que ceUe de 

fonctions analytiques uniformes. 

M. Fr6ehet a obtenu des th6or~mes analogues encore pour d'autres d6com- 

positions de l'ensemble des points singuliers d'une fonction analytique uniforme 

(comp. le w t de la IImo pattie de notre m6moire). 

Les recherches de ]VI. Fr6chet m'ont amen6 ~ me poser la question, si ron 

ne pourrait pas obtenir une d6composition de la fonetion f(z) correspondant 

une d6composition quelconque de l'ensemble des singularig6s de f (z)  (bien en- 

tendu les deux parties de cet ensemble doivent 6tre ferm6es). 

Ceci correspond s la recherche des d6compositions de la fonction f(z)  en 

deux fonctions avec des ensembles de singularit6s plus simples que celui de f(z), 

la >> simplicit6 >> d'ensembles 6~ant d6finie de mani~re quelconque. 

La r6ponse s la question ci-dessus est affirmative ce qui est 6tabli clans le 

th6or6me fondamental A (comp. w 2, I TM partie). ~ 

Pour obtenir ce thgor~me dans sa forme la plus forte et la plus g6n6rale, 

on est oblig6 de consid6rer des fonctions que j'appelle holomorphes et unifor- 

mes (comp. w I, I re partie), et qui sont localement analytiques, mais peuvent for- 

mer diff6rentes fonctions analytiques dans les diff6rentes regions de leur ensem- 

Des cas particuliers de ce th6or~me ont 6t6 d6montr6 par 1~. Fr6ehet, notamment les eas 
o~t ~'~ et _~ sont isol6s et celui o~t l'un des ensembles F~, F 2 est une somme d'une suite d6nom- 
brable d'ensembles isol6s et ]'autre est 6g~l ~ la fermeture du reste de l'ensemble F. 



Sur les ddcompositions des fonctions analytiques uniformes. 

ble d'existence (off elles sont d@finies) - -  qui est suppos@ ouvert et partout dense 

dans le plan. 

On volt facilement l'opportunit6 et l'utilit@ de l ' introduction de telles font- 

Lions dans nos recherches. En effet, nous sommes obliges d'op@rer constamment 

avec des sommes de foncLions n 'ayant  pas les m~mes points singuliers. I1 est 

donc tout naturel d'exiger que cette somme exis~e pour deux fonctions quelcon- 

ques de la classe dtudi6. Mais: ~~ si l'on admettait  des fonctions s espaces la- 

cunaires (off elles ne sor~ pas d~finies), on pourrait Lrouver deux fonctions dont 

chacune aurait pour ensemble d'existence l'ensemble lacunaire de l'autre, et leur 

somme n'aurait  aucun sens; 2 ~ il y a des fonctions analytiques uniformes dont 

la somme est 6gale, duns les diff@rentes parties du plan, ~ diffdrentes fonctions 

analytiques. 

Ce dernler cas se trouve rdalis6 dans l'exemple I I  du w 4, I~'~ partie. L e  

premier exemple de ce genre a 6t4 trouvd par Poincar~ ~ qui a obtenu en re@me 

temps la dficomposition du th~orbme A dans le cas particulier off l'ensemble F 

est form~ par l'axe rdel, F ~ = l e  segment rectiligne [~  I; + ~] et ~'~ est formd 

par deux demi-droites: [--c~; ~ I] et [+ i; 4- oo]. 

Les r~sultats de ce re@moire ont @t6 6noncds en partie darts les Comptes 

Rendus de l'Acad~mie des Sciences. ~ 

Le re@moire se divise en deux parties. Darts la premiere, on 6tabli~ les 

th~or~mes fondamentaux, tandis que dans la seconde se trouvent les applications 

des thdor~mes de la premiere. 

Le premier paragraphe de la I TM partie est consacr~ ~ la d~finition prdcise 

de la classe des fonctions holomorphes et uniformes (s notre sens) et aux pro- 

pri~tds de eelles-ci. 

Dans le w 2 nous ddmonLrons le thdor~me A clans route sa g@n@ralit@ et, 

dans un compl~ment, nous donnons des mdthodes pour le calcul effectif des dg- 

compositions dont l'existence est ~tablie par le thSor~me A. 

Ces mdthodes effectives exigeant, dans certains cas, l'emploi des fonctions 

auxiliaires aux propri@tds spdciales, nous 6tablissons, dans le w 3, l'existence de 

ces fonctions darts des cas assez g4n4raux. Pour ceci, nous dgmontrons le th4o- 

r~me B qui peat ~tre considdrg comme une g~ndralisation du thdorbme bien connu 

1 Am. Journ. of Math., t. I4, I892. 
2 Comp. N. Aronszajn, Comp. Rend. I94, p. I55; ~96, p. 52I; I96, p. 67z. 
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de Runge  sur l ' approximat ion d 'une fonct ion par  des f ract ions rationnelles,  en 

dehors  d 'un  ensemble ouver t  con tenan t  routes ses singularit6s. 

Dans  le ~ 4 nous obtenons dans divers cas les d6compositions d 'une fonc- 

t ion cor respondant  's une ddcomposit ion de son ensemble de singularit~s. Nous 

appliquons s cet  effet les mdthodes effectives du w 2. Dans certains cas (comme 

p. ex. pour  les f ract ions de Borel, ou pour  les fonct ions de Denjoy  continues 

dans t ou t  le plan), 05 la ddcomposit ion est facile ~ obtenir  d i rectement ,  nous 

mont rons  que par  l 'applicat ion convenable de nos m6thodes on peut  obtenir  la 

m~me d~composition. 

La  seconde part ie  r en fe rme  les applications des thdor~mes A et B. Pour  

ne pas augmente r  encore plus le volume de ce m~moire nous avons dfi laisser 

de cot~ certaines de ces applications. 1 

Dans  le ~ I de cette par t ie  nous consid~rons les d6compositions de Fr6chet  

et  des d~compositions analogues.  Nous  obtenons les r~sultats de M. Fr~chet h 

l 'aide du th~or. A et montrons,  comment  le probl~me g~n6ral pos~ par  M. Fr4chet,  

en ver tu  du m~me th~or~me, se r~duit  s un probl~me de la th~orie des en- 

sembles. 

Dans  le w 2 nous g~ndralisons la not ion de par t ie  principale d 'un  ensemble 

isol~, not ion  que M. Fr~chet  avait  lui-m~me obtenu comme g6n~ralisation de la 

not ion ciassique. Nous obtenons pour  ces pa r t i e s  principales gdn~ralis~es des 

thdor~mes g6ndralisant les th6or~mes de ~r sur le d~veloppement d 'une 

fonct ion en sdrie de ses parties principales. 

Le w ~ est consacr~ aux ddcompositions en produits.  A cet effet, il est 

n~cessaire de compter  parmi les singularit~s de la fonct ion f ( z ) les  zdros de 

celle-ci. On obt ient  ainsi un ensemble �9 de )> singularit~s >> de f(z)(que nous 

appelons les points non-ordinaires). P o u r  une ddcomposit ion ~ (~)1 ~- ~2 on cherche 

une d4eomposit ion correspondante  en produi t  f(z) : f l  (z) .~  (z), f~ et f~ ayant  

pour  ensembles des >> singularit~s >> q)~ et q)e. I l  se mont re  qu 'en  g6n~ral ceci est 

possible s obtenir .  Les seuls cas exceptionnels ont  lieu quand ~o~ et q)~ sont 

disjoints et quand chacun des q)~ ( z - -  i, 2) pr4sente pour  f(z) un caract~re bien 

d6fini: d 'un z6ro ou d 'un  p61e (comp. le compldment  I au th6or&ne III) :  Nous 

mont rons  s la fin du paragraphe,  sur des exemples concrets,  les diff~rents cas qui 

peuvent  se prdsenter.  

1 I1 s'agit ici principalement de l'application aux fonctions analytiques multiformes dont 
certains r~sultats ontdtd ~noncds (dans une forme assez imprecise d'ailleurs) darts la note des Comp. 
Rend. I96 , p. 672. L'exposd prdcis de ces r4sultats (qui p~raitra ailleurs) ndcessite tout uIr para- 
graphe pr~liminaire sur les singularitds des fonctions anaIytiques multiformes. 
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Le w 4 est occup6 par les fonctions enti~res. I1 se divise en deux parties. 

Dans la premiere nous consid~rons des operations lin~aires transformant une 

fonction enti~re en une fonction pr~sentant des points singuliers s distance finie. 

Comme on salt, il y a des relations entre la position de ces points singuliers et 

la vitesse de la croissance de la fonction enti~re darts diverses directions. A 

l'aide du th~or. A et des dgcomposltions qui en d~coulent pour la fonction en o 

ti~re, on parvient ~ pr~ciser et compl@ter ces relations. Cette idle est d'ab'ord 

appliquge aux operations g@n~rales dont la thgorie, pr~sent@e d'une mani~re tr~s 

succincte et sans dgmonstrations, est expos~e au commencement de cette partie 

du w 4. Apr~s les operations g~n~rales, nous ~tudions plus en d@tail l'op~ration 

correspondant au proc~d~ d e  sommation de Borel. 

La deuxi~me partie du w 4 est consacr@e s l'application du th@or. B aux 

fonctions enti~res. Nous y d~finissons les diff6rentes allures d'une fonction en- 

fibre dans un domaine s'~tendant jusqu's  l'infini, ou bien sur un chemin allant 

vers rinfini. Ensuite nous d~finissons la notion d'une partie prlncipale d'une 

fonction enti~re, correspondant ~ un domaine (s un certain voisinage de sa fron- 

ti~re pros) et, s l'aide du th@or. B, ~tablissons l'existence d'une telle partie prin- 

cipale. Nous passons ensuite aux domaines et chemins partieuliers, notamment 

aux angles et aux demi-droites, nous introduisons les directions singuli~res d'une 

fonction enti~re. En considgrant ces derni~res directions comme analogues aux 

points singuliers d'une fonction non enti~re, nous arrivons ~ un th~or~me pour 

les fonctions enti~res analogue au th~or. A reals moins precis. Nous obtenons 

dans certains cas un @nonc~ tout ~ fair analogue au thgor. A en employant une 

m@thode effective du calcul d'une partie principale pr@cise (c. s d. sans voisinage 

exceptionnel de la fronti~re du domaine correspondant). Par cette m~thode effec- 

tive, on peut obtenir les fonct~ons E~ (z) de Mittag-Leffler comme parties prlnci- 
1 

pales des fonetions ~ - e  ~ (elle se confond d'ailleurs ici avec une des m~thodes 

employees par Mittag-Leffler). 

Le dernier paragraphe a un caract~re di~@rent des precedents. Nous y 

cherchons "s g~n~raliser le th~or~me A aux classes de fonctions autres que la 

classe des fonctions holomorphes et uniformes. Probablement, on peut le g@n~- 

raliser pour une grande cat~gorie de classes, pour les fonctions desquelles on 

peut d~finir convenablement la notion des points r~guliers et de points singuliers. 

Nous nous contentons d'obtenir le th@or~me en question pour les fonctions p- 
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harmoniques  de n variables r@elles et pour les fonctions harmoniques d'ordre in- 

fini qui englobent routes les fonctions p-harmoniques. Le w s'ach&ve sur quel- 

ques proprigtgs des fonctions harmoniques d'ordre infini. 

Dans deux notes s 1~ fin du m@moire, nous @tudions quelques questions se 

rat tachant  aux consid@rations de notre re@moire. 

La note I a pour objet la recherche de l'allure des fonctions provenant 

de la d@composition d'une fonction f(z)  correspondant 's une d@composition 

F ~ / " 1  +/~'~ de son ensemble singulier F. Nous ne consid~rons que le cas off 

F1 et F~ n'ont qu'un seul point a en commun et off on peut appliquer la plus 

simple des m~thodes effectives. On trouve que l'allure de f(z) d@termine dans 

une certaine mesure celle des deux composantes de f(z). Les re@rues re@rhodes 

permettent de calculer effectivement dans certains cas, les approximations dont 

l'existence est affirm@e par le th@or. B, et d'en ~tudier l'allure. 

La note I I  est consaer~e s la d@monstration de l'existence d'un syst~me 

sp@eial de coupures rendant uniforme le log f(z) (ou bien des fonctions multi- 

formes plus g@n@rales) pour une fonction f(z) holomorphe et uniforme (dans 

notre sens). Ce syst~me de coupures est utilis@ dans le w 3 de la I I  me pattie 

sans d@monstration d'existence. 

Avant d'aehever cette pr@face, je voudrais exprimer tous rues remerciements 

~[. ]~Iaurice Fr@chet, pour ses pr~cieux conseils et l'int@r@t qu'il a port@ ~ mes 

recherches, ainsi qu'a M. Georges Valiron 's qui je dois plusieurs renseignements 

dont j 'ai profit@ au cours de mon travail. 

I re P a r t i e .  

T h ~ o r ~ m e s  g~n@raux. 

w I. Pr@liminaires. 

Avant de s'occuper des th~or~mes g~n~raux faisant l 'objet de la partie pr~- 

sente de notre re@moire, nous allons pr@ciser certaines notions dont nous ferons 

un usage constant. 

On voit ais6ment que si l'on veut consid@rer en g@n@ral les sommes de 

fonctions n 'ayant pas les re@rues points singuliers, on est oblig@ d'admettre des 

fonctions qui, dans diff@rentes r@gions du plan coincident avec des fonctions ana- 
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lyt iques diff6rentes. P. ex., on ver ra  dans  le w 4 de cet te  par t ie  (exemple I I )  

qu 'on  peu t  eonst rui re  deux fone~ions ana ly t iques  un i formes  telles que l 'une  air 

pour  points  s inguliers  tous les points  d 'un  are d 'une  circonf6rence,  l ' au t r e  

t o u s l e s  points  de 1'arc r e s t an t  de cet te circonf6rence,  et  qu 'en outre,  leur  somme 

coincide s l ' in t6r ieur  et  s l 'ext@rieur de la circonf6rence avec deux fonct ions  ana- 

ly~iques arbi~raires, une  r6guli~re ~ l ' int6rieur ,  l 'autxe - -  h l ' ex t6r ieur  de la circon- 

f6renee. 

Ceci nous  a m i n e  s poser  les d6finitions snivantes :  la fonction f sera appel@e 

holomo;The et uniforme dans un ensemble ouvert G, non n6cessa i rement  connexe ou 

born6, si: 1 ~ ia  fonct ion f p rend  une seule valeur  en chaque poin t  de G, et 2 ~ 

f (z )  es~ ho lomorphe  en chaque point  z0 de G (e. k d. f ( z )  est  d6veloppable en 

une s6rie de Tay lo r  dans un  pe t i t  cerele ayan t  Zo pour  centre). ~ 

G sera le domaine ~ d 'holomorphie et d ' u n i f o r m i t d  - -  domaine  h. u. 

- -  de f(z) ,  s ' i l  n 'ex is te  aueune  fone~ion f l  (z) ho lomorphe  e~ un i fo rme  darts un  

ensemble  ouver t  G1 plus g r and  que G, et co incidant  dans  G avec f(z). 

Si G est le domaine  h. u. de f (z ) ,  l ' ensemble  compl6menta i re  de G par  

r a p p o r t  au plan P~ de la var iable  eomplexe  z, F = P . . - -  G, est  appel6 l 'ensemble 

s ingu l i e r  de f(z) .  

Comme exemple d 'une fonction holomorphe et uniforme dans notre sens pre- 

nons f ( z ) -~ -o  pour I z [ <  i e t  f (z)~-~i  pour ] z [ >  i. Le domaine h. u. de cette 
fonction sera l ' int6rieur et l 'ext6rieur du cercle unit6, son ensemble singulier, c 'est  
la circonf6rence ] z ~ ~- ~. 

Si une fonc t ion  est  d6finie, ho lomorphe  e~ un i fo rme  dans  un  ensemble  

ouver t  G qui n ' e s t  pas  son domaine  h. u., on peu t  @tendre (au moins  d 'une  

maniSre) cet te  fonet ion sur  un ensemble  ouver t  G'  plus g r and  que G e t  qui for- 

mera  pour  la  fonct ion 6~endue le domaine  h. u. 

En  effet, s ' i l  y a des points  ext6rieures s l ' ensemble  G et  s sa frontiSre,  

on peut. poser  pour  eux f ( z ) = ~  (z), off ~ (z) est  une  fonc t ion  queleonque r6guli- 

~re s l ' ex t6r ieur  de G. Ainsi  on 6tend f ( z )  sur  un ensemble  ouver t  pal'tOUt 

dense dans le p lan  _P~. Si m a i n t e n a n t  f ( z )  est d@finie dans  un ensemble  ouver t  

1 Ces fonctions sont donc localement analytiques. Signalons que recemment, M. L. Fan- 
tappie (dans Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver., t. 43, I933) a 6t6 amend, par des eonsid6rations 
tout k fair diff6rentes, k consid~rer des fonctions du m@me genre.  

l~ous donnons ici, h titre exceptionnel, le nora de domaine a un ensemble ouvert qui peut 
ne pas ~tre connexe, Dans tousles autres cas nous appellerons domaine un ensemble ouvert et 
00~exe .  

2--34686. Acta math~natica. 65. Imprim6 le 2 f6vrier 1935. 
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G1 partout dense et si celui-ci n'est pus son domaine h. u . ,  il y aura des points 

fronti~res de G1 duns l'entourage desquels (ces points y eompris)f(z) pourra 

~tre 6tendue. Prenons done pour ehaque point fronti~re de G1 le cerele ouvert 

(s'il en existe) le plus grand duns lequel f(z), purtout off elle y est d6finie, prend 

les valeurs d'une m~me fonction analytique r6guli~re darts ce cerele. On 6tendra 

f(z) sur tous ees eereles en la d~finissant dans ehaeun d'eux eomme 6gale ~ la 

fonction analytique rdguli~re correspondante. On v~rifie facilement qu'ainsi 

on obtient une extension de f(z), holomorphe et uniforme duns G 1 augment~ de 

tous les cercles consid~r6s et que cet ensemble augmentd est le domaine h. u. 

de la fonction 6tendue. 

Duns la suite nous nous oceuperons presque exclusivement des fonetions 

6tendues jusqu'~ ee qu'elles poss~dent un domaine h. u. Nous appellerons de 

relies fonetions - -  holomorphes et uniformes (en abr~g6 - -  hol. et unif.) ou uni- 
formes tout court, sans plus prdciser. 

Remarque I: De la d~monstration pr6c~dente r6sulte la structure suivante 

d'une fonetion .f(z) holomorphe et uniforme duns notre sens: son ensemble singu- 

lier F est ferm6 et non-dense (d'ailleurs quelconque) duns le plan P:.  I1 y d~- 

termine une ou plusieurs r~gions connexes - -  les composants du domaine h. u. 

de f(z). Dans chacune de ees r~gions f(z)  est 6gale ~ une fonction analytique 

r6guli~re duns eette r~gion. 

Remarque II: La remarque prdcddente nous montre que si l'on eonnait Fen- 

semble singulier F d'une fonction f(z), eelle-ei sera parfaitement ddterminde si 

l'on donne un dldment de f(z) 1 darts chaeune des rdgions ddtermindes par F.  

Mais si l'ensemble singulier de f(z) n'est pas eonnu, il faudra ndcessaire- 

merit donner les valeurs de f(z) dans un ensemble partout dense duns le plan 

P~ pour d~terminer f(z). 
D'autre part, on v6rifie facilement qu'il y a au plus une seule fonetion hol. 

et unif. prenant des valeurs donn6es duns un ensemble purtout dense. 

Ainsi, si la fonction f(z) est hol. et unif. dans un ensemble ouverr G par- 

tout dense, elle peut ~tre 6tendue d'une mani~re unique pour former une fonc- 

tion hol. et unif. duns notre sens (c. s d. p0ss~dant un domaine h. u. et un en- 

semble singulier). Cette extension s'obtien~ par prolongemen~ analytique de eer- 

1 C. i~ d. son  d ~ v e l o p p e m e n t  de  T a y l o r  d u n s  u n  c e r c l e  ou,  ce  q u i  r e v i e n t  a u  m ~ m e ,  ses  va- 

l e u r s  d u n s  ce cerc le .  
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rains 61~ments (bien d6termin~s) de la fonction f(z) sur une partie de la fron- 

fibre de G. 

Remarque III:  On peut obtenir d'nne fonction analytique multiforme (sans 

coupure essentielle), une fonction hol. et unif. dans notre sens par un systbme 

de coupures dans le plan de la variable ind~,pendante. On obtient ainsi une 

branche de cette fonetion multiforme. Le systbme de coupures (s condition 

qu'il soit irr6duetible)appartiendra ~ l'ensemble singulier de cette branche. 

En changeant le systbme de coupures, on obtiendra une nouvelle branehe. 

P. ex. pour la fo'nction log z, on peut prendre comme coupure la demi-droite 
r ~v 

arg z = -  ou bien arg z . . . .  La diff6rence des deux branches obtenues (en 
2 2 

partant de la mSme valeur initiale log I ~ o) sera ~gale s o pour ~R (z)> o et 

2 r pour ~R(z)< o et elle aura pour ensemble singulier l'axe imaginaire. 

Rernarque IV)  On d~montre facilement que si u(tl, t~,.. . ,  tn)est analy- 

tique et rdguli&re pour route valeur finie de tl, t~, . . . ,  t~ et si f~ (z), f~ (z), . . . , f ~  (z) 

sont des fonetions hol. et unif. avec des ensembles singuliers ~ ,  . . . ,  Fn, lafonc-  

tion u( f  l(z), ...,fi~(z)) sera hol. et unif. avec un ensemble singulier compris dans 

F~+F~+ +F~. 
Cette fonetion est d6finie d'abord seulement en dehors de l'ensemble 2~ '/~, 

mais chaque /~'~ 6rant non-dense, leur somme l'est 6galement. Par consequent 

on peut prolonger cette fonction d'une mani~re unique jusqu"i ce qu'elle devienne 

une fonction hol. et unif. dont l'ensemble singulier sera compris dans "~ '~ .  

Nous d6signerons cette fonction 6tendue 6galement par u ( f l , f , , . . . , f  n). 
Ainsi ~f,(z), Tiff  (z) etc. sont des fonetions hol. et unif. dans notre sens. 

D'autre part, si f(z) et qo (z) sont hol. et unif. la fonction compos6e ~0 (f(z)) 
le sera 6galement avec un ensemble singulier compris dans la somme de l'en- 

semble singulier de f(z) et de l'ensemble de t ous l e s  points z' tels que f(z') 
appartient ~ l'ensemble singulier de ~ (z). 

Remarque V: La notion habituelle de la convergence uniforme d'une suite 

de fonctions f l  (z), f~ (z); . . . ,  f~ (z) . . . .  s l'int~rieur d'un domaine D peut 8ire 

utilement g6n6ralis6e dans le cas des fonctions hol. et unif. Dans ce cas, on 

dira que les fn(z) convergent uniform6ment s l'int~rieur de D i, si pour chaque 

ensemble ferm6 D~ int6rieur ~ D, les fonetions f~ sont holomorphes et uniformes 

1 D peut 6tre iei un ensemble ouvert quelconque. 
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sur D 1 ~ l~artir d'un certain rang, et s parti r de ce rang forment une suite uni- 

form~ment convergente sur D~ dans le sens habituel du mot. 

I1 est facile de voir que les fonctions f , (z )  d6terminent alors '~ l'int6rieur 

de D une fonction limite qui sera hol. et unif. dans D. 

Remarque VI:  On g6n6ralise ais6ment les th~or~mes fondamentaux de Cauchy 

au cas de nos fonctions hol. et unif. Notons seulement la g6n6ralisation sui- 

vante : 

Soit G un ensemble ouvert (born~ ou non) compris clans le domaine h. u. 

de f(z) et dont tous les composants ont des fronti~res FI,  F~ . . . .  rectifiables 

comprises ~galement dans le domaine h. u. de f(z). Dans ces conditions la somme 

des int6grales de Cauchy 

l Z 
F~ 

prises le long de routes les F~ (dans le sens positif par rapport au composant 

correspondant), est ~gale 5̀  f (x)  ou ~ o suivant que x se trouve 5̀  l 'int~rieur ou 

5̀  l'ext~rieur de G. Dans le cas of 1 le point 5, l'infini se trouve 5̀  l'int~rieur de 

G il faut  ajouter 5̀  I la valeur . f (~)  pour avoir respectivement f (x)  ou o. 

Nous emploierons dans la suite les notations usuelles de la th6orie des en- 

sembles et des espaces abstraits; ainsi pour les ensembles A et B, A + B (somme) 

d~signe l'ensemble de tous le s  points appartenant 5̀  A ou 5̀  B, A - - B  (difference) 

est l'ensemble des points appartenant 5̀  A sans appartenir 5̀  B, A .  B (produit) 

est l'ensemble de tous les points communs 5̀  A et B, A < B signifie que B con- 

t ient A, A (fermeture de A) d6signe A eomplgt~ par tons ses points limites, e tc . . .  

w 2. Le th~or~me fondamental A. 

Enonc~ du th~or~me. 

Nous pouvons maintenant ~noneer notre th6or~me fondamental dans sa 

forme precise. 

Th6or~me A: Soit f ( z )  une fonction hol. et unifi avec l'ensemble singulier F. 

Pour chaque ddcon~position 

(I) F - ~ F ~  + F~ 
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de l'ensemble F e n  deux ensembles fermds (non ~dcessairement disjoints) il existe une 

d~composition 

(2) f(z) =:fl  (z) + f ,  (z) 

de la fonetion f(z)  en deux fonctions hol. et unif. fl(z) et f2(z) ayant respeetivement 
F~ et F~ pour ensembles singuliers, i 

Remarque I:  I1 esL facile de voir (en s 'appuyanL sur la remarque  IV du 

w I) que pour  une d6composit ion du genre (2) n ' in t rodu i san t  aucun nouveau  point  

singulier, la re la t ion  (I) est toujours  satisfaite.  

Remarque II." Notons encore que la d6composiLion (2) est parfai temenL d6Ler- 

min6e s une fonct ion addit ive ~p prSs qui n ' a  des singulariL6s que dans F~ .  F2. 

En  effet, s'il y a deux d6eomposit ions f = f l  + f ,  et  f =  g~ + g~ p o u r  une d6com- 

position (I), on verra imm6dia tement  que la fonct ion ~p-~ g ~ - - f l  ~ - - ( g , - - f ~ ) ,  

en ver tu  de ces 6quations, est ho lomorphe  eL uni forme en dehors de F~./~'~. 

Darts le cas des F i et F~ dis.~oints (T'~. F~ ~ o), il en r6sulte le fair  connu * 

que f~ eL f~ son~ d6Lermin6es ~ une constanLe prSs. 

C o n s i d e r a t i o n s  auxi l ia i res ,  l emme.  

AvanL de passer s la d~monsLraLion du th~or~me A nous a jouterons  iei 

quelques considerat ions don t  nous aurons  besoin. 

Soit  L une somme d 'un  nombre  fini d 'arcs ou de courbes simples ferrules  

disjoints deux ~ deux, rectifiables et  tous compris clans le domaine h. u. d 'une  

foncLion uni forme f(z) .  

Considdrons l 'inLegrale 

(3) • f f(z) . 
L 

prise suivant  t o u s l e s  arcs e~ les courbes simples fermdes de L. I1 est gvident  

qu'eUe forme une fonct ion ho lomorphe  et  un i forme de x en dehors de L. 

Supposons ma in tenan t  que L fair  par t ie  de la fronti~re G - -  G d 'un  ensemble 

ouver t  G. Cette fronti~re - -  que nous d~signerons par  ~ (G )  - -  sera suppos4e 

compos~e d ' un  hombre  fini de eourbes simples fermdes, disjointes deux s deux. 

1 Dans le cas oil F1 est la fermeture E d'une somme E d'ensembles isolds dans F (c. ~. d. 
ferm4s ainsi que leurs compl~ments darts F) et ~�89 =F--E ,  ce th4or~me a ddj~ ~t~ ddmontrd par 
M. Fr~chet dans le mdmoire citd, Acta math., 54, P. 54. 

2 Comp; M. Fr4chet, 1. c., p. 45. 
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Soit /v l'ensemble singulier de f(z). L'ensemble L ~tant duns le domaine 

h. u. de f(z),  il n'a aucun point commun avec F. Done, t o u s l e s  points singu- 

liers de f (z )  situ~s sur la fronti~re de G (s'il y en a), sont eompris dans l'ensemble 

(4) = - L.  

lqous pouvons maintenant 6noncer le lemme suivant: 

Lemme: La fonction ~p (x) dgale ?~ I(x) (oh l'integrale est prise sur chaque arc 

ou eourbe de L duns le sens n @ a t i f  par rapport ~ G)pour x extdrieur ~ G et 

 gale f ( x )  + I@) pour x dans G --  F, forme une fonetion hol. et unif. en dehors 

de l'ensemble 1". G + M.  En outre la fonetion ~ (x) prdsente darts G les m~mes 

singularit~s que f(x),  c, dr. d. que la diff&'enee ~p(x)-- f(x)  forme une fonetion holo- 

morphe et uniforme dans G. 

Pour la d6monstration, remarquons d'abord que l(x), qui est holomorphe 

en dehors de L, est prolongeable analytiquement de l'ext6rieur de G & travers 

les arcs de L dans un certain voisinage de chaque point non extr6me x de L. On 

obtient ainsi (comme il sera pr6cis6 plus loin) une nouvelle d6termiuation /1 (x) 

pour des points x appurtenant s ces voisinages et situ6s duns G: 

(5) z, (x) = I (x )  + 

D~s lots, on volt que les valeurs de la fonction ~p(x) du lemme, d~finie d'abord 

s l 'intgrieur et s l'ext~rieur de G, coincident dans un certain voisinage de chaque 

point non extreme de L avec une fonction holomorphe et uniforme duns ce 

voisinage, notamment avec le prolongement I 1 (x) de I(x). Ainsi, les points non 

extremes de L appartiendront an domaine h. u. de ~p(x) (~tendue de mani~re 

~tre une fonction hol. et .  unif., comp. remarque I I  du w I). Par  consequent, 

l 'ensemble singulier de ~p(x) ne contiendra aucun point & l'ext~rieur de G (off 

~p(x)-~ I(x)), sur la fronti~re de G n'aura que des points de l'ensemble M = -  

= ~ ( G ) - - L  et ses points limites (c. s d. les extrdmitds des ares de L) e$ enfin 

duns G (off ~p ( x ) =  I(x) + f(x)) il ne poss6dera que les points de 2'  qui s'y trou- 

ven t .  Done l'ensemble singulier de ~p (x) est bien compris duns M + F .  G (m~me, 

en g6ndral, il lui est dgal). 

L~ deuxibme parole du lemme s'obtient imm6diatement de la ddfinition de 

~(x) duns G, car ~ p ( x ) - - f ( x ) =  I(x) y est holomorphe et uniforme. 

1 Nous appellerons ainsi un point de L qui n'est une exCrdmitd d'aucun arc de L. 
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I1 nous reste encore g d6montrer la possibilit6 du prolongement de I(x) 
gravers L e t  l'6quation (5). 

A cet effet, prenons pour ehaque are (on eourbe ferm6e) L ,  de L denx arcs 

L~ et L~ aux mSmes extr6mit6s que L , ,  rectifiables, compris dans le domaine 

h. u. de f(x), Fun passant g l'ext6rieur et l 'autre g l ' int&ieur de G, et formant 

ensemble la fronti6re d'un domaine born6 D~ contenant tous les points non ex- 

tremes de L ,  et ne eontenant aucun point singulier de f(x). Si L~ est une 

courbe ferm6e, L~ et L'~ seront 6galement des courbes ferm6es rectifiables, passant 

dans le domaine h. u. de f(x) l 'une g l'ext6rieur et l 'autre g Eint6rieur de G, et 

formant la fronti6re d'une couronne D,  contenant L~ et ne contenant aucun 

poinr singulier de  f(x). ~ Nous pouvons aussi supposer que gous les L~ et L~ 

sont deux g deux disjoints. 

Les domaines D, forment un ensemble ouvert D qui est divis6 par les arcs 

et courbes de L en deux parties D' et D", l 'une ex~rieure g G e t  l 'autre dans G. 

La fronti6re de D' est form4e par L e~ L '  = 2 L ' .  D'apr~s la formule de Cauchy, 

(6) f ( * ) ~ - ~  z - - x  ~ z - - x  
L '  L L '  

pour x dans D' et, pour x dans D", 

(7) o = z ~ v i  + = ~ . . . .  + I ( x ) .  

L' L L' 

D'aprbs (6) on a pour x dans D' 

_ ~  (" f(z)_, dz. 
(s)  I ( ~ )  : f ( x )  - z , ~ i . / z  - 

Z' 

Les deux termes du membre droit de (8) sont holomorphes dans D. Par  cons& 

quent I(x) est prolongeable (g travers L) d'une mani~re holomorphe et uniforme 

dans tout l'ensemble D. La relation (8) reste valable pour tous les points de D, 

en particulier pour D", off elle donne la valeur I 1 (x). ~[ais pour x dans D" on 

a d'apr~s (7) 

t 1 Lr~ possibilitd de la construction des L r  et L~ su f f i t  pour la valabilitd de nos cousi- 

ddrations. M~me pour les ensembles G possddant des fronti~res beaucoup plus compliqudes que 
celles envisagdes dans le texte nos eonsiddrations restent valables pourvu que les L~ et L~r ' existent, 
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et en 

�9 (~) par I1(~)) on o b t i e n t  

/1 (x) =,f(x)  + ~(x); 

l~ous pouvons main tenan t  passer '~ la 

N. Aronszajn. 

L'  

appliquant  ceei dans la relation (8) (off on aura  prdalablement remplac~ 

c . q . f . d .  

D~mo n s t r a t i o n  du th~or~me A. 

La  marche de la d~monstrat ion sera la suivante: s l 'aide du lemme pr~cd- 

dent  nous construirons une suite de fonctions ~ (z) dont  les ensembles singuliers 

F~ tout  en contenant  1,'~ n 'en diffgreront que par des ensembles compris dans 

des voisinages U~ de l 'ensemble F~.  F~, ces voisinages d~croissant jusqu's  se 

r~trdcir, pour n--* ~ ,  vers /~'1" F~. En outre ehaque ~p~ (z) pr~sentera aux points 

de F 1 --  F~ les m~mes singularit~s que f(z), c. ~ d. que ~0n(z) - - f (z) ,  d~finie d'a- 

b o r d e n  dehors de F +  ~n, pourra ~tre d6finie (dtendue) aux points de F 1 - - F ~  

de manibre ~ y gtre holomorphe. 

Les ~n(Z) ne convergeront pas en gdn6ral en dehors de F 1 (dans le sens 

g~n~ralis6, eomp. la rein. V, w I). Pour  les rendre convergentes on prendra des 

termes correctifs ~ (z) de manibre que 

(9) I~, (z) -- ~On(z) + ~Pn+l (z) J < en pour z extdrieur h Un, 

les en formant  une suite de nombres positifs avec 

r162 

( IO)  Z 8n < ~ .  
1 

L'ensemble singulier de la diffdrence V/n(z ) -- ~)n+l (~') = (~)n - - f )  - -  (~)n+l - - f )  ~tant 

e o m p r i s  dans Un on pourra m~me prendre ~,~(z) rat ionnel  ayant  pour pSles des 

points de F 1 �9 F~. 

Ceci prouvera que les ensembles singuliers des fonctions q~n(z) d~finies 

comme suit  

I I )  
n--1 ~--1 

~1 = ~1 ,  ~,~ = ~1 + ~ ( ~ + ~  - ~ + ~ )  = ~n  ~ ~, ~ ,  
u~l  u=l  
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se r6trgcissent  pour  n--~ r162 vers F~ (ou bien vers un sousensemble de F~ eonte- 

nan t  F~ ~ F~). D 'au t re  par t  de (9) et (IO) r6sultera d 'aprbs (I I) la convergence 

un i forme (au sens g6n6ralis6) des ~n(z), en dehors de F~, vers une fonct ion ~ (z) 

ainsi que la convergence un i forme des f ( z ) ~  q~ (z), en dehors  de F~, vers f ( z )  

~ (z). x La  fonct ion ~0 (z) sera hol. et unif.  avec un ensemble s ingulier  compris 

clans F~, et  elle pr~sentera aux points de F ~ -  F~ les m~mes singularit6s que 

f ( z ) .  Pour  d~finir enfin les fonct ions  f~ (z) et f~ (z) (qui doivent  avoir  exac tement  

les ensembles F~ et  F~ pour  ensembles singuliers) nous emploierons l 'artifice sui- 

r a n t :  nous choisirons a rb i t ra i rement  une fonet ion  a(z) parmi celles ayan t  exacte- 

men t  pour  ensemble singulier  l 'ensemble F1 .  F~. Apr~s quoi nous prendrons  une  

constante  a telle que les font ions  

f~ =q~ + aa et  f ~ = f  - - q ~ - - a a  

aient  des ensembles singuliers 6gaux respeet ivement  s F~ et  F~. 

Une telle valeur a existe. En effet pour tout a, v u l e s  propri6t6s de 9~ et a, 
les fonctions f l  et f~ out des ensembles singuliers tels que l 'un est compris darts/~1 
et contient F 1 -  J~ tandis que l 'autre est compris dans F~ et comprend F ~ -  F 1 . 
I1 ne s'agit donc que des points de ~1" F2. Si pour un a, la fonc t ionf l  ~--~0 + aa 
est holomorphe sur une partie de z~ 1 �9 F~, elle sera aussi holomorphe dans un cercle 
rationnel (de centre et rayon rationnels) renfermant des points de F 1 �9 F~. Mais, 
darts un tel cercle, f l  peut gtre holomorphe pour au plus une valeur de a, car autre- 
ment (99 + ala ) ~ (q~ § a2a ) ----(a 1 - -a~)a  y serait aussi holomorphe, ce qui est con- 
traire aux propri6t6s de a(z). Etant  donn6 qu'il n 'y  a qu'une inflnit6 d6nombrable 
des cercles rationuels, il n 'y  aura donc qu'une suite au plus d6nombrable de valeurs 
de a pour lesquelles f l  ~ q~ + aa est holomorphe sur une partie de ~1 " F2. De m~me, 
on d6montre qu'il n 'y  a qu'un ensemble au plus d6nombrable de a pour lesquels 
f 2 - ~ f - - ~ - - a a  est holomorphe sur une pattie de F ~ . / ~ .  Donc pour t o u s l e s  a, 
/~ l 'exceptiou d'un ensemble au plus d6nombrable, f~ et f~ ont exactement /~' et F~ 
pour ensembles singuliers. 

Passons ma in t enan t  aux d~tails de la d6monstra~ion. 

On peut  toujours  supposer l 'ensemble F borne, car  au t rement ,  par  la trans- 

I 
format ion  z ~  off a est pris en dehors de F ,  on change F , F  1 et F~ en 

1 R e m a r q u o n s  que  de la convergence  des  ~n  vers  ~ en dehors  de F1 ,  ne  rdsul te  en  gdndral  

que  la convergence  u n i f o r m e  des  f - - f P n  en dehors  de _~ + _F 1 ~ _~: I1 f a u t  donc  ddmon t r e r  que  

dans  no t re  cas les fonc t ions  f - - ~ n  s o n t  conve rgen t e s  m ~ m e  su r  F I - - ~ .  

3--34686. Ac, ta mathemat~va. 65. Imprim6 Iv 4 f6vrier 1935. 
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( i)  F ~ F ~ et F ~ qui sont born6s, f(z) devient f ~ 1 7 6  a + ~  �9 Ensuite, la d6- 

o . _ o  o ( i ) composition ) ob enue, on posera , = 2 .  

Ceci pos6, nous atlons r6gler d'abord un cas simple, quand les ensembles 

F t e t  F~ sont disjoints, donc l"l" F2----o. Nous ue ferons darts ce easque  suivre 

la m6thode employ6e par M. Frdche~ dans un cas analogue3 

Entourons chaque point de ~ d'un cercle ne contenant ni '~ l'int6rieur ni 

sur sa circonf6rence aucun point de F~. D'aprbs le th6orbme de Borel-Lebesgue, 

on trouvera un nombre fini de ces eercles (ouverts) couvrant tout l'ensemble /v~ 

(celui-ci 6rant ferm6 et born6). On peut 6videmment les choisir de mani~re qu'il 

n'y ait aucune paire de ces cercles qui soient tangents (p. ex. en augmentant 

16g6rement leurs rayons). 

La somme de ces cercles ouverts (en nombre fini) forme un ensemble ouvert (; 
contenant 1,~. L'ensemble ~ est totalement ~ l'ext6rieur de G. On voit imm6diate- 

men~ (vu les propri6t6s g6omdtriques des cercles eomposaut G) que la fronfi~re ~(G) 

de G est form6e d'un hombre fini de courbes simples ferm6es, disjointes e~ recti- 

fiables. En ou~re, ~(G) ne coutient aucun point ni de F~ ni de F~, donc elle 

p a s s e  enti~rement dans le domaine h. u. de f(z). En posant donc dans le lemme 

pr6e6dent L = ~ ( G ) ,  M----o et F .  G - F ~  nous en ob$iendrons que la fonetion 

~p(x) y d6finie a pour ensemble singulier F ,  < G, tandis que f ( x ) - -~) (x )es t  
singuli6re seulement aux points de F~. O n  peu~ done poser f~ ( x ) =  q)(x)e t  

f~ (x) -~- f (x) --  ~p (x). 

Consid6rons maintenant le eas g6n6ral, quand F 1 �9 F o 4= o. On peut 6videm- 

merit supposer que F1 - -  F~  ~-  o • F~  - -  Ft.  

~ouvrons F1 -F~  par un nombre fini x 1 de cercles ouverts C(p~), C(pt,),..., 
C ' (p~,), non-tangents deux g deux, aux eentres p~ appartenant ~ F 1 �9 F~, e~ aux 

rayons < I. 

Ces eercles seront ehoisis assez petits pour que leurs somme U1 ne renferme 

pas enti~rement l'ensemble F1. Les voisinages U~ de F~ �9 F2 seront form6s d'une 

mamere analogue par un noinbre fini xn des cercles ouvertss (p~) m -~- i, 2, Xn, 

I 
non-tangen$s deux ~ deux, aux centres p~ pris dans F~. F~ et aux rayons < - .  

Comp. M. Fr6chet,  1. c., p. 43. 
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~n 

Les C(p~) devront ~tre assez p6tits pour que U~ ~-~.j  C(p~) soit eompris avee 
~ 1  

sa frontigre dans U.-~. Pour ehaque Un nous d6finirons un voisinage Vn de F~ 

de manigre suivante. L'ensemble 

6gant ferm6 et disjoint de ~'~, nous pouvons couvrir ce dernier par un hombre 

fini de cercles ouverts non-tangents deux ~ deux, et ne contenant ni duns lear 

in t6rieur, ni sur  leur fronti6re aucun point de Fs ~ Un. La somme de ces cereles 

formera V~. On a donc 

( I2 )  - V , , ) .  = o .  

On peut aussi choisir les cercles formant V. de ma.nibre qu'ils ne soient 

C tangents s aueun cercle (p~), qu'ils ne se coupent mutuellement en aucun point 

appar~enant ~ la frontibre ~(U.)  et enfin que la fronti~re ~(V~) ne soit pas en- 

tibrement comprise duns U= (ceci est possible car d~j~ U~ ne contient pas Fen- 

semble F 1 entier). On aura done  

_ m  

# o .  

La fronti6re ~(V~) se compose (vu la construction, de V,) d'un hombre fini 

de courbes simples ferm6es, rectifiables et disjointes deux ~r deux. On obtient 

ensuite que l'ensemble 

n'est pas vide et se dgcompose en un nombre fini de courbes ferm4es et d'ares 

simples, les extr6mit~s de ceux-ci 6rant sur ~ ( U . ) =  U ~ -  U.. En posant M . - -  

= ~ ( V n ) -  L .  on en obtient facilement 

(I3) M = ~  U., pour n = 2 , 3  . . . . .  

E u  appliquant done notre lemme pour G = V. et L = .L~ et en d6signaut ~p.-1 (x) 

la fonetion ~p(x) y d6finie, on a pour 1'ensemble singulier F,' d e  (z )  

F',~_~ < F .  V~ + M~. 

Mais d'aprbs (I2) F .  V ~ V , [ F  1 + U,~ + ( F , - -  Un)]<_F1 + U,~ et d'apr8s (I3) 

M , ~  U~, done 
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(I4) F '  ._~ < F~ + U.  + g,, = F i  + U. < ~'~ + U . - , .  

D'autre part, la fonetion ~P.-1 (x) prdsentant dans V~ les m~mes singularitds que 

f (x) ,  elle prdsente les m~mes singularitds que ,f(x) aux points de FI < V. et 

plus for~e raison aux points de F 1 - - / ~ .  On obtient ainsi 

(~ 5) F1 < F'_~. 

Toutes les propridtds annoncdes de ~pn et de (_In sont ainsi prouvdes. 

Considdrons maintenant la diffdrence ~pn(z)- ~pn+~ (z). Son ensemble singu- 

lier est manifestement eompris d'apr~s (~4), dans 

Mais d'au~re part l'dquation I p , -  ~ n + l =  ( ~ 0 n - - f ) -  (~0~+1--f), oh chaque terme 

du membre droit est holomorphe sur Fx, montre que rensemble singulier de 

ap,, ~ ap,+l ne contient pas F 1. Par consequent cet ensemble singulier est com- 

pris dans Un+~. 

D~s lors on peut trouver les termes correetifs ~n(z) par une mdthode claw 

sique due ~ P. Appel? 

En effet, d'apr~s la remarque VI du w I on a pour x s l'extdrieur d'un 
t �9 �9 n+l ensemble Un, obtenu en augmentant legerement les rayons des cercles C(pn~ ) de 

r ? 

manibre que leur somme ~ Un satisfasse ?~ U,,+~ ~ U,  ~ U~, ~ Un, 

, . (x.)-  ~p,+~(x)= 2~iI f ~"(z)--~"+'(~) -- x 
~( bcn) 

Ceci est vrai, dtant donnd que ~ n -  ~,+1 est holomorphe et uniforme ~ l'extd- 

rieur de Un+I donc sur ~ (U ' )  et que ~ - - ~ n + l  s'annule ~ l'infini (eomp. la 

ddfini~ion de ~ (x) dans le lemme). 

La fronti~re ~ (U ' )  se d~eompose en x, ensembles A1, A ~ , . . . ,  A~ n, chacun 

de ceux-ci dtant formd d'un hombre fini d'arcs appartenant ~ la cireonf~rence du 

m~me cercle de centre ~n+l Par consequent 

a D'ailteurs l'existence de v n ~z) ressort dlrectement du thdoreme de Runge dans la forme que 
nous lui donnons dans le w suivant. 
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(:6) ~ ( x ) - ~ ? , + : ( ~ ) = 2 -  ~ y, J -~_-y d ~ =  y, Y'(x--~-+'~" 
m = l  A m  l a ~ l  v = l  - ~  J 

off 7,~,~ = 2~ri (~p,(z) ~ ~),+l(z))(z  - ' p ~  ) d z  et  les sSries du dernier mem- 
J 

Am 

bre convergent uniform~ment ~ l 'ext~rieur et sur la fronti~re de U n ~  Un. Si 

l 'on choisit donc les en conform6ment ~ (1o), on pourru t rouver  un nombre fini 

de ~ermes de la s6rie double de (I6) de mani~re que le reste de cette s~rie soit 

en valeur absolue < e, pour x ext~rieur ~ U.. En d4signant  la somme de ces 

termes Choisis par ~, (x) on obtient' ainsi l ' in~galit4 (9), et ~n (x) est bien une fonc- 

tion rationeUe dont  les pbles p~,  m --~ i, 2, . . . ,  un sont tous compris duns F 1 .F~I 

0onsiddrons maintenan~ les ensembles singuliers des fonctions ~n (Z) (dgfinies 

par (I I)) et des fonctions f ( z )  - -  qDn(z). Les premiers, d'apr~s l 'gquatlon Cn = ~0n + 

�9 ~, sont compris duns F~ + F 1 �9 ~ ' ~ (  F1 + Un (comp. (I4)), tandis que les se- 
~ 1  

n--1 

conds, d'aprbs f - -  ~o. =- ( f - -  apn) - -  ~,  ~., sent  compris duns [(F + F;)  - -  Fa] + 

+ F ,  . F~ < F~ + U. .  ~ 

Nous aliens d~montrer  la convergence uniforme (au sens g~n~ralis~)des 

q~n(z) en dehors de F : .  Prenons donc un ensemble ferm~ D disjoin~ de ~ .  D 

sera donc, s par~ir d 'un indice %, disjoint  de 2'~ + U~ (cur U~ se r4tr~cit vers 

/~'~. F~ ~ F~), et il sera en m~me temps compris duns le domaine h. u. de q~n(z). 

Les fonctions q~,(z) pour n > n o et z duns D pourront  donc ~tre repr~sent~es 

d'apr~s (I I) par  

n - - 1  71--1 

~ (~) = ~,,~ (~) + ~ (~+~ ( ~ ) -  ~ (~)) = ~~ + ~: (~, - ~ + ~ + : ) ,  

d'ofi il r4sulte imm~diatement,  d'apr~s (9) et (:o), la convergence uniforme des 

~o.(z) sur D, c. q. f. d. 

S'il s 'agit  ma in tenan t  de la convergence des differences f - - ~ 0 ~  en dehors 

de ~ ,  on pourra preceder comme pour les ~o.. Ainsi, si D est ferm~ et dis- 

jo int  de _F~, il sera pour n > n o (pour un certain no) disjoin~ de F ~ +  U. et pour 

z duns D et n > no on aura  lu reprdsentation 

1 Car f - - ~ n  est holomorphe sur F~, temp. plus hau~ p. 20 les propri~tSs de ~Pn" 
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f(z)  -- ~ ,  (z) = ( f - -  ~,o) --  ~ (*~ --  ~P~ + ~)~+1), 
~ n  o 

d'ofi r~sul~e tout le reste. 

La fonc~ion 90 (z) = limite des ~(z ) ,  poss~de ainsi routes les propri6~s an- 

nonc~es plus haut. Notre d~monstration est done termin~e. 

Remarque I I I :  Nous avons ddmontr~ le th~or~me A pour les fonctions satis- 

faisan~ s nos conditions du w I, c. s d. les fonctions d~finies dans un ensemble 

formant leur domaine h . u .  Mais, de ce ~h~or~me rdsulte immddiatement un 

th~or~me analogue pour les fonctions d~finies e~ holomorphes dans un ensemble 

ouvert qui n'est pas leur domaine h . u .  On ~rouve notamment un th~or~me 

suivan~: 

Th6or~me A': 8oit f(z) une fonetion d~finie, holomorphe et unijbrme dans un 
ensemble ouvert G. A ehaque ddeompesition de l'ensemble >>singulier,> F =  P ~ -  G 

�9 + F, 

en deux ensembles fermds F t et F~ correspond au moins une ddeomposition 

f(z) = Z  + 

valable dans G, oit fx (z) et f~ (z) sont des fonctions d6finies, holomo~Thes et uniformes 
respeetivement en dehors de F 1 et F~. 

En effet, la fonction f(z) peut 6tre 6tendue jusqu"s ce qu'elle d6vient une 

fonc~ion conforme g nos conditions. 

Son ensemble singulier devient alors un ensemble F '  plus petit que F.  La 

d6composi~ion F - ~  F t + F~ implique une d6composition F ' =  tz'F1 + F 'F~.  A 

celle-ci correspond une d6comp0sition de la fonction f(z) 6*endue. En ne con- 

sid6rant les fonc~ions composantes qu'en deh0rs des ensembles 2'  1 et F~ respec- 

~ivemeu~, on voit imm6diatement qu'elles peuven~ 6tre prises pour f~ (z) e~ f~ (z). 

C o m p l ~ m e n t s  au th~or&me A. 

Compl6men~  I. Partie prineipale d'une fonetion et d~eomposition propre de son 
ensemble singulier. 

I1 r6sulte imm~diatemenr du thdor~me A que la fonction f l  (z) pr6sente les 

m~mes singularit6s aux points de F 1 -  F~ que f(z), Mais en g4n6ral, aux points 
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de FI"  F~, elle peut pr6senter des singularit6s quelconques. On pourrait donc se 

demander, s'il n'y pus lieu ~ consid6rer f ,  (z) comme ia pattie prineipale de f(z) 
correspondant ~ F,--F~. Une telle partie principale dolt, dans tous les cas, 

~tre singuli6re en tout point limite de /~,--~'~, m~me s'il n'appartient pas 

F , - - F ~ ,  et il serait tout s fair naturel d'exiger qu'elle n'ait  pas d'autres points 

singuliers. Pour que f~ (z) satisfasse ~ cette condition il faut et il suffit que 

tout point de T', appartienne $ F , - - F ~  ou bien soit un point limite de F , - - F 2 :  

On obtient une propri4t4 analogue pour F~ si l 'ou veut que f~ (z) puisse ~tre con- 

Sid6r6e eomme partie principale de f(z) correspondant s F : - - F ~ .  Les deux con- 

ditions peuvent s'6crire comme suit 

(i7) G = G - G ,  G = G - G .  

Une d6composition 2' ~ F 1 + F2 sera appel4e pr0pre si elle satisfait aux condi- 

tions (I7). Dans le cas contraire, elle est impropre. 

Pour uue d6eomposition F ~---F, + F~ impropre, on peut toujours trouver 

une autre F :  F~ + F~, propre celle-ci et telle que F~ ~ F1 et /7~ ~ F~. P. ex. 

on peut poser 

�9 

Nous aurons ~ faire le plus souvent avec des d6compositions propres de 

l'ensemble singulier de f(z). 
Duns le cas d'une d~composition propre F ~  F~ + F~, aucune des fonctions 

correspondantes f ,  (z) et f~ (z) ne peut 4tre holomorphe en un point de F , .  F~. 

Dans ce cas les formules 

A(z)-~-fl(z) + a(z), A(z)=f~(z):-- a(z) 

donnent routes les  d6compositions f ( z ) = f i  (z)+f~ (z) couformes au th4or~me A, 

si f,o et f o en forment une et si a(z) est uue fonction arbitraire avec un ensemble 

singulier compris dans F,-T'~.  

remarque I I  du w pr4sent. 

Remarquons encore que 

besoin duns la d6monstration 

d6finir les fonc~ions f ,  et f~  s l'aide de la fonction ~. 

ment: 

Ceci forme l'inverse de ce qui a 6t4 dit duns lu 

dans le cas d'une ddcomposition propre on n'a 

du th6or. A de reeourir s aucun artifice pour 

On les obtient directe- 
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C o m p l ~ m e n t  I I .  Caleul effectif de f~(z) et f~(z). 

I1 est important de pouvoir trouver effectivement la ddcomposition de 

la fonction f(z), au moins dans les cas qui se rencontrent dans les applications. 

Nous parviendrons s ce resultat en utilisant les s@arateurs. 
Deux ensembles M e t  s (non n~cessairement ferm~s) sont dits sdpar~s, s'il 

sont disjoints et si aucun d'eux ne renferme de points limites de l'autre, c. s d. 

si M . h r + M . 2 V ~ o .  1 P. ex. les ensembles F 1 - F ~  et F 2 - - F 1  sont s~par~s. 

Un ensemble ferm~ S est appeld s@arateur ~ entre les deux ensembles s4par~s 

M e t  h r, quand il est disjoint de ces deux ensembles et quand de plus, tout con- 

tinu reliant un point de M avec un point de s passe n6cessairement par S. 

Ceci est ~quivalen~ au fair qu'aucun domaine connexe d~termin6 par S dans le 

plan ne renferme simultan4ment des points de M e t  de N. En d~signant par 

G la somme des domaines d~termin~s par S et contenant des points de M et 

par H la somme de tous le s  autres domaines ddtermin~s par S dans le plan, on 

obtient une d4composition de l'ensemble complgmentaire de S e n  deux ensembles 

ouverts et disjoints G e t  H dont un renferme M e t  l 'autre h r. 

Le s~parateur S contient toujours t ous l e s  points de M .  hr. 

S est un sdparateur irrdductible entre M et N s'il ne contient aucun autre 

s4parateur entre M et h r plus petit que lui. Un s6parateur irr~ductible est n~- 

cessairement s la fois la fronti~re de G e t  celle de H (ensembles introduits 

plus haut). 

Enfin le s~parateur S est rdgulier quand i l  est irr~ductible e t  quand pour 

au moins une suite de voisinages Un de l'ensemble M .  h r se r4tr~cissant vers 

celui-ei, les ensembles S -  Un se eomposent chaeun d'un hombre fini d'arcs ou 

courbes simples ferrules disjoints deux s deux et rectifiables, s 

On ddmontre que dans ce cas tous les arcs de S -  Un ont leurs extr~mit~s 

sur la fronti~re de U~ (autrement S n e  serait pas irr4ductible). 

On d4montre en outre que tout voisinage U de M. ~V t)eut ~tre augment~ (ou 
diminu~) aussi peu que l'on veut de mani~re qu'il poss~de la m~me propri4t~ que 
les Un. 

Mais leurs fermctures peuvent avoir des points eommuns, 2]/. -h r 4= o. 
La th~orie g~n~rale des s~parateurs a ~ t 6  d~velopp~e p a r  M. Kuratowski dans Fund. Math. 

XII  p. 2I 7. 1%us nous ~loignons un peu, dans quelques details sans importance, des d~finitions 
primitives de M. Kuratowski. 

Si M .  N ~  o, la r~gularit6 de S consiste en ce qu'il se d~compose (tout entier) en un 
nombre fini de courbes simples fermdes, disjointes et rectifiables. 
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La condition n6cessaire et suffisante pour qu'un s6parateur S irr6ductible soit 

r6gulier est que l'ensemble S -- M. N se d4compose en un nombre fini ou dfinombrable 
d'arcs ouverts t ou courbes simples ferm6es, disjoints deux i~ deux, ayant une longueur 
finie dans un voisinage assez petit de chacun de leurs points et ne s'accumulant qu'aux 

points de M. N. 

Nous pr~cisons une fois pour routes queto~s les s~parateurs eonsid~r~s dans 

la suite seront rdguliers. 

M. Kuratowski, dans le mdmoire cit~, a d~montr~ l'existence des s~parateurs 

pour toute paire d'ensembles sdpar~s M e t  N. Ces s~parateurs peuvent ~tre 

choisis aussi pros que ron veut de l 'un ou de l 'autre des ensembles M e t  N. 

Nous donnons s la page 25 quelques figures mon~rant des s~parateurs dans 

cer~ains eas typiques. 

Les hachures distinguent les s~parateurs (entre les ensembles M e t  N) et 

montrent le cbt~ off se trouvent les points de M. 

Passons maintenant b~ l'application annonc~e des s~parateurs. 

Consid~rons une d~composition propre (pour simplifier) /~ '~ ~'1 + F~ et pre- 

nons un s~parateur S entre F 1 -  F2 et /~'~- F 1 (done les ensembles M e t  N 

pr4c4dents seront maintenant les ensembles F 1 - -F~ et F ~ -  F1). Dans le cas 

pr6sent on aura 

Nous ddsignerons l'ensemble S -  F 1 �9 F~ par L e t  l'appellerons sdparateur 

ouvert. 

Considdrons les voisinages Un (comp. plus haut la ddfinition des sdparateurs 

r4guliers). Evidemment ils peuvent ~tre choisis de manigre que 

(I9) U~x+l < U~. 

Comme nous le savons d'ailleurs, les Un peuvent ~tre choisis d'une infinit~ 

de mani~res. Posons L n -  L -  Un. Par consdquent 

(20) Ln<Ln+l,  S - - L n : ( F 1 . F ~  + L ) - - L ~ <  U,,, 

et les U,~ se r~tr~cissant vers /~1"/~'~, on a 

x c. ~ d. des ensembles  hom~omorphes  avec une  d ro i t e  i l l imi t~e  dans  les  d e u x  d i rec t ions .  
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o o  

L ----- ~ L , .  
1 

~7 

Considdrons m a i n t e n a n t  la  somme G de tous les domaines  connexes dgter- 

min6s duns le p lan  par  S e t  con tenan t  des points  de F 1 - - F ~ .  Nous  savons que 

S f o r m e r a  la f ront ibre  de c e t  ensemble  ouvert .  

D 'aprbs  no t r e  lemme,  on sal t  que la  fonct ion  ~n(X) d6finie eomme sui t  

I ; f(z) dz pour x ~ l'extdrieur de G 
( 2 2 )  - 2 z - x 

. d  

Ln+ l 

et 

(22') ~p~(x) =f(x) + 2~:iI f f(Z)z_xdZ l~our x dans G 
t ]  

L n + l  

est  ho lomorphe  e~ un i fo rme  en dehors  de l ' ensemble  

F .  G + M = F 1 - -  ~2 "~ (~ - -  Ln+l) = zb'l + (L - -  Ln+-~-) < F1 + g , + l  < F1 + U~ 

et pr6sente duns G c. ~ d. aux points  de F 1 -  i~ les m6mes singulari t6s que 

f(z)} Done on a, pour  l ' ensemble  s ingul ier  F~ de ~p~, 

+ 

On volt  donc que les fonct ions  ~pn(x) sont  de la m~me na tu re  que celles 

eonstrui tes  duns la d6mons t ra t ion  du th6or. A. On pen t  donc proc6der  avec elles 

comme duns cet te  d6mons t ra t ion  pour  obteni r  enfin les fonct ions  f l  'et fe .  

Tou t  se simplifie no t ab l emen t  quand on n ' a  pus besoin des t e rmes  correet i fs  

�9 n. 0eci  se pr6sente n o t a m m e n t  quand  les fonct ions  

f f  dz,_ n'>n", 
L n ' + I ~ L ~ " +  1 

don t  les ensembles s ingu l i e r s  L , r  L~,,+I ~ Un'+l ~ b~' s ' app rochen t  de plus 

en plus vers F1 �9 F~ quand  n '  et  n"  t enden t  s imul t an6ment  vers l ' i n f in i , son t  telles 

1 Duns le cas g~ndral il faut se rapporter ~ la note sous texte p. 15. Mais le plus souvent 
le s~parateur sera form6 d'un hombre fini de courbes ferm~es et alors ]e lemme s'appliquera duns 
son ~nonc~ du texte. 
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qu'elles convergent  uniform6ment v e r s o  sur tout  ensemble ferm6 situ6 en dehors de 

/~'1 "/~'~ quand simultan6ment n' --~ ~ et n"  --* o~. En effet, les ~V, (x) tendent  alors 

uniform6ment  sur tout  ensemble ferm6 en dehors de ~'1 vers une fonction 9 (x) 

eL on pourra poser (F  = ~'1 + ~'2 fo rmant  une d6composition propre l) 

(23) l i m - I ;  I f ( z )  dz ,  f ~ ( x ) = f ( x ) -  lira I f zf_~(_Z)~dz Z(x)=n=| , ,=~2 r 
L n L n 

pour x g l 'ext6rieur de G, et 

(23'/ m ( . )=f(~)+ .=- ~ ~ , . . * - * ~ =  _i__ f ,(., ~., , .  ( . )= _ .=.~'~m L ~ f / ~ / ~ .  
L n L n 

pour x dans G. 

La  d6composition donn6e par les formules (23) eL (23') peut d6pendre du 

choix des Ln. 1 On peut d4montrer que pour que les limRes dans ces formules 

existent ind~pendamment  du choix des L~ pour un x g l 'ext4rieur ou g l ' int~rieur 

de G, fl fau t  et il suffit que la fonetion f_(z) soit absolument sommable sur le 
Z - - X  

s6parateur ouvert  L .  Ceei est 6quivalent aux conditions 

(24) I f ( z ) l l d z l  < ~ ou I d z l < ~  pour un a en dehors de L 

L L 

suivant  que le s6parateur est born6 ou non born& 

Dans le cas o5 la condition (24) est remplie on peut poser dans (23) 

et (23') 

lira ~ f/(__~)~,--  ~ f j ( ~ )  ~ n=oo 2 i 2 ~ i  
L n L 

et la d6eomposition donn6e par ces formules ne d6pend plus du ehoix des Ln. 

Nous avons d6fini ainsi une classe remarquable de fonctions - -  eelles satis- 

fa isant  g (24) sur un s6parateur ouvert L - -  pour lesquelles nous pouvons &ablir 

une formule donnant  la d6eomposition eorrespondante. 

R e m a r q u o n s  iei qu ' i l  n ' e s t  pa s  du  t o u t  n6cessai re  de ehois i r  Ln = JL - -  Un.  T o u t  marehe-  

ra i t  au s s i  bien,  Si s e u l e m e n t  les fo rmules  (20) e t  (2I) r e s t a i en t  va lab les  e t s i  les L n  se composa i en t  

chacun  d ' u n  h o m b r e  fini d 'a rcs  ou courbes  fermdes.  
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Supposons maintenant que ron a deux sdparateurs ouverts L' et L" eorres- 

pondant ?~ la m~me d~composition F =  F1 + F~, et supposons en plus que la 

fonction satisfait ?~ (24) sur les deux. Est ce que les d6compositions donn6es par 

(23) et (23') avee les deux s~parateurs sont identiques? 

Nous verrons sur un exemple (v, p, 44) que ceci n'est pus toujours 

vrai. Mais on peat ddmon~rer que si l'ensemble _V 1 �9 F~ est de mesure lin~,aire 

nulle ~ et si la fonction f(z) remplit la condition (24) pour chacun de ces deux 

s4parateurs L' et L" et est born6e entre L ' e t  L", alors la d6composition obtenue 

.~ l'aide de L' est la mgme qne celle obtenue avec L". ~ Nous disons ici que la 

fonction f(z) est bornde entre L' et L" quand elle est bornde sur l'ensemble D 

obtenu avec les ensembles ouverts G' et G" correspondant g L' et L" de mani- 

bre suivante 

D = (G' + G " ) -  G ' .  G" ---- ( G' -- G") + ( G " - -  G'). 

Dans les cas simples, avec lesquels d'ailleurs nous aurons g faire le plus 

souvent, rensemble F 1 �9 F~ est form6 par un hombre fini de points (comp. les 

figures I, 2 et 3 off o n  remplacera M et N par F a - - F ~  et T ' ~ F 1 ;  F l" /~s  y 

est form6 par les points s6parant M de N) eg le s6parateur form6 entre -~'1 -- F~ 

et F~ ~ F t  es~ form6 par un hombre fini de courbes simples fermges. 

L'ensemble F ~ - F  s est alors 6videmment de mesure lin6aire nulle, et la pro- 

pri6t6 de f(z) d'etre born6e entre L' et L" se traduit  par ceci:f(z) est born6e sur 

l'ensemble des domaiues d6termin6s dans le plan par les deux s6parateurs ferm6s et 

ne contenant auctm point de F dans leur int4rieur, On volt cela sur la figure ci- 

dessous oh les domaines duns lesquels f(z) dolt 6tre born6e sont munis des hachures. 

s 

1 C. h d. qu ' i l  peut  ~tre couver$ par  des cercles avec des rayons  fo rmant  une somme aussi  

peti te que  l 'ou  veut. 

Ceci reste vrai s i  r o n  suppose  F1 .  F~ compos~ d 'un  nombre  fini de points  et si l 'on prend 

pour  f ( z )  les condit ions p lus  larges suivantes :  pour  z situd entre L '  et  L "  on a I f ( z ) l  < m(o(z)), 
o~ 0 (z) est  la p lus  courte distance entre z et /~1" F~, et re(Q) est  une fonction posit ive p o u r  p > o, 

(:) telle que lira ~ re(Q) = o.  P. ex. re(O) = 0 a log ~/ avee a > --  ! .  Comp. la note I '~ la fin du 
Q=0 

m~moire. 
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On peut, dans ces eas, facilement d~montrer l'identit6 des d~compositions (23) 

et (23') pour L' et L". En effet, en enlevant des domaines munis des hachures des 

petits cercles entourant les points de /~1" F~ et en prenant l'int6grale de Cauchy 

sur les frontibres des domaines restants pour x extdrieur ~ G' + G" ou int~rieur 

G' .  G", on s'apergoit que cette int~grale, d'une part, est identiquement nulle 

et, d'autre part, tend vers l'int~grale prise sur route la fronti~re des domaines 

munis des hachures quand les cercles enlev4s ont des rayons tendant verso.  Mais 

cette derni~re integrale, c'est tout simplement 1 

L' / / '  

ce qui donne j~l = j ~ '  et de mfme f~ =j~' ,  c. q. f. d. 

I1 arrive souvent que la fonction f(z) ne satisfait pas ~ (24) sur L et il est 

difficile ou m6me impossible de trouver un autre s6parateur sur lequel la fonc- 

tion remplisse (24). Nous donnerons ici deux m6thodes qui permettrons, dans 

beaucoup de cas, d'arriver quand m6me ~ une repr6sentation effective de la 

dficomposition. 

P r e m i e r e  m ~ t h o d e  - -  p a r  s o u s t r a c t i o n .  

Supposons qu'il existe une fonction g (z) n 'ayant  de singularit~s qu'aux points 

de l'ensemble ~'1" F~ ou s l'intdrieur de l'ensemble ouvert G correspondant au. 

s~para~eur L, et telle que f(z)--g (z) satisfasse ~ la condition (24) sur L. I1 est 

clair que le s~parateur L d&ermine une ddcomposition de l'ensemble singulier de 

f - - g  en deux parties 

dont l 'une F~ est comprise dans G + FI"F,z et l 'autre est ~gale ~ E~. Par 

hypoth~se on pourra appliquer les formules (23) et (23') qui nous donnerons 

p. ex. une fonction u l(x) holomorphe s l'extgrieur de G et sur L e t  telle que 

f(x)--g(x)--u~(x) est holomorphe dans G. Il  en rdsulte que l'on peut prendre 

pour f l  (x) la fonction u 1 (x) + g (x), donc pour f~ (x) la fonction f ( x ) - - g  (x) - -  u I (X). 

Comme formule on obtient p. ex. pour x s l'ext6rieur de G, 

f f(~ g(z) dz. = g (x) + 
2zi --x 

L 

Si l 'on  cho i s i t  s e u l e m e n t  un  sens  eonven~ble  sur  la  f ront i~re  de cheque  domaine  en ques t ion .  
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Deux i~me m~$hode ~ p a r  d iv is ion.  ~ 

Supposons ma in tenan t  qu' i l  existe une fonct ion h(z) holomorphe  et uni forme 

f(z) 
par tout  en dehors de /~'1 �9 e~ telle que le quot ient  h~(z) satisfasse s (24) sur L. 

f(z) L'ensemble  singulier  de ~ contien~ sfirement F m~is il pen t  r en fe rmer  

en dehors de /~ encore des pbles provenang des z6ros de h (z). Mais s cause de 

(24) ces pbles ne se t rouvent  sfirement pas sur L e t  celui-ci dgtermine une  dg- 

composigion de l 'ensemble singulier de h ~  en deux ensembles dont  un  cont ient  

F~ et  de points int~rieurs ~ 54 et  l ' au t re  - -  F~ et  de points ext6rieurs ~t G. 

P a r  les formules  (23~ et (23') on obt ien t  une dgcomposit ion correspondante  de 

f (x)  
en deux fonctions,  dont  une, v~(x), est holomorphe  ~ l 'ext6r ieur  de G e t  

f(x) sur L e~ l 'autre,  v~, est holomorphe  dans G e~ sur L. De h - ~ v l ( x ) + v ~ ( x )  

on obt ient  f(x)-~-h (x)v~ (x)§ h(x)v 2 (x) et il est clair d'upr@s nos hypotheses  sur 

h (x) qu 'on peut  poser f l  ~ h .  v~, f~ ~-~ h .  v~. 

Comme formule  on obt ient  p. ex. pour  x ~ l 'ext6r ieur  de G 

h ft(x) (x) I f ( z )dz  
2 z i  ,1 h (z) (z -- x) 

L 

Pour  pouvoir  appl iquer  les deux m6$hodes que nous venons d ' iudiquer  il 

faut  dvidemment  savoir t rouver  une fonc~ion g(z)ou h(z)convenable pour  la 

fonct ion f(z) et le sdparateur  L en question. Dans les cas usuels ce ne sera pas 

difficile (comp. les exemples dans w 4) et on pour ra  fo rmer  faci lement  une fonc- 

t ion g(z) on h(z) appropri6e en ut i l isant  la d6finition et  les propri6t~s de la 

fonct ion  et  du s4parateur.  N6anmoius,  pour  t r anche r  la quest ion en principe,  

nous allons ddmontrer  dans le w suivant  que dans des cas assez g6n6mux il existe 

toujours  des fonct ions g (x) et h(x) convenables.  P a r  cons6quent  les deux m6thodes 

sont ,  darts ces cas, toujours  applicables. 

1 Cette m6thode a dtd ddj~ utilisde par Poincard dans Am. Journ. of Math. t. I4, I892 , 
p. 213 dans un cas simple Off l'ensemble singulier E 6fair l'axe rdel et ZV 1 = [-- I; + I], 
F , = [ - - ~ ; - - I ] + [ ~ ; +  ~]. 
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w 3. Approximations des fonctions, extension du th6or~me de Runge. 
Applications aux d6compositions des fonetions. 

Le oalcul effectif d 'une d6composit ion et le probl~me d 'approximations.  

A la fin du w precedent nous avons donn6 deux m6thodes pour calculer 

effectivement les fonctions formant une d~eoinposition de la fonction f ( z )  corres- 

pondant ~ la d~composition de l'enseinble singulier F =  FI  + F~. 

Nous allons 6tablir dans le w present que dans des cas tr~s 6tendus les 

deux m~thodes son~ applicables. 

Consid6rons la premiere m6thode. Pour l'appliquer avec un s~parateur 

ouvert donn~ L, il faut trouver une fonction g (z) n'ayan~ de singularit~s que 

darts F 1 �9 F~ 1 de mani~re que la diff6rence f ( z )  - -  g (z) soit assez petite sur L pour 

que la condition (24) du w pr6c6dent soit v6rifige. 

Mais, 6rant donn6 que presque toujours nous n'aurons affaire qu'~. des 

s6parateurs de longueur finie (rappelons que nous pouvons nous limiter ~. la 

consid6ration des ensembles singuliers born6s, douc aussi des s6parateurs born6s), 

la dire condition sera remplie si seuleinent la diff6rence f ( z ) -  g(z) est born6e 

sur L, c. s d. I f ( z ) - - g ( z ) ] < ,  pour un certain s positif fini, quand z se trouve 

sur L. 
D6signons par B l'ensemble compl6mentaire (par rapport au plan) du s6- 

parateur ferm6 S = L + 2' 1 �9 F~. C'est done la somme de deux ensembles ouver~s 

G e t  H d6termin6s par L et dont un contient F~--F~ e~ l 'autre F~--F~. I1 est 

6vident que tout point de l'ensemble singulier F est situ6 ou bien dans B ou 

bien sur la fronti~re ~ (B) = S = L + F~ �9 ivy. 

Le probl~me de la recherche de la fonction g (z) peut 6tre Inaintenant 6nonc6 

de mani~re suivante: trouver une approximation de f (z )  en dehors de B ~ (c. g d. 

sur S-~  L + F~ . ~'~) ~ un ~ f ini  pros, par une fonction g (z) n'ayant de singularit~s 

que dans F~.  tz~. 

En principe, il faudrait consid4rer ici l'approxiination comine valable en 

dehors de B quand elle y est valable partout off la difference f ( z ) -  g ( z ) e s t  

d6finie (dans notre cas - -  sur L). 

1 Remarquons que dans l'expos6 de la m6thode, on admettait  pour .q (z) des points singuliers 
dans G aussi, mais nous allons voir que g (z) peut ~tre choisie de mani6re qu'elle n'en air que 

daus F, .  F~. 
Fixons une lois pour toutes que l 'expression ~en dehors de E~ veut dire: dans l 'ensemble 

compldmentaire de E (par rapport au plan), tandis que ~ l 'extdrieur de E~ signifie: dans l 'ensemble 

compl6mentaire de la ferme~re ~ de l 'ensemble E. 



Sur les d4compositions des fonetions analytiques uniformes. 33 

2r nous d~montrerons que la fonction g(z) existe m~me si l'on eonsid~re 

des approximations ~ t pros, en dehors de B, duns le sens plus prdeis que voici: 

la diffdrence f ( z ) - - g  (z) peut Otre $tendue (prolong4e) d'une mani~re continue (mais 

non n~eessairement analytique!) partout en dehors de B (duns notre cas - -  mSme 

sur FI " F~I) et y vdrifie alors partout l'indgalit~ I f ( z ) - - g  (z)[ < t. 

Le t h 6 o r ~ m e  de  R u n g e  e t  le  t h 6 o r ~ m e  B. 

Nous sommes ramends ainsi s un problSme d'approximations. I1 est done 

tout naturel que pour le r6soudre nous ferons usage du th~orSme classique de 

Runge, eoneernant l 'approximation des fonetions analytiques uniformes par des 

fonctions rationnelles. u son gnone~: ~ 

Th~or~me de Runge :  Soit B u n  ensemble ouvert dont la frontiOre est composde 

d'un hombre fini de courbes simples ferm~es disjointes. Sur ehaque coml)osant ~ de 

l'ensemble D compl~mentaire de B, soit ddfinie une fonvtion holomorphe et uniforme 

en tout point de ce composant. I1 existe alors une fonction rationnelle g(z) approehant 

duns chaque composant de D la fonction qui y est .d~finie, ~ un t queleonque pr~s. 

Les p~les de g (z) peuvent ~tre choisis duns B tout 5 f a i t  arbitrab'ement, pourvu qu'on 

en ait au moins un duns chaque domaine composant de B (dont il y a un hombre 

f ini  seulement). 

Consid~rons maintenant une fonction f (z)  hol. et. unif. duns notre sens avec 

un ensemble singulier F. Si l'ensemble ouvert B, envisag~ duns le th~or~me de 

Runge, contient F,  l'ensemble D (eompldmentaire de B) sera compris duns le 

domaine h. u. de f(z) et tout  composant de D sera situ~ duns une seule region 

eonnexe du domaine h. u. de f(z).  Mais duns ehaeune de ees regions ta fonetiou 

f (z)  coincide avec une seule fonetion analytique. Iqous pouvons done ~noncer 

le th~or, de Runge de la mani~re suivante que nous utillserons duns la suite: 

Si l'ensemble ouvert B, form~ par un hombre fini de domaines-eomposants, s 

contient l'ensemble singulier F de la fonction hol. et. unif. f(z), on peut approcher 

f (z)  en dehors de B, h un ~ quelconque pr~s, par une fonction rationnelle g(z). 

1 Notre ~none6 est, h quelque chose pros, le m~me que eelui qu'on trouve duns le m6moire 
de Runge, Acta math., 6, I885. 

Rappelons iei qu'un eomposant d 'un ensemble E est  un sous-ensemble eonnexe de E tel 
qu'il n 'existe aucun autre sous-ensemble de E ,  plus grand, qui soit 6galement connexe. 

s Cette petite g6n6ralisation par rapport '~ !'~nonc~ pr~c6dent se justifie par le fait que 
l 'ensemble _~ (voir la suite de l'~nonc6) peut  6tre enferm6 duns un ensemble B 1 ~ B satisfaisant 
aux conditions de l'~nonc6 pr~c6dent et o n  pourra chercher l 'approximation en dehors d e  B t . 

5--34686, Acta mathematica. 65. Imprim6 le 4 f~vrier 1935. 
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Les p~les de g (z) peuvent ~tre choisis dans B tout ~ fa i t  arbitrairement pourvu qu'on 

en ait au moins un dans chaque domaine-eomposant de 13. 

On voit  m a i n t e n a n t  que pour  r~soudre no t re  probl~me des approx ima t ions  

il f au t  ~tendre le thdor~me de R a n g e  au c a s  off cer ta ins  points  s inguliers  de f ( z )  

se t rouven t  sur  la front i~re de B et  les aut res  s l ' in tdr ieur  de B. I1 est  6vident 

que l ' app rox ima t ion  s un  s queleonque pros en dehors  de B ne pou r r a  plus ~tre 

fournie  en gdn~ral pa r  une fonct ion ra t ionnel le  g (z) avee des pbles compris  dans 

B .  L a  fonct i0n g(z) sera m a i n t e n a n t  en g~n~ral singuli~re aux points  de F 

situds sur  la front i~re de B .  

Nous  a d m e t t r o n s  m a l n t e n a n t  des ensembles  ouver ts  B u n  peu plus ggngraux 

que ceux du p remier  4noncd du thdor, de Runge ,  mais  moins  g~n~raux que ceux 

du second ~nonc~. N o t a m m e u t ,  nous admet~rons  les hypotheses  suivantes.  

H y p o t h e s e s :  Les eourbes simples fermdes (en hombre fini) limitant B pourront 

d~sormais avoir des points communs - -  mais en hombre fini, et tous ces points communs 

devrons faire pattie de l'ensemble singulier F de f(z) .  E n  outre,  nous n'admettrons 

qu'un nombre fini de points de F sur la fronti~re de B, mais ees points devront 

~tre rdpartis de maniOre que ~ (B) ne renferme aueune courbe simple .ferrule sans 

points eommuns avec F. 

Toutes ces hypotheses, qui semblent ~tre un peu arbitraires au premier abord, 
sont toujours v~rifi~es quand B e s t  l 'ensemble eompl~mentaire d'un s~parateur S ~--- 
--~ L - ~  F 1 �9 F~ compos~ d 'un hombre fini de courbes simples ferrules, le nombre de 
points dans F 1 �9 lv~ ~tant ~galement fini et le s~parateur ouvert L ne contenant  aucune 
eourbe ferrule. Ceci pr~sente u n  eas encore assez g~ndral et, dans tous les cas, 
suffisant pour nos applications, vu que tout en restreignant la nature de la d~com- 
position F ~  F~-P ~ et du s~parateur S aux cas simples, nous ne limitons aucune- 
ment  la g~n~ralit~ de la fonction f(z). 

Nous allons ddmont re r  un thdor~me qui nous permet t ra ,  dans  des cas assez 

dtendus, de rdsoudre no t re  probl~me des approximat ions .  

Th~or~me B: L'ensemble singulier F de f ( z )  et la frontiOre ~(B) d'un en- 

semble ouvert B satisfaisant aux hypotheses ~numdrdes ci-dessus, on peut approcher 

f ( z )  en dehors de B, ~ un s quelconque pros, par une fonction g (z) ne prgsentant 

de singularitds que dans l'ensemble P ~  F .  ~(B) composd d'un nombre fini de points. 

Remarquons que la th~se du th~orbme B pourrait  ~tre d~montr~e avec des 
hypotheses beaucoup moins restrictives sur la nature de B et de F. I1 suffirait 
no tamment  de supposer que ~'ensemble B Jr P (oi~ ~ = F .  ~(B)) est localement connexe ~ 

L'ensemble A est appeld localement connexe, s'il contient pour chacun de ses points des 
voisinages (relatifs a A) connexes et aussi petits que l'on veut. 
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et ~ue l'ensemble B e s t  formd par  un hombre fini de domaines connexes dent chacun poss~de 
sur sa frontidre des points de t 9. 

Quand ~(B) se compose d'un nombre fini de courbes simples ferm6es n 'ayant  
deux ~ deux qu'un nombre fini de points communs, l'hypoth~se ci-dessus est remplie 
pour tout ensemble F poss6dant des points sur ehacune des eourbes composant ~(B). 

D ~ m o n s t r a t i o n  du  th~or&me B. 

Soient Pl,  �9 �9 pk les points de l 'ensemble 19 = F .  ~(B). Prenons  des cercles 

aux centres p~, m-~  i, 2 , . . . ,  k, et au rayon Q assez peti t  pour que ces cercles 

soient ext6rieurs deux g deux. La  partie commune des int6rieurs de ees eercles 

avec l 'ensemble B se d6compose en domaines connexes dont  on prendra ceux qui 

ont  le point correspondant p~ sur leur fronti~re. La  somme de ces domaines 

choisis formera Fensemble ouvert U 1. 

Nos hypotheses sur la nature  de la fronti~re ~(B) (qui se d6compose en 

nombre fini de courbes simples ferln6es qui n 'on t  de points communs que parmi 

les p~) ent ra lnent  le fair, que ces domaines choisis existent  en effet, qu'ils sent  

en hombre fini, et que tout  point de B assez rapproch6 de l 'nn des pm appar t ient  

n6cessairement g l 'nn des ces domaines, donc g U1. 

En effectuant la m~me op6ration avec des cereles de rayon 0 on obt iendra 
n 

l 'ensemble ouver~ U~, au su]et duquel on fera les m~mes remarques que pour Uv 

On 6tablit sans peine les propri6t~s suivantes de la suite {U~}: 

P <  g . .  

(2) B .  U.+I = Unq-1 of- B "  ~(U.q-1) < U. .  1 

(3) Les  ensembles U~ se rdtrOeissent vers 19 pour  n--* ~ .  

(4) Chaque domaine-eomposant de U~ en eontient au moins  un  de U.+I. 

Ceci fair, posons 

Uo = B ,  l~o = F "  Uo-~  F et en g~ndral F ~  F .  U~. 

F 1 = F ~  F~ = F - - F .  U1 et en g~n6ral F~ = F ~ - -  F~.~ 

Les d6finitions (5) et (6) avec les propri6t6s (I) et (2) des Un et notre  hypo- 

th~se que F < B + P entralnent ,  comme on le d6montre facilement,  les relations 

suivantes: 

I1 est 6vident que la relation Un+l ~ Un n'est  pas vraie. 

(5) 

(6) 
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(7) 
(S) 

(9) 
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o P ~ F ~ + ~  U~ + P pour n = o ,  1 , 2 , . . .  
o o F~ = F~+I + . . .  F~+I  pour n ~ O~ I ,  2, 

Fn+I<B. Un< Un--1 pour n : o ,  I, 2 , . . .  

en posan t  darts la derni~re re la t ion  (pour n = o) U-1 = g 0 - - B .  

Sur l ' image ci-dessous nous montrons la formation des ensembles Un, .F~ et _F,~ 
dans le cas oil rensemble  P ne contient qu'un seul point p e t  la fronti~re de B est 
form6e par deux courbes simples ferm6es avec le point commun p. 

Fig. 8 

Les segments et les lignes polygonales repr~sentent l 'ensemble singulier F. 
L'ensemble F -  F~ est d6sign~ p a r  Sn. Les lignes continues d~sign6es par ~(B)  
forment  les deux courbes fronti~res de B. Par  lignes pointill6es ou traits coup~s sont 
repr~sent6s les deux cercles servant '~ former respectivement Un et Un+l. En parti- 
culler par traits Coup~s (d6sign6s par ~(Un) o u  ~(Un+l)) sont indiqu6s les arcs de 
ces cercles appartenant  ~ la fronti~re de Un respeotivement Un+~ (le reste de ces 
fronti res  tant form  des arcs de 

P o u r  les d6composi t ions / ~ ' ~  Fo ~ ~- F t  + F~ ~ et  en g6n6ral ~n~  + F~+I, 

prenons  des d6composi t ions cor respondantes  d 'apr~s le th6or~me A: 

f(z) = A ( z )  + f~ et en g6n6ral  f~ =fn+x(z) + f~n+~(z), 

en passan t  success ivement  de n s n + I. Remarquons  que plusieurs  des ensembles 
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Fn (reals pas F~) peuvent 6tre vides; alors les f o n c t i o n s f ,  eorrespondantes seront 

ident iquement  = o. 

Appliquons main tenan t  le th6or~me de Runge! 

A son aide nous trouverons de proche en proehe des fonctions rationnelles 

gn(z), n ~  I, 2 , . . .  relies que les pbles de la n-~me se t rouvent  dans Un et que 

pour n ~ - 2 , 3 , . . .  

(IO) [fn(z) + g,--~(Z) --  gn(z)[ < 2-~'*, pour tout z en dehors de Un-:. 

Pour  n-~- I, gl(z) formera une approximation de fl(z) telle que 

(m') [fl(z) --  gl(z)[ < 2-1e, pour tout z en dehors de (_7-1 ~ B,  

ce qui est bien possible ear l 'ensemble singulier de f l  (z) est F i qui est compris 

dans B d'apr~.s (9). On choisira dans chaque composant  de U-1 ~ - B  comme 

p61es de gl(z) des points appar tenant  s un composant  eorrespondant  de U 1 (on 

s'appuie ici sur (4) qui est valable 6videmment aussi pour n - ~  -- I e t  o). Ceci, 

avee la relation (9) pour n ~ I, donne que l 'ensemble singulier de f~ (z )+  g~(z) 

est compris dans U 0. 

Si la fonction rat ionnelie g,-l(z)  est d6j~ d6termin6e de mani~re qu'elle 

poss~de tous ses p61es dans U~-I < Un-2, la somme f , , ( z )+  g•-l(z) aura  ses sin- 

gularit6s dans Un-2 (eomp. (9)) et on pourra t rouver  une fonct ion rat ionnelle  

g,(z) sat isfaisant  ~ (IO). Mais gn(z) devra avoir des p61es dans chaque eomposan~ 

de U~-~ (il n 'y  en a qu 'un hombre fini). D'apr~s (4) ehaque eomposant  de (7,.-2 en 

contien~ un de Un-1 qui, g son tour, en contient  un de U~. Pa r  cons6quent, 

on peut  ehoisir les p61es de g,(z) dans U,. 

Ainsi l ' induction marche et  les g,(z) peuvent  6tre consid6r6s comme d6ter- 

min6s pour tout  n = I, 2, 5, . . . .  

Consid6rons main tenan t  les fonctions 

o~ 

( I I )  ~m(Z)= Z (fn + gn--l--gn)'l 
n ~ + l  

La s6rie (I i)  est, d'apr~s (IO) et (IO'), uniform6meut  convergente en dehors 

de Urn-1 et on en d6duit en plus, pour m = o, I, 2 , . . .  

(i2) < 

1 Pour m ~ o le premier terme de la .s6rie sera (fl -- gt). 
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De plus 9re(z) es~ cont inue  en dehors de Urn-1 et holomorphe & l'ext~rieur 

de Urn-1. 

La  fonct ion 
Qo 

~0(z) = ( f l  - -  gl) + Z (f1~ + g n - - i  - -  g . )  = 9 ~ l ~ ( Z )  "~- ~ f .  - -  g~ - -  

= 

a done son ensemble singulier  compris dans 

Um-I -~ F ~- U m =  F-~ ~-~m--1, pOUF m =  I, 2, 3, . . . ,  

d'apr~s (3), que cet ensemble singulier est ndeessairement  eompris d'ofi vient, 

dans F .  

D 'au t re  par t  la fonct ion 

a d'apr~s (7) son ensemble singulier  dans 

( U,~--1 + P) + U,~ + Urn-1 < P + Um-~, pour m = I, 2, 3, 

done, d'apr~s (3) eet ensemble singulier  est eontenu  dans P.  

Enfin, la diff6renee f ( z ) -  g ( z ) =  qDo(Z ) est cont inue  en dehors de U-x-- - -B 

et  y satisfait ,  d'apr~s (12), s l ' in6galit6 

I f ( z )  - g(z)[ < 2 ~  = 

c. q. f. d. 

A p p l i c a t i o n  du  th@or@me B k la d@composition des fonc t ions .  

M~thode I ~ par  soustraction. 

Consid6rons une d6composit ion propre F - - - - F  1 + F~ de l 'ensemble singulier 

F de f ( z )  en deux ensembles F1 et  F~ tels que F 1 �9 F~ se compose d 'un  nombre 

fini de points. Consid6rons un s6parateur S = L 4- F 1 �9 F~ entre  F 1 - -  F~ et F~--F1, 

eompos6 d 'un  nombre  fini de courbes simples ferm6es, routes de longueur  finie. 

Reje tons  ma in tenan t  (s'il y en a) les courbes simples ferrules  de S qui ne 

0 i On utilise ici les relations f = f l  + f0 ,  fo = fn + l  § f~ qui entralnent: 

f = ( f l  + f~+ " ' " -}'fro) + f o .  
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contiennent aucun point de F 1 � 9  (ces courbes sont comprises darts le s~parateur 

ouvert L). D~signons par S 1 le reste de l'ensemble S. L'ensemble $ I n e  peut 

8tre vide que s'il en est de mSme de FI"  F~ (an moins dans le cas d'une dgcom- 

position .propre). Nous pouvons rejeter ce cas, car alors la d~composition s'obtient 

facilement (comp. la d~monstration du th~or. A). En d~signant par B l'ensemble 

compl6mentaire de $1, on trouvera d'apr~s le th~or. B une fonction g(z) dont les 

poiuts singuliers appartiennent ~/~1 �9 F~ et telle que sur S~ la difference f ( z ) -  g(z) 
soit continue et satisfasse s If(z) - g(z)] < ~. Ainsi, la longueur totale de S dtant 

finie, f(z) -- g(z) satisfera sur les arcs de S, -- F 1 �9 3 < L  s la condition (24) du 

,~ 2. Mais, vu que sur les courbes rejetdes de S (qui appartiennent compl~tement 

au domaine h. u. de f ( z ) -  g(z)), cette difference satisfait d'elle-mSme s la con- 

dition (24) du w 2, elle satlsfait s cette condition sur la totalit~ du sdparateur 

ouvert L, ce qui suffit pour que l'on puisse appliquer la mdthode I du compl& 

ment I I  au th~or~me A. 

Remarque I: Dans certains cas on peut appliquer la mdthode I mSme avec 

un sdparateur de longueur infinie. P. ex. supposons pour simplifier que F 1 �9 F~ 

ne contient qu'un seul point a et que S est form4 d'une seule courbe, contenant 

a. Supposons maintenant qu'il existe une fonction re(z) ayant pour seul point 

singulier le point a et n 'ayant  aucun zdro dans tout le plan (on peut donc dcrire 

re(z) = e m'(z-~a) , off ml(t ) est une fonction enti~re)et telle que la longueur S(z)de 
l'arc de L = S -  (a) compris entre un point fixe Zo de L et un point mobile z 

de L soit constamment <]m(z)[. 
L'ensemble singulier de f(z)[m(z)] s dtant (s l'exception du point a) en dehors de 

S, on peut appliquer le thdor~me B e t  trouver g(z) avee le seul point singulier en a de 

mani~re que p o u r z z u r S :  [f(z)[m(z)]~--g(z)[<s, d'ofi f(z) [m(z)] ~ < im(z)~ ,. En 

�9 . g(z) par t(z) on en obtient des,gnant f(z) [m(z)]* 

; fj[t(z)lldzl~-j $ ~ I 

L L 

Off m est le minimum de [m(z)[ sur L e t  le coefficient 2 provient du f a r  que- 

L se compose de deux arcs commengant en Zo et allant vers a. L'in~galit~ que 

nous venons d'obtenir prouve que la diffgrence f(z) g(z) s~tisfait ~ la condi- 

tion (24) du w 2, ce qui permet l'application de la premiere m~thode. 
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M6thode I I -  ~ar division. 

Reprenons les hypotheses admises plus haut pour l'application de la pre- 

miere m~thode et ajoutons y encore la suivante: le s~para~eur S n e  passe par 

aucun z6ro de f(z). 

Rejetons eomme plus haut les courbes de S ne contenant aucun point de 

F 1 �9 F~ (donc comprises dans L). L'ensemble S~ restant divise le plan en nombre 

fini de domaines connexes DI, D~, .. ,, D~ dont la somme forme l'ensemble B. 

0onsid~rons la fonction log f(~). Elle est holomorphe partout en dehors 

de l'ensemble F + Z ~ o5 Z e s t  l'ensemble des z~ros de f(z) - -  mais elle n'y 

est pas toujours uniforme. 

! 

"2] 
E F~ Les z n ddsignent l e s  zdros  de . f ( z ~ .  

4 
Fig. 9 

Pour vaincre cette difficult4 nous nous y prendrons de mani~re suivante: 

l'ensemble S 1 - - F I "  F~ se d~compose en arcs ouverts (appartenant s L) aux ex- 

tr4mitgs darts FI"  F2. Chacun d'eux, soit p. ex. Lm, peut ~tre enferm~ dans une 

bande limitde par deux arcs L~ et L~, aux m~mes extr~mit6s que L~ et ne ren- 

ferman~ aucun point de F ni de Z, comme on le volt sur le schema ci-dessus. 

Ces bandes peuvent ~tre dvidemment choisies de mani~re qu'elles soient 

deux s deux disjointes. On s'apergoit imm~diatemen~ qu'~ l'int~rieur de ces 

bandes log f(z) est holomorphe et uniforme. Par consequent en posant ~(z)~- 

~ l o g f ( z )  s l ' in~rieur  de ces bandes, et ~(z) -~o s leur ext~rieur, on obtient 

une fonction ~(z) hol. et unif. avec un ensemble singulier form~ par les arcs 

L~ et L~ - -  les arcs fronti~res des bandes. Ces arcs appartenant ~ B, sauf 

leurs extr~mit~s qui appartiennent s F 1 �9 F 2 et sont sur S 1 -~ ~(B), on peut trou- 

vet une approximation g(z) ayant tous ses points singuliers dans 2' 1 �9 ~'~ et telle 
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que Jq~(z)--g(z)[ < e pour  ,z' sur r ~ Mais q~(z) coincidant  sur S 1 (au moins sur 

les arcs L~ sur lesquels elle est d6finie) avec log f ( z )  on en obt ient  

[ l o g f ( z )  - -  g(z)[ < e pour z sur S .  

En posant  h ( z ) =  e a(~) on en obt ient  pour  e assez pet i t  

If(z) [ 
- -  ze < [h(z)[ < I + ge pour z sur S, .  

Les courbes rejet6es de S 6gant compl~tement  dans les domaines h . u .  de f ( z ) e t  

de h ~ I  =e-g(*) ,  le rappor t  h - ~  est born4 sur ces courbes, ce qui donne (avec 

l ' in~galit6 pour  ~ sur S~, obtenue g l ' instant)  la preuve de la sommabili t6 ab- 

solue de f (z )  h--~ sur L = S -  F 1 �9 F~. Ceci suffit d~j~ pour  pouvoir  poursuivre  la 

deuxi~me m ~ h o d e  du compl~ment I I  au th~or. A. 

Remarque." Relevons ici une cons6quence in t&essan te  du th~or~me B. Con- 

sid~rons un domaine D l imi~ ,  pour  simplifier, pa r  une courbe simple ferm~e 

n ' ayan t  qu 'un  seul point  a en commun avec l 'ensemble singulier  _P d 'une  fonct ion  

uniforme f (z) .  Supposons en plus que l ' int~rieur  de D ne cont ient  aucun point  de F .  

Darts ces condit ions l 'al lure de la fonct ion f ( z )  quand z s 'approche vers a de Fin- 

t~rieur de D est g u n  ~ quelconque pros ~gale s l 'al lure d 'une fonct ion enti~re en 

I En  effet, dans le domaine D e~ sur sa fronti~re (le point  a y compris !) 

on pour ra  approcher  la fonct ion f ( z )  g ~ prgs par  une fonct ion g(z) don t  la seule 

singularit~ sera en a. 

On peut  m~me obtenir  plus: si l 'ensemble singulier  F ,  dans le voisinage 

de a, divise loca lement  le plan en un  nombre  fini de domaines  ayan t  le point  

a sur leurs frontigres,  et  si dans chacun  de ces domaines on forme un  domaine 

D satisfaisant  aux conditions ~nonc~es plus haut ,  on pour ra  approeher  la fonc- 

I 
t ion f ( z )  g e prgs par  une fonct ion  g(z)ent igre  en - -  s imul tan~ment  dans tous 

z - - a  

les domaines D. Ceci reste vrai m~me si dans chacun des domaines D la fonc- 

t ion f ( z )  repr&ente  une autre  fonct ion analytique.  

6--34686. Acta mat, hematlva. 65. Imprim6 le 4 f~vrier 1935. 
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w 4. Exemples des d~compositions. 

Nous allons montrer, dans le w pr6sent, la technique des d6compositions 

dans diff6rents cas. Nous allons appliquer les m6thodes effectives, donn6es dans 

le eompl6ment I I  au th6or. A. Pour cer~aines classes de fonctions, pour les- 

quelles les d6compositions cherch~es sont faciles "~ trouver directement, nous 

montrerons que nos m6thodes effectives peuvent donner les m~mes r6sultats 

(si l'on choisit la m6thode convenable). Ceei tendrait ~ prouver que, par ces 

m6thodes, on obtient les d6compositions les plus naturelles. 

I. Ensembles F1 st F~ disjoints. 

C'est le cas simple, r6g16 tout d'abord dans la d6monstration du th6or. A. 

Un s6parateur entre ~'1 et F 2 sera ici compos~ d'un nombre fini d e  courbes 

simples ferm6es sans points communs avec F ~- F1 + F~. On peut donc prendre 
ici l'int6grale de Cauchy sur un tel s6parateur et obtenir les composantes f l (x)  

et f~(x) de f ( x )  comme dans la d6monstration du th6or. A. Quand F 1 se r6duit 

un seul point a, qui est alors un point singulier isol6 de f(z) ,  la composante 

fl(z) devient la partie principale de f ( z )  par rapport au point a. 

II. L 'ensemble singulier F est la circonf~rence I zl-~ I. 

Consid6rons maintenant nne fonction f(z) 6gale pour I z] < I ~ une fonc- 

tion u(z) et pour I zl > I ~ une fonction v(~), off u(z) et v(z) sont r6guli~res, 

l 'une ~ Tint6rieur et l 'autre ~ l'ext6rieur du cercle I z] = i .  Nous supposerons 

que v(z) n'est pas un prolongement de u(z), de mani~re que la circonf6rence 

I z ] = I  forme l'ensemble singulier F de f ( z ) .  

D6composons maintenan~ la circonf6rence ]z I = I en deux arcs F 1 et F~ 

n 'ayant  que leurs extr6mit6s e ia et e i~ en commun. Si nous voulons trouver une 

d6composition correspondante f ( z ) = f l ( z ) + f ~ ( z )  il faudra prendre un s6parateur 

entre F 1 - -F~  et F 2 -  F1. Un tel s6parateur est fourni par deux arcs simples 

de longueur finie Lt et L2, aux ex~r6mit6s en e i~ et elfl et dont l 'un est ~ l'in- 

t6rieur du cercle-unit6 et l 'autre 's l'ext6rieur du mgme cercle (sauf leurs extr6- 

mit6s, bien entendu). La rdgion du plan (finie ou infinie) d61imit~e par les arcs 

L 1 et L~ et contenant F 1 - -F~  formera l'ensemble ouvert G. 
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Si main~enant les fonctions u(z) et v(z) sont sommables, l 'une sur L~ et 

l 'autre  sur L~, la foncgion fi(x) pourra 8tre donn6e pour x en dehors de (~ par 

les ingegrales (comp. (23) et (23'), w 2) 

~f~)x~ ~ i f  (I)  Z ( X ) - - -  + ~ ~--xV(Z) d z .  

gt L2 

Et  alors, encore pour x en dehors de G, on posera f ~ ( x ) = f ( x ) - - f l ( x ) .  
La mSme formule (I), si l 'on y change le s igne des int6grales, donnera la 

valeur de f~(x), pour x dans G. 

Prenons maintenan~ pour simplifier v(z) = o. Dans la formule (I) la seconde 

int6grale disparalt.  Dans ce cas la d6composition f ( z ) -~ f l ( z )+ f~ ( z )  a d6j~ 6t6 

utilis6e pour certaines classes sp6ciales de fonctions. 1 

Consid6rons le d6veloppement de Mac-Laurin de u(z) 

(~) . ( ~ )  = " ~  ~,, ~ a n  �9 

Si la s6rie (2) converge uniform6ment  sur Fare L 1 entier, on pourra obtenir  

imm6diatemen~ d'aprbs (t) le d6veloppemen~ de Mac-Laurin pour fl(x):  

I f d z  ~ n :~ ~ I ( ei(n--x!~_~ei(n--x)a 1 
(3) A(~) = - - :  - - - - -  2~ ~,,~ = ~ ~ ~ /  ~ ( a -  ~)i + 2 ]  ~,~ 2 ~ r ~ d z - -  x n - -  x ] 

Lx ~ 0  n4:u 

On peut encore ~ransformer la formule (I) de mani~re suivan~e: 

(4) 

d'ofi 

(s) 

f u(x) eia -- x I u ( z )  - -  u ( x )  d z  + _ _  l o g  , 
A ( ~ )  = ~ ~ - x 2 ~ ,  

Lt 

u ( X !  el( ~ ~ x 
f l  (x) = log et ~ 2 ~  x 

o~ I ~ e(n--~) (3 __ e(n---u) a 
. . . .  + Z  x~ Z a~ 2~i  n - - x  

xmO n=~+l 

I1 est s peine n6cessaire de remarquer  qu'on prend ici dans le cerele-unit6 

e i~ --  x 
la branche uniforme de log ei ~ x qui donne pour x = o la valeur i(fl--a). 

1 Comp., p. ex., J. Hadamard, These, Paris, I892, 1~ troisi~me partie surtout. 
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Dans le cas gdn6ral, mSme si les d6veloppements  (3) ou (5) ont  un  sens, 

ces s6ries ne donnent  pas une fonct ion holomorphe  en dehors  de l 'arc 2 '  1. 

Si l 'on prend main tenan t  deux arcs rectifiables L~ et  L~ unissant  e i~ et 

ei~ ~ l ' int~rieur  du cercle-unit6 et si f (x )  est absolument  sommable sur L~ et L~ 

la formule  (I) donnera  deux fonct ions f:(x) et f~(x) ddfinies par (i) pour  les x 

pa rcouran t  un domaine qui renferme sfirement l 'ext~rieur du cercle-unit~. Nous 

savons d'apr~s le compldment  I I  au thdor. A du w 2 que f~ (x ) -~ f ; (x ) ,  si u(z) 
est born6 entre  L~ et L~. Mais 

6gales, comme le montre  l 'exemple 

Posons a = o, f l =  z donc e i~ 

de la circonf6rence I z l =  t ,  u(z)=: 
pour  I z I < , ,  et  considdrons deux 

au point  ~ d 'un  cord et de l ' aut re  

en g6n6ral les fonct ions f l  et f~ ne sont pas 

suivant:  

= I ,  e~ = -  I; ensuite,  s = l 'arc sup6rieur 
1 

Ux(Z) + e ~-~, off u~(z) esg une fonct ion born6e 

arcs L~ et  L~ disjoints e t  tangents  au cercle 

cord de l 'axe r6el, de mani6re que le rappor t  

I - - 8  
t, , pour  z = s + i t  t endan t  vers i le long de L L et L~, soit borne.  

1 

On v6rifie faci lement  que e 1-z est  born6 le long de L l e t  L~ mais ne l 'est  

plus ent re  L~ et L~. D'apr~s (I), on obt ient  pour  Ixl > i 

1 

. / i ( x )  = -~-, d e  + s : : d , e  
2 ~ d , .  - x  2 ~ z  z - x  

L~ L~ 

et parei l lement  pour  f~(x).  Les premieres int~grales dans f1(x)et f~(x)  sont dga- 

les, d tant  donn~ que ul(z ) est born~ entre  L I et L ~ .  I I e n  rdsulte 

1 1 1 

I e 1 - z  e 1 - z  

- d z - -  d z  = 2 -I ........ f l ( x ) - - f ~ ( x ) = 2 z i  z - - x  d z - - x  / ~ i  z - - x d Z '  

off C est la courbe ferrule  fortune par  L 1 et L~, qui est parcourue  dans le sens 

posit if  par  r appor t  h son int~rieur.  

Si l 'on remplace dans C un peti~ arc con~enant I par  un peti~ arc passant  

l 'ext~rieur  de C, on obt ient  une courbe C 1 r en fe rman t  I dans son domaine intdrieur. 

En changean t  dans la dernibre int~grale la courbe C en C1, on f a r  subir 

cet te  int6grale une var ia t ion  qui tend sfirement v e r s o  quand les deux peti ts  

arcs, par  lesquels different  les courbes C et Ca, t enden t  vers le point  I.  Cette 
1 

derni~re propri~tg r~sulte du fair  que e 1-z est bornd ~ l 'ext~rieur  de C, 
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1 

e! -z  4 tau t  r~gulier duns le domaine ext6rieur de C1 (le point ~ l'infini y 

eompris) et sur (L~, on a, d'apr~s le th~or~me de Cauchy, 

1 

I f 1 . . . . . .  Cl Z - ~  e 1 - x  - -  I 
z - x  

C~ 

pour x ~ l'ext6rieur de C~ (eomp. la remarque VI du w I), et ceei pour routes 

les courbes C~. I1 en r~sulte imm6diatemen~ 

f f 1 o - -  =- lim I f l  (X) --  f l  (X) --- I el_x 

C C, 

On v6rifie iei que f~(x) et f~(x) ne diffbrent que d'une fonetion don~ l'en- 

semble singulier est compris duns F 1 �9 F~. 

Consid~rons maintenant le cas off u(z) n'est pas sommable sur L 1, mais off 

p. ex. u(z) ~ A (z - -  da) ~, A et ~ constautes (!}t~ < o), est born4 sur L 1. Pre- 

nons un point a situ~ entre L t et F1 et unissons le avec e/~ par un arc M 

compris enti~rement (saul d ~) entre Lx et F1. La fonction 

A (Z ~ d'~ 1" 
\ z ~ a /  

a routes ses branches uniformes et r6guli~res duns le plan muni de la coupure M. 

D4signons maintenant, duns le developpement de Taylor de (z - -a )  t~ suivant les 

puissances de (z--eta), lu somme des premiers p = I +  E ( - - ~ / ~ ) t  termes par 

Alors la diff6rence 

- 

Z - -  e i a t ~  

est 6videmment born6e sur L 1. II y e n  aura de m6me de u I z ) - A S p ( z ) l Z - - d ' * |  ~ ' ' ' 1 \  �9 

On peut done appliquer la premi6re m6thode (par soustraction)du compl6ment I I  

au th6or. A avec g ( z ) =  A S p ( z ) ( Z - - d : l  ce qui donneru pour les x ~ l'ext6rieur 
\ z - - a /  

du domuine born4 eompris entre L~ et F~ 

1 E ( x )  d6signe pour x r~el le p lus  grand entier -< x .  
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\ 7~7- -  a I , ,  x 
+ 

L: 

(pour les x dans le domaine entre L1 et F1 comp. les formules du w 2). 

Si l'on savait seulement que u ( z ) ( z - - d ' ~ ) "  est born4 sur L~ pour un n 

entier, on pourrait prendre, d'apr~s la seconde mgthode donn~e dans le compl& 

merit cit~, 

Z (x )  = z ~ i  ( z  - e '~  " ., z - x ' 

L~ 

pour les m~mes x que plus haut. 

Dans le cas le plus g~n~rM on pourrait appliquer (au moins thdoriquement) 

le thdor~me 1~ duquel r4sulte l'existence des deux fonctions enti~res g t ( z ) e t  g~(z) 

telles que u ( ~ ) -  gl z ~  ~ --g~ ~ - ~  est born~ sur L1, ce qui permet d'ap- 

pliquer la premiere mdthode de la remarque VII  w 2. 

III .  L e s  f r a c t i o n s  de Bore l .  

0onsid~rons maintenant les fonctions donndes par une s&ie de fractions 

simples, ~tudiges depuis longtemps par plusieurs math4maticiens et particuli~re- 

ment par M. Borel g qui elles ont servi, entre autres, pour donner les premiers 

exemples du prolongement quasi-analytique. 

Prenons donc 

An Z . . . . .  (6) f ( z )  = z - -  a .  

les a,  formant une suite de points diff4rents (a~ =~ am) dense dans un ensemble 

term4 F non dense dans le plan, et la s~rie ~[An] 4rant convergente. L'en- 

semble F (qui peut d~composer le plan en plusieurs parties) sera l'ensemble sin- 

gulier de f ( z )  et on d~montre facilement que la s4rie (6) converge uniform~ment 

sur tout ensemble term4 disjoint de F.  

Si l'on d4compose F e n  deux ensembles ferm~s F 1 et F~, on peut trouver 

directement une d6composition correspondante f ( z ) - - - - f ~ ( z ) +  f..(z) en posant 

.-.. A , ,  An,, 
(7) Afz) = 2~z- -~ . . '  f~(z)--- ~ z - - ~ . , . '  
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o~'1 les indices ~' resp. n" correspondent aux points an se tronvant respectlvement 

dans F 1 ou F~. Pour les an compris dans F 1 F2 les termes correspondants de 

la somme (6) peuvent ~tre laiss~s ou bien ~ fl(z), ou bien ~ f~(z), ou enfin ils 

A~ A,~ 
peuvent ~tre d~compos~s en denx parties p. ex. - - - - - -  + , une 

Z - -  a n ~ - -  a n  

ajout~e s fl(z) et l 'autre ~ f~(Z). 
I1 est intdressant de comparer la d~composition obtenue de cette mani~re 

directe avec celle obtenue p~r notre m~thode gdngrale. 

Nous nous limiterons, pour simplifier, au cas off /~' est dgal au segment 

[o; I] de l'axe r~el, les an formant une suite quelconque dense duns l'inter- 

valle [o; i]. 

Ddcomposons F e n  deux intervalles: F~ = [o; f l ] e t  F~ = [fl; .x]. L'ensemble 

2' 1 �9 F~ est formd par le point fl seul. Le sdpara.teur L sera form~ ici par une 

courbe simple ferm~e coupant l'intervalle [o; I] en nn seul p o i n t -  le point f l -  

et contenant dans son domaine intdrieur l'intervalle [o; fl] diminud du point ft. 

Consid~rons d'abord le cas off fl est different de tous les  an. Si la sdrie (6) 

est nniform6ment convergente sur la courbe /~ enti~re (le point f l y  compris), on 

pourra poser, pour x s l'ext~rieur de la eourbe L,  

f , ( x )  = j z - z ( z -  
I, ~ 1  L 

et une simple application de la formule de Cauchy nous donnera 

A ~  *t 

A(x) = ~-~x A,,, et f~(x)=f(x)  - -Z(x)~-  ~ ' x  an'-----:" 
~nr  

off les indices n' et n" ont une signification donnde plus haut. 

Quand (6) ne converge pas uniform4ment, on peut chercher "~ obtenir fa(x) 
comme une limite (comp. la formule (23) du w 2) 

Z ( x ) = l i m  I f f(z) dz, 
m ~  27~i z ~ x 

.L m 

oh les Lm forment une suite croissante d'arcs a,~b~ de L ayant pour limite le 

s~parateur ferm~ L. Les points a~ et b~ doivent done tendre vers ~ le long de 

la courbe L de denx cStgs de l'axe r~el. 

On obtient par un simple calcul 
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f (z)  "~ An dz  A .  t bm- -X  b m - a . l .  (8) j z - - x  (z- -  x) (z --  a,) = ~ '  x ~  a ,~  [ lg  a--~ ~ - l g -  x am -- a._! " 
L m  n=l .L m , n = l  

Pour  x dgal s un a .  (qui est pris dans ce cas dans [fl; I]), le Lerme correspondent 

de la derni~re  s~rie doit  ~tre remplac~ par 

bm-- am 

Considgrons d 'abord les termes de la derni~re s~rie avec an assez epprochds 

I 
de x (qui est main tenu fixe s l 'ext~rieur de la courbe/~} p. ex. I a n - -  X I < 3 I ~ - -  9C I, 

I 
done [ a . - - x [ < ~ [ a . - - ~ [ .  On voit facilement que pour ces termes on obLient 

b m  - -  x A,~ lg 
X - -  a n  a m  X 

--~,~ A,~ , a m - - x ]  

__ An [ l g ( i +  a n = x ~ _ _ l g ( i +  a n = x t l _ ~ _ J n M  ' 
x --  an b,n --  a,] am -- an/J 

off [M[ possgde une borne supgrieure finie ind~pendante de am, bm eL an. Ce8 

termes formenL donc une sdrie uniformgmenL convergente pour tons les am et bin. 

Muis chacun de ces termes t endan t  vers o quand am eL bm tendenL vers fl, on 

voit que la somme de tous ces termes tend v e r s o .  

On peut donc consid~rer dens la s~.rie (8) seulement les termes off 

i x -  a n [ >  Q > o pour un certain Q. Ddsignons la s6rie ~tendue sur les indices 

correspondents par ~ .  On aura 

b m - - x  . bin--a,,1 A ,  b m - - x  
A .  lg lg am--anJ = ~'J' (x ~-an)lg am x (9) Z'x-a  

- -  Z '  A n  _ [ b m - - U n  x-C-T. [ An (n) �9 

off r est la valeur absolue de celui des deux angles b~a~am qui renferme la 

direction n~gaLive de l 'axe r~el. 

La  premiere s~rie du membre droit  de (9) est ~videmment convergente et 

t rmsmme s6rie converge uni- tend v e r s o  quand am eL bm tendent  vers ft. La. " ' "  

form~menL pour Lous les am eL bin. Vu la significaLion des ~ ' ) ,  les termes de 
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2ziA~,  
cette s6rie correspondant aux indices n' tendent v e r s -  pour am--*~ et 

X - -  Of~ r 

bin--* fl, tandis que les termes aux indices n" tendent v e r s o .  On obtient donc 

de cette s6rie pour m ~ oo la s6rie (7) pour fl(x). 
II en r6sulte que pour que notre proc6d6 fonctionne et donne la d6compo- 

sition (7), il faut  et il suffit que la deuxi~me s6rie tende v e r s o  quand am et b~ 

tendent vers ~/. Mais, chacun de ses termes tendant vers o avec ]am--fl[  e t  

Ibm--fl] il suffirait que cette s&ie converge uniform~ment dans les a,~ et bin. 

Ceci est toujours possible g obtenir en prenant le s6parateur L sym6trique par 

rapport g l'axe r6el et les am conjugu6s g b~ pour chaque m. Darts ce cas notre 

proc6d6 donne la d6composition (7). 

Mais il faut  remarquer que pour certains choix des am et bin, la limite des 

mt6grales sur les arcs L~ n'existe pas. 

Consid6rons mMntenant le cas off fl coincide avec un certain a~. On peut 

6crire ici 
A~ . + . ~  A,~ 

f(z) = z -- a-------~ z -- a~ 

Comme pr4e6demment on essaiera le proe6d6 par limite 

i + 

L m Lm 

+ lira I fgz 1- 
m = ~  2 r ~ i  \ , , # Z  - - m q  Z - -  X 

Lm 

Nous choisirons un s6parateur A sym6trique par rappor~ g l'axe r6el et 

poss6dant deux demi-tangentes au point ~/ qui forment avec l'axe r6el n6gatif 

deux angles, 4gaux en valeur absolue g 9. En outre nous prendrons am con- 

jugu6 g bin. En vertu de nos d6veloppements pr6c6dents la deuxi~me limite dans 

le membre droit de (io) existe e t e s t  6gale g 

Z X An' 
- -  ~rd 

I1 reste g 6tudier la premiere limite. On a d'abord 

f [ b ~ - - x  . bm--c~l  A,d  _ m lg  

Lra 

7 - - 3 4 6 8 6 .  Aeta mathematiea. 66. I m p r i m 4  lo 5 f~vrier  1935. 
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Le premier  terme entre  les crochets tend ~videmment v e r s o  pour am--* fl 

et bm---* fl, tandis  que le seconde terme 

lg b~ - -  a ~  _~ lg b~ - -  fl = i �9 arg b ~ - -  fl 
ara - -  a~ am --/~ ara - - /g  

tend vers -- 2 ~0 i quand a~ --+ fl et  bm --+ ft. 

On obt ient  ainsi 

A~ , A,,, z - -~0  A~ A . ,  + - = + . . . . . . . . . . . .  

. 

et  alors la ddcomposit ion d~pend du s@arateur .  

On pour ra i t  d~velopper les mSmes ra isonnements  dans des eas plus g4n& 

raux.  Des complicat ions surgi ra ient  seulement si l 'on prenai t  l 'ensemble F a s s e z  

irrdgulier,  p. ex., non rectifiable, admet t an t  des poinCs inaccessibles etc. 

IV. S~r ies  de f r a c t i o n s  (autres  que  l e s  pr6c~dentes ) .  

Consid~rons ma in tenan t  des s~ries de fract ions qui ne se pr~tent  pas ~ une  

d~composition aussi immedia te  que les s~ries ~tudi~es plus haut.  

Prenons  done la sdrie suivante:  

(I I) f ( ' )  = Z (Z --  ~',)(. ~,,)' 

oh les A ,  fo rmen t  une s6rie absolument  convergente  et les a ,  et ft, sont diffd- 

rents  deux .g deux. 

En ddeomposant  chaque terme de (II)  en deux fract ions simples, on obti- 

endra  de (I I) une s4rie analogue g la s~rie (6), mais qui ne sera pas en g~n~ral 

convergence si la borne inf~rieure des l a ~ -  fln l = o. 

La  sdrie (II)  converge dans tous les cas uni formdment  sur tou t  ensemble 

ferm6 disjoint  de l 'ensemble F -  la fe rmeture  de l 'ensemble de tous les a,, 

et  fin. 
/ 

Considdrons le cas off F est l 'ensemble singulier  de f(z) (il  pour ra i t  ne pas 

)) 8tre ainsi comme p. ex. pour  f(z) = ,,~=1 n(n ~--I-) (z 2 i ) ( j  2 n ~  , " 

Consid~rons maintenan~ une courbe simple ferrule C de longueur  time et 

coupant  l 'ensemble /~' en un nombre  fini de points ux, u2, . . . ,  u~, Nous suppo- 
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serons en plus que si un point  z parcour t  la eourbe C, alors (eu d4signant, comme 

d'habitude,  par  e(z, F)  la distance minimum de z ~ F )  

F)  
O~ 

off on prend le point  u~ le plus approch6 de z et off . ne d6pend  ni de m ni 

du point  z sur C. 

La  derni~re condit ion est un peu plus faible que la suivante:  en chaque 

point  u~ les cotingents (au sens de M. Bouligand) de F et de C n 'ont  aueune 

direction commune.  

Posons:  F 1 = l 'ensemble des points de F situ6s dans le domaine int6rieur 

de C ou sur C et  F~ = l 'ensemble des points de i v ext6rieurs ~ C ou sur C. 

Cherchons la d~composit ion f(z)-~f,(z)+f~(z) correspondant  ~ la d~- 

composit ion F-~/~'1 + F~. Pour  ne pas dis t inguer  les diff6rents cas qui peuvent  

se pr6senter ici, nous emploierons la deuxi6me m6~hode du eompl6ment  I I  au 

thdor. A. 

A cet effet posons 

(~) = l I  (~ - u~) 

et remarquons que d'apr~s (II)  et  (I2) on a pour  z sur  C 

M 
(~3) I f (~ )~(z )~ l  < ~ Y, IA,,I, 

avee un  M constant.  On peut  prendre M ~ ~ - ~  (~ ----- le diambtre de C), vu que 

(I 4) [ A~ (z - -  ~- ~---a~ ~- - -  u')~ (z - -  u~) ~'''/~n)(z - -  U~)-2 I! 

I I ___ A .  ( z - -  u,) ~ . . .  (z - -  . , ~ - i l '  (~ - u,~/' (~ - - -~+1) ' . . .  (~-- -~/ '  < _ _  I A~ [. 
q (z, F )  ~ ~o 

En prenant  done pour  s6parateur  l a  courbe C on volt d 'apr& (I3) que la 

seeonde~ m&hode  ( p a r  division) p e u t  &re appliqu$e avee la fonet ion auxiliaire 

I 
h (x) ---- ~ (x) ~ �9 On en d6duit  

f , ( x ) = 2 ~ i ~ ( x ) ~ j  ~ - x  " 
c 
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D'apr~s (14), la serie 

A ~  9 (z )  ~ f(z) ~o(~)~ .... T, (, x) 
z - ~ ( z  - ~ . )  - ~ ) ( z  - 

est uniformement convergente sur C, donc on peut l'intdgrer terme "~ terme 

suivant C ce qui donne 

An I ( 9(z)~dz 

n = l  C 

Les derni~res integrales se trouvent facilement par le calcul des r~sidus. 

Nous omettons iei de donner la repr6sentation d6finitive de f t  (x), qui est assez com- 

plexe. Remarquons seulement qu'avec d'autres fonctions h (x) p. ex, = ix_~um)~ 

on pourrait obtenir des decompositions moins compliquees d'un certain point 

de vue. 

V. Fonc t ions  cont inues  dans  tou t  le plan. 

On a derni~rement beaucoup 6tudi6 des fonctions uniformes, continues et 

born~es duns tout le plan et admettant pour ensemble sh~gulier une eonpure 

essentielle (e. t~ d. au dels de laquelle elles ne peuvent ~tre prolong~es). M. Den- 

joy I en a defini recemment une classe tr&s interessante dont iI a pouss6 l 'etude 

jusqu'g une grande perfection. 

En relation avec nos recherches, on arrive immediatement dans ee domaine 

se poser la question suivante: si l'on decompose l'ensemble singulier d'une telle 

fonction f(z) en deux parties F-----F 1 + F~ telles que F 1 �9 F 2 soit de mesure lin& 

aire finie (le plus souvent FI"  F~ sera form6 par un seul point)e t  sl l'on cherche 

la decomposition eorrespondante f ( z ) ~ f i  (z) + f~ (z), est-il toujours possible d'ob- 

tenir que les deux fonctions A (z) et f,~ (z) soient de la mSme nature que f(z), 
c. s d. qu'elles soient continues et born~es dans le plan entier? 

Cette question me paralt assez difficile duns le cas g~ngral, mais pour les 

classes de fonctions de cette nature, 6tablies jusqu'~ maintenant, la reponse est 

affirmative comme on le d6montre faeilement. 

Remarquons que s'il existe une decomposition f ( z ) - ~ f l  (z) + f~ (z) avec les 

f l  et f2 continues et bornees dan~ tout  le plan, une telle decomposition est unique. 

I Comp. Bull, Soc, Math,, ~, LX, I932, 
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En effet, s'il y en avait  une autre f (z )  ---- 9~1 (z) + 9~ (z), l 'ensemble singulier de 

f l ( Z ) -  ~01(z ) devralt  ~tre compris dans F 1 �9 F~ (comp. remarque I I ,  w 2 ) e t  il 

serait par cons6quent de mesure lin6aire finie. Mais la fonction f l  - -  ~0~ 6rant 

continue et bora6e darts le plan entier (comme f l  et ~1), son ensemble singulier 

ne pent pas avoir nne mesure lin6aire f i n i e )  

On pourrai t  essayer d 'obtenir  la d6composition f ( z ) = f l ( z ) + f 2 ( z )  satis- 

fa isant  aux conditions demand6es, ~ l 'aide de l'in~6grale 

Z 

off L e s t  un  s6parateur appropri6. 

En effet, nous obtiendrons toujours une d6composition par  cette vole, si 

seulement le s6parateur L est de longueur  finie, f (z )  6taut born&e sur L. Plus 

encore, on est stir (comp. le compl6ment I [  du w 2) qu'on obtiendra ici la m~me 

fonction fl(X) pour tout  sdparateur L rectifiable, la mesure lin6aire de /~1" F2 

6rant suppos&e nulle. 

Je  ne sais pas si dans le cas ggndral on obtient ainsi  une d6composition 

conforme aux conditions posdes. Mais pour les fonctions 6tudi6es par M. Denjoy 

dans la deuxi~me partie de son m6moire, ceci est tr~s facile ~ v6rifier. Les fonc- 

tions de M. Denjoy font  pat t ie  d 'une classe plus 4tendue de fonctions qui pen- 

vent  6tre raises sons la forme d 'une int6grale de Stieltjes 

# 

f do,(g) (I  5) f ( z )  = ~ (~) - -  ~ ,  

t~ 

05 la fonction ~(~) fair correspondre d 'une  mani~re biunivoque et continue les 

points ~ d 'nn  arc simple F aux points ~ de l ' intervalle In, fl], et ls  fonction o~ (~) 

es t r6e l le ,  positive, continue et croissante. ~(~) et oJ (~) sont relies que 

(I6) dw (~) - < 

o5 ~(e) ne d6pend ni de z (pris en dehors de F)  ni de 7 (pris entre a et f l - - e )  

et tend v e r s o  avec e. 

Dans le eas d'un are simple rectifiable ceei a ddjk ~t~ d~montr6 par P~inlev6 (voir la 
d6monstratlon p. ex. dans le mdmoire cit6 de M. Denjoy, p. 34--3~). Dans le eas d'un ensemble 
queleonque de mesure lin6aire finie on le d6montre d'une mani~re analogue. 
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On d6montre s l'aide de  (16), que f(z) est uniform~ment continue en dehors 

de F ,  et ceci suffit pour que f(z) puisse ~tre prolong~e d'une mani~re continue 

(reals n o n  holomorphe) sur F. D'autre part, il est facile de voir que f(z) est 

holomorphe en dehors de F, nulle s l'infini et non-constante pour des grandes 

valeurs de z. I1 en r~sulte que f(z) est continue et born6e dans tout le plan 

et q u e  son ensemble singulier est contenu dans F et poss~de une mesure ling- 

aire infinie. 

I I e n  sera de m6me pour route fonction donn~e par l'int6grale (I 5) ~tendue 

sur un intervalle [a~; #~] quelconque c0mpris dans [a; ~/]. Ceci montre que l'en- 

semble singulier de f(z) est 6gal s F. D'autre part, ceci nous permet d'obtenir 

directement la d6composition f(z)=f~(z)+f~(z) correspondant s une d~composi- 

tion de l'ensemble singulier, /~ '~-Fj  § F2. En effet aux ensembles F~ et ~'~ 

correspondent clans l'in~ervaUe [a; #] deux ensembles ferm6s A~ et A~. L'ensemble 

A~ -- A~ est la somme d 'une  suite au plus d~nombrable d'intervalles et la fonction 

AI---A2 

o5 l'int6grati0n est ~tendue s t ous l e s  intervalles de A 1 -  A~, est continue dans 

t o u t  le plan e t poss~de pour ensemble singulier l 'ensemble /~'1 ~ F 1 -  F2 (on s e 

limite ici aux d~compositions propres), A (z) avec !a fonetion f~ (z) =f(z) --A (~) 
forment la d~composition cherch~e de f(z). 

Voyons maintenant quelle est la forme de la d~composition obtenue s l'aide 

de nos m~thodes. Nous nous limiter0ns au cas le plus simple: quand 1~'1 e t F ~  

sont deux arcs ayant un seul point commun t et quand il existe un s6parateur 

correspondant L de longueur finie (hypoth~se :qui e s t  rempiie touiours par les 

courbes " "" smguheres des fonCti0ns de ~[. : Denjoy). 

On voi~ ais6ment que 13 est iei n6cessairement une courbe simple fermge 

ayant le seul point t e n  commun avec 2' e~ on peu~ supposer qu'elle contient 

dans son domaine int6rieur l'ensemble F I - -2 '~ .  Soit z le point de l'intervalle 

[a; #] qui correspond s t. On salt d'apr~s (I6) que la suite des fonctions 

f + (z) = C - -  z J C - -  z '  
a "~-.k~ n 

o5 e , > o  et e , - ~ o  

converge uniform6ment vers la fonction f(z).  I1 en r~sulte que 
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-I. ( / (* )   ,=lim ': f d,  
2~v~ j z - - x  n=o~ 2 ~  j z ~ x  

L L 

l~ais en intervertissant l 'ordre d'int6gration on a pour x dans le domaine 

ext6rieur de L 

I. a L ~ + ~ n  

d'ofi, en supposant  que c'est l'intervalle [a; ,] qui correspond g F1, on obtient 

que la seconde int6grale est o et que 

2 ~ i  j z - x C(~)--x 
Z a 

Ceci nous donne enfin 

2 ,~=r 2 ~ i j z  - -  x ~(g) - -  x '  
L a 

la m6me fonetion que celle qu'on obtiendrait dans ce cas par la m6thode directe. 

VI.  Ddcomposit ion des fonct ions mult iformes.  

Comme derniers exemples donnons la d6composition de deux fonctions multi- 

formes les plus simples. 

Prenons d'abord Is fonetion f ( z ) ~  log z -  a . Conformement g nos con- 

ventions rendons4a uniforme par une coupurel p. ex. le segment [a; h i .  Ce 

segment formera  l'ensemble singulier de f ( z ) .  D6composons.le par un point 

interm6dialre c en deux segments [a; c] et [c; b] et ,cherchons la d6composition 

correspondante de f ( z ) .  On la trouve directement 

log (~- - - -~)=  log (~-- - -~)+ log (zz-----~) 

Par nos m6thodes on l 'obtient aussi facilement: 

f l  ( x )  = - -  
i f z - - a  d z  

2 ~ i log z --  x 
L 
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off L est une courbe simple ferm6e entouraut a et coupant le segment [a; b] en 

c. La fonction f i  (x) ne d@endant pas  du choix de la courbe L (pourvu qu'elle 

soit rectifiable), on peut prendre pour L un rectangle dont deux cot~s tr~s petits 

sont perpendiculaires ~ [a; b], un passant par c, l 'autre - -  au voisinage de a, 

tandis que les deux autres sont parallbles s [a; c]. Les int6grales prises sur les 

cot6s perpendiculaires tendant vers o avec la longueur de ces cot6s, et les int6- 

grales sur les deux cot6s restant tendant vers les int6grales prises sur le segment 

[a; c], parcouru dans les deux directior;s et pour les deux d6terminations du 

log ~ ~ z  -- a , z ~ ]  sur ce segment, on a 

f z - a  dz 
L 

c 

f [ ( z - - a )  t z - -a~] ,  I d_~z log  ~ - -  log i  ~z - -  bJJ 2~ i  z - - x  
a 

off log 1 dgsigne la seconde d6termination du log sur [a; c]. Vu que log 

--log1 = -  2 z i, on en d6duit 

e~ 

.fi (x) -~- 2 Z i -- x a --  x 
a 

donc la m6me fonction que par la vole directe, 

Prenons eomme second exemple f ( x ) =  ] /x.  Comme coupure nous admett- 

rons le demi-axe r6el positif et nous consid6rerons la d6termination de ]f~ pour 

laquelle I f - -  I = + i .  

D6composons la coupure par un point a (a > o) en deux parties: le segment 

[o; a] et la demi-droite [a; + oo]. La d6composition correspondante de f(z) n'est 

plus trbs commode g trouver directement. Cherchons-la par notre m6thode. Oomme 

plus haut pour le log [ ~ z -  a ~z~--~] , on voit tout de suite que le s6parateur peut 6tre 

pris infiniment voisin de deux cot6s du segment [o; a] et que par cons6quent la 

fonction f l  (x) est donn6e par la formule 

a a a 
I .  f~zd__z I f _ V z ~ z  i fV-s  

f '  (:~) - -  2 ~ . ]  z - x 2 _ ~ i  ' - - - ~  z x d Z - - X  
0 0 0 

off V'z est positif sur le segment [o; a]. 
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Pa r  des t ransformat ions  ~16mentaires on arrive s 

2V~ 
Z ( x ) -  ~ i  

Vx - Va _ - - +  vX log , V a > o .  
~SY V~ + V a  

Dans le membre droi t  de cet te  6galit6 on a une fonct ion mult i forme.  On 

obt ient  f~ (x) de cette fonct ion mul t i forme en la pro longeant  p. ex. s par t i r  de 

2 V~ Va 
�9 s6par6ment l'616ment au centre x == - -  a et pour  lequel f 1 ( - -  a)----- ~ i  2~ '  

dans le demi-plan sup6rieur (~x  > o) et  le demi-plan inf6r ieur  (~x  < o). On 

s 'apergoit  imm6dia tement  que les valeurs obtenues  de ces deux mani~res pour  les 

valeurs de x sur les deux  demi-droites [ ~  r162 o] e t  [a; + r162 s 'accordent  par- 

fai tement ,  tandis  que dans le segment  [o; a] les deux d6terminat ions  diffbren~ de 

- -2  ] / x .  On en d6duit  qu 'en effet l 'ensemble singulier  de f l  (x) est le segment  

[o; a] e~ que la fonct ion 

f~ (x)= Vx - f~ (x) 

a pour  ensemble singulier la demi-droite [a; + r 

II  ~me P a r t i e .  

Applications. 

w ~. Les d6eompositions de llL Fr6chet. 

Comme premibre applicat ion de nos th6orbmes g6n6raux de la I ~ par t ie  

de ce m6moire, nous allons consid6rer les d6eompositions obtenues par  M. Fr6chet  

darts son m6moire des Acta  m a t h . ,  54, t i t6 plus haut ,  qui a ~t6 le point  de 

ddpart  de nos d6veloppements.  

Dans ee m6moire, M. Fr~chet  s 'oeeupe de eertains eas part ieuliers  du pro- 

blame suivant:  ~tant donnde une fonetion analytique f (z) ,  holomorphe et uniforme 

dans tout le plan en dehors d'un certain ensemble singulier F,  la ddcomposer en 

somme de deux. fonctions analytiques f l (z)  et f~(z), holomorphes et uniformes darts 

tout le plan e~ dehors des ensembles F 1 et F 2 respectivement, les ensembles FI et F~ 

6tant compris dans F et p l u s  s i mp l e s  que F. 1 

1 C'est sous cette forme g6n6rale que le probleme m'a 6td pos6 par M. Frdchet. 
8~34686. Acta mathematica. 65. Imprim6 le 5 f~vrier 1935. 
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Pour  que le probl~me ainsi bnonc~ ne comporte pas d'~quivoque, il est 

n6cessaire d'y pr6ciser quels ensembles F1 et F2 seront consid6r6s comme plus 

simples que F. Ce n'est qu'aprSs avoir 6tabli, d'une maniSre ou d'une autre, la 

d6finition correspondante, qu'on peut passer ~ la solution du probl~me. Celleci 

se d6compose alors en deux parties: 

I ~ Prouver que l'ensemble singulier d'une fonction analytique uniforme 

quelconque (cel~ peut 8tre un ensemble ferm~ quelconque!) est toujours d6com- 

posable en deux parties >>simples>>; 

2 ~ D6montrer qu's la d6composition de l'ensemble singulier /~' de la fonc- 

tion .f(z) en deux parties >) simples >> 1~1 et /~'~ correspond au moins une d6com- 

position de la fonction f (z)  en somme de deux fonctions analytiques f l ( z ) e t  f ,(z) 

ayant pour ensembles singuliers les ensembles F1 ou F2 respectivement. 

Supposons pour l ' instant que la premiSre partie de la solution est ddj~ 

6tablie. Pour  r6soudre alors la seconde partie, on est tout naturellement amend 

appliquer le th6orbme A. Pour ceci il faut d'abord supposer que les ensembles 

1"1 et F 2 sont ferm6s ~, ce qui sera toujours admis, autrement F 1 et I"~ ne pour- 

raient pas 6tre ensombles singuliers des f~(z) et f,(z). Apr~s, il ne resterait qu'h 

appliquer directement le th6or8me A, si ron  parlait dans le problbme des fonc- 

tions hol. et unif. dans notre sens (comp. w I de la I TM partie), car le th6orbme 

A ne s'occupe que de telles fonctions. 

l~Iais, si l'on consid8re des fonctions analytiques, holomorphes et uniformes 

dans leur domaine d'existence (qui peut ne pas 6tre leur domaine h. u. dans 

notre sens) il n'y a qu's appliquer le th6orbme A' (comp. I ~e partie, w 2, remarque 

III)  pour obtenir le mSme r6sultat. 

On voit ainsi que notre th6orbme A' rdduit le probl~me de M. Fr6chet '~ 

sa premi8re partie. Mais le probl8me ainsi r6duit devient un problSme de la 

th6orie des ensembles. Plus exactement, si dans la ddfinition d'ensembles >>simp- 

les>> n'entrent que des notions topologiques, le probl8me r6duit ressortira s la 

topologie ensembliste ~, tandis que si l'on y emploie 6galement (ou rien que) des 

notions m~triques ou g6om6triques, il appartiendra s la g6om6trie ensembliste. ~ 

I1 est bien clair qu'il y a une infinit6 de manibres de d6finir les ensembles 

>)simples>>. Le choix d6pendra du but que l'on se pose et du point de rue off 

l'on se place. 

1 R appe l ons  que  nous  cons id~rons  c o n s t a m m e n t  l ' in f in i  c o m m e  a p p a r t e n a n t  au  p lan ,  done  
u n  e n s e m b l e  ferm~ non  born~ r en fe rme  t ou jou r s  l ' inf in i .  

'~ J e  t r a d u i s  a ins i  les t e r m e s  a l l e m a u d s  )~Mengentheoret isehe Topologie)> et  ~>Mengentheo- 

re t i sche  Geometrie, , ,  ee dern ier  i n t r o d u i t  pa r  M. Menger .  
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En g6n6ral la >>simplicit6>> des ensembles _P~ et Fs par rappor t  s F con- 

sistera en ce que les denx premiers appar t iendront  s deux classes d 'ensembles 

ferm~s, l 'un  ~ ~1 et l 'autre  ~ ~ ,  aueune de ces deux classes ne re~fermant tous 

les ensembles ferm6s, tandis que l 'ensemble F peut  parcour i r  tous les ensembles 

ferm6s. 1 

Dans  les exemples que nous allons donner, nous proc6derons de la mani6re 

suivante:  nous consid6rerons une certaine propri6t6 (P) des ensembles E. A ra ide  

de cette propri6t6, nous d6finirons les classes ~ et ~ comme suit:  

(~) La classe ~1 est form6e des ensembles ferm6s K~, tels que la somme S~ de tous 

les ensembles E possddant la propri6t6 (P) et contenus duns Kt  est p a r t o u t  dense 

dans Z~ (c. 5 d. g~=f f~) .  

(2) La elasse ~ est formde des ensembles ferm6s K~, tels que la somme S~ de tous 

les ensembles F. poss6dant la propridt6 (P) et contenus dans K ,  est non-dense dans K ,  

(c.ad. 

La propridt~ (P) de l 'ensemble E ne dolt  pus 8tre n6cessairement absolue 

(c. ~ d. ddpendre uniquement  de E), elle peut 6tre aussi relative ~ un ensemble 

K~ ou K~ contenant  /~, p. ex., elle pourra  renfermer  la condit ion que E soit 

re lat ivement  ouver t  dans K~ * on K~. 

Dans  ces conditions, on obtien~ imm6diatement  la d~composit ion d 'un  en- 

semble ferm6 quelconque F en deux ensembles ferm~s F~ et Fe appa r t enan t  

respectivement & ~ et ~ .  Notamment ,  en posant  

(3) S =  la somme de tousles ensembles E < F  ayant la ~ropri6td (P), 

( 4 )  = s ;  - -  = F - 

On p rouve  faci lement  que F 1 et ~'~ ainsi d6finis appar t iennent  d 'apr~s (I) et (2) 

respeet ivement ~ ~1 et ~ . 4  

i Quand -~ appartiendra ~ une de ces classes p. ex. ,~ ~ ,  on pourra poser F1 = F et 
F~ = o. I1 sera donc utile d'admettre que l'ensemble vide appartient ~ chacune de ces classes. 

2 C. ~ d. que E est l'ensemble commun de K~ et d'un ensemble ouvert du plan, ou bien, 

ce qui revient au mSme, que E �9 K 1 -- E = o. 
Cette d~composition F =  F~ + /i~ est tout ~ fait analogue ~ celle utilis~e par M. Fr6chct 

dans des cas particuliers. 
Ccci est vral sans exception pour les propridt~s (P) absolucs mais ne l'est plus pour cer- 

taines propridt~s (P) relatives. Dans tousles cas, cela restera vrai pour les propridtds (xP) relatives 
consid~r~es dans la suite, 
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Passons main tenant  aux exemples de d~compositions F---- 2 '  1 + F~, et d 'abord 

ceux qui n 'ut i l isent  que des notions topologiques. 

i ~ Prenons comme propri~t~ (P) la proprigtd d'etre un  ensemble 2)arfait. 

La classe ~1 sera alors compos~e de t o u s l e s  ensembles parfaits,  tandis que la 

classe ~s contiendra t o u s l e s  ensembles fermds K~ dans lesquels leurs propres 

points isol~s forment  un ensemble par tout  dense�9 La  d~composition F----- 2"1 + F2 

a la signification suivante: F1 est le noyau parfai t  de Cantor  de E et F~ est la 

fermeture d e  l 'ensemble des points isol~s de F .  Quand cette d~composition 

n 'est  pas propre (comp. w 2, compldment I au th~or~me A), on pent remplacer 

F 1 par F ~ ~ F 1 - - F  s e t  obtenir (on le prouve imm~dia tement )une  ddcomposition 

propre F =  F ~ + F s  du m~me genre (c. s d. que 2"o appar t iendra  avec F 1 s la 

classe ~1). 

La  d~composition correspondante f ( z ) = f ~ ( z ) +  j'~(z) a ~t~ obtenue par M. 

Fr~chet 1 qui a remarqu~ qu'elle precise une d~composition classique de Mittag- 

Leffler. 

Notamment, clans la d~composition de Mittag-Leffler, on est stir seulement que 
~ z f2 ( )  n'a des singularit~s que dans F s e t  qu'elle pr~sente les m~mes singularit~s que 

f ( z )  aux points singuliers isol~s de celle-ci. De cette mani~re l'ensemble singulier 
de ~ ( z ) = f ( z ) - - f l , ( z )  peut ~tre beaucoup plus grand que F1; il peut ~tre ~gal '~ 
l'ensemble de tous les  points non isol4s de F, et peut former un ensemble ferm4 le 
plus g4n~ral, Ainsi, clans la d~composition de Mittag-Leffler, l'ensemble singulier 
de f~ n'est pas toujours plus simple que celui de f ,  tandis que clans la d~composi- 
tion de Fr~ehet, les deux ensembles F 1 et F~ (si F 1 ~ o ~ Fs) sont toujours plus 
simples que F. 

~o. (P) ---- ~tre un continu, s 

Un ensemble ferm~ K~ appar t ient  alors s la classe ~ ,  si la somme de ses 

sous-continus est dense en lui, ou bien, ce q u i  revient au m~me, si l 'ensemble de 

ses points off il est de dimension au moins ~ (an sens de Urysohu-Menger) est 

dense en lui. 

Un ensemble fermd K s appar t ient  s ~s,  s'il e s t ' l a  fermeture d 'un ensemble 

discontinu rel. ouvert  dans Ks, ou bien, ce qui est ~quivalent, si l 'ensemble des 

points off K s est de dimension -- I, est  non-dense dans K s. 

1. c., p. 75. 
"~ N o u s  appe lons  c o n t i n n  u n  e n s e m b l e  conncxe  et  compac t  en  soi qu i  ne  se r~dui t  pa s  i~ u n  

seu l  poin t .  L ' e n s e m b l e  compos~ d ' u n  seu l  po in t  ser~ par fo is  appel~ c o n t i n u  d~gdn~r~. D a n s  le 

p l a n  complexe  (avec le po i n t  ~ l ' i n f i n i ) l e s  c o n t i n n s  co inc ident  avec la c lasse  des e n s e m b l e s  connexes  

e t  ferm~s.  
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Si la d4composition correspondante /;'-----~ + z~'~ n'est pas propre, on rem- 

placera /~'1 par F~ ~ F ~ -  F ,  (comme plus h a u t ) e t  on aura ainsi (comme on 

prouve facilement) une dgcomposition propre du m~me genre. 

La d4composition f(z)=A(z)+A(z) qui s'ensuit u 4t4 4galement obtenue 

par M. Fr4chet. 1 

3 ~ (P) est une propri4t4 relative de E par rapport s K > E  qui  consiste 

en ceci: E est un ensemble ferm6 sans composant isold ~, et dont tousles composants 

sont en m~me temps des composants de K. 

Duns le cas prdsent, les classes ~1 et ~ se d6finissent ainsi: 

K1 appartient s ~ ,  s'il ne contient aucun continu isol4. 

K, uppartient 'l ~ ,  si tout voisinage de chaque composant de K~ contient 

des continus isol6s de K~. 

La d4composition F ~  F 1 +/~'~ s'obtient comme suit: /~'1 est la somme de 

t o u s l e s  composants de F tels que chacun de leurs voisinages renferme une infinit4 

non-ddnombruble des composants  de F ;  F~ est la somme de tous l e s  composants 

de F duns chaque voisinuge desquels il y a des continus isol4s de F.  

C e t t e  d4composition (sous une forme un peu diff4ren%e) a 4t4 dgalement 

consid4r4e par }/I. Fr4chet. s 

Dans les trois exemples que nous venons d'exposer on pourrait obtenir la 

d4composition correspondante f ( z ) = f ~ ( z ) + f 2 ( z )  en n'utilisant que le cas parti- 

culler du th6or~me A, dgmontr6 d6js par M. Fr4chet. 4 

Nous passons maintenant aux exemples oh on aura besoin du th4or~me A 

(ou A') dans route sa ggn6ralit4. 

4 ~ (P) = ~tre un ensemble ouvert (dans te plan). 

La classe ~ ,  est form4e par les fermetures des ensembles ouverts. 

La clusse ~ est form4e par les ensembles ferm4s sans points int4rieurs 

(c. s d. nomdenses duns le plan). On volt imm4diatement, d'apr~s (3) et (4), ce 

qu'est la d~composition F - - F 1  + F2. 

1 1. c., p. 77. 
D'apres la terminologie de M. Fr4che~, isol4 duns E veut dire term4 et relativement 

ouvert duns E .  
1. c., p. 72. 

4 Comp. Aronszajn, Comptes Rendus Ac. Sc. 193, I93 I, p. 138I. 
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La  d6composit ion f(z)=f1(z)+fJz) sera la d6composit ion la plus >>avan- 

tageuse>> de f ( z )  en une part ie  fl(z) eventuel lement  non conforme ~ nos conven- 

t ions (comp. w I, I re partie) et une part ie  f~(z) conforme s ces convent ions (car 

F~ est non dense dans le plan). Elle est la plus >> avantageuse  >> dans le sens que 

la par t ie  f l(z)  non eonforme ~ nos convent ions y poss~de l 'ensemble singulier  le 

plus pe t i t  possible. 

Dans les exemples suivants la propri6t6 (P) sera m~trique. 

5 ~ (P)--'--~tre un eontinu de diam~,tre >--8.1 

La  classe ~ est compos6e des ensembles ferm~s dont  t o u s l e s  composants  

sont  de diam~tre ~ 8. 

La  classe ~ est compos~e des ensembles ferm6s oh l 'ensemble des compo- 

sants de diam~tre ~ 8 est non dense. 

La  d~composition F =  F x + F~ est d6finie comme suit: ~'~ est la somme de tous 

les composauts  d e / e  de diam~tre >-- 8 (cette somme est ferm6e, si l 'on prend la conven- 

t ion de la no te  I de cette page, au t rement  il faudra i t  y adjoindre,  le cas 6ch6ant, 

pour  F non-borne,  le point  s l'infini); F~ = F - -  F 1. Quand cette d6composit ion 

n 'es t  pas propre  on peut  la rendre telle eu remplagant  /7' 1 par /~,o. _~ F 1 _  F~. 

Si d varie de o jusqu'~ l 'infini ~ l 'ensemble ffl diminue de F s jusqu'~ o, 

tandis  que rensemble  F~ augmente  de o s F.  

Si l 'on remplagai t  dans la propri6t6 (P) l ' in6galit6 ~ 8 par  > 8, il f audra i t  

appor te r  quelques peti ts  changements  dans la d~finition des classes ~1 et  ~ .  

F~ serait  dans ce cas la fe rmeture  de la somme des composants  de F de dia- 

m~tre > 8, F~ serai t  comme avant  F -  F 1. P o u r  ~ var ian t  de o jusqu'~ l 'infini ~, 

la d6composit ion F ~  F 1 + F~ eommeneera i t  par  ~tre (pour 8 = o) la d~composi- 

t ion 2 ~ et  finirait  - -  le F 1 d iminuant  et le F~ augmen tan t  - -  par  la d~com- 

posit ion F~ = o, F~ ~ F .  

6 ~ (P) est une propri~t6 relat ive de E par  rappor t  s K ~ E.  

( t ) ) -  E est ouvert da~s K et de mesure superficielle o. ~ 

Un ensemble ferm6 K~ appar t ien t  ?~ ~ ,  si K~ est de mesure superfieielle 

o 's un ensemble non-dense dans K~ pr~s. 

On considdrera le diam+tre sur la sphere de Riemann. 
0u plutot jusqu'h 2. 
Si l'on considere un point comme continu (deg~n~r6). 
Nous prenons ici la mesure superficielle de Lebesgue. 0u pourrait obtenir des d~composi- 

tions analogues h celle qui s'ensuit dans le texte en consid~rant la mesure lin~aire ou, plus g~n6- 
ralement les mesures des dimensions non-enti~res de M. Hausdorff. 
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Ceci n'implique nullement que K 1 est lui-m~me de mesure superficielle o. 
Comme exemple on peut prendre un ensemble parfait diseontinu _P de mesure super- 
ficielle positive, auquel on aura adjoint un ensemble d~nombrable N de points pris 
en dehors de P e t  tel que l'ensemble des points limites de N (l'ensemble d~riv~ de 
N) soit ~gal ~ P. L'ensemble K 1 ~ P + N appartiendra h la classe ~l  (car P e s t  
non-dense dans K 1 et N est de mesure o) et sera de mesure superficielle positive. 

Un ensemble ferm~ K~ appartient s ~ ,  si l'ensemble de ses points off il 

est localement de mesure superficielle positive, y est partout dense. 

L'ensemble K~ est dit localement de mesure positive au point a, si, pour tout 
voisinage de a, la partie de K~ contenue dans ce voisinage est de mesure positive. 

L'ensemble F est dgcomposuble d'une mani~re unique en deux ensembles 

F~ et ~'~ appurtenant ~ ~t  et ~ respectivement. La d~finition et les propri6t~s 

de F 1 et F~ s'obtiennent facilement d'apr~s (3) et (4). 

Nous nous bornons ~ ces quelques exemples exposes plus haut. On voit 

clairement comment proc~der duns d'autres cas qui pourraient se presenter. Toute 

la question se r~duit ~ l'~tude des propri~t~s des classes ~ et ~ et des dgcom- 

positions F== F~ + F~ qui s'ensuivent. 

w 2. D~veloppements en s~ries de parties principales. 

D~finition des parties principales g4n~ralis4es d'une fonction. 

Nous nous sommes d6j~ occup~s en passant (dans le compl~ment I au 

th~or. A) des parties principales d'nne fonction f(z). Prdcisons ici cette notion, 

Soit H un sous-ensemble de l'ensemble singulier F de f(z). Quand on parle 

d'une pattie prineipale h(z) de f(z) correspondant ~ l'ensemble H, on u tout  de 

suite pr~sente ~ l'esprit la condition suivante: 

(i) La difference f ( z ) -  h(z) est holom, et unif. sur H. 

On en d~duit imm~diatement que H appartient s l'ensemble singulier de 

h (z). Si la diff6rence f ( z ) - :  h (z) dtait holomorphe en certains points de F e n  

dehors de H, la fonction h (z) serait pattie principale correspondant ~ un en- 

semble plus grand que H. Si donc h (z) corxespond exactement ~ H, il est n~- 

cessaire que l'ensemble singulier de f(z) -- h (z) contienne au moins tous les points 

de F - - H  e~ ne contienne aucun point de H. Ainsi / ~ - - H  est dans t o u s l e s  
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e~rs rensemble  commun s F et s l 'ensemble singulier de f ( z ) - -h ( z ) ;  
done ferm6 et, par  cons6quent, 

(2) L'ensemble H est relativement ouvert dans F. 

il est 

La  condition (2) est done n~cessaire pour qu'il existe une partie principale 

eorrespondant s H.  P. ex. H peut gtre un point isol6 dans 2 " -  c'est le cas clas- 

sique duns lequel on d6finissait habi tuel lement  la partie principale de f(z)  --- ou 

bien H peut  6tre un ensemble isol6 clans F (car isol6 ~ ferm6 et ouvert  duns 

F)  ~ c'est le cas consid~r~ par M. Fr~che t )  

~Iais la condi t ion (I) ne saurait  encore suffire "s caract6riser une partie 

principale de f(z). La partie principale h (z), duns les cas consid6r6s habituelle- 

ment,  rempli t  encore la condit ion qui vient tout  naturel lement  s l 'esprit que 

h(z) n'est  pus singuli~re en dehors de H. Ceci n 'est  possible s obtenir que 

quand H est ferm6 done, vu (2), isol6 duns F.  Duns le cas plus g6n6ral, per- 

mis par la condition (2), le plus de restriction qu'on puisse exiger est formul6 

par la condition 

(3) L'e~semble singulier de h (z) est 6gal h H. 

Les conditions (I) et (3) seront considdrdes comme caractdrisant  parfaite- 

men~ une pat t ie  prineipale de f (z)  correspondant s l 'ensemble H conforme ~ (z) 

(comp. lu remarque I plus loin). A chaque ensenible H,  ouvert duns F ,  correspond 

ainsi une infinit6 de parties principales, qui diffgrent deux "~ deux par des fonc- 

tions aux ensembles singuliers compris duns / 7 - - H  (la fronti6re relative de H 

dans F )  et d'ailleurs quelconques. 2 

A l 'aide du th6or~me A on obtient  facilement une partie principale corres- 

pondant  ~ H.  Notamment  on prend lu d6composi~ion f ( z ) = f ~  (z)+ f~(z)corres- 

pondunt  ~ la ddcomposition F = H  + ( F - - H ) .  On voit imm~diutement qu'on 

a dans h(z)-~f l  (z) une relic partie prineipale. 

Soit h(z) une partie print ,  de f (z)  par rapport  ~ l 'ensemble H ouvert  dans 

F et hi(z) une partie p r i n t ,  de h(z) par rapport  ~ //1 ouvert duns /-I. hi(z) 
forme toujours  une patt ie  print ,  de f(z) pour le plus grand ensemble, ouvert  dans 

1 Comp. Frdchet, 1. c., p. 42. 
Quand H est isol6 duns F, H - - H  = o, et deux parties principales ne different que par 

une constante. .On choisit d'habitude parmi ces parties principales eelle qui s'annule k rinfini 
(quand H est borne). Cette con~'ention, sans importance, distingue un point spdcial duns le plan, 
ce qui n'est pus duns l'esprit de nos recherches gdndrales. En principe nous ne la ferons pas. 
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1;' et compris darts /-/1 (c'est donc l'ensemble des points int6rieurs s .//1 relative- 

ment s F). Cet ensemble n'est pas toujours 4gal s / /1 ;  il l 'est quand //1 est 

ouvert dans F et, en purticulier, quand //1 < H. 

Remarque I: En r4alit4, la condition (2) pour H e t  les conditions (I) et (3) 

pour h (z) ne sont pas tout s fair satisfaisantes. Dans cert~ins cas elles peuvent 

donner une fonction h(z) telle que f ( z ) -  h (z) soit holomorphe encore en certains 

points de / t - - H ,  il existerait donc des parties principales correspondant s H 

qui correspondraient 6galement s un ensemble plus grand que H. Ceci a lieu dans 

le cas (e% seulement duns ce cas), off la ddcomposition 2 ' =  H + ( ~ ' - - H )  est im- 

propre, c. s d. l'ensemble F - - H  est plus grand que /~ Lr. On pourra alors 

former des parties principales h (z) correspondant s l'ensemble H 1 - : - F  ~ F -  15r 

plus grand que H, et dont la fermeture /~1 est 4gale s / t .  Ces parties princi 

pales correspondront en m~me temps s H. P. ex., si F est le segment fermd 

(avec extr6mit6s) [o; I] et a un point int6rieur de ce segment, on pourra prendre: 

H ~ le segment ouvert (o; a), " H  1 --  le segment demi-ouvert [o; a) les deux 

sont ouverts dans F - -  [o; 1] et on aura ~r 1 ~ H ~ [o; a]. 

Pour 6viter un tel 4tat de choses on peut imposer s H une condition supp- 

14mentaire 

(2') F-- H- F- ]/ 

qui assure la >)propret4~ de la d6composition 1 , '=  H + ( F - - H ) .  Nous appelle- 

tons portions de F les ensembles H satisfaisan% ~ (2) et (2'). 

Pour des raisons de commoditY, nous consid4rerons dans la suite les par- 

ties principales pour tout ensemble H ouver~ dans ~', quitte s distinguer celles 

qui correspondent aux portions de F e n  les nommant  ~propres~). 

Remarquons encore qu's chaque ensemble H ouvert dans /J' correspond une 

et une seule portion /{1 telle que / ~  ~ / ~ ;  c'es~ la portion d4finie plus haut:  

= F -  F - 9 .  

S 4 r i e s  de  part ies prinoipales. 

Prenons maintenan% un nombre fini d'ensembles ouverts dans F : / / 1 ,  H~,..., 

deux s deux disjoints, avec les parties principales hi(z), h~(z), . . .  La somme 

I t -~  21-In est encore ouverte dans F et la somme h (z) ~ 2 ha (z) y forme 4videm- 

ment une partie principale correspondante. 
9--34686. Acta mathematica. 65. lmpr im6 le 5 f6vrier 1935. 



66 N. Aronszajn. 

La fonction r ( z ) - - - - f ( z ) -  h(z) aura alors pour ensemble singulier un sous- 

ensemble de R ~ F - -  H. Quand rensemble R e s t  non-dense dans F nous dirons 

que F est d~compos6 en somme des Hn s un ensemble non-dense pr~s. On peut 

alors 6noncer le 

Th~or~me I:  Si l'on d6eompose l'ensemble singulier F de f(z) ,  ~ un ensemble 

non-dense 2x'~s, en somme d'un hombre f ini  d'ensembles ouverts dans F et deux 

deux disjoints:Ha, H~, . . . ,  on peut choisir les parties prine~pales h~ (z) correspon- 

dant aux H ,  de mani~re que l'on ait: 

f (z) = ~ h, (z). 

La d~monstration est bien simple. Nous avons vu plus haut que pour un 

choix quelconque des parties principales, p. ez. h~ ~ (z) il y a en gdn~ral un reste 

r(z) = f ( z ) - - h ~  (o~ h~ = :~h~ avec un ensemble singulier R ~  R = F - -  

--  H - - - - F - - ~ H . .  L'ensemble R ~tant non-dense dans F,  on a H ~  F et 

R ~ < R (F  - H)  ~ = # - -  H = (Ha + H ,  + ) -- (Ha + H~ + ) < Z ( # .  - -  H.) .  

En posant done R~ ~ R ~ ( H , -  H,)  on trouve une d6eomposition R ~  ~R~,  

laquelle, par l'emploi r6p6t6 du th6or. A, on fera correspondre une d6composi- 

tion r ( z ) = ~ r n ( z ) ,  oh rn(z) a l 'ensemble singulier R ~  Par  cons6- 

quent, h~ (z )=  h~(z)+ r,(z) est encore une partie principale de f (z )  pour H ,  et 

o n  a 

f ( z )  = r(z) + ~h~( z )=  Zir ,(z)  + h~ (z)] = Zh,(z) ,  

c. q. f. d. 

Le th6orbme I e s t  une g6ndralisation de la ddcomposition classique d'une 

fonction ~ un nombre fiui de points singuliers (dans ce cas, R----o et r(z) est 

une constante qu'on d6partage entre diff4rentes parties principales). 

Quand le nombre des H .  est infini on obtient comme gdngralisation des 

d6compositions obtenues par M. Frdchet (dans le cas des Hn isol6s dans F)  qui 

g4n4ralisent elles-m6mes les d~compositions bien connues de Mittag-Leffler, le 

Th~or~me II :  Soit {Hn} une suite infinie d'ensembles ouverts dans F et deux 

deux disjoints et soit L l'ensemble limite des H~. 1 La fonction f ( z )  est alors d6- 

1 C. ~ d. l ' ensemble  des poin ts  l imites  de routes  les sui tes  {xn} avec xn appur t enan t  ~ Hn.  



Sur les d~eompositions des fonctions analytiques uniformes. 67 

velolopable en une sdrie uniform~ment et absolument convergente dans chaque domaine 

ferm~ disjoint de F 

f ( z )  = h (z) + Z [h,~, (,~1 - -  an (Z)], 1 
r t~ l  

oit h (z) est une partie principale quelconque de f (z) pour l' ensemble H - ~  F --  ~ tt~ 
1 

(quand F----~ Hn. c. h d. F ~  somme des Hn gt un ensemble non-dense pros, on 

peut prendre h (z) -~ o), h, (z) - -  une partie principale (non quelconque.t) de f (z) pour 

H~ et les g,~(z) sont des termes eorrectifs assurant la convergence de la s&ie. Ces 

derniers sont, plus pr6cis6ment, des fonctions rationnelles dont les pbles peuvent Otre 

choisis dans L. 

En effet, rem~rquons d 'abord que l 'ensemble singulier de f ( z )  --  h(z) ~-f~ (z) 

est l 'ensemble ~ H n ~ - F ~ ,  et que tout  se r6d~i~ ?~ obtenir le d~veloppemen~ 

(4) f~ (z) -~ ~ [h. (z) -- g. (z)]. 

Pour  ceci posons 

( 5 )  

II en r~sulte 

deux & deux) 

(6) 

= F , -  t o =  
1 

faci lement  (vu que les H~ sont ouverts dans F et  disjoints 

co 

n + l  n+l 

(7) = 1 ' .  - 

D'apr~s (5) Tn est ouvert  dans F1, d o n c &  plus forte raison dans T~-I .  

On peu~ donc d6finir de proche en proche les parties principales hn(z) et tn(z) 

de f ,  (z) correspondant  & H~ et T ,  (remarquons tout  de suite que les hn(z) son~ 

QO 0o o0 

Cet ensemble limite est donn~ par la formule: L ----- Z Hn" Z Hn- Z H n ' " .  n peut ~tre en-  

1 2 3 
core d~fini par la propri~t6 qu'il est le plus petit ensemble dont tout voisinage confient tousles 
/In, ~t partir d'un certain rang no. 

i Dans notre note des Comptes Rendus, 196 , 1933, p. 52I la formule donnant la d~compo- 
sition eorrespondante n'est pas exacte; il y manque de termes eorrectifs. 
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en m6me temps des parties princ, de f ( z )  par rapport s H.) de sorte que 

(8) t~-~ (z) = h.  (z) + t.  (z), to (z) -~ f l  (z). 

On s'appuie ici sur le fair que l'ensemble singulier de tn-1, ~gal & T,-~, se d~- 

compose, d'aprSs (6) et (7), en une somme de H,, e~ T , ,  h, un ensemble non- 

dense pr6s, ce qui permet d'ufiliser le th6orSme I. 

D'aprSs (6) et les propri6t~s de l'ensemble limite L (volt la note I, p. 66), 

/~i~ - -  l'ensemble singulier de t, (z) - -  peut 6tre enferm6 dans un voisinage V, 

de L se r6tr6cissant vers L pour n--*~.  On peut 6videmment supposer que 

chaque composant de Vn contient des points de L. I1 confiendra alors 6gale- 

ment des points de Tn ~ L  (car L-~ I I  ~" d'apr6s (6) et la note i, p. 66). 
1 

D'apr6s le th6or6me de Runge (comp. w 3, I~ partie) on ~rouvera une fonction 

rationnelle g,~ (z) aux pSles arbitrairement choisis dans Vn (reals au moins un dans 

ehaque composant de Vn) de sorte que 

(9) t ,  (z) + gO (z) ] < ~ pour z en dehors de Vn, 

off ~n--~o. D'apr~s (8) on peut maintenan~ 6crire 

(Io) f l  (z) = to (z) = ~ h~ + t,~ ---- [h. --  (gO _ gO_l)] + (tn + g~), 
1 1 

off l'on a pos6 go ~ En d6signant g O(z)_gO_l(z) par g,(z), on trouve 

d'aprSs (9) et (Io) que la formule (4) est jus te  et que la s~rie qui s'y trouve est  

uniform6ment convergente m6me dans chaque domaine fermd disjoint, de L (vu 

que les V, se r6tr6cissent vers L) si seuiement on soustrait de cette s4rie les 

termes (en nombre fini) qui y sont singuliers. En prenant les ~, de sorte que 

Z rn < a~ on obtient m6me que cette s6rie est absolument et uniform6ment con- 
1 

vergente dans un ~el .domaine.  E n  effet, on aura alors d'aprbs (8) et (9), pour 

z dans le domaine consid6r6 et n assez grand 

I hn - gn I = [(t . -~ - t . ) -  (go #.%)1 -< I t._~ + #n% I + I t. + #~J < ~ - ~  + ~,~ 

ce qui pronve notre assertion. 
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Pour ~chever la d6monsLration il n'y a plus qu'~ choisir les p61es des g~ (z) 

duns L, ce qui est possible car nous avons choisi V" de mani6re que chaque 

composanL de V~ contient des points de L. 

Remarque I I :  I[ ressor~ de notre d6monstration que les pble s des g~(z) 
peuvent 6tre choisis s pea pros arbitrairement pourvu qu'ils s'approchent de plus 

en plus et assez reguli~remen~ de tous les points de L. t tabituellement on les 

prend dans L, comme nous l'avons fair s la fin de la d6monstration. Pourtant,  duns 

certains cas (qui, pr~cisdment, ne sont pas classiques), on peut incorporer les pSles 

de la fonction gO (z) dans les singularit6s de la partie prineipale h,~(z) de sorte 

que h ~ (z) ~ hn (z) - [gO (z) - gn~ (z)] soit encore une partie principale de f ( z )  par 

rapport s Ha. On aura alors 

f (z) ~- h (z) + ~ .  h,~ (z). 
n ~ l  

Ceci s'obtient p. ex. dans le cas off les iin sont des continus formant une chalne, 

e. ~ d.  t e l s  q u e  J ~ n "  -HnTl  = ( / ~  - -  .H~) �9 (/~Y,I+I - -  Had- l )  ~ O p o u r  T~ = I ,  2 , . . .  

Les voisinages V~ peuvent ~Lre alors pris connexes et les p61es de g~, ehoisis 

duns H,, "Hn+, ~ :T,,. Ceci fail que les pSles de g,,-~ g O ,  gO,  se Lrouvent duns 

H , .  - ~ + ,  + Ha" H,,-, < / ~  -- H, ,  ce qui prouve que h ~ ----- h,, -- gn est une parLie 

princ, pour H , .  

Les hypotheses sur H~ que nous venons d'~metLre sont v6rifi6es p. ex. pour 

F =  [o; + oo], H, = [o; I) et H,,-~ ( n - - I ;  n) pour n :> 2. 

Remarque I l l :  Dans cerLains cas, la convergence uniforme eL absolue de 

la s6rie de la formule (4) peut 6tre assur6e par d'autres termes correctifs que les 

gn, plus simples que ceux-ci (p. ex. tous de degr6 born6). Mais, apr6s le change- 

meat de Lermes correctifs, le membre droit de (4) peut cesser de repr6senter la 

fonction j~. I1 repr6sentera alors une autre fonction f t e l l e  que les singularit6s 

de ~fl(z)=ft  ( z ) ~ f ( z )  se trouvent routes dans l'ensemble limite L: On obtiendra 

duns ce cas pour f ( z )  une d6composiLion 

oo 
= + 

1 

d'ofi, en posant ~0(z)== h(z )+  tp(z), on d6duiL une d6composRion qui coincide 
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avec celle de Mittag-Leffler quand les Hn sont des points isol6s. Cette ddcom- 

position est plus maniable que celle de notre th6orbme I I  (car on peut y dispo- 

ser plus librement des termes correctifs), mais elle est moins pr6cise vu que l'en- 

semble singulier de h (z) est bien d~termin~ (il est ~gal ~ F - - ~ H ~ )  tandis que 

pour eelui de r on sait seulement qu'il est compris entre F - - ~ H n  et 

L +  F - - ~ H ~ .  

Remarque I V :  Si l'on veut ddcomposer la fonction f(z) suivant des parties 

principales d0nn~es d'avanee, on est obligd d'en retrancher non seulement les 

~ermes correetifs gn (g) avec des pbles dans L mais aussi, en g~n~ral, des termes 

rn (z) aux singularit6s darts / t n -  H~ qui sont indispensables, eomme on le volt 

d'apr~s la d~monstration du th6or~me I, mgme dans le cas d'un hombre fini de 

termes. 

Si ron  connait la d6composition du th6orbme I I  on peut prendre r,~ (z)~- 

= h~(z) -  h,(z), off les h~ (z) sont les parties principales donn~es d'avanee et les 

h, (z) eeUes qui figurent dans le th~orbme. 

La derni~re remarque touche d6js s la question d'existence des fonctions "~ 

ensemble singulier et parties principales, correspondant aux divers ensembles 

ouverts dans cet ensemble singulier, dorm,s d'avance. Cette question peug ~tre 

faeilement rdsolue par une s~rie analogue s celle de (4), off on a u r a r  approch~ 

(toujours s l'aide du th~or~me de Runge)di ree tement  les parties princ, h~ 
donnges d'avance, par les termes correctifs g,~ (z) de mani~re ~ assurer la con- 

vergence uniforme et absolue de cette s~rie. Les termes correctifs pourront ~tre 

toujours ehoisis comme fonctions rationnelles ayant tous leurs pbles dans Fen- 

semble limite L des Hn. 

Dans certains eas (p. ex. quand les H~ sont des eontinus formant une 

ehalne, comp. la remarque l I  - -  ou bien, plus gdndralement, quand tout eom- 

posant de H,~ a un point limite dans H , -  Hn), on peut choisir les g,~(z) avec 

tous leurs pbles compris dans l'ensemble / t , ~ -  H= correspondant. On trouvera 

alors la fonction cherchde par une formule ~ la (4), off cette fonction apparai~ra 

comme d~velopp~e en s~rie de par~ies principales correspondan~ aux ensembles 

Hn, mais en g~n~ral diffdrentes des h ~ (z). 
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w 3. l )6compos i t ions  en produits. 

Les  p o in t s  non -o rd ina i r e s .  

On suit ddcomposer les f ract ions rat ionnel les  en produits  de leurs faeteurs  

pr imaires  - -  les bin6mes (z - -  an) e t  les inverses des binSmes (z - -  ~n) - -  correspon- 

dant  aux zdros et  aux p6!es de la f rac t ion  considdrde. On sait  aussi ddcomposer, 

par  la mdthode de Weierstrass,  une fonct ion  mdromorphe duns tou t  te p l a n  

(saul ~ l'infini) en produi t  in f in i  des fac teurs  primaires cor respondant  aux zdros 

et aux pbles de la fonction,  ces facteurs  dtant  munis des facteurs  exponentiels  

correct ifs  assurant  la convergence du produit .  

D6j~ ces deux exemples mon t r en t  que, pour  une ddcomposit ion en produit ,  

il f au t  ten i r  compte duns la m~me mesure des zdros et des p61es de la fonct ion.  

Ce fair  devient  encore plus clair  q u u n d  on f a m i n e  l 'dtude des dgcomposi- 

t ions en produi t  ~ celle des ddcomposit ions en somme, en c0nsiddrant  au l ieu de 

f '  (z) ls  fonet ion f ( z )  son logar i thme log f (z)  ou bien sa ddrivde logar i thmique  ~ ) .  

Les zdros e t  les pbles de f (z)  deviennent  dans le premier  cas d e s  slngularitds 

logar i thmiques  (simples) et  duns le second cas ~ des pbles simples. 

II s'avbre ainsi comme ndcessaire, dans l 'd tude que nous allons en t reprendre  

maintenant ,  de considdrer les zdros et  les pbles de f(z) comme appa r t enan t  (en 

quelque sorte) a u  mgme t i t re  aux singulari tds de f(z) .  

I1 est peut-~tre utile de rappeler, pour les fonctions gdndrales conformes ~t nos 
conventions, les ddfinitions d'un zdro ou d'un pSle. Le point a est un zdro de f(z), 
s'il appartient au clomaine h. u. de f(z) et si, duns un petit cercle autour de a sans 

aucun point singulier de f(z), le ddveloppement de Taylor de f(z) commence par un 
terme am(z--~)m avec m ~ I (m---~ degrd ou ordre de multiplieitd du zdro a). Le 
point ~ est un p61e de f(z), s'il est un point singulier isold de f(z) 1 et si, dans un 
petit  cercle autour de f l n e  contenant aucun autre point singulier de f(z), le d6ve- 
loppement de Laurent de f(z) ne contient qu'un nombre fini de puissances ndgatives 
de (z - -  t?) et commence par un terme b--re(z-- ~)-m avec m :> I (m = degr$ ou ordre 
de multiplicitd du p61e ~). Pour a ou ~ h. l'infini, on change ces ddfinitions de la 
mani~re habituelle. 

' Done si ron prend p. e x . f ( z ) =  I _  pour Izl < !  e t f ( z ) = I +  ~ pour Izl  > I le 
I - - Z  l - - Z  ' 

point ! ne sera pus un p61e pour f(z), car il n'est pas isold duns l'ensemble singulier de f(Z): 
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Nous supposerons constamment (pour simplifier les d6monstrations) que le 

l'infini n'est ni singulier, ni z6ro pour f(z) (done ~ l'ext6rieur d'un cercle point 

assez grand on aura: f(z) ~- as + ~ a,z-" ,  avee a o =~ o . ]VIais nos r6sultats s'ap- 

pIiqueront sans changements au cas g~u4ral qu'on peut ramener toujours s notre 

eas par une transformation homographique convenable. 

l~ous distinguerons maintenant pour une fonction hol. et unif. f(z), l'en- 

semble Z de ses z6ros, l'ensemble P de ses p6[es, et l'ensemble S de tous lea 

autres points singuliers de f(z). Nous poserons encore q)-~ Z + P + S. 

On d~montre immddiatement les fairs suivants: 

(1) do et S sont des ensembles ferm~s. 

(2) Z et P sont ouverts dana q). 

Nous dirons que la fonction f(z) eat ordinaire en un point a, si a n'appar- 

tient pas s q) (e. s d. n'est ni singulier, ni z6ro pour f(z)). Lea points de 

s'appelleront les points non.ordinaires de f(z) et, par eons6quenee q) sera l'ensemble 

des points non-ordinaires de f(z). 
Par analogie avec le th6or&me A posons nous 1~ question suivante: est-il 

possible de trouver une d~eomposition en produit f(z)  --=fl (z). f~ (z) correspondan~ 

une d~eomposition ~)-~ q)l + r de mani~re que la fonction f~(z)admet te  

comme ensemble des points non-ordinaires l'ensemble ~ pour u-~ I, 2. On pour- 

rait m~me demander plus, notamment que les ensembles Z~, P~ et S~ de la fonc- 

tion f~ (z) s'obtiennent des Z, P et S eorrespondant s .f(z) par la d~composition 

r~sultant de eelle de ~, notamment 

(3) z~=z .do~ ,  P ~ - - - P . ~ ,  & = s . a ) , .  

])r d6js les fractions rationnelles montrent que le probl6me pos6 a.insi n'a 

pas de solution en g6n6ral. En effet, soit f ( z ) ~  ( z -  as)"" ( z -  an) (z -- ill)"" (z -- fl,) une fraction 

avec le m~me hombre de z6ros que de pSles. On a ici d 0 = Z + P ,  et le point 

s rinfini est ordinaire. Si nous d6composons do ~ do1 § O~ avee do1 --- Z et do~=P, 

la d6composition f ~ f l  "f~ devrait donner une fonction n 'ayant  que de z~ros et 

l 'autre n 'ayant  que de pSles comme points non-ordinaires ce qni est impossible 

car, comme on salt, le nombre des z4ros et le nombre des p61es (comp~gs ~vee 
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louts degr4s de mul~iplici~6) d 'une fonct ion  rutionnelle,  doivent  ~tre 6gaux. E t  on 

s 'aper~oit en r~ali~d que lu d~composRion hubituelle f ~ f l .  f~ avec f~(z) 

I 
-~ (z - -  ~ ) ' "  ( z "  ~n) et f~ (z) ~-~ (z - -  fl~)... (z - -  fin) in~roduit un point  non-ordinaire  

non compris dans (P, no tamment  le point  s l ' infini qui est pour  f~ un pSle d 'ordre  

n e t  pour  f~ un z6ro d 'ordre  n. 

P a r  contre,  on s 'apergoit  faci lement  que pour  une d~composition convenable 

@ ~ ~ -t- @~ uvec des ensembles ~ contenunt  le m6me hombre  de z6ros que 

de pbles, i[ existe sfirement une dgcompositio n f - ~ f ~  .f~ cor respondant  g notre  

probl&me, p. ex. quand (P~ = (a~ . . . .  , ~ ,  ~ ,  . . . ,  ~) ,  ~P~ ~-(a~+~, . . . ,  a~, ~§ . . . . .  , ~?~), 

on peut  prendre  

( z .  ~ )  - .-  
f i  (~) = (~ _ #1) . . .  

M~me dane le premier  

teni r  une d6composit ion en 

(Z - -  O~u) (Z - -  {~u-F1)''" (Z - -  ~n) 
(Z - -  #~) '  A (Z) = (Z - -  #~+,)  (Z - -  # , )  

cus ment ionn6 il est ~ relever  qu 'on pouvui t  y ob- 

fonct ions n ' ayan t  comme points non-ordinaires  en 

dehors  des q)~ correspondants  qu 'un seul et  m~me point  (l'infini). 

Ce point  peut  gtre pris tou t  s fair  a rb i t ra i rement ,  p. ex. dans le cas ana- 

lys6 on  peut  le prendre  dgal ~ 7 e t  poser  ensuite 

( z -  7)" . 
f l ( z - -  a l ) " .  (z - -a~)  et  f ~ = ( z - -  (z ft,) 

( z - 7 )  ~ #,)  . . . .  

Le  th~orSme III. 

Nous  allons voir que pour  les fonct ions  f(z)  los plus g~u~rales, conformes 

s nos conventions,  et les ddcomposit ions (1)~ (/)1 + q)~ que lconques  (pourvu que 

los ~ soient ferm~s) il se pr6sente toujours  un des deux cas, m i s e n  dvidence 

duns les exemples donnds plus haut.  

Soit donc f (z)  la fonct ion  ~ d6composer en produit .  Considdrons son loga- 

r i thme. 1 Le l og f ( z )  est prolongeable sur tou t  chemin ne passant  par  ancun 

point  de @, mais il n 'es t  pus en g6n6rul uni forme et ses diff6rentes d~termina- 

t ions eu un point  different  par  un mult iple  de 2 ~i .  

i On pourrait ~tre tent(i d'employer plut6t la d~riv6e logarithmique de f(z): ceci pr~sente 
pourtant rinconv6nient que la d~composition de cette d~riv~e log. en somme n'est d6termin~e qu'a 
une fonction pros qui, en g~n~ral, pourrait avoir une integrate ind6finie avec des pdriodes non 
multiples de 27~i ce qui pourrait entrainer que los composantes de la ddriv~e log. de .f(z) ne 
seraien~ pus des d6riv6es log. de fonctions f l  (z) et f= (z) hol. et nniformes. 

10--34686. Acta mathemativa. 65. Imprim~ le 5 f~vrier 1935. 
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Pour  rendre le logf (z)  uniforme nous pouvons tracer des coupures L~ d 'un 

genre spdcial. Chaque Ln sera un segment rectil igne [p2n-1; p2n] unissant  deux 

points p2n-1 et p2~ de do. Les segments Ln seront deux s deux disjoints (sauf, 

I 
peut  ~tre, leurs extrdmitds) et leurs longueurs tendront  v e r s o  avec - ,  En outre, 

n 

les L ,  n ' auron t  que leurs extrdmitds en commun avec do.1 

Duns les diffdrentes rdgions du plan ddtermindes par l 'ensemble do0_~ do + :~ L,~ 

(cet ensemble est fermd, car les propridtds des Ln indiquent  que l 'ensemble [imite 

des L~ est compris dans do) le log .f(z) est ddjs uniforme, c. s d. qu'en choisis- 

sant  duns chacune de ces rdgions un point et pour ce point un dl~ment cor res -  

pondant  de la fonction w----logf(z),  on pourra prolonger ces ~l~ments sur tout  

chemin passant en dehors de do0 sans tomber sur deux ddterminations diff~rentes 

an log f(z). 
Par  ce proeddd nous obtenons s partir  de log f(z)  une fonction conforme 

nos conventions que nous d~signerons par ~(z). L'ensemble singulier de r 

sera dgal ~ do0. A la ddcomposition dO = do1 § do~ nous ferons correspondre une 

ddeomposition doo__ do0 + do o de sorte que dol~ do0 et d o ~  do~. A cet effet il 

n 'y  a qu'~ diviser la somme ~ L ,  en deux parties et a jouter  chacune d'elles '~ 

l 'ensemble do~ correspondant.  Nous le ferons ainsi:  si le segment  L,~ a ses deux 

extrdmitds p2n-~ et p2,~ dans le m~me ensemble do~ (x = I, z), sans qu'elles soient 

routes les deux s la fois dans do1 et do~, on a joutera  L~ s cet ensemble do~; si 

les extrdmitds de L,~ sont, routes les deux, s la fois dans do~ et dans @~, on 

ajoutera  L ,  ~ do~ (et s do~ seulement); si les extr6mitds de L,~ appart iennent ,  une 

do~ et l 'autre s do~ sans qu'aucune appart ient  s do~ �9 q)~, on divisera le segment 

L~ en deux segments 6gaux, dont  un - -  qui a une extrdmit6 appar tenant  "s 

do~ - -  sera ajout~ ~ do~, et l 'autre - -  avec une extr~mit~ dans d o ~ -  sera 

ajoutd 'i do~. 

Les ensembles do~ et do0 ainsi obtenus sour fermds (on le ddmontre facile- 

ment). Leur  produit  doo. do0 ~ dot" do~ + Q, 6fi Q est l 'ensemble des milieux de 

ces segments L,~ qui ont  des extr6mit6s, une duns do~ et l 'autre dans do~, sans 

qu 'aucune soi t duns do~ �9 do~. 

Nous pouvons main tenan t  ddcomposer la fonction ~(z), d'apr~s le thdor. A, 

L'existence d 'un  tel syst6me de coupures  sera ddmontrde duns la note I I  ~ la fin du md- 

moire. I1 nous  suffirait  dv idemment  pou r  nos bu t s  d 'u t i l i ser  des coupures  d ' u n  genre p lus  gdndraL 

L'existence des coupures  du genre dderit duns le texte,  nous  para i t  pou r t a n t  assez intdressante en 

soi-m~me pour  valoir la peine d'6tre ddmontrde. 
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en correspondance avec la ddcomposition D ~ --  D ~ + D ~ On obtient  ainsi 99 ( z ) -  

- -  991 (z) t 99~ (z), 991 et 99~ ayan t  respectivement @o et D ~ comme ensembles sin- 

gulier 

Voyons main tenant  quels sont les singularit~s de 99~ (z) et 99~ (z) en dehors 

de @1 et D2. II  suffit de considgrer r 99~(z) se comporte d 'une mani~re tout  

'~ fair  analogue. 

I1 s 'agit  donc des points de D ~ qui n appar t iennent  pas s D 1. L'ensemble 

de ces points se divise en segments qui peuvent  ~tre ~gaux ou bien ~ un segment 

L~ entier (les extr~mit~s non comptds) ou bien s la moitid d 'un segment  L~ (l'ex- 

trdmitd comprise dans D, non compt~e). Ces segments sour doric de l 'une de 

deux formes: (p';p") ou (p; q], oh par la lettre p sont d~sign~es les extr~mit~s 

des segments L~ et par q - -  leurs milieux. 

Prenons un tel segment L. Nous pouvons l 'enfermer entre deux arcs sim- 

ples L' et L", uyant  les m~mes extr~mit~s que L, et l imi tant  un  voisinage V 

sirn291ement connexe des points non-extremes de L ,  qui ne contien~ en dehors de 

ceux-ci aucun autre point de D ~ I I n e  contient  doric aucun point de D~ et 

992(z) y est holomorphe. V est divisd par L en deux parties et dans chacune 

d'elles 99(z) est dgale "2 une autre d~termination de logf(z) .  Chaeune de ces 

deux d~terminations peut ~tre ~ tendue  par prolongement analytique d'une mani~re 

holomorphe et uniforme dans tout  le voisinage V off elles different par un multi- 

ple constan~ de 2 z i ,  soit 2~vix. 
En vertu de l '6quation 991--99 ~ 99~ q u i  se main t ien t  pendant  le prolonge- 

ment  analytique, on obtient que 99~ pr6sente darts V le m6me ca rac~re  que ~, 

no tamment  que par prolongement  analyt ique s part ir  de chacune des parties de 

V d6termin6es par L, 991(z) peut  ~tre 6tendue d 'une mani~re holomorphe et uni- 

forme dans V entier, et les deux d6terminations ainsi obtenues different par la 

m6me constante qu e les d6terminations de 99(z), c. g d. par 2 z i x .  

Ainsi l 'allure de 991 (z) est compl~temen~ 6elaircie dans le voisinage de chaque 

point de L sauf le point q quand L = (p; q]. Voyons donc ce qui se passe dans 

ce cas dans un peti t  cercle C de centre q. Ce cercle peut 6tre choisi de mani~re qu'il  

n ' a i t  en commun avec D ~ que le rayon [q; s) situ6 sur L = [q; p). En  dehors de 

ee rayon, la fonction 99~ (z) est alors holomorphe dans C, tandis  que sur ce rayon 

(sauf en q) elle est prolongeable, mats eesse d'Stre uniforme, et ses diff~rentes 

d6terminations y different eomme nous avons montr6 plus h a u t -  par 2 ~ i x .  On 

peut  mSme supposer qu'on obtient cette dii~6rence de dgterminat ions en tou rnan t  

autour  de q dans le sens positif; c. s d. q u e s i  l 'on prolonge 991 (z) ~ part i r  d 'un  
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point  x sur une courbe simple f e rmde  en touran t  q et  assez peti te,  on re tourne  g 

x, aprbs un parcours  complet  dans le sens positif, avec une nouvelle  valeur 

~,  (x) - -  ~ (x) + zz~i• Ceci mont re  c la i rement  que ~q(z) pr~sente en q an point  

cr i t ique logari thmique.  Et, en effet, choisissons un point t quelconque g l'ext6- 

z - - q  
r ieur  de V +  C et rendons la fonct ion u log ~ - ~  uniforme par  une coupure 

formde par  le segment L = [q; p) et  un  arc simple unissant  p g t e n  dehors du 

voisinage V et  du cercle C.'  La  diff&ence des d6terminat ions  de cet te  fonct ion 

quand on la prolonge g t ravers  L en tou rnan t  au tour  de q dans le sens positif  est 

2z~iz c. g d. la m6me que la diff6renee correspondante  pour  ~t (z). I1 en r6sulte 

que la fonct ion ~1 (z) - -  x log z_--q  est uni forme dans V + C done, 4rant  holo- 
z - - t  

morphe  palgout  dans V + C saul peut  6tre en q, s a  part ie  principale relat ive g 

q est une fonct ion s enti~re en ~ .  
z ~ q  

5Tous re t iendrons  de tou t  ceci le fair  que, si l 'on prend le l o g a r i t h m e  sans 

y a t t aeher  une coupure  pour  le rendre  uniforme,  la fonct ion mul t i forme 

q~, (z) - -  x log z - -  q s 
z - - t  

poss6de des branches holomorphes  sur 

quent ,  cet te  fonction,  v u l e s  propri4t6s 

passant  en dehors de l 'ensemble q~l + 

le segment  L - ~  [q; p) entier. P a r  cons~- 

de g01 (z), est prolongeable sur tou t  there in  

Q diminu6 du point  q mais augment6 du 

point  t. Le  point  t e s t  ici quelconque en dehors de L e t  on pour ra  en disposer. 

0onsid6rons d 'abord le cas, off il n 'existe  qu 'un  nombre  fini de segments L 

du genre [q; p), soit 

L(~) = [q(~); p(~)),..., L(~) = [q(m); p(~)). 

Soient  encore 2 ~ i x , , . . . ,  2~{xm les diff6rences des d6terminat ions de ~,(z) sur 

chacun de ces segments et s 1 z , . . . ,  sm les parties principales d6- 

finies plus haut.  

On volt tou t  de suite que, dans ces conditions, la fonct ion mult i forme 

(4) *p, (z) ---- ~1 (z) --- ~.~ u(~ log z --  q(~} I g _ ~ 8a 
a = l  a~l  

1 S i t  est choisi d'avance mais en dehors de tous les segments L en question, on pourra 
toujours choisir V assez ~troit et C ~ssez petit pour que t reste en dehors de V e t  C. 
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poss~de au moins une branche holomorphe sur L (~) (pour chaque a), qu'elle est 

prolongeable sur tout chemin passant indiff@remment ~ travers n'importe les- 

passe ni par (P~, ~i par le point t, et 

ainsi different mutuellement par  un 

quels des segments L pourvu qu'il ne 

que ~outes les ddterminations obtenues 

multiple de 2 z i .  

Pour 1~ fonction mui~iforme 

~ ( z )  = ~(z) - ~ , ( z )  : [~(z) - ~(z)] + ~ ~o lo~ - - -  z - - t  + Z s ~  

on obtient, en regard~nt d'abord la premiere forme, qu'elle est prolongeable sur 

tout chemin en dehors de �9 et de t, e~, d'apr~s la seconde forme (off la dif- 

ference duns le crochet est ~gale ~ 9~(z)), qu'e|le est prolongeable m@me en 

dehors de l'ensemble q)2 + (t).  Toutes les d~terminations de ~0~(z) ainsi obtenues 

different deux ,i deux par des multiples de 2z i .  

En posant 

on volt imm@diatement que f1 et f~ sont holomorphes, ordinaires (donc ~= o) et 

~niformes en dehors de ah + (t) ou O~ + (t) respectivement. 

D'autre part r 4rant une branche de logf(z)  on volt imm~diatement que 

Voyons encore quelle singularlt@ pr~sen~ent les fonctions J~ e t fe  en t. Sup- 

posons t en dehors de q~. D'apr~s la formule pour ~l(z) on voit que la fonction 

u(z) ~ y ) l ( z ) - - l o g ( z - - t ) ~ x ~  a routes ses branches prolongeables duns /m voisi- 

nage de t. I1 en r~sulte que la fonction 

est encore holomorphe et ordinaire en t. Par  consdquent f~(z) pr~sente en t un 

z4ro ou an pSle d'ordre ~ - ~ x ~ l ,  le premier pour :~u~ > o, le second pour 

Pour f~(z) ce sera le contraire, comme on d~montre de 1~ m@me mani~re. 

Quancl i[ y a des points communs ~ @~ et (P~, on peut 4videmment choisir 

t parmi ces points de mani~re ~ ne pus introduire duns f~ et f~ des singularit4s 

en dehors de ~1 et (P~. 
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Revenons main tenant  au cas g6n~ral off le nombre des segments L (~) 

== [q(a); p(~)) est infini. On 'ne pourra pas alors t ransporter  imm6diatement  le 

proc6d6 que nous venons d'appliquer, car les s6ries qui ent rent  dans la formule 

(4) d6finissant ~fll(z) peuvent  ne pas converger. 

Pour  les rendre convergentes on proc~dera comme suit. Les q(~) 6tant en 

nombre infini ils possbdent un ensemble limite E .  Cet ensemble est en mgme 

temps l 'ensemble limite des extr6mitgs des segments L ,  dans lesquels sont pris 

les points q(:) (car les longueurs des L,~ tendent  vers o). Parmi les extrdmit~s 

des tels segments L~ une appar tenant  toujours ~ 60~ et l 'autre '~, 60~, cet en- 

semble limite est compris dans 60~. 60~. 

Dans ces conditions on choisira pour chaque segment L(a) le point t (dont 

on n 'a  pas encore disposal) comme un des points de 60~. 60, les plus approch~s 

z --  q(~) 
de q(a). Appelons ce point t~. Choisissons main tenant  une branche du log z - - t a  

dans le plan muni  de la coupure [q(a); t~]. 

La  fonction 

z --  t= + s~ (~ 

peut 8tre alors approch6e (d'apr6s le th6orbme de Runge) en dehors d 'un  cercle 

3 1 t ~ -  q(~)l, 's un ~ pros, par un polynbme en C~ de centre t~ et de rayon ~ 2  

z - -  t a '  

En prenant  les ~ de sorte que ~ < or on volt que la s6rie 
1 

h(z)  = ~_j ha(z) - -  u~ log z -- q("_~) -f- 8a 

est uni form6ment  et absolument convergente pour z en dehors des cercles C~ et  

mSme pour z en dehors d 'un voisinage quelconque de 601" 60~ si t 'on retranche 

seulement de cette s6rie un  nombre fini de termes (car pour ~ assez grand  C~ 

se trouve duns un voisinage quelconque de 60,. 60~). On obtient  encore facile- 

ment  que h(z) est prolongeable sur tout  chemin en dehors de 601" 60~ ne pas- 

sant  par aucun des points q(~) et pr~sente en q(al la mSme singularit6 que ha(z). 

D'aut re  part, d'apr~s les propri6t~s de l 'entier z~ et de la fonction s~, la fonc- 
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t ion ~ ( z ) -  h~(z) prolong~e "s travers la coupure [q("); t~] et le segment  L (~) dd- 

termine au moins une branche holomorphe en q(~). II en r~sulte faci lement  

(vu que routes les ddterminations de chaque fonction mult i forme figurant  dans 

nos raisonnements different deux ~ deux par un  multiple de 2z i )  que la fonction 

~p,(z) = 9~(z) - h(z) 

peut ~tre prolongde sur tout  chemin en dehors de q)~. De m~me on obtient  

pour la fonction ~p3(z) = ~(z) -- ~p~(z) = ~.,(z) + h(z) qu'elle est prolongeable par- 

tout  en dehors de ~.~. Les ddterminations de ~p~(z) ainsi que de ~P2(z) diffdrant 

mutuel lement  par des multiples de 2 z i  les fonctions 

= = e 

sont holomorphes,  ordinaires et uniformes en dehors de @1 ou @3 respective- 

ment  el/elles sat isfont  ?~ la relat ion 

A(Z).  f3(z) -~ eV,,+v,, = e'r = f ( z ) .  

Nous avons ainsi ddmontrd compl~tement le 

Thdor}me I I I :  Soit q) l'enscmble total de z~ros, poles et autres points sin- 

guliers (c, ~ d. l'engemble des points non-ordinaires) de la fonction hol. et unif. f ( z ) .  

Pour chaque ddcomposition de q) en somme de deux ensembles ferm~s q)l et q)~, il 

existe une ddcomposition de f ( z )  en produit, f (z )=. f~(z)" f3(z)  or lesfonetionsfa(z) et 

f2(z) ont en gdn~ral pour ensembles des points non-ordinaires respeetivement q)l et ~2. 

Une exception peut se prdsenter uniquement dans certains cas x oh q)l et ~)3 

sont disjoints; les ensembles des points non.ordinaires de f~(z) et de f~(z) sont alors 

dgaux respectivement h @~ + (t) et @3 + (t), oi~ le point t peut Otre ehoisi arbitraire- 

merit, n'une des fonctions f~(z) et f~(z) pr~sente daus ee cas en t u n  zdro d'un eer- 

tai~ ordre et l'autre - -  un pole du mSme ordre. 

C o m p l d m e n t  1 au  t h d o r ~ m e  I I I .  

Les  cas  except ionnels .  

Regardons de plus pros les cas exeeptionnels du thdor~me I I I .  I1 s 'agit  

donc des ddcompositions ep--  q)l + q)3 avec @1" q)2 == o. On peut alors s~parer 

O 1 d e  �9 2 par un hombre fini de courbes simples fermdes r ectifiables Cn, deux "~ 

L ' a n a l y s e  d e  ces  c a s  e x c e p t i o n n e l s  s e r a  d o n n d e  d a n s  u n  i n s t a n t .  
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deux disjointes. Les courbes C,~ d~terminent darts le plan deux ensembles ouverts 

disjoints G et H,  dont un renferme Oi et l 'autre O~. 

La somme des int~grales 

L ~ f f ' ( z l  dz  ' 
a - -  2 z i ~  J f ( z )  " 

Cn 

prises sur les Cn dans le sens positif par rappor t  ~ G, est 6gale ~ la somme 

I 
2 ~ i  ~ [log f(z)]cn, 

le crochet [...]c~ d~signant la difference de deux d~terminatlons du logf(z),  dont 

la premiere est d~duite de la deuxi~me par un prolongement suivant Cn dans 

le sens positif par rapport s G, avec un seul parcours de Cn. La fonction f (z)  

~tant uniforme sur Cn, chacun des crochets donnera un multiple de 2~i ,  donc a 

est un entier. 

Pour le calcul de a i l  est souvent commode ~ utiliser la remarque qu'il est 

~gal au quotient par 2 z de la variation de l 'argument de f(z) pendant le parcours 

des Cn dans le sens positif par rapport s G. 

Quand �9 ! e s t  compos~ d'un seul z~ro o~ d'un seul p61e, a est respectivement 

positif ou n~gatif et sa valeur absolue indique l'ordre de muRiplicit~ de ce zSro 

ou p61e. 

Plus g~n~ralement, quand �9 1 contient un nombre fini de z~ros et p61es, a 

est ~gal, d'apr~s le th~or~me de Rouch~, au nombre des z~ros dimlnu~ du nombre 

des p61es (les z~ros et les p61es ~tant compt~s avec leurs ordres de muRiplicit~), 

a mesure donc la predominance dans Oj des z6ros sur les p61es (a > o) ou des 

p61es sur les zgros (a ~. o). 

II est donc naturel de dire quand a > o que f (z)  pr~sente e~ O1, ou bien 

darts l'ensemble ouvert G, le caract~re d'un z~ro d,ordre a, et pour a < o - -  le 

caract~re d'un p61e d'ordre [a] = - - a .  Dans t ous l e s  cas on appellera a l e  earac- 

t~re de f ( z )  en 01 ou dana G, et on le d6signera par a(q) l , f )  ou a ( G , f )  indif- 

f6remmenk 

On obtient imm6diatement les propri6t6s suivantes: 

I ~ a ( H , f ) - ~  - - a ( G , f ) ,  oh H eat le compldmentaire de G; 

2 ~ . Si lea courbes C~, du m~me genre que C~,, sdparent dgalement �9 1 de 

O. z et si l'ensemble ouvert G' est ddtermind par C'~ comme G par C~ alors 



alors 

o. 

o 

5 ~ . 

G, alors 
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a(G' , f )  = a (G , f )  = a(O~, f ) ;  ~ 

Si @ O~ + r + @~, oit les @~. son~ ferm~s et disjoints deux ~ deux, 

Si f~ et ,f~ 

a(O, + O 2 , f ) :  a(O~,f) + a(O~,f); 

~(o, f ) =  . ( ~ ,  f )  -- o; 

sont ordiuaires sur les courbes C,~ limitant l'ensemble ouvert 

a(G,f~ . f e ) =  a(G, f~) + g(G,f~). 

D'apr~s 4 ~ et 5 ~ la condition n~cessaire pour qu'on puisse d~eomposer f(z)  
en produit des foncti0ns fl(z) et f2(z) ne prgsentanL eomme points non-ordinaires 

que les points des ensembles �9 1 on �9 2 respectivement, esL que 

(5) ~(o, , f ) =  ~(o, ,  f,) + ~(o, f~ )=  o. 

Mais la condition (5) suffit aussi. En effet, on peut eonsid6rer la fronti~re 

de G, ~ ( G ) ~  ~Cn comme s6para~eur entre �9 1 et q)~ et on peuL d~eomposer la 

f '  (z) fonetion ~ - ~  ~ l'ensemble singulier O, en somme de deux fonetions 91(z) et 

9~(z) aux ensembles singuliers Oj e~ O~ par les m6thodes du w 2, I partie. P. ex. 

on aura 

i f f'(z)dz ~l(X) = ~-~  f(z) (z-- x)' pour x s l'exL6rieur de G 

I f ~.f_(Z) d g  G .  
9, (~) = f(~) + 2 ~  J f ( ~ )  ( ~ -  x)' pour ~ darts 

O n  v~rifie sans peine que les p6riodes de l'int~grale ind~finie (qvl(z)dz  song 
e ]  

[ f ' (Z)dz  On a de m6me pour f g , ( z ) d z .  6gales s cerLaines p6riodes de Jf(z) " 
t /  

Par consequent routes ces p6riodes song des multiples de 2 z i ,  et les fonc- 
Z 

Lions J~(z) = J~klz)d~, k =:= I, 2, song uniformes, holomorphes et ordinaires partout 

en dehors de 1'ensemble eorrespondant Ok, sauf peut-gtre s l'infini. Pour qu'elles 

soien~ encore ordinaires ~ l'infini il faut  eL il suffit que la condition (5) soit 

satisfaite. ~ 

Ceei justifie done la ddsignatibrl de (7 indiffdremment par a(qh,f) et a(G,f). 
On le vdrifie par un simple caleul que nous omettons iei, 

11--3468{}. Acta mathematiea. 65. Imprim6 le 6 f6vrler 1935. 
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Si maiu tenan t  la condit ion (S) n 'est  pas satisfaite les fonctlons f~ ( z )e t f2 ( z )  

que nous venons de dgfinir pr~sentent s l 'infini un point non-ordinaire. Voyons 

quelle est sa nature.  Parmi  les deux ensembles G e t  H u n  est born6 et l 'autre 

non-borne. En choisissant convenablement les indices des ~1 et ~ nous pouvons 

supposer que  c'est G qui est borne. L'ensemble des points non-ordinaires de 

fl(z), compris dans G, est -~ ~1, tandis que dans H i l  n 'y en a que le seul point  ~ .  

Pour  f~(z) le premier ensemble est vide et le second ~-q)~ + (~) .  

On a alors, d'apr~s les propri~t~s I ~ 2 ~ 4 o et 5 ~ 

a(G,  f )  = a(a)j, f )  = a(q)l, Z ) +  a (o, f~) --  -- a((cr ), f~). 

En appliquant  ces propri6t6s s un cercle C (ouvert) assez grand pour con- 

teni r  tou t  l 'ensemble q), on obtient 

o = a ( C , f ) =  a ( C , f l )  + a ( C , f ~ ) =  - a((oo) , f , )  - a((oQ ), f , ) .  

I1 en r6sulte, en d6signant a(ff~l, f)  par a, 

a ( ( ~ ) , A ) =  - -  a; a((~),.f,)=a. 

Si l 'on veut obtenir une ddcomposition f = f l  "f~ correspondant '~ ~ 

(1) 1 + q)~, avec un point non-ordinaire suppl~mentaire en t (4 = 0r on n 'a  qu's 

mult ipl ier  les fonctions f~ e t f2  pr~c~dentes, r u n e  par (z- - t )  -~, l 'autre par ( z -  t) ~. 

Voyons main tenan t  sur deux exemples (avec des fonctions non-rationnelles) 

comment  dist inguer en pratique les deux cas. 

1 
+z I. Prenons f ( z ) =  zme ~ , m entier. Les seuls points non-ordinaires de 

f ( z )  sont o e t  r162 et ils sont des points singuliers essentiels. Supposons m > o. 

f ( z )  pr~sente en o le caract~re d 'un z~ro d'ordre m et en 00 le caract~re d 'un 

pble. I1 est donc impossible de dgcomposer ,f(z) en p rodu i t f l ( z ) ,  f~(z)correspon- 

dant  s la ddcomposition �9 ~ (o) + (~ ) ,  sans introduire des points non-ordinaires 

~trangers ~ ~ resp. ~ @~. Si r o n  v e u t  avoir comme un tel point l ' infini on 
1 

prendra f l -~ - z~eZ ,  ~---~ e~. Si c'est l 'origine qu'on veut avoir en supplement, 
1 

on posera f l  ~-- e z, f~ = z m e ~. 

1 

II.  Prenons f ( z )  ~- e ~ - -  e ~. Les seuls points non-ordinaires d e  f ( z )  sont: 

les points singuliers essentiels o et ~ et les z6ros (tous d'ordre t) +_ I ,  

•  ~ - I )  et + i ( r  pour k----- ~,2, 3 , . . .  
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Cherchons iei les d6compositions (P = ~P~ + ~P2 avee q~ �9 a)~ = o, auxquetles 

cor respondent  des d~c0mpositions f = f ~ - f ~  n ' introduisan~ pas de points  non- 

ordinaires suppl6mentaires.  

On voit  ~out d 'abord  que si un des ensembles q}~ et  ~O~ n 'es t  compos6 

que d 'un  hombre  fini de z~ros, soit p. ex. q)~ compos6 de n z6ros, ulors 

a ( O ~ , f ) =  n = - - a ( e P ~ , f ) ,  donc la condi t ion (5) n'es~ pus satisfaite.  

I1 en r6sulte que les ddcomposit ions �9 = (P~ + q)~ demand&s  sont  ngces- 

sa i rement  de telle esp~ce que Fun des O~, soit @~, cont ien t  l 'or igine et  l'uu~re 

- - 0 . 2  ~ con~ient l'infini. Le premier  r en fe rme  alors t o u s l e s  z6ros de f ( z )  

compris duns un  pet i t  cercle au tour  de l 'or lgine e~ le second renfe rme t o u s l e s  

z6ros de f ( z )  en dehors d 'un  cercle assez grand.  

Duns cease esp~ce de d6composit ions on Crouve en effet des d6composi- 

t ions du genre demand& P. ex. on peut  prendre  (P~ compos6 de: o ,  - - I  et  

+_i (zk- - - ]~- - -~-~- - I )  pour  k = I , 2 , 3 , . . . ,  e~ tp~ compos6 de: oo, + ~ e~ 

+ i (~rk  + ] / ~ k  ~ - -  I )  p o u r  k = I ,  2, 3 . . . .  

Pour le verifier, il n 'y a qu'~ calculer a ( ~ , f ) .  On a, d'apr~s les propri&6s 
~ ~  5 ~ , en d~signant par C le cerele [z[ < 

a ( f f ~ , , f )  = i + a ( ~ , - - ( - - , ) , f ) ~  
= ,  c ,  TL- _ , �9 

Mais sur la circonf6rence z = e ie, on a: f ( z )  =:  2 ie r176 sin sin q~, z ~ - -  i = z ie iq sin r  

doric f ( z ) ~ _ :  eCOs~psinsinCe_iq , et la variation de l 'argument de cette dernibre fone- 
z ~ - -  t sin 

tion quand r varie de o ~ 2 z  est ~gale "~ --2z~. On obtient ainsi 

a ( C ,  z f ( L - ) i ) = - - - i  et a ( q ~ l , f ) - ~ i - - i = o ,  c . q . f . d .  

Outre  lu d6composit ion indiqu6e il y u encore une infinit6 d 'au t res  du genre  

ehereh6 par  nous. Toutes  s 'obt iennent  de la pr~c6dente par  l '6change d 'un  hombre  

fini de z6ros de f (z ) ,  eompris duns ll01, avee un hombre  6gal de z6ros compris 

duns O~. 
S'il  s 'agi t  de lu d~composit ion f(z)--f~(z).f~(z) eorrespondan~ ~ la d&om-  

position de @ indiqu6e plus huut,  on peu~ la met~re sous la forme:  

1 qb 1 __ (_ I) veut dire l'ensemble (I'1 diminu6 de l'ensemble (-- I) form6 par un seul point -- I. 
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f~(z) = A ae  -~ + ~ ~ + z~ . , A:  e~ eq cons~., 

- (  ., 
f~ (z) = A~ e~,Z (z - -  ~ ) I I  I -{- (~k  + ] / - ~ 2  k ~ - , A~ e~ a s const .  

Ceci r~sulte, d'apr~s les th~or~mes classiques de M. H a d a m a r d  dans la th4orie 

des fonctions enti~res, du fait  que la croissance de f l  e t f~ ,  pour  z t endan t  vers leurs 
points singuliers respectifs, est dquivalente ~ eelle de f ,  et que, par consSquent, 

f~ e t f ~  sent  des fonctions enti~res (une  de z I l ' autre  de z)  d '~  1. 

On  ~rouve a a 
[ 

----a2 ~ 2 '  et  p o u r  A:  e~ A ,  une  re la t ion  

-( ,., ) ,  ~ k  - V ~ ; k  ~ ~ 
A1 �9 A~ ~ H x - -  

I 
Pour obtenir  p. ex. que a , - ~ - - o n  passera aux d4riv~es logari thmiques 

2 

1 
I - 

Z ' e '  A(Z) : ~-Z 
f '  (z) ~ + - -  | 

= --' = l . - - ~  + " ' +  .... + ~ . '  ( ~ k + ~ k '  7)' f(z)  e ~ - e "  z - -  : k=i + - -  

et on y prendra  les limites pour z t endan t  vers l 'inflni su ivant  l 'axe r~el positif. 

f'(~) de f;(~) La limite de f - - ~  est I ,  f ~  est o- (car  f:(z) est ordinaire '~ l'infini), de z--x-- 

est  encore o,  de mSme que pour  un nombre  fini quelconque de termes de la s~rie 

du second membre  de la derni~re ~quation. Doric en d~signant  par  r,(z) le reste 

de cette s~rie i~ part ir  du terme d ' indice  n + : ,  on trouve 

et~-~ : -  l im rn(x), pour tout  n. 

D 'au t re  par t  on trouve faci lement  pour x > o ,  en posant  tk = = ~ k  + V~k2--- i 

2 dt  : 2 x d t  I 2x  f dt  

tn + 1 tn + 1 tn tn 
x 

I 
oh en ne d~pend pas de x et tend vers o avec - .  On en d~duit que lim rn(x) est 

n x - -  -t- :~ 
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7g I 
comprise entre . . . . . .  et -.  Comme cette limite est ind4pendante de n, elle est 

2 7g d -  8 n  2 

1 I 
forc6ment ~-~-~-, d'ofl a s --~ ~ --  On procgde de m~me pour a~. 

2 2 2 

La relation entre A 1 et A~ s'obtient en rempla~ant darts l'6quation f(z)-~ 
I ---~f~(z) "fe(z), f~ et f~ par leurs expressions avec ~1 ~---a~ = - -  Dans l'gquation ainsi z 

obtenue on divisera les deux membres par z--~ et on y posera z=~.  On trouvera 
alors la relation cherehge aprgs quelques transformations alg6briques simples. 

C o m p l 6 m e n t  I1  au t h 6 o r ~ m e  I I I .  Quelques consequences du th. I I I .  

On peut faire pour le th~or~me I I I  des remarques analogues s celles qui 

ont ~td faites pour le th~or~me A. 

On volt tout  d'abord que la ddcomposition f : f ~  .f~ n'est d~ermin~e qu's 

une fonction multiplicative pres" dont t o u s l e s  points non-ordinaires sont compris 

dans l'ensemble d~ 1 �9 q)2. Si @1" ~02----o (comme e'dtait le cas pour les ddcom- 

positions consid4r6es dans le compl6ment prdcddent), les fonctions f~ et f~ sont 

d~termind ~ un facteur constant pr~s. 

I1 y a lieu maintenant  ~ introduire la notion d'un facteur principal de f(z) 
correspondant s un sous-ensemble H ouvert dans ~D. Ce sera une fonction h(z) 

ordinaire partout en dehors de i~ et telle que le quotient f(z) ] ~  n'a comme points 

non,ordinaires que les points de l'ensemble q ) -  H .  I1 est ~vident d'apr~s les 

d6veloppements du compl~ment prdc~dent que pour u n  H isol~, c. ~ d . / ~ - -  H ~  o 1 

un faeteur principal n'existe que dans le cas oh a ( H , f ) ~ o .  
En relation avec cel~ il est indiqu~ de ne consid~rer que les d6compositions 

propres de q); les fonctions f l  et fs sont alors des facteurs principaux correspon- 

dant s ~1- -@3 et q~2 ~ @~. II est s remarquer  que dans ce cas l 'ensemble Z 

(des z~ros) et l'ensemble J? (des pSles) de la fonction f ( z ) se  d~composent chacun 

en deux parties disjointes: Zk-~ Z - ~ k  respectivement Pk ~ P"  ~Dk, e t  l a  fonc- 

tion .fk(z) a pour l'ensemble de z~ros respect ivement  de  pSles, les  ensembles 

P~ et Z~. 

On peut obtenir pour  les d~compositions en produi t s  des th~or~mes tout  

fair analogues s eeux qui ont ~td ddmontrds dans le w prdc~dent pour les d~composi- 

tions en somme. Ces d~compositlons comprendront comme cas tr~s particulier les 

d~eompositions classiques des fonctions en~i~res ou  m~romorphes e n  produits. 

Remarquons que H-- H ne renferme j~mais ni pSles, ni z~ros de f(z). 
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Les d~monstrat ions sont semblables ~ eelles du w precedent .  On y utilise 

au lieu du thdor~me de Runge  un th6or~me analogue qui s '~nonce comme suit: 

Soit f ( z )  une fonction dont l'ensemble r est compris clans la somme de n do- 

maines: H1, H~ . . . .  , Hn, Pour un ~ > o  quelconque on peut trouver alors une 

fonction h (z) telle que 

~(~)--~ < e po~r z en dehors de H =  H. .  
1 

La fonetion h(z) peut Otre ehoisie de sorte q.'elle ait la j'orme: h ( z ) =  

= ($ '  - -  l / l )  an (2r - -  ~ 2 )  (s' ' �9 �9 (2 '  - -  l~n) an p '  (zl---~)'~ p' (z~a~) + ' ' ' TPn  (z----~n), O~ iTk = iT (Hk, , f ) ,  

p~(t) est un polyn~me en t (de degr6 et coefficients d6pendant de ~), et les a~ sont 

des points pris arbitrairement, chacun dans le H~ correspondant. 

w 4. Fonctions entibres. 

Les d~veloppements de la premiere part ie de notre  m~moire sont applicables 

"~ l '~tude des fonct ions enti~res de deux mani~res. Dans l 'une, on se serf du 

th~or~me A, tandis  que la seconde n'uti l ise que le thgor&me B. Les r~sultats 

obtenus par  les deux m~thodes, tou t  en se ressemblant  d 'un  certain point  de rue  

( i c i e t  1s on s 'oecupera des d~eompositions de la fonet ion enti~re en somme des 

fonet ions  enti~res) n 'en  sont pas moins essent iel lement  diff~rents, les uns ~tant 

plus precis (on peut  dire d 'ordre  quanti tat ifs)  et les autres moins pr6eis (plut6t 

qualitatifs) mais s 'appl iquant  s routes les fonct ions enti~res (au moins en principe). 

I. Application du th6or~me A. 

Cette appl icat ion r6side essentiel lement  dans l 'ut i l isat ion des t ransformat ions  

lin6aires (appel6es, d 'un  cer ta in  point  de vue, t ransformat ions  sommatoires) qui 

fon t  correspondre  une fonet ion enti~re s une fonc~ion ayan~ des singularit6s 

distance finie. La  correspondance inverse t rans forme une fonct ion enti~re en 

une fone t ion  ayan t  de singularit6s g distance finie. 

D6flni t ion e t  p ropr i6 t~s  des  t r a n s f o r m a t i o n s  employ6es .  

Nous allons pr6ciser la nature de ces transformations en nous limitant au cas 
qui, tout en 6rant relativement simple, n'en est pas moins assez g6n6ral. 1 

1 L'expos6 que nous donnons ne renferme pas de r6sultats essentiellement nouveaux. C'est 
pourquoi nous avons cru inutile d'y pr~ciser les d~monstrations. I1 diff~re d'autres expos6s sur un 
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Consid6rons une  fonct ion pos i t ive  M(a) de la va r i ab le  ~ > o,  d6cro issan t  assez 

r a p i d e m e n t  v e r s o  q u a n d  a t end  vers  + ~ de  mani6re  que 

(r)  l i m  M(ct)a n ~ o, pour  tout  n na tu re l .  
(g:~ ao 

-- e--aQ Pour  M ( a ) ,  on pour ra i t  p r end re  p. ex. e ~, avec Q cons t an t  posi t i f ,  etc. 

Consid~rons une fonct ion ent i~re ~)(z) s a t i s f a i san t  g la condi t ion  su ivan te :  

f l  existe un hombre positif k tel que pour chaque argument 0 

(z) t M(a)] tD(kae~O)]da < ~ .  
,J  
0 

A une te l le  fonct ion ent i6re  nous ferons  cor respondre  la fonct ion  

a] 

0 

D'aprbs  (2), 99(z) est  d6finie pa r  (3) et  ho lomorphe  au moins g l ' i n t6 r i eu r  du  

cercle I z l  < k.  

99(z) est  la  t r ans io rm6e  g6n6ralis6e 'X la  Borel,  ou la  B- t ransform6e ,  de �9 (z). 

La  t rans form6e  g6ndralis4e '~ la Po lya  (ou la _P-transform6e de q) (z)) est  donn6e pa r  

or 

=, f (:1.o f ( z )  = z ~ z 

0 

Elle est  d6termin6e par  l ' i n t6gra le  et  ho lomorphe  au moins pour  les z avec 

I 

I z [ >  ~.  Pour  z--~or  f ( z ) = o .  

Posons (ce qui est  pe rmis  d ' ap rbs  (i)) 

(4) 

(5) r,~=f~(~)anda, pour  n =  o, I,  z, 3 . . . .  

0 

(61 ~ (~/= ~ n 

sujet semblable (comp. G. Valiron, Annali Seuola Norm. di l~isa, Sdrie II, vol. I I  I93 3 et Vl. Bern- 
stein, Reale Aecademia d'Italla, I933, p. 339) surtout par 1~ mani~re de pr6senter les ehoses que 
nous jugeons plus commode pour nos buts. 
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On d6mont re  fac i t ement  i~ l ' a ide  de ( i )  que ~ ( x ) e s t  une fonct ion ent i~re satis-  

f a i s an t  "~ (2) pour  k quelconque "< i .  

Les  B- et  P . t r ans fo rm~es  d ' une  fonct ion ent i~re ~ ( z ) =  E anzn, ont  les d6velop- 
o 

pemen t s  

(7') ~ (~1 = Y, r~ .~  ~, 
0 

co 

(7") f ( z )  = A 2  z n + l  " 

0 

Les B- et  P - t r ans fo rm6es  de ~ '  (z) sont  6gales r e spec t ivemen t  ~ - -  

Une fonct ion  ent i~re 

les formules  

(8') 

I I 
et - - .  

i - - z  z ~ i  

�9 (z) peu t  8tre t rouvge i~ l ' a ide  de ses t rans form~es  par  

(z) - -  ~ 7~ i ~ (t) ~ d t, 
C'  

(8") ~(~)  = .-'--  f 2~ri  f ( t ) ~ ( z t ) d t ,  

C" 

off C' (resp. C") est  une courbe s imple  fer rule  rectif iable,  r e n f e r m a n t  l ' o r ig ine  dans  

son in t4 r ieur  et  tel le  que 99(z) (resp. f (z))  est  ho lomorphe  ou pro longeable  clans tout  

son in t6 r i eur  (resp. ext6rieur);  les in t6grales  sur  C' et C" sont  pr ises  dans  le sens 

d i rec t  (posit if  par  r appo r t  '~ leurs int~rieurs) .  

Nous nous bornerons  d~s m a i n t e n a n t  i~ la  cons id6ra t ion  de la P- t ransform6e ,  

ma i s  il  est  6v ident  que tous  les d6ve loppements  pour ron t  8tre obtenus  d ' u n e  mani~re 

ana logue  pour  la  B- t ransform6e.  t 

Posons  

] ~ ( re i~  < , pour r > R .  (9) k (0, R) --~ borne inf. des k > o tels que ~ ( k r )  - -  

D6signons  ensui te  pa r  D (1, /~) l ' in t6 r ieur  de l ' ensemble  des po in ts  z - ~  Q e i~~ avec 

i D ( r ,  R) es t  un domaine  6toil~ centr6 en l 'o r ig ine  ~, r e n f e r m a n t  l ' in t~r ieur  
< k (9,  ~)" 

du  cercle uni t6 et  ne con tenan t  j a m a i s  le po in t  i .  On a pour  /~ < R ' : D ( I , / ~ )  

< D ( I ,  R').  

1 Sauf certaines considdrations particulieres concernant la transformation obtenue avec 
M(g) = e - a  et off la _P-transformde se montre plus commode que la B-transformde. 

2 C. ~ d. qu'avee un point z, il renferme tout le segment demi-ouvert (o; z]. 
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domaine  
la forme 

me 

Posons ma in t enan t :  D (I) ----- ~ D (I ,  ]~n) avec l im Rn = ~ .  D (i) est  encore un 
n~oo 

~toil6 centr6 en l 'or igine et  l '~quat ion de sa fronti~re peut  ~tre mise sous 

(io) 
I 

q - k (4)'  k (4 + ~ =) = k (4) p o u r  o <-- 4 <-- ~ ~ .  

On aura  toujours  

( I I )  k ( o ) - -  x, k ( 4 ) ~ <  I pour tout ~0. 

Entre  k(/p) et k(0, 1~) existe la re la t ion su ivante :  k ( 4 ) = l i m ] ~ ( 4 ,  R),  off 
R~cr 

(4,  R) = l im [borne super, k (0, /~)]. 
*=0 yJ,8 < 0<~p+ e 

Par  D (x) nous d6signerons le domaine  qui s 'ob t ien t  de D (i) par  l 'affinit6 z ' - ~ x z  
qui rami~ne le point  i 5~ la position x .  

Posons 

(I 2) h (%9)= borne inf. des Q > o tels que f ( z )  est holomorphe (ou _prolongeable) 

dans tout l'extdrieur de D (Qei~~ 

h(4)  ne d6pend (M(a) une lois fix6e) que de la posit ion des singulari t6s de f ( z ) .  
Pr6cisons cette relation. 

La fonction f ( z )  6tant  holomorphe i~ l ' infini,  marquons  sur chaque r ayon  
arg z = 4 le point  le plus rapproch6 de l ' o r i g ine  pa rmi  les points  Qe i~p pour  lesquels 
f ( z )  est  holomorphe sur tout  le rayon rdW avee r >  •. D6signons par  a ( 4  ) la 
d is tance  de ce point  i~ l 'origine. L '6quat ion (~----a(4) est  alors l '6quat ion de la 
front i6re de l '6toile d 'ho lomorphie  E de la fonct ion f (z) ,  centr6e en r 

II est  "A remarquer  que pour que l '6quat ion q - - - - a ( 4  ) soit l '6quat ion de la 
fronti6re d 'une  6toile E (centr6e e n  r il f au t  et il suffit  que la fonct ion a ( 4 ) s o i t  
p6riodique de p6riode 2 z ,  non  n6gative,  et qu'el le soit semi cont inue sup6r ieurement ,  

c. i~ d. que l i m a  (4) -< o (40), pour tout 40.  
V:=~o 

On d~montre  fac i lement  la relation 

(i3) h(/p) = borne sup a ( 4 ' ) k ( 4 '  - -  4 ) .  

Ainsi h (4 )  est  pa r f a i t emen t  d6termin6 par  la fonct ion a ( 4  ). Mais la r~ciproque 
n ' e s t  pas vraie;  il existe une infinit6 de fonct ions a' (4)  (d6finissant diff6rentes 6toiles 
E ' )  auxquelles correspond la m~me fonct ion h(4) .  P a r m i  ces fonct ions G ' ( 4 ) s e  

1 En g~n6ml: rensemble E est 6toile centr~ en :r s:il renferme avec un point pei~p route 
la demi-droite rei% r ~ 9. 

]2--34686. Acta rnathematica. 65. Imprim6 ]e 6 f4vrier 1935. 
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t rouve une - -  la plus 

a ' (~ )  --< a0(%0). En outre 

grande ~ que nous d6signerons par a0(%0). On a donc 

h (~') 
(I4) ao(~) = borne inf. 

~, k (~ - -  ~ ' )  

Les formules (i3) et (14) nous mont ren t  que no(W) est par fa i tement  d4terminfe  
par a (~), donc par les singularit4s de ](z). L'ensemble des points z~Qe~W avec @=ao(~) 

forme le diagramme indicateur de f(z).  I1 est sur la frontibre de l 'ensemble commun  

de t o u s l e s  domaines D(x)  '~ l 'ext6rieur desquels f(z) est holomorphe. 1 I1 est aussi 
l 'enveloppe (au sens g4n4ralis4) des fronti~res des domaines 1)(h(%P)etV'), 8<_~ <_ ~-Fc. 
Nous appellerons sommet un point s du d iagramme auquel correspond Un domaine 

D(x) (avec x == h (~ )e  ~e) contenant  tout  le d iagramme sauf le point  s e n  question 

(qui est alors sur  la frontibre de D(x)).  Les sommets  du d iagramme (saul peut-fitre 
l 'origine, si elle en forme un) sont  tous des points singuliers de f ( z ) e t  appar t iennent  

la fronti~re de l '6toile E de f(z) .  
In t roduisons  encore l ' indicatr ice de croissance de ~(z) :  

(,s) h ~ ( O ) = b o r n e  inf. des k > o tels que lira I~(re~) l  ~=~ ~ ( k ~ ) -  < oo. 

On d~montre (par la formule (8")) le fait  fondamenta l  

(16) h~(O) <-- h( - -  O). 

Supposons main tenan t  que M(a) est une fonction analytique, holomorphe clans 

un secteur contenant  le demi-axe r6el positif. Soit p. e x . -  Zt < Z < Z~ le plus 
grand  %ecteur dans lequel la fonction M(x), x--~ rd  z, est holomorphe. Posons alors 

pour  - - Z t  < Z < Z ~  

]M(re~X)[ < i pour r >-- R; k l (z ,R) - -~borne  sup. des k > o tels que M(kr) 

pour les autres g on posera k l (g ,  R ) ~  o. 

D4signons ici par C( I ,  R) un domaine-composant  de l ' int6rieur de l 'ensemble 
. _ i _ 

d e s  points x ~ re ~x avec r > kl (g, /~) et no t ammen t  le composant  contenant  des points 

du demi-axe r6el positif (s'il n ' y  en a pas on posera C( , ,  R)~---o). C( I ,  R) sera un 
domaine 6toil6 centr4 en oo ~ Pour  R < R '  �9 on a C(,,m<C(~,R'). On posera 

Cet ensemble eommun peut n'ftre ni ferm6, ni ouvert. La frontiere d'un tel ensemble 
A est d4finie comme l'ensemble .4 _P -  .4, of, _P d6slgne le plan entier. 

2 Remarquons que pour que ]e domaine C(L/~) existe (c. ~ d. ne soil pas vide) il est 
ndcessaire qu'il existe une constante 0 telle que lira e ~Q M(~) > o. 
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~o 

donc C ( t ) = Z C ( I  , Rn) oh Rn--~oo.  C(~) est encore un domaine ~toil6, centr6 en 
~--1 

oo et dont  la fronti~re a une 6quation qui peut  ~tre mise sous la forme 

I 
(~ 7) r = kl(Z) '  kl (~ + 2 ~)  = k 1 (Z) pour  o < Z <- e z .  

I 
Les points x =: re i z  avec r ~< k ~  forment  un domaine ferm6 ~toil6 D 1 (i) centr6 

en l 'origine. 1 Le domaine D~ (a) s 'obt ient  de /9~(~) par l 'affinit~ x ' ~  a x  qui change 
I e n  ~.  

& l 'aide des domaines (ferm6s) /)~ (a) on d6finit la fonction h~(z) d 'une  mani~re 
analogue ~ celle qui a servi ~ d6flnir h (~0) i~ l 'a ide des D ( a ) .  

Entre h~, k~ e t a  on a des relation analogues ~ celles 6tablies plus hau t  pour 

h, k e t a .  Comme analogon '~ la formule (~6) on obtient  ici une in6galit$ dans 
l ' au t re  sens 

( I 8 )  ~,b ( O ) ~  h l ( - - 0 ) .  

Les cas les plus int6ressants  sont  ceux, olk kl(0)~-~ k(O). ~ Alors les domaines  

ferm6s D ( a ) e t  /)x (a) coincident et h l ( O ) = h ( O  ) (ces fonctions sont  dans ce cas 
continues). 

Les in6gatit6s (16) et (~8) se t rans forment  dans ce cas en 6galit6 

(0) =- h (--  O) 

et ceci pour n ' impor te  quelle fonction enti~re ~)(z) sat isfaisant  ~ (2). 

Les indgalitdes (16) et (i8) donnent  ddj~ dans le cas gdndral des consdquences 
intdressantes. P. ex., par la formule (7") on t rouve que la P-transformde de la 

ddrivde q)'(z) est dgale ~ ( - - z f ( z ) ~  zS~(z)); elle a donc la m~me dtoile • que f ( z ) .  

Par  consequent,  les indicatrices de croissance de (l)(z) et de (D'(z) sont  limit6es par 

les m~mes fonctions h(0) et h 1(0). Dans le cas oi~ k(O)--= k 1(0) ces deux indicatrices 

sont  dgales: he (0) ---- h~,(0) (des dnoncds analogues ont  6t6 d6j~ obtenus dans diff6rents 
cas par d 'aut res  mdthodes). 

I1 est '~ remarquer  que pour chaque fonction entibre t ranscendante  O ( z ) o n  peut  
choisir la fonction M ( a )  de manibre i~ satisfaire i~ (2). P. ex. on peut  prendre  

l'inve se de M( )dgale I O( )I pour 

1 Remarquons que I peut se trouver ~ l'intdrieur de D1 (I). 
I1 est h remarqucr qu'alors la fonction k(O)= kl (0) est continue, k(0)et kl (0) dtant sdmi- 

continues, l'une supdrieurement et l'autre infdrieurement (car leurs inverses forment les dquations 
des fronti~res des domaines dtoilds D(1) et C(I), le premier centrd en llorigine et le second centrd 
en oo). 
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Les t r ans fo rmat ions  les plus employees  sont eelles qui cor respondent  h M ( a ) =  
Qa,~ avec ~ cons tant  positif.  Pour  tout  la condi t ion  k ( 8 ) =  k~ (0) est  ici 

remplie.  
La t r ans fo rmat ion  l a  plus ~tudi~e et la plus maniab le  est  celle qu 'on  obt ient  

pour  ~ = i, done M(a) = e-% Elle correspond ~ la m~thode de sommat ion  de Borel. 

On a ici: 7n ---- n!, ~ ' ( x )  = e ~, k(8) ---- cos 8 pour 181 < et  a(8) = o pour  -<181-< =;  
2 2 

le domaine  D(x) est  form6 par  le demi-plan con tenan t  l 'or igine et l imit4 par  la droite 
passan t  par  x perpendicu la i rement  au segment  [o; x]. La condit ion (2) expr ime que 
(O (x) es t  au  plus du type  moyen  d 'ordre  I.  Le d i a g r a m m e  indicateur  est  ici la fronti~re 
du plus pet i t  domaine  convexe et ferm4 ren fe rman t  routes les s ingulari tds de f(z) 
(c. '~ d. ~ l 'ext~rieur  duquel f(z) est  holomorphe).  L ' indica t r ice  h (8)donne  l '6qua t ion  
tangent ie l le  du d iagramme,  ou, plus pr~eis~ment,  elle donne la dis tance '~ l ' o r i g i n e  
de la t angente  (g~ndralis6e) au d i a g r a m m e  perpendicula i re  ~ la direction arg  z = 8. 
L ' indica t r ice  ho(~)  m6sure la croissance d e  q}(z) 

+ 

h ,  (%0 / -~ li-m log ] ~ (re'*) I On a 
,.= ~ r 

h~ (%0) = h ( -  %0/. 

duns la direct ion a r g z - - ~ :  

Dans  le cas plus gdn~ral M(a)== Qae-'-I e "--~e (qui correspond ~ la sommat ion  de 

Mittag-Leffler) on obt ient :  7 n - ~ F  ( ;  + i ) ,  ~ ( x ) =  ~ l _ ( x ) -  la fonct ion de Mittag- 

1 

Leffler d ' indice  i ,  k(8)=----(cos 08)~ pour  18[ < J--~ et k ( b ) = o  pour  ~-~ ~ ] 0 ] ~ r ~  (pour Q<2_ 
O 2 0 2Q 2 

le dernier  cas ne se pr6sente pus). Ceci d~termine la forme des domaines  1)(x).  
La condit ion (2) expr ime ici que !l~(x) est au plus du type  m o y e n  d 'ordre  Q. Le 
d i ag ramme  indicateur  forme la fronti~re de l '~toile ~,,~ de Mittag-Leffler de la 

0 
r I 

fonct ion ~0 (z) (la B-t ransform6e)  t ransformge par  l ' invers ion z = - .  La signification 
Z 

de l ' indicatr ice  h(8) en d 6 e o u l e  imm~dia tement .  L ' iudica t r ice  he (~ )  est  ~gale ~ 
+ 

ii-m log I~  (ze~~ ], et on a hq, (~) --=-- h (--  ~) .  
r ,o 

A p p l i c a t i o n  d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  g ~ n ~ r a l e s .  

P o u r  s impl i f ie r  les enonces ,  nous  nous  b o r n e r o n s  aux  t r a n s f o r m a t i o n s  oh 

les f o n c t i o n s  k(8) e t  k1(8 ) (voir  p lus  h a u t ) s o n t  ~gales,  done  auss i  con t inues  (voir  

l a  n o t e  2 sous  t ex te  p. 9I) .  1 

1 On ne s~it pus encore s'il est possible que ce~te condition soit remplie sans que k (8) CO,h- 
i 

cide avec une fone~ion (cos 00) e pour un p > o. 
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Nous avons d~js vu qu'il y a u n e  liaison assez ~troite entre la eroissanee 

de ~(z) earaet~ris6e par l'indieatriee h . (~)  et les singularit~s de la Lransform~e 

f ( z )  de q)(z). En effet, il n'y a q u ' ~  eonstruire s 1'aide d e . h ( 0 ) =  h . ( - - O ) l e  

diagramme indieateur (qu i est l'enveloppe au sens g6n.dralis6 des frontiSres des 

domaines 1) (h (O) e!O)) pour s a v o i r  qu's l'exL~rieur du diagramme, f ( z )  est holo- 

morphe eL que tous l e s  sommeLs du diagramme (sauf peut-Stre l'origine).sonL des 

points singuliers de f ( z ) .  La relation inverse est encore plus eomplbte, car, con- 

naissan~ les points singuliers de f(z), on ~r0uve faeile~ent le diagramme indieaLeur 

et la foncLion h (0) ee qui d~termine complStement l'indicatriee h~(~p). 

A 1'aide du Lh6orSme A nous allons pouvoir prdeiser encore p h s  la liaison 

entre q)(z) et les singularit6s de f (z)  par ies p r o p r i ~ s  de 'eert~i'nes d~composi- 

tions de ~(z) en somme. 

~ous a11ons ~ eet effet d4montrer  le 

Th~or~me IV. Si la fonction f ( z )  possbde une 6toile ~ avec l'dquation Q = a (~p), 

alors, pour route ddcomposition de l'angle plein autour de l'origine ~en un nombre fini 

(p. ex, : n) d'angles par les rayons argz----~ ~0k, k : o, I ,  2 , . . . ,  n, avec ~p0 < ~p~ < 

< " "  < ~Pn = ~Po -~ 2 ~,  ta fonction �9 (z) se laisse ddcomposer en n fonctions enti~res 

= 

1 

telles que leurs indicatrices h~ k sont donndes par l'dquation suivante: 

he k (~p) : -  borne sup a ( - -  V2')k(~ p -- ~2'). 
~k--1 < W' < Wk 

Ddmonslratio~: Transformons d'abord la fonction f ( z )  en une fonetion con- 

forme s nos conditions, en posanL ~ l'ext~rieur de E, f ( z )~ - -o  (dans E f ( z )  est 

d~.is hol. eL unif.). L'ensemble singulier de f ( z ) a i n s i  ~tendue est ggal s la 

fronti~re ~(E)  de l'~toile /~. 

Les rayons arg z = - -  ~0k d~composent,.cet ensemble singulier en ~ part ies 

/~, 172, . . . ,  F~ tels que chaque Fk avee les deux rayons ~p : - - -  ~k-1,  Q ~ a ( ,  ~ . 1 )  et 

~P-~--~Pk, Q--<a(--~pk) forme la fronti~re d'un secteur 4toi14 fermi:  --~pk--<~p~<--~0k_l, 

e -< (4). 

A la ddcomposition ~ ( E ) ~ - ~  Fk correspond, d'apr~s le thdor~me A, une 
1 
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d6composit ion f ( z )  = ~,f 'k  (z), off chaque fonct ion 2~ (z) a pour  ensemble singulier 
1 

exactement  Fk, done la frontiSre de son 6toile d 'holomorphie Ek (centr6 en oo) a 

pour  l '6quation ~ ----- a (@ pour  - -  ~Pk < ~P --< - -  ~P~--~ e t ~  = o pour  les autres ~V. 

Chaeune des fonctions fk est la P-transform6e d 'une fonct ion entibre (ok (z) donn6e 

d 'aprbs (8") par  

(O~ (z) = 2 ~ i  f f~(t) ~(zt)dt. 

On a 6videmment  (O ( z ) =  ~ (ok (z). D'autre  par t  la fonct ion h (~p) cortes- 
1 

pondant  ~ une fonct ion f k ( z )  est 6gale (d'aprbs (I3) et  la propridt6 6none6 plus 

hau t  de l '6toile Ek de fk (z)) 

borne sup.  a (lp') k (~p' - -  Ip) = borne  sup.  a ( - -  lp') k ( - -  ~V' - -  tp), 

d'ofi r6sulte imm6diatement  notre th6or~me (6rant donn6 que ho~ (~0)-----h(--~0)). 

Pour  pouvoir  obtenir  une sorte de r6ciproque du th6or~me IV nous sou- 

met t rons  la fonetion k (~V) (done, indirectement,  la t ransformat ion consid6r6e) ,~ 

la  condit ion suivante:  

( I 9 )  
k (~p) ~ o dans  un  certain intervalle fll <- ~P <- fl~, fl~ > ill; 

k(~p) > o pour  ~p en dehors de l 'intervalle fll < q) <- fl~. 

Parmi  les t ransformat ions  engendrdes par  les fonct ions M ( a ) =  Qa~-le  -~ ' ,  

I 
celles pour lesquelles la condit ion (I9) est satisfaite correspondent  ~ q > 

2 
51ous pouvons maintenant  6noncer le 

Th~or~me V: Soit  a(tp) une fonet ion non-ndgative, p~riodique de pdriode 2 ~r, 

et semi-continue sup~rieurement. Si, pour  chaque d~composition de l' angle p le in  autour 

de l 'origine par  les rayons arg z = ~Pk, k = o, I, . . . ,  n, aveo ~0o< ~01 < ... <~Pn 4. 2 ~r, 

la fonet ion (o(z) se laisse ddeomposer en une somme de n fonet ions  enti~res ( o ( z ) =  
n 

-~ ~ ,  (Ok (z), telles que pour  leurs indicatrices ho k (~2) on a 
1 

h ,k ( , )  --< borne sup. , ( - -  , ' ) k ( ,  - -  , ' ) ,  
~Vk--1 < W'~Wk 
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la P-transformde f ( z )  de q)(z) poss~de une dtoi!e d'holon~orphie E dont la alors 

fi'onti~re est donn~e par une ~quation Q = a' (~V) avec a' (~p)<--a(~p). 

Ddmonstration: Consid6rons un  a rgument  0 quelconque,  l~ous allons d6.- 

mon t re r  que 

(20) (0) 

La fonct ion a(~V) 6rant semi-continue sup6rieurement ,  on peut  t rouver  un  pe t i t  

intervaUe - -  ~Pl --  ~0 _< - -  ~V o avec ~Pl > ~Vo et - -  ~V 1 < 0 < --~V o de mani~re que pour  

tou t  ~p dans ee t  intervalle on air 

< + , ,  

pour  un , a rb i t ra i rement  peti t ,  ehoisi d 'avance. 

On peut  supposer en p lus  que l ' intervalle [ - - ~ ;  - -~o]  es~ plus cour t  que 

l ' intervaUe [fl~; ~] f igurant  dans la condi t ion (IO). On peut  alors faire  suivre 

les deux arguments  ~V o et ~0~ par  un nombre  fini d ' a rguments  ~V~, k~-2, 3, . . . ,  n, 

de sorte que ~0 o < ~V~ < ~ < . . .  < ~V~ = ~Po + 2 z  et que 

(22) , k - - , ~ - l < f l . a - - a ~ ,  k~-  i, 2, . . . , n .  

Consid6rons alors la d6composit ion correspondante  

(23) = F,  

La  fonct ion fk(z) --  la P- t ransform6e de q)k(z) - -  aura  une  6toile d 'ho lomorphie  

dont  la f ront i~re  sera donn6e par  une 6quation ~ = a~(~p). On aura  done 

(24) h~k(~p) --< borne sup a ( - -  ~0')k(~p - -  lp'), 

(25) h~k(~p) = borne sup ~ ( - -  ~p')k(~p --  ~p'). 

D'apr~s (I9) , (22) et (24) on t rouve imm6dia tement  

(26) h~k(~) = 0 pour  fl, + ~Pk ~ ~ --< f12 + ~pk--1. 

Supposons ma in t enau t  que pour  un  ~p' avee ~Vk < ~p' < ~Vk-1 + 2 z ,  a~(--~V')>o. 

Cherchons un lp commun aux deux intervalles 
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2 ~  + fl~ § ~v~-< ~p < 2 ~ +  r + ~p~-~, 
(27) 

g~ + ~p':< ~p < 2 ~ + ~ + ~p'. 

I1 est facile s v6rifier que quand ~0' varie entre ~0k et ~P~-a + 2 ~ ces deux in- 

tervalles poss~den~ toujours  tout  un intervalle en commun. Pour  un a rgument  

~p sat is fa isant  s (27) on aura alors d'apr~s (25) 

(28) h~k(~p) = h~(~p - -  2 z )  = o. 

D'~utre  part,  d'apr~s (25), on obt ient  pour le m6me if/, 

(29) h,~(~p) > a'~(-- W')k(~p -- ~p'). 

Mais de (27) on tire:  ~ < ~ p -  ~p' < 2 ~  + ~x, ce qui donne d'aprbs (19)que 

k(~p - -  ~p') > o. A l 'aide~de (29) on en ddduit que h~(~p) > o contra i rement  s (28). 

Tout  eeci aous  prouve que a~(-- ~D) = o pour  ~p~ < ~p < ~0~--1 + 2 z, done 

' 0  a~( ) = o, pour  k =  2, 3, . . . ,  n. (30) 

La relat ion (23) entraine 

(3i )  f ( z )  = ~ , f i ( z ) .  
1 

L'6qnation (3I) implique le fair que l '6toile E de f ( z )  contient  l 'ensemble com- 

mun des 6toiles Ek des fk(z). Ceci signifie pour  les fonct ions a~(~p) et q'(~p): 

(32) a,(~0) _< max ~(~). 
k 

Les formules (32), (3o), (25), (24), (II) et (2I) nous donnent  

' 0  ' a'(O) <-- max ak( ) = a~ (0) ~< h ~ , ( .  O) _< borne sup a( - -  ~p') k ( - -  0 - -  ~p') < a(O) + 6. 
k ~o~y/~W~ 

NIais ~ 6rant arbi traire on en obt ient  l ' in6galit6 (2o), c. q. f. d. 

Bemarque: On pourra i t  ~tre tent  6 d 'essayer de d6montrer  le th6or~me r~cip- 

roque au th6or~me I V  au sens exact de ce mot. On obtien~ un 6none6 corres- 

pondant  en remplavant  dans l '6nonc6 du th6or&me V l'in6galit~ pour h~k(~p) 

par  l '6galit6 

h~k(~p) ----- borne sup. q(--  ~p')k(~p - -  ~p') 

et  l ' in6galit6 a'(~p)--< o(~p) par  a '(~p)= a(~p), 
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Mais des exemples tr~s simples (mSme dans le cas de la t r ans fo rmat ion  

engendr6e par  M ( a ) =  e --~) mon t r en t  qu 'un tel  6nonc6 n 'es t  pas vrai. 

Applicat ion de la transformation (sommation)  de Borel. 

N o u s  allons ma in t enan t  consid6rer plus par t icul i~rement  la t r ans format ion  

engendr4e par  M(a)-----e-% qui forme le proe4d4 de somma~ion de Borel. 

La propri6t6 fondamentale de ]a fonction exponentielle: ea+b-----ea" e b, entraine 
ici des relations beaucoup plus profondes entre la structure d 'une fonction entibre 
@(z) du type convenable et les singularit6s de sa transform6e f(z). 

On obtient donc tout d'abord que la P-transform6e de eazll)(z) est f ( z - - a )  (le 
plus simplement en appliquant la formule (8")). Ceci entraine des cons6quences im- 
portantes. On peut notamment remplacer les fonctions k(%0), a(%0), hr les 
domaines D(x), par des fonctions K(%0), Z(%0), H~(%0) et des domaines At(r, %0) don- 
nant  des relations plus pr6cises entre la croissance de @(z) et les singularit6s de f(z). 

On a ici K(%0)=cos %0 pour tout %0, donc k(%0)=:~[IK(%0)I + K(%0)]. Pour 

d6finir ~(%0) on eonsiddrera route la droite z-~- qe ~ pour - -  ~ < q < + ~ .  La 
plus grande valeur Q (positive ou n6gative) telle que le point Qe iw soit singulier pour 
f(z) sera d~sign4e par ~(%0); plus prdcis~ment ~(%0) est la borne inf6rieure des R tels 
que .f(z) est prolongeable /~ partir de l'infini sur toute la demi-droite R--< Q----- + oo. 

On a - -  ~ ~< 2~(~0) < :r ; d 'autre part a(%0) = ~ [I Z(%0) i + Z(%0)]. 

On obtient H~(%0) par la m~me d6finition que h~(%0)(comp. (15)) si l'on y 
laisse k prendre toutes ]es valeurs r6elles (et non seulement positives). 

Le domaine At(r, %0) est le demi-plan limit6 par une droite qui passe par re iv~ 
(r r6el quelconque) perpendiculairement h la direction arg z = %0, et renfermant la 
demi-droite z = qe i~v avec (~ < r. Pour r > o, At(r, %0) = D(rei'P). 

On a la relation 

(33) H,(%0) ---- borne sup. 2(%0') cos (%0' + %0). 
IW'+~l<~ 

Les droites ~cos%0+ V sin %P ~- H~( - -  %0) ( ~ + i  v-~-z) enveloppent le dia- 
gramme indicateur I de Polya. 

L'6quation de ce diagramme en coordonn6es polaires z-----Qe ~v~ est donn6e par 

(34) --= ~0(%0)-~ borne inf. H~(%0') . 
. c o s  (%0' + %0) 

Le diagramme I forme la fronti~re du plus petit ensemble convexe en dehors 
duquel f(z) est holomorphe. Nous d4signerons cet ensemble (ferm4) par D. 

13--34686. Acta mathematiea. 65. Imprlm6 le 6 f6vrier 1935. 
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L'ensemble D correspondant "~ la fonction f ( z  + a ) s ' o b t i e n t  de celui corres- 
pondant  '~ f(z) par la translation qui t ransforme le point a en l 'or igine.  La fonc- 
tion H ~ ( - - ~ )  - -  qui donne la distance de la tangente (normale ~ la direction 

a rgz~-=~)  fi l 'origine - -  se transforme alors en H r  off 
a = [a]e ~~ On obtient la m~me transformation de H ~ ( - - ~ )  en par tant  de sa d~- 
finition comme indicatrice de croissance (darts la direction arg z - - - ~ -  ~p) de la fonc- 
tion q~(z) - -  celle-ci se changeant alors en e"aZ~(z). 

I1 en r~sulte imm~diatement  que si l 'ensemble D peut ~tre enferm~ dans un 
cerele de centre a et de rayon e, la fonction ~(z) peut ~tre pr~sent~e sous la forme 
eaZ~,(z), avec [H~,(~)]  ~ e. Quand D se r~duit au seul point a, f(z) devient une 

! 
fonction enti6re en - - - - -  et ~(z) peut ~tre pr~sent~e sons la forme ~ ( z ) =  eazq)l(z), 

o~ q}l(z) est au plus du type minimum d'ordre i. 
En g~n4ral, pour que l 'ensemble D de la fonction fl(z) soit compris darts celui 

de f(z), il faut  et il sufflt qu'on ait pour les indicatrices correspondantes He, et H~, 
l'in~galit~ : H ~  ~ He .  

Nous  consid~rerons d~sormais la f o n c t i o n f ( z ) -  t r ans form~e  de $ ( z ) -  

comme une fonct ion  conforme ~ nos bonventions.  A cet effet, nous prendrons  

un domaine  G satur~ pa r  r appor t  aux propri6t~s suivantes~: I ~ il r en fe rme  le 

domaine  compl~menta i re  s l ' ensemble  D, et 2 ~ f(z)  est  pro longeable  dans  tou t  

G d 'une  mani~re  ho lomorphe  et uni forme.  Darts G on p rend ra  pour  f (z ) les  

valeurs  donnges par  le p ro longemen t  ana ly t ique  e~, s ' i l  y a encore  des points  

ext~rieurs  ~ G on y posera  f ( z ) =  o (ou bien f ( z )~gale  ~, une  fonc t ion  quel- 

conque ho lomorphe  et  un i fo rme  dans  tou t  domaine  ext~rieur s G). I I  est  dvident  

que pour  la l iaison entre  f (z)  et q~(z) les valeurs  de f (z)  en dehors  de G n ' au ron t  

aucune  impor tance .  

Le  domaine  G n ' e s t  ddtermin~ d 'une  manigre  unique que dans  le cas, off 

pa r  p ro longemen t  ana ly t ique  de f(z)  par  t o u s l e s  ehemins  on ob t ien t  une  fonc- 

t ion un i fo rme  (~ moins  que l ' ensemble  D ne cont ienne  aueun point  int~rieur). 

L ' ensemble  s ingulier  AS' de f (z)  est ce r t a inemen t  compris  dans D. Certains 

points  de F se t r ouven t  mgme sur  le d i a g r a m m e  I ( no t ammen t  t o u s l e s  sommets  

de AS appar~iennent  s F). 

Couvrons  m a i n t e n a n t  F par  un  nombre  fini des cercles ferm6s C~, C~, . . . ,  

Cn, des r ayons  e et centr~s aux  points  a~, a ~ , . . . ,  v~ a p p a r t e n a n t  ~ _F. 

En  posan t  F ~ - - - - F .  C~ on obt ien t  une d6composi t ion F =  ~ F ~  s laquelle 
1 

e. ~. d. tel qu'il  n 'existe aucun domaine plus grand satisfaisant aux retirees condi$ions. 
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correspond une d6eomposition f ( z ) =  ~fm(z) .  A ehacune des fonctionsf~(z) cor- 
1 

respond une fonction enti~re do~(z) et on a d0(z)= ~,dom(z). Les indieatriees 
1 

He(~) et H~(~2) sont li6es par la relation 

(35) H+(~p) == max. Ho~(~p), 
m 

o~ 
ear premmrement, de s  _~' r~sulte que l'ensemble D eorrespondant s f~(z) 

est compris dans celui de f(z),  d'ofi H%~(~p)<--Hr Secondement il est ~vi- 

dent que l'indicatrice de croissance de la somme ~ do~(z) ne peut pas d6passer 
1 

les indicatriees de toutes les composantes. Ainsi (35)es t  enti~rement prouv6. 

D'autre part Chaque ~m(z) peut 6tre mise sous la forme dora(z)~-ea~T~(z), 

avec [H,Fm(0)[--< e, car l'ensemble F~,  done aussi l 'ensemble D eorrespondant, 

sont compris dans le cercle Cm. Entre H~ m et H ~  on a la relation (en posant 

H~m(O ) = H~,~(O) + ] an I cos (O + ~m). 

En r6sum6, on a obtenu l'6none6 suivant: 

Pour tout e > o, on peut trouver un hombre fini de points an dans l'ensemble 

singulier de f(z)  - -  la transform6e de do(z) - -  de mani~re que la fonction q)(z) 

puisse Otre repr6sent6e sous la forme 

(36) do(g) ~- ~ e amz ~m(Z), avee I H~(O)] ~ r ,  
1 

e. ~ d. comme somme de fonctions enti~res dont la croissance diff~re aussi peu que 

l'on veut de la croissance d'une exponentielle simple. 

L'indieatriee de eroissanee de do(z) est li6e ~t eelles des ~ par la for~nule (off 

(37) H (O) = m a x  [H A0) + I I cos (0 + 
m 

Les points an peuvent 6tre choisis dans F tout ,~ fair arbitrairement pourvu 

que les cercles d6erits autour d'eux avec le rayon e couvrent entibrement F.  

Quand f (z)  ne pr6sente qu'un hombre fini de points singuliers isol~s, on 
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peut les prendre pour les points a~ et choisir un e arbi t ra i rement  petit. Dans 

la d~composition (36) les fonctions T~ seront d'ordre < I ou bien du type mini- 

mum d'ordre I au plus. Si le point a~ est un pble d'ordre v, la fonction T.~ 

sera un polynbme de degr6 v - - i .  

Pa r  des raisonnements analogues on obtient  des d6compositions en s6ries 

infinies. P. ex. si F se compose d 'une suite inf in ie  des points singuliers isol6s 

a~ et de leur unique point limite a, on sait (le th6or~me de Mittag-Leffler,  comp. 

w 2) que f ( z )  peut  gtre pr6sent6e sous la forme 

�9 I I 

off g,n(t) est une fonction entibre (donnant la partie principale de f ( z )  en am) et 

p,n(t) un polynbme assurant  la convergence. I1 en r6sulte pour ~(z) une d6com- 

position 

~)(z) = Z [ea,nzT~(z) -~ ea~/)m(z)] 

avec des Tm du type minimum de l 'ordre I au plus et des polyn6mes P,n. L 

Le fair que nous venous d'~noncer met  d~jtr en ~vidence la liaison qui existe 

en t re  les points singuliers de f ( z )  et les dgcompositions de @(z)en  somme. 

Nous allons main tenan t  pr~eiser encore plus cette liaison en d~montrant  ce 

qui suit :  

Pour que la fonction f (z )  soit prolongeable analytiquernent suivant un arc simple 

L unissant l'infini ~t un point ~ distance finie, il f a u t  et it suffit que pour un 

assez peti t  on puisse trouver une ddcomposition (36) avec des a~ ayant tous une 

distance de L supdrieure ~t ~. 

La  condition est ndcessaire. En effet, l 'arc simple L peut ~tre entour~ d 'une 

bande s implement  connexe, dans laquelle f ( z )  est parlour prolongeable t~ part ir  

de son glgment init ial  ~ l'infini. Cette bande ouverte ~ d6signons la par B 

renferme L;  elle renferme donc ~galement un voisinage du point tr l 'infini, c. tr d. 

l 'ext~rieur d 'un  cerele: Izl  > R. La  fonction f ( z )  y ~tant  prolongeable sur tout  

chemin, son prolongement  d~termine darts B (qui est s implement connexe) une 

fonct ion holomorphe et uniforme fo(Z) qui, s l 'ext~rieur d 'un cercle assez grand 

(cet ext~rieur ~tan~ compris darts B), coincide avec f (z) .  Pour  rendre fo(Z) con- 

1 On utilise ici le fait que si les fonctionsfn(z) convergent uniformdment vers f(z) en dehors 
d'un cercle, les fonctions ~n(z) correspondant ~ fn(z) tendent uniformdment dans tout domaine 
borne, vers la fonction qS(z) correspondant ~ f(z). 
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forme s nos conditions nous la d~finirons encore ~ l'ext~rieur de B comme ~gale 

f(z) 1s off cette derni~re est d~termin~e. La fonction fo(Z) ainsi d~finie aura 

son ensemble singulier F o compris duns celui de f (z)  augmentg de la frontmre 

~(B) qui est born~e. La distance minimum entre les points de i'arc L e t  la 

fronti~re ~(B) 6~ant positive, prenons un 8 positif e~ plus petit  que la moiti~ de 

cette distance minimum. Couvrons /~'o par un hombre fini de cercles fermgs 

Cm des centres am (pris dans F0) et de rayon e. Comme plus haut on obtiendra 

les d~compositions Fo-~ Y, Fo Cm~ ~,Fm et fo(Z)--= ~fm(z). En dehors d'un cercle 

assez grand (autour de l'origine) les fonctions f0 et f~  sont routes holomorphes 

et fo(Z) y coincide avec f(z). Par  consgquent, en prenant dans la formule (8") 

(off on aura remplac6 ~'(x) par e ~) pour C" une circonf6rence I tl = / ~  avec /~ 

assez grand, on obtiendra pour f0(z) la mgme fonction entibre ~(z) que pour 

f(z). Les fonctions $~(z) correspondant ~ fro(z) formeront alors une ddcomposi- 

tion duns le genre de (]5) de @(z), car on aura Clam(Z) = e amz ~n(Z), avec ]H~m(O)] < e. 

D'autre part tout point a~ se trouve s une distance de L plus grande que 8 

(m~me ~ 28), car autrement il se trouverait ~ l'intgrieur de B, off il n'y a pour- 

rant pas de points singuliers de fo(z). 
Remarquons encore que la formule (37) ne sera ici valable que si l'en- 

semble singulier de fo(Z) est compris dans l'ensemble D de f(z), ce qui n'est possible 

que si les parties de la fronti~re de B situdes en dehors de D ne sgparent pus 

d i~ ren t e s  d~terminations de f(z). 
La condition est su]fisante. Ceci provient simplemeut du fair que les fonc- 

tions f~(z) - -  les transform~es des ~ ( z ) =  e"m'Tm(z) satisfaisant s (36) - -  ont 

leurs ensembles D, donc ~galement leurs ensembles singuliers, compris duns les 

cercles Cm des centres a~ et des rayons 8. Ces ensembles singuliers n'ont donc 

aueun point commun avec L. I1 en sera de m~me pour leur somme qui ren- 

ferme l'ensemble singulier de la somme fo(Z)= ~f~(z). Ainsi la fonction fo(z) 

est holomorphe sur rarc  L. Mais la formule (4) (off on aura remplac~ M(a) par 

e -~) qui nous donne les fro(z) s raide des q)~(z)= earn z ~m(Z)est sfirement valable 

pour chacune de ces fonctions quand les z sont ext~rieurs ~ un cercle assez grand 

(renfermant t o u s l e s  Cm). Ceci nous montre que pour ces z la somme fo(z)~- 

= Zf~(z) est ggale s la fonction f (z)  obtenue par la m6me formule s ra ide de 

~O(z) ~ ~(P~(z). Ainsi on voit que f (z)  et fo(Z) coincident dans le voisinage de 

l'infini et que fo(Z) es~ holomorphe sur t o u t  l 'arc L (commen?ant ~ l'infini). Par  

consdquent f (z)  est prolongeable sur l'arc L, c. q. f. d. 
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Occupons nous ma in tenan t  des singularit~s de f ( z )  sur le d iagramme indi- 

ca teur  / .  On sai~ que dans notre  cas actuel, ce d iagramme pr~sente plusieurs 

propri6t6s int~ressantes. En g6ndral il forme une courbe simple fermde convexe 

(dans certains cas cette courbe peut  d6g6n6rer en un segment  rect i l igne ou un 

point,  mais nous ne considdrerons que le cas g6n6ral et il sera bien ais6 ~ voir 

quels changements  il f au t  appor te r  dans les ra isonnements  pour  les cas d6g~n~res). 

Chaque droite x cos 0 + y sin 0---- H o ( - -  0) (off x et y sont des coordonn6es 
rectangulaires) porte un seul point p(0) ou un senl segment  [p' (O); p"(0)] du diagramme 
L Nous d6signerons cette droite par T(0) et l'appellerons la tangente au diagramme 
I normale '~ la direction arg z - - 0 ,  ou correspondant ~ 0. 

En d6signant la fonction H ~ ( - - 0 )  pat h(0) on peut 6noncer les propri~t~s sui- 
vantes: h(0) est continue et poss6de partout une d6riv6e continue h'(O) saul en un 
ensemble au plus d6nombrable des arguments 0. Pour chaque 0 de ce dernier en- 
semble, h(O) poss~de une d~riv~e gauche ]{--(0) et une d~riv6e droite h~-(0). 

Le point p(0) oi~ la tangente T(O) touche le diagramme L e s t  donn6 par la formule 

(38) p(O) = e~~ + ih '  (O)]; 

les arguments 0 auxquels correspond tout un segment [p'(0); p"(0)] sont justement 
ceux, off h'-..(0) ~ h'+(0) et on trouve les points p'(O) et p"(0) par la m~me formule 
(38) en y remplaCant h'(0) par h'--(0) resp. h~(0). 

Pour chaque point p du diagramme 1 et m6me, plus g6n6ralement, de l 'ensemble 
D, on a 

(39) h(O) >-- ~(pe  - t~  -= I p  I cos (x - o), p = Ipl "; 

cette in6galit6 se transforme en ~galit~, uniquement dans le cas off p se trouve sur 
la tangente T(0). 

PP 

Cependant, si l 'on prend sur la droite T(0) deux points p'~ et p~ tels que le 
segment ouvert (P'L; P'[) renferme le point p(0) ou bien le segment entier [p'(0); 
p"(0)], alors pour un ~ assez petit on aura 

(40) 

(4 x ) 

h(O') < ~(p' ,  e -i~ pour 0 --  ~1 < 0' < 0 

h(O') < ~(p'~'e --i~ pour 0 < 0' < 0 + 7. 

I1 y a encore i~ distinguer dans le diagramme I les points anguleux, Ce sont 
les points p correspondant i~ deux tangentes diff6rentes T(8') et T(O"), c. ~ d. que 
p---p(O') ~-p(O"): Un tel point  p se trouve alors sur une inflnit~ de tangentes T(0) 
correspondant aux arguments 0 fo rman t  un intervalle 01 --~ 0 g 0~. Les valeurs de 
h(0) dans un tel intervalle sont donn~es par 
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(42) h(O) .-~ ~(pe-~o). 

Inversement, si duns un intervalle 01 ~<0 ~0~ la formule (42) subsiste avec un 
point p constant, aux arguments 0 dans cet intervalle correspondent des points 
p(0) 

Apr~s ces pr61iminaires nous pouvons passer aux singularit6s de f(z) sur le 

diagramme I (pour le prolongement  de f(z) partan~ de l 'ext6rieur de I). 

Nous avons d6j~ indiqu6 duns le cas g6n6ra l  que tous les somme~s du dia- 

gramme indica~eur sont des points singuliers de f(z). Darts notre cas actuel les 

sommets de I c e  sont les points _p(0). D 'au t re  purr on v6rifie faci lement que les 

points p'(O) et ~v"(O) ~ les extr6mit~s des segments situ~s sur I ~ sont ou bien 

des points p(~?') pour un autre a rgument  O' (alors ce sont des po in t s  anguleux) 

ou bien des limites des points p(O'). I /  en d6c0ule que les seuls points de I qui 

peuvent  encore ~tre r6guliers, sont les points non-extremes des segments compris 

duns / .  

I[  se pose ainsi la question de savoir si un  tel point  p compris darts le 

segment  [p'(O); p'(r est un point  singulier pour f(z) ou non. Nous allons la 

r~soudre s 1'aide de nos d6compositions. 

A cet effet supposons que f(z) n'est  pas singuli~re en p. Celui-ci n'appar- 

t ient  done pus s l 'ensemble singulier 17' de f(z) ~, Consid6rons la droite J passant  

par p perpendiculairement s la droite T(O) (qui contient  le segmen~ [p'(O); p"(O)]). 

J coupe l 'ensemble singulier F en deux parties ferrules /~'1 et F~ (pouvant avoir 

de points communs sur 2r dont  l 'une cont ient  p'(O) et l 'autre  p"(O). 
A la d6eomposition F = F~ + F~ correspond celle de f (z) :  f(z)=f~(z) +f~(z). 

Les ensembles D de f~ et f~ sont contenus 6videmment duns les deux parties 

auxquelles est divis6 I 'ensemble D de f(z) par z/. D 'au t re  par t  ils ne contiennen$ 

pus ~ ni l 'un,  ni  l'au~re - -  le poin~/o. Leurs  fronti~res /1 et  Is - -  les dia- 

grammes indicateurs de f~(z) et de f~ (z) ~ n 'auront  sur la droite T(0)que  le 

point p'(O) ou un segment [p'(0); P~I respectivemen~ le poln$ p"(O)ou un segment  

[p~; 2"(0)]. Les deux segments 6ventuels sont compris dans [p'(0); p'(O)] mais 
t t !  

ne cont iennent  pus le point  p. I1 y a donc deux points Po et Po sur T(0) de 

deux cot6s de p,  et s distance e de p assez petite, qui n 'appar t iennent  ni 

1 ou, plu~ pr6eis4ment, on peut d6finir f(z) ~ l'int6rieur de son ensemble D eonform~ment 
'~ nos conventions, de mani~re que io n'appartienne pas h l'ensemble singulier de f(z). Dans les 
eas d~g~n6r6s, quand f forme un seul segment reetiligue il faut pour eela admettre pour f(z) des 
eoupures sortant de l'ensemble D de f(z), ee qui eutraine quelques petits ehangements dans les 
r~isonnements. 
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I1, ni s Ie. On a alors Po = P  ~ ~ie i~ P'o-~s + ~ id~  et, d'apr~s les formules 

(4o) et (41) appliqu6es aux fonctions h'(0) et h"(8)  e o r r e s p o n d a n t  a u x  f o n c t i o n s  

f l  (z) et  fa(z), on obtient 

h'(8') < ~(p'oe -~o') = ~ ( ~ e  -~o') - -  ~ s in  (8' - -  8) pour 8 < 8' < 8 + 7, 
(43) 

h"(O') < ~ ( p ' o e - ' ~  ~ ( p e  --'~ - -  e sin (0 -- 0') pour 0 --  ~ < 0' < 0, 

pour un ~ suffisamment p e t i t .  

D'autre part  on obtien~ faeilemen~ (en util isant l 'indgalitg (39)) que si les 

fonctions h'(O) et h"(8) correspondant ~ f j ( z ) e t  f~(z)satisfont ~ (43), les ensembles 

D de ces derni~res fonctions ne contiennent pas le point p et, par cons6quent, 

leur somme est prolongeable jusqu'~ p ~ partir de l'ext~rieur de son ensemble D. 

Tout  ceci, t raduit  par des propri6t6s des fonctions entibres ~(z), ~ (z )  et 

�9 ~(z) correspondant s f ( z ) ,  f~(z) et  f~(z) nous donne le th6orbme suivant: 

Pour que le point  p appartenant au segment [p'(0); p"(O)] du diagramme indi- 

eateur I soit rdgulier Tour la fonetion f ( z )  (ou pour le prolongement de f ( z )  par tant  

de l'infini), il  f a u t  et il  suffit que la fonetion enti~re ~)(z) puisse ~tre d~eomTosde en 

somme de deux fonetions enti~res q~(z)----q~i(z) + q)~(z), avec des indieatriees de 

eroissance sat is faisant  

H~,(O') < ~ ( p d  ~ + ~ sin (O' + 0) Tour --  0 --  ~ < 0' < --  0 

H0,(0') < ~ ( p d  ~ - - ,  sin (O' + 0) Tour -- 0 < 0' < - -  0 + V 

avec un ~ ~ o et un ~ ~ o convenablement choL~is. 

D'une mani~re analogue, on obtient l'gnonc~ suivant: 

Pour que tous lea points  non-extremes du segment Ip'(0); p'(O)] soient rdguliers 

pour f ( z ) ,  i l  f a u t  et i l  suffit  qu'il  existe une d~eomposition qa(z)= q)~(z) + a)s(z ) 

telle que 

U~,(8') < ~ (p ' (8 )d  ~ - - ,  sin (8' + 8) pour - -  8 --  V < 8' < - -  8 

Hr < ~ ( p " ( 8 ) d  ~ + , sin (8' + 8) pour --  8 < 8" < -- 8 + V 

pour tout ~ > o suffisamment pet i t  et pour un ~ > o eonvenablement choisi. 

En effet, il n'y a qu's remarquer que les points p'(0) et p"(0) sont ici des 

sommets des diagrammes /1 et /~ correspondant ~ f~(z)etf~(z) ,  et appliquer 

ensure  convenablement ies indgalit~s (40) et (41). 

Si la fonc~ion f ( z )  est prolongeable dans tout  un triangle eompris dans D 

et ayant  pour base le segment [p'(8); T"(0)], sauf, bien entendu, aux extr6mit6s 

p'(O) et  p"(0), alors ces deux extrdmit6s deviennent des points anguleux, l 'une 
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pour  l e  d i a g r a m m e  I 1 e t  l ' au t r e  pour  I~. L a  fo rmule  (42 ) donne alors une 

condi t ion n6cessaire et suffisante pour  que ce fa i r  subsiste,  n o t a m m e n t  l 'exi- 

stence d 'une  d6composi t ion q ) =  q~, + ~ avec 

H~,(O') = ~[p ' (O)e  i~ p o u r  - -  O - -  V < O' < - -  O 

H+:(O') = ~R[p"(O)e ~~ pour  - -  O < O' < - -  O + V 

avec un V > o convenable.  ~ 

A v a n t  de finir ce p a r a g r a p h e  r emarquons  encore qu!en u t i l i san t  cer ta ines  

recherches de I-laar (duns Math.  Ann.  96, 1927,  p. 69) on peu t  ob ten i r  des rela- 

t ions entre  la croissance d e  la fonct ion  r  ou bien de ses composan tes  dans  

une d6composi t ion convenable  @-~  ~@~, et  l ' a l lnre  de la fonc t ion  f ( z )  quand  z 

s ' approche  d 'un  point  s ingul ier  de f ( z ) .  

Nous ne d6velopperons pas  ce sujet,  car  cels nous en t ra ine ra i t  t rop  loin. 

II. Application du th6or~me B. 

L ' idde  f o n d a m e n t a l e .  

L ' app l i ca t ion  du th6or~me B reposera  sur  l ' id6e su ivante :  

Soit  �9 (z) une fonct ion enti~re. I m a g i n o n s  un  nombre  fini (soit n) de eourbes  

s imples ferm~es non-born6es (donc passan t  pa r  oo) qui n ' o n t  deux ~ deux que le 

po in t  s l ' infini en commun.  Ces courbes,  diminu6es du poin t  s l ' infini,  seront  

d6sign6es pa r  C 1, C ~ , . . . ,  C~. Les courbes  enti~res sont  donc CI, C~ . . . .  , C~. 

Les courbes C~ d6 te rminen t  exac t emen t  n + I domaines  s ' 6 t endan t  tons  

jusqu ' s  l ' infini. On fo rme  alors une fonct ion ~(z) en posan t  duns cer ta ins  de 

ces domaines  ~ ( z ) - ~  ~ ( z )  et  dans  les autres ,  ~(z)-- - -o .  L a  fonc t ion  ~o(z)es t  
n 

a i n s i  conforme s nos convent ions  et son ensemble  s ingul ier  est  6gal ~ ~ C:~ 
1 

(car on peu t  tou jours  supposer  qu ' i l  n ' y  a pus de courbes C~ superflues, ne s6pa- 

r a n t  pus des d6termina~ions diff~rentes de ~ (z)). 

En fe rmons  m a i n t e n a n t  chaque  courbe C~ duns une bande  B~ 2 assez 6troi te  

1 Duns notre note des Comptes Rendus, I96 , I933, p. 673 nous avons donn~ par inadvertance 
cette derni~re condition c0mme r6pondant au probl~me r6solu duns l'6nonc6 pr6c~dent. 

2 Nous appellerons ici bande (infinie) un domaine simplement connexe s'6tendant jusqu'h. 
l'infini avec une frontiere compos6e d'une ou deux courbes simpies fermdes passant par l'infini. 
Nous ne consid~rerons que des bandes suffisamment 6troites dans ce sens qu e la distance d!un point 
z de cette bande /~ la frontibre de celle.ci est bornde, ou m~me tend vers o, quand z s'dloigne vers 
1 'infini. 

14- -34686 .  Acta mathematica. 65. I m p r i m 6  le 6 f6vrler  1935. 
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(limit~e par deux courbes C~ et C~') de mani~re que les bandes ferrules B~ n'aient 

deux 's deux en commun que le point s l'infini. 
?b 

On v~rifie facilement que l'ensemble ouvert B ~ ~ B~ remplit par rapport 
1 

la fonction 9o (z) les hypotheses du thdor~me B. I1 en rdsulte qu'il existe une 

fonction enti~re g (z) approchant 9o(z) en dehors de B ~ un ~ quelconque pr~s. 

La fonction g (z) poss~de des propri4t~s fondamentales pour la suite: dans 

les domaines d~termin~s par les C~, off 9o(z)~---~(z), g(z) approche q)(z) '~ un e 

pros, tandis que dans les autres domaines I g(z)l < e, tout ceci bien entendu 

en dehors des bandes B~ (qui peuvent ~tre d'ailleurs choisies aussi ~troites que 

l'on veut). 

On volt aussit6t que la fonction �9 ( z ) - -g  (z) poss~de des propri6t~s analo- 

gues, mais qu'elle approche q~ (z) 1~ o~ g (z) approchait o et vice versa. 

A l l u r e  d 'une  f o n c t i o n  ent i~re  d a n s  u n  d o m a i n e ,  part ie  pr inc ipa l e  (~ u n e  b a n d e  
pros)  c o r r e s p o n d a n t  ~ u n  d o m a i n e .  

Le proc~d~ d~crit va nous conduire ~ divers ~nonc~s. Pour presenter ceux- 

ci plus facilement et pour les rendre plus intuitifs nous allons introduire quel- 

ques notions auxilliaires. 

Ces notions ne sont pas essentiellement nouvelles et elles out $t~ introduites 
'~ plusieurs reprises et sous diff~rentes formes, par divers math~maticiens, comme 
p. ex. Boutroux, Iversen, Gross. 

Rappelons d'abord les th~or~mes classiques de Liouville et Weierstrass, 

d'apr~s lesquels, si une fonction f (z)  est holomorphe et uniforme autour d'un 

point x et si elle n'est pas holomorphe en x, alors f(z) n'est pas born~e au voi- 

sinage de x; si, de plus, f(z) pr~sente une singularit~ transcendante (c. h. d. 

non polaire) en x, elle ne tend vers aueune limite dgtermln~e (finie ou infinie) 

quand z tend vers x d'une mani~re quelconque. On sait m~me, d'apr~s le th~o- 

r6me de Picard, que f (z)  prend toute valeur finie - -  sauf une au plus - - d a n s  

tout voisinage de x. 

Ceci nous amine ~ poser les d~finitions suivantes: 

Nous dirons que la fonction enti~re q)(z) pr~sente dans un domaine D, 

s'~tendant jusqu'~ l'infini, une allure rdguli~re, si pour route suite de points zn, 

n -~  I, 2 , . . . ,  pris dans D et s'~loignant vers l'infini, la limite lira ~(z,) existe 

et est finie (elle ne d~pend pas alors du choix des z~). 
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S i  lira @(z~) est infinie pour  tout choix des zn dans D (avec zn--*~), nous 

dirons que l'allure de q)(z) dans D est polaire. 

Enfin, si, pour nne suite {z~} prise duns D (avec z ~ - ~ ) ,  �9 (zn) ne tend 

vers aucune limite, finie ou infinie, l'allm'e de q~ (z) dans D sera dire transcen- 

dante. 

Les allures polaire et transeendante seront consid6,r6es comme des allures 

singuli~res. 

Nous dirons encore que denx fonctions enti~res qg~ (z) pr6sentent la mSme 

allure dans D, si leur diff6rence ~oi ( z ) -  q)~ (z) y est d'allure r6gulibre. 

Pour abr6ger, nous dirons que ~(z) pr6sente une certaine allure duns le 

domaine D ~ une bande B (ou ~ des bandes B~, x =  ~ , 2 , . . . ,  n, formant une 

somme B)  pros, si @(z) a cette allure duns le domaine D~ = D - - B ,  B 6~ant 

situ6 assez pros de la fronti6re de D (touchant s celle-ci) de sorte que D~ soit 

un domaine s'gtendant jusqu's l'infini. 

Le proe6d6 expos6 plus haut  permet de prouver imm6diatement le th6or6me 

suivant: 

Th~or6me VI: Soit ~(z)  une fonction entiOre et D u n  domaine limitd par  un 

uombre fini de courbes simples ferm~es possddant un seul point commun - -  le point 

l'infini. I1 existe une fonction enti~re q~l (z) prdsentant dans D (ou - -  dans D 

des bandes pros, aussi ~troites que l'on veut) la m~me allure que q)(z) et, ~ l'ex- 

t~rieur de D ~ des bandes quelconques pros (ou - -  ~ l'extdrieur de D), une allure 

rdguliOre. 

Pour la d6monstrar prenons des courbes C~ ~ ~ l'ext6rieur de /9 (ou - -  

l'int6rieur de D), aussi pr6s de la fronti6re de D qu'il le faut,  et formant  avec 

cette fronti~re un nombre fini de bandes B ~ (autant qu'il y a de courbes dans 

la fronti~re de D). Dans ehaque bande B ~ on peut 6videmment t rouver  une 

eourbe C, de mani6re que l'ensemble de ces courbes d6~ermine dans le plan un 

domaine D O avec D ~ D  ~  ~ B  ~ (ou: D - - ~ B ~  ~  

Dans le proc6d6 melltionn6 on prendra alors des bandes B ,  contenues duns 

B~, pour fonction enti6re - -  la fonction z ~(z), et on posera ~0(z)= z ~P(z) 

dans D O et ~0(z)=o ~ l'ext6rieur de D o . D'aprSs les propri~tds de la  fonc- 

tion g(z) correspondante, on  trouve facilement que la fonction entibre (1)1 (2r 

I(g (z)--g (o)) a une allure r6guliSre (m6me, tend vers o) en dehors de D § ~Bo  
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(ou, en dehors de D), tandis  que la diffdrence q) (z) - -  @1 (z)= ~ [z �9 (z) - - g  (z) § g(o)] 

a une allure rdguli~re duns D (ou, duns D -  ~B~ Mais ceci est jus tement  la 

th~se de not re  thdor~me. 

Remarquons que le th~or~me est vrai pour des domaines beaucoup plus g~n~- 
raux que ceux dont on y parle. P. ex., en utilisant la g~n~ralisation du th~or~me 
B (comp. I partie w 3, P. 34) on d~montre imm~diatement que le th4or~me VI eat 
valable pour lea domaines dont la fronti~re est localement connexe et ne determine 
duns le plan aucun domaine born~ (le nombre de domaines ddterminds par cette fron- 
ti~re peut ~tre inflni). 

Tous les domaines de la classe que nous venons de d~finir sont n~cessairement 
simplement connexes. Quand on a u n  domaine D multiplement connexe on peut 
lui ajouter tous sea domaines compl~mentaires born~s. On obtient ainsi un domaine 
D 1 simplement connexe. Dana beaucoup de eas l'allure de la fonction dans D d~- 
termine son allure dana D1. Quand le nombre de domaines bombs, compl~mentaires 
'~ D est flni il est ~vident que l'allure dana D est la m~me que dana D 1. Si lea 
domaines compl4mentaires en question sont en nombre infini et s'ils n'ont aucunpoint 
limite ~ dislance fini, l 'allure r4gulibre dans D implique la m~me allure dana D1, mais 
l 'allure polaire dana D n'entraine pus n~cessairement la m~me duns D1; duns D 1 
l'allure peut alors ~tre ou bien polaire ou bien transcendante totale dana le sens que 
la fonction prend darts D x (et notamment dana l'ensemble des domaines ajout~s)une 
inflnit~ de lois chaque valeur finie (sans exception). 

La  fonc t ion  ~)l(z) d4termin~e duns le th~or&me VI est telle que, ~ l'excep- 

t ion  de bandes ~ventuelles, les fonct ions ~1 (z) et �9 ( z ) -  @1 (z), r u n e  s l 'ext~rieur 

de D et  l ' au t re  dans D, sont non seulement  r~guli~res, mais elles t endent  en 

plus vers o quand z s 'dloigne vers l'infini. On pourra i t  appeler  ~P~ (z) la pat t ie  

principale en quelque sorte de q)(z) correspondant  au domaine /) .  Mais pour  

ceci ~)1 (z) prdsente encore quelques d~savantages sur lesquels nous reviendrons 

dans la suite, 

L'allure d'une fonction enti@re sur un chemin. 

Nous appelerons ici chemin un arc simple unissant  un point  & distance 

finie ~ l 'infini. 

L 'a l lure  d 'une fonct ion  O(z) sur an  chemin L (pour z s%loignant vers l'in- 

fini t ou t  en res tan t  sur L) peut  presenter  lea m~mes caract~res que dans un do- 

maine  D. En  calquant  les ddfinitions donndes pour  un domaine, on t rouve  la 

d~finition, dans le cas d 'un chemin, de l 'al lure rdguli~re, polaire, et t ranscendante  

(cette derni~re peut  ~tre encore subdivis~e en plusieurs nuances).  
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Si l ' a l lure  de q~(z) sur  le chemin  L est  rCguli~re, la  l imite  de @ (z) quand  

z t end  vers l ' infini tou t  en r e s t an t  s u r  L,  est ce qu 'on  appelle  la va leur  asymp-  

tot ique finie de ~(z )  sur L. L a  valeur  a sympto t ique  est  infinie lorsque l 'a l lure  

de q)(z) sur  L est polaire. 

D'apr'~s la notion de points singuliers des fonctions analytiques multiformes 
donn~e par M. Bieberbach, 1 les valeurs asymptotiques de  ~ ( z ) f o r m e n t  les points 
singuliers de la fonction z ~ ~ (w) inverse ~ w -~ ~ (z). Si la fonction ~(z) prCsente 
la m~me valeur asymptotique sur deux ehemins L 1 et L~, les points singuiiers cor- 

respondants sont eonsidCr6s comme co~ncidants s'il existe "une suite d 'arcs an b~ 

s'r vers l'infini, unissant  un point an de L 1 avec un point bn de L~ et tels 

que la fonction ~(z) prend sur an bn des valeurs tendant  uniform~ment vers une li- 
mite pour n--~ oo (cette limite est alors ~videmment Cgale ~ la valeur asymptotique 
de ~(z) sur L:  et L~). 

Rappellons ici quelques th~or~mes dfis essentiellement '~ Lindel~f. 
Soit un domaine D limitr par deux chemins L: et L~ (qui forment  alors une 

courbe simple fermCe). 
Si la fonction �9 (z) est d'allure reguli~re sur L 1 et L 2 et bornde dans D, elle est rd- 

guli~re dans D et ses valeurs asymptotiques sur L:  et L 2 sont dgales. 

Si la fonction �9 (z) est d'allure rdguli~re sur L 1 ef L~ sans qu'elle le soit dans D,  

elle pre~d da~s D routes les valeurs finies sauf une au plus (c. h d. elle est dans D d'al- 

lure transeendante totale eventuellemant h une valeur pros). 

Des thr analogues s 'obtiennent  dans le eas off ~(z) est d 'allure polaire 

sur L~ et L~. 

On d~montre  imm~dia t emen t  que pour  chaque chemin L existe un domaine  

D le con t enan t  (p. ex. une bande  en tou ran t  L) et  pour  chaque domaine  D -  un 

ehemin L y contenu,  de sorte  que r a l l u r e  de la fonct ion  ~(z )  sur  L e t  dans  D 

a l e  m~me caraet~re.  

On peut m~me choisir 1), respectivement L, de mani~re que l 'ensemble des 
limites, vers lesquelles s 'approchent les valeurs de (B(z), soit le m~me quand z tend 
vers l'infini en passant par les points de L ou bien quand z s%loigne vers l 'infini 

en restant  darts D. 

Le thr  VI ,  appliqu~ ~ une bande B assez 6troi te  e n t o u r a n t  L, nous  

donne l%nonc~ suivant :  

1 Comp. L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionenth~orie II, I93 I, p. 278. Cette d~finition 
provient des id6es de Hurwitz, Iversen et Gross. 
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I1 existe une fonction enti~.re ~ (z) r~guli~re ~ l'extdrieur de B e t  ayant dans 

B la m~me allure que q~(Z), tout ceci ~ l'exception d'une bande Bt ,  aussi ~troite 

que l'on veut, disjointe de L e t  pouvant ~b'e choisi soit dans B, soit ~ l'extdrieur 

de B .  

La fonction q~l (z) pourrait ~tre appel6e partie principale de ~.(z) corres- 

pondant au chemin L. 

Chemins rectilignes, directions singuli~res. 

Dans l'~tude de l'allure d'une fonction sur diffdrents chemins, on se borne 

tr~s souvent s la considgration de chemins rectilignes, c. s d. de demi-droites. 

Ce ehoix qui est en verit~ un peu arbitraire quand on ~tudie les fonctions 

enti~res en g~n~ral, donne tout  de m~me, dans beaucoup de cas, des ~nonc~s 

assez precis, surtout quand on se limite aux fonctions ayant un certain mode de 

croissance (p. ex. les fonctions d'ordre fini). 

On pourrait ~tre tentd de consid~rer les directions arg z ~ ~ off l'allure de 

la fonction ~(z) est singuli~re, comme d~terminant l'allnre de la fonction dans 

tout  le plan. Ceci pr~sente, comme on salt, deux inconvenients: i ~ le caract~re 

de ral lure de q} (z) ne dSpend pas seulement de la direction (c. s d. de l'angle 4) 

mais aussi de la position, (du commencement) de la demi-droite, et 2 ~ une fonc- 

tion enti~re peut presenter une allure rdguli~re sur route demi-droite sans qu'elle 

soit pour cela r~guli~re ~ l'infini. On obtiendra un exemple du cas I ~ en pre- 

nant une fonction d'allure singuli~re sur une demi-droite A (p. ex. e z sur 

J ~  [o; § ~r On entourera J par une bande B limit~e par deux demi-droites 

J~ e~ A~ parall~les ~ A (dans le m~me sens) et par le segment unissant les com- 

mencements des J1 et J~, ce segment ~tant suppos~ en dehors de J .  

La fonction cherch~e sera une partle principale ~1 (z) de $(z), correspondant 

s J ,  d'allure r~guli~re s l'ext~rieur de B et ayant la m~me allure que $ (z) dans 

la bande B diminn~e d'une bande ferm6e B~ assez ~troite, comprise dans B e t  

disjointe de ,/. 0n  en d~duit que q)~ (z) a sur A la m~me allure que q~ (z), donc 

singuli~re, tandis que sur chaque droite A' parall~le ~ J mais ext~rieure ~ B, 

�9 ~ (z) aura une allure r~guli~re. 

Pour avolr un exemple du second ph~nom~ne, nous prendrons une fonc- 

tion enti~re qnelconque (non-constante) @ (z) et un chemin L sur lequel la fonc- 

t[on q} (z/ est  d'allure slnguli~re et tel que route droite le coupe en un hombre 

fini de points au plus. 
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On peut toujours trouver un tel chemin pour une fonction q) (z) donn6e. P. ex., 
on prendra des points an, n ~ I ,  2 , . . . ,  avec ~ (a ,~ ) - -~  et tels qu'aucuns trois entre 
eux ne sont situ6s sur une droite. De la suite {an} on pourra certainement extraire 
une seconde {a;~} de mani~re que les segments Ia~; a~+~] forment une ligne bris6e 
convexe. Le chemin L form6 par cette ligne bris6e est alors un chemin du genre 
consid6r~, comme il est facile ~ v6rifier. 

Consid6rons le chemin L. I1 est loisible d 'admet t re  qu'il  ne passe pas pur 

I 
l 'origine. Entourons  chaque point x de ce chemin par un  cercle de rayon ~-I" 

La  somme de tous ees cercles forme un domaine U renfe rmant  L e t  tel  qu 'uu 

plus une  seule droite peut  avoir avec lui un ensemble commun non born6 (on 

le prouve facilement, par des consid6rations g6om6triques 61~mentaires). 

On entourera  alors le chemin L d 'une bande B assez 6troite pour qu'elle 

soit comprise dans le domaine U et qu'elle n 'a i t  qu 'un ensemble born6 en com- 

mun  avec lu droite (si celle-ci existe) qui coupe U en un  ensemble non-born~ 

(ceci est possible car cette droite ne coupe L qu'en un nombre fini de points).  

11 en r6sulteru que l'ensemble commun de  la bande B avec u~e demi-droite quel- 

conque est bornd. Si l 'on prend done, d'apr~s le th6or~me VI, lu fonet ion (Pl (z) 

d 'allure r6guli~re (m~me tendant  vers o) s l 'ext6rieur de B e t  pr6sentant  la m~me 

allure que �9 (z) duns B (diminu6e 6ventuellement d 'une bande ferrule B~ disjointe 

de L), cette fonction sera d 'allure r6guli6re ( t endra  v e r s o  avec ~ ) s u r  route 

demi-droite et pr6sentera la m6me allure singufi6re sur un chemin L qu'une fonc- 

t ion a)(z) choisie arbitrairement.  

Les exemples que nous venous de former  ~ mont ren t  que les demi-droites 

sur lesquelles la fonction a une allure singuli6re (et ~ plus forte raison - -  les 

demi-droites issues de l'origine) ne sauront  suffire dans aucun sens ~ l a recherche  

de l 'ullure d 'une fonet ion enti6re g 6 n d r a l e .  

Nous d6finirons donc la direction singuli6re d 'une fonction enti6re q)(z) 

sans a t tacher  une importance sp6ciale s l 'ullure de la fonction sur une demi- 

droite correspondante. Voici comment nous lu d6finissons, s 

1 Les premiers exemples de ce genre sont connus depuis les travaux de Mittag-Leffler datant  
de I9o 4. Des classes plus g6n6rales de tels exemples out 6t6 construites par H. Bohr comp. Comp- 
tes Rend. Ac.  Sc., t. I89, 1929, p. 826. 

Des d6finitions du m~me genre ont 6t6 introduites et 6tudi6es par M. Valiron. 
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I~ L a  direction arg z = ~p est rdguliOre pour la Jbnction q) (z), si cette fonc- 

tion est d' allure rdguliOre dans un angle ouvert ~Pl < arg z < ~P2 renfermant la direc- 

tion arg z = ~p. 

2 ~ Si  la direction arg z = ~p n'est pas rdguli~re pour q)(z), elle sera appelde 

singuli~re; a) une direction singuli~re est polaire quand elle peut ~tre enfermde dans 

un angle oh l'allure de �9 (z) est polaire; b)une direction singuli~re non polaire est 

transcendante. 

Pour les directions singuli~res ainsi d6finies disparaissent les deux incon- 

venients qui amoindrissent l'importance des demi-droites off la fonction est d'allure 

singuli~re. En effet, on v~rifie facilement que les directions singuli~res ne d6- 

pendent pas de l'origine (car pour deux demi-droites parall~les dans le m~me 

sens, un angle  renfermant une de ces demi-droites, eontient totalement, ou ~ une 

partie born6e pros, un autre angle renfermant l 'autre demi-droite). 

D'autre part, route fonction enti~re poss~de sfirement des directions singu- 

li~res. Notamment, pour  un polyn6me, toutes les directions sont polaires, tan- 

dis que pour une fonction enti~re transcendante il y a toujours des directions 

transcendantes. Comme telle, on peut prendre une direction de Julia de la 

fonction donn6e, c. s d. une direction telle que dans chaque angle qui l'enferme 

la fonction prend une infinit6 de fois toute valeur finie sauf une a u  plus (c'est 

donc une direction transcendante totale, 6ventuellement ~ une valeur exception- 

helle pros). 

Nous d~signerons une direction par l'angle ~ qu'elle fait avec le demi-axe 

r~el positif. Comme cons6quence directe des d6finitions donn~es ci-dessus on ob- 

tient les propri6t6s suivantes: 

I) Les directions rdguli~res (respectivement polaires) forment  un ensemble ouvert 

se ddcomposant en une suite au plus ddnombrable d'angles ouverts (~P'n < ~p < ~p'~). 

Dans  chacun de ces angles la fonction est d'allure r6guli~re O'especti,,ement polab'e). 

II) Les directions singuliOres forment  un ensemble ferm6, de m~me que les 

directions transcendantes. 

En utilisant la th6orie des families norm~les on obtient encore: 

III)  Les cords des angles ouverts en lesquels se d6compose l'ensemble des di- 

rections rdguli~res (respeetivement polairesJ sont des directions de Julia. 

Si ron consid~re la classe des fonctions qui sont d'allure r~guli~re sur route 
demi-droite, on trouve imm6diatement, d'apr~s les th6or~mes mentionn6s plus haut 
(comp. p. io9) , que route direction singuli~re d'une telle fonction est une direction 
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de Julia. Dans l'exemple d'une .telle fonetion que nous avons donn~ plus haut il 
n'y a qu'une seule direction singuli~re (doric aussi une seule direction de Julia). En 
utilisant une g~ndralisation convenable du th~or~me B, on pourrait trouver de telles 
fonctions dont les directions de Julia forment un ensemble ferm~ non-dense quel- 
conque, donn~ d'avance. 

Il est ~ remarquer que les directions singuli~res d'une fonction de la classe 
consid4r~e forment toujours un ensemble ferm~ non-dense. 

Si l'on prend une classe plus grande de fonctions d'allure r~guli~re snr un 
ensemble de demi-droites arg z ~ const., dense duns l'ensemble de routes les demi- 
droites de ce genre, on pourra d~jh y trouver (en utilisant la m~me g~n~ralisation 
du th~or~me B) une fonction admettant route direction pour direction de Julia. 

D~signons par T l'ensemble des directions singuli~res de la fonction �9 (z). 

On peut se poser tout naturellement la question s savoir, s'il existe ici un thdo- 

r~me analogue au thdor~me A. Plus pr~eisdment: est-ce qu'on peut toujours 

trouver une d~composition O ( z ) :  @l(Z)+ O~(z) de la fonction O(z) en une 

somme de deux fonctions enti~res d01 (z) et qo~ (z) correspondant ~ une dgeompo- 

sition donn~e T ~ T1 + T2, off T~ et T~ sont deux ensembles ferm~s de direc- 

tions, sons-ensembles de T, donnds d'avance. 

Nous allons ~tablir un th~or~me concernant cette question, pr~sentant dans 

une certaine mesure l'analogie demand~e. 

Consid~rons d'abord la d~composition T ~- T1 + T2. Les ensembles T~ ~ T ~  

et T~ - -T~  dtant s~par~s (c. s d. qu'aucnn d'eux ne contient pas des directions 

limites de l'autre) on peut trouver un ensemble de directions U fermd, s~parant 

ees deux ensembles (e. $ d. que tout angle eontenant une direction de T ~ -  Te 

et une de T ~ -  h~ en contient une de U ~g~lement). I1 en r~sulte que ehaque 

angle complgmentaire ~ l'ensemble U ne contient que les directions d'un seul 

des ensembles ! / ~ -  T~ et T~ - T ~ .  Nous ne consid~rerons que des s4parateurs 

F irr~duetibles entre T 1 -  T~ et T ~ -  h~:, c'est ~ dire tels qu'aucun ensemble 

plus petit que /" ne s4pare plus entre T~- -T~  et ~ -  ~ .  

U peut eontenir des directions communes ~ T~ et T~ mais nous n'admett- 

tons dans U aueune direction ni de ~ -  ~ ,  ni de ~ ~ T~. 

Nous considgrerons principalement des dgeompositions ~ ~ § !F~ aux- 

quelles on peut faire eorrespondre un s~parateur ne contenant qu'un nombre-fini 

de directions. 

Th$or~me VII: Soit ~ l'ensemble des directions singuli~res de la ~fonction 

euti~re O(z), T ~ T~ + ~ uue ddcomposition de cet ensemble en deux ensembles fer- 

15~34686. Acta mathematlca. 65. Imprim4 le 7 f(ivrier 1935. 
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mds n'ayant  qu'un hombre f ini  de directions communes et soit encore F un s@ara- 

teur correspondant composd de n directions 7~, 7~ . . . . .  7n. I I  existe dans ces condi- 

tions une d6composition do (z) ~- do~ (z) + do~ (z) oit les fonctions enti~res do~ (z) et do~ (z) 

ont des directions singuli~rea formant  respectivement les ensembles ~ et ~ augmen- 

t6s 6ventuellement de quelques directions ~,~. 

D6monstration." Consid~rons les n angles ouverts fo rm,s  par les directions 

?k (que nous supposerons num4rot~es dans leur ordre cyclique). Chacun d'eux 

cont ient  des directions d 'un et d 'un  seul ensemble ~ 1 -  hu~ ou ~ -  T1 (s'il y 

avait  un  de ces angles ne contenant  aucune de ces directions, /" ne serait pas 

irrdductible). 

Choisissons les angles contenant  des directions de T~- -h~l .  S'il n 'y  en 

a pas, alors ~ -- hul = o e t  k~ 1 ~ ~u; on posera alors do0 (z) ~-~ do (z). Si par contre, 

ces angles existent,  soient ~'k~. < ~p < 7kt+~, i -= I . . . .  , m, ees angles suecessifs (off 

on aura  pos~, le Gas ~ch6ant, 7~+i = 71 + 2 g). On menera  alors dans ehacun de 

ces angles une eourbe simple ferm6e (passant par l'infini), provenant  de la jonc- 

t ion de deux chemins qui s 'approchent  asymptot iquement  l 'un d 'un cot~ et l 'autre 

de l 'autre co~d de l 'angle. Ces courbes, ensemble, forment  la fronti&re d 'un 

domaine D contenant  enti~rement l 'ensemble ex~r ieur  aux angles 7k~ < ~P < 7k~+1. 

Nous prendrons alors pour ~o(Z) une partie principale de ~ (z) correspon- 

dant  au domaine D (eomp. le th~or. VI) avec des bandes exceptionnelles ext~ri- 

eures ~ D, done comprises chacune dans un angle 7k~ < ~P < 7k~+~ et assez 6troi- 

tes pour se d6composer chacune en deux branches s 'approehant  asymptot iquement  

une vers un  cot4 et l 'autre vers l 'autre  cot~ de l 'angle en question. 

De cette mani~re, on est assur~ que route direction comprise dans les angles 

choisis 7k~. < W < ~'k~.+~ est r6gulibre pour do0(z), tandis que dans les autres angles 

doo(Z) a la mgme allure que @(z). Seulement le caractbre des directions 7k n 'est  

pas ddtermind. I1 en rdsulte que dans  la ddeomposition d0(z)= doo (z )+  [do(z)-  

--doo (z)] la premiere des composantes a son ensemble de directions singulibres 

compris entre T~ --  T~ et T 1 *3 ~ /~ et la seconde - -  entre hu~ ~ T~ et T~ + F. En 

a jou tan t  s l 'une et re t ranchant  de l 'autre une fonction enti~re appropri~e (comp. 

le point  correspondant  dans la d4monstrat ion du th~or. A), ayan t  pour seules 

directions sinffuli~res les directions communes ~ T~ et  hu~ (il y en a un nombre 

fini par hypoth~se et on forme de telles f0nctions facilement ~r l 'aide des exem- 

ples dorm,s plus haut), on obtiendra enfin les composantes cberch6es do~ (z) et 
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q).~ (z) dont les directions singuli~res forment des ensembles compris pour l'une 

entre T 1 et T 1 §  F e t  pour l 'autre entre T~ et T ~ + F .  

En employant le th~or~me ]3 convenablement g~n~ralis~, on pourrai~ d6montrer 
le th6or~me VII sans aucune restriction sur le nombre de directions de l'ensemble 
~1" ~ et du s~parateur F. 

Au sujet du th~or~me VII,  on peut faire les remarques suivantes: 

I) Les fonctions cPk (z), k -  I, 2, qu'on y obtient peuvent avoir pour direc- 

tions singuli~res, en plus de celles appartenant s l'ensemble correspondant Tk, 

encore quelques directions du s~parateur F. Ces directions suppldmentaires sont 

alors en dehors de T1. T~, donc ggalement en dehors de T (car le s~parateur ne 

contient aucune direction de T --  T 1 �9 T2 ~ (T1 -- T~) T (kv~ -- Tl) ). On ne sera 

stir d'avoir une d4composition sans directions singuli~res suppl~mentaires que 

dans le cas off le s~parateur peut 8tre choisi dans l'ensemble ~1" T~. P. ex. 

quand routes les directions sont singuliSres pour d~(z), le s~parateur est ndces- 

sairement compris dans T 1 . T  , et alors la th~se du th~or~me VI I  revSt une 

forme tout ~ fair analogue ~ ce}le du thdorSme A. 

2) Pour la fonetion q~k (z) (k = I, 2), routes les directions en dehors de !gk + F 

sont r~guli~res. Mais si l'on consid~re l'allure de q), (z) sur les demi-droites issues 

de l'origine, on trouve facilement que cette allure est r~guliSre encore sur les 

demi-droites issues dans les directions appartenant A F -  Tk (c. s d. dans l e s  

directions singuli~res suppl~mentaires). On peut mSme admettre que sur les 

demi-droites comprises dans les angles 7~ < arg z < 7,~+~ (sauf les directions de T~) 

I 
la fonction ~ (z) tend v e r s o  assez rapidement avee - ,  de mani~re que z q)~ (z) 

Z 

reste borne. I1 en est de m~me pour la fonction ~ (z) dans les angles compl~- 

mentaires aux prdcddents (e~ en dehors de T~). Tout ceci r~sulte du fair que 

pour ~)0 (z) resp. q~(z ) -  ~0 (z) ces propridtds sont vraies par construction (comp. 

la d4monstration du thdor. VI) et la fonction corrective ~ventuelle (qu:on ajoute 

q)0(z) resp. soustrait de �9 ( z ) -  q}0 (z) pour avoir @1 (z) et q)~ (z)) peut toujours 

~tre choisie de mani~re g conserver cette propridt~. 

3) Chaque ddcomposition de l'ensemble de routes les directions singuli~res 

de la fonction donn~e entraine une ddcomposition de l'ensemble des directions 

transcendantes ainsi que de l'ensemble des droites de Julia de cette fonction. 

Darts la d~composition correspondante �9 (z) ~ O~ (z) + @~ (z) le caract~re des 

directions de W~ W~ on We ~ W~ pour  ~ (z) resp. q)~ (z) est le m~me que pour 
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@(z). Les directions singuli~res suppl~mentaires provenant de I" (s'il y e n  a) 

sont routes des  directions de Julia pour les deux fonctions @i (z) et @, (z) ainsi 

qu'en g~n~ral routes les directions de TI"  T~ sauf celles qui sont intdrieures soit 

T~ soit ~ T~. 

4) La d~composition @ (z )=  @~ (z) + @3 (z) n'est d~termin~e qu'~, une fonc- 

tion enti~re pros dont routes les directions singuli~res sont comprises dans 

5) La presence ~ventuelle des directions qui ~taient r~guli~res pour la fonc- 

tion @ (z) et qui sont devenues singuli~res pour les fonctions @~ (z) et @~ (z), forme 

~videmment un d~faut du th~or~me VII. On ne sais pas encore, si ce d~faut est dans 

la nature des choses, ou s'il est d~ ~ un d4faut du raisonnement. Nous verrons 

dans la suite que dans eertains cas on peut trouver des d~compositions ne pr~- 

sentant pas des directions singuli~res suppl~mentaires. Dans ces cas l'analogie 

avec le th4or~me A sera tout  ~ fair parfaite. 

L e s  par t i e s  p r i n c i p a l e s  au  s e n s  prec i s ,  c a l c u l  effectif .  

Revenons encore aux parties principales d'une fonction enti~re @(z)corres- 

pondant "s un domaine D limlt~ par une courbe simple ferrule C passant par 

l'infini. 

L'existence de ces parties principales a ~t~ ~tablie dans le th~or~me VI s 

l'aide du th$or~me B. 

Toutefois les bandes exceptionnelles qui figurent dans l'~nonc~ du th~or~me 

Vl  pr~sentent un double d~savantage: premi&'ement, l'existence d'une telle bande 

ne permet pas de consid~rer la fonction @1 (z) qu'on obtient dans le th~or~me 

en question, comme uue vraie partie principale, dans le sens precis de ce mot; 

deuxi~mement, nous ne savons rien sur l'allure de la fonction @l(z)dans une 

telle bande, m~me pas si cette allure est r~guli~re ou singuli~re (il est seulement 

stir que @1 (z) peut ~tre choisle de mani~re que cette allure soit singuli~re). 

Pour la premiere objection il est ~ remarquer qu'elle ne peut pas 8tre Svit~e 

dans le cas g~n6ral. En effet une partie principale @l(Z) de @(z)correspondant 

au domaine D dans le sens prdcis devrait 8tre rdguli6re dans tout l'ext~rieur 

de D, donc dgalement sur la courbe frontiSre C et, sur les deux chemins qui 

forment cette courbe (les deux branches de celle-ci), la limite de @(z)pour  

z--* ~ devrait 8tre la mSme. D'autre part, @1 (z) devrait avoir la mSme allure 

que @(z) dans tout l'int~rieur de D, donc ~galement sur C. II en r~sulte 
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que la condition ndcessaire pour qu'il existe une partie principale au sens lordcis 

de la fonetion ~)(z) pour le domaine D, est que q)(z) soit d'allure r~guli~re sur les 

deux branches de la eourbe C et y tende vers la m~,me limite pour z s'dloiguant 

vers l'infini. 1 

Consid6rons maintenant la seconde objection. Remarquons tout de suite qu'elle 

provient de l'application du th6or~me B qui n'est qu'un th6or~me d'existence 

ne donnant presque aucun renseignement sur la nature de la fonction enti~re 

dont il affirme l'existence. La difficult6 sera donc aplanie, si nous trou~ons une 

mdt.hode effective pour calculer cette fonc~ion qui forme la partie principale 

cherchge, et si cet~e m6thode nous permet d'~tudier l'allure de la fonction. 

Des remarques analogues peuvent 6tre faites dans le cas d'un domaine un 

peu plus compliqu6, limit6 par un hombre fini de courbes. 

Revenons au domaine D. Pour pouvoir calculer effectivement une par- 

I 
tie principale, nous admettrons que q)(z) tend vers o avec - le long de deux 

z 

branches de C et assez rite, de mani~re que 

[I < 

J �9 
c 

Dans ces conditions l'int@grale 

C 

off C est pareourue dans le sens n~gatif par rapport ~t D, a tonjours un sens pour 

x en dehors de C. D'apr~s les d6veloppements du w ~, I TM partie, (comp. compl6- 

ment [I  au th~or. A), en posant 

q)l (x)== I (x )  pour x ext~rieur ~ D, 

q ) l ( x ) - ~ I ( x )  + (P(x) pour x dans D, 

on obtient une seule fonction analytique holomorphe s l'ext6rieur de D, prdsen- 

rant dans D les m~mes singularit~s que q)(x) (donc aucune), et n'6tant singuli~re 

sur C qu'aux points off $(x) l'est (donc ~ l'infini). I1 en r6sulte que ~)1 (x) est 

une fonction enti~re. Pour connaitre l'allure de q)l (x) il n 'y a donc qu's ~tudier 

celle de I ( x )  qui est holomorphe dans D et s l'ext~rieur de D. D6js darts le 

1 La question, si cette condition est aussi suffisante, n'est pas encore r6solue. 



118 N. Aronszajn. 

cas g~n~ral on peut  d~mon~rer que @~(x) forme une par t ie  principale de @(z) 

dans D, au moins dans un  certain sens. ~ Mais nous voulons obtenir  une part ie 

pr ineipale  au sens precis. A cet effet, nous aUons a jouter  aux hypotheses  d~js 

admises encore les suivantes:  

Le domaine D est un angle aux cot~s: a rg  z : al,  arg z : - a ~ .  

Les direct ions a~ et  a~ sont  r~guli~res pour  @ (z). 

La  courbe C se compose ici d e  deux cot6s L 1 et L~. En  ver tu  de (7), 

chacun de ceux-ci est la bissectrice d 'un angle d 'ouver ture  2 ~ off �9 (z) est d 'al lure 

r6guli~re. Admet tons  que pour  route  direct ion ~p dans chacun de ces angles 

subsiste 

(a') --I-l~(Qe~'~)idQ< ~ pour I ~ - ~ l < v  o~ I ~ - = ~ 1 <  v.: 
J 
1 

Posons main tenan t  pour  r > I 

3 
1 

et  prenons un x : r e  ~w avec I ~ - ~ l  > e  e~ I ~ - a ~ l > ~  et  r > 4  c. "s d. que 

x est en dehors  du cercle ix[--< 4 et en dehors de deux angles a rb i t ra i rement  

peti ts  en touran t  les cot6s de l 'angle D. On aura  alors 

et a~ r 

[ I f liD(z) [I f dz I f[ 
LIJ z - -  x 

C ei al 1 

!~(ee'~)l / d ] 

Dgcomposons la derui~re intggrale:  

_ VV 

1 1 V ;  

= ~ + ~ .  

I 
' l ~ o t a m m e n t  qb I (z) t e n d  v e r s o  avee - ~ l ' ex t6 r i eu r  de D e t  poss~de la  m ~ m e  a l lu re  que  

z 
qb(z) d a n s  D ,  g r eXcep t ion  d ' u n  vo is inage  angu l a i r e  que l conque  de C. P o u r  cet te  derni~re not ion ,  

comp.  la  no te  I off s e  t r o u v e n t  des  d ~ v e l o p p e m e n t s  en  r a p p o r t  d i rec t  avec eeux  que  n o u s  fa isons  
m a i n t e n a n t .  

E n  ve r t u  de (~) et  (7), on p e u t  d~mon t r e r  qu ' i l  ex i s te  u n  ~ > o pour  leque l  (to') es t  vrai.  
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S t a n t  donn4 que, a'une part, I qe ~= - r d + l  > Ir - e l  et  a'autre part, I r ~= - 
- -  r e ~ l  > Q sin e, on en dgduit  que 

/ , <  

F~- V+: 

f la~(r176 + lO(qei'+')Ide < fl+,(+e~ + I ++(~,++",)Id~, 
, ' -  e o(Vr - ~) 

1 1 

donc /1 ~ _  ~ < V - ~ _ - ~ ,  

oo 

I I a~ (Qe~~ I + I <~ (r I~ < . . . . . . . .  a # =  
J Q sin 

1/7 

- ,  (Vi:) 
sin a 

L a  formule  pour  I I(x)l avec les in6galit6s pour  Ix et  I ,  ind iquent  claire- 

men t  que I ( x )  t end  vers o quand  x s'61oigne vers l ' infini d 'une  mani~re  quel- 

conque en dehors  du e-voisinage angula i re  des cot6s de l ' ang le  D.  

Prenons  m a i n t e n a n t  un angle  D O compris  dans  D dont  les cords a rg  z = a ~ 

et a rg  z = e~ sont  dans  les angles d 'ouver tu res  2~/ dans  lesquels l ' in6gali t6 (a') a 

lieu. On a done 

o < a  ~  o < c q - - a  ~  

Pour  Fangle  D O on peu t  proc6der comme pour D et ob ten i r  une  in t4grale  

i o ( x ) =  , . f o(z)  ,~ , ,  
2 '7t; I J Z - -  X 

C o 

oh C O ddsigne le con tour  de l ' angle  D ~ On ob t iendra  ici 4ga lement  une fonc- 

t ion enti~re ~ ( x ) .  

Mais q~o (x) ~- O, (x) l 

En effet, prenons un point x extdrieur i~ D done aussi i~ D O . En ce point, 
on aura 

2+,' , 
c (R) Co (R) 

oh C(~) et C ~ sont les parties de C et C O comprises dans le c e r c l e l z l <  R.  En 
d6signant par $1 et $2 les contours de deux secteurs du cercle I zl < ~ provenant  
de deux angles a 1 - < ~ p G e ~  ~ et e~162 et par A 1 et A~ les arcs de ce cercle 
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appar tenant  ~ Sx et 8 3, on trouve imm6diatement  que l 'expression entre les crochets 
n 'es t  rien d 'autre  que 

gi  z - - ~  z - - x  j z - - x  dz § dz , 

o~ on int6gre sur S~, S~, A~ et A s dans un sens convenable. 
Les deux premieres int~grales disparaissent, d'apr~s le th~or~me de Cauchy. 

Les deux derni~res se t ransforment  comme suit: 

1~ L~ a t  a ~ 

(Re ~ '/') R i e ~ '/' 

I 
Mais la fonction ~(z) convergeant uniform6ment vers o a v e c -  dans les angles 

Z 

a~ ~ ~ ~ a~ ~ e t a  ~ ~ ~ ~ ae (d'apr~s (7) et (a')), il en r~sulte que la limite de c e s  

int6grales pour R --* ~ est ~galement o. Ainsi ~ (x) = ~0 (x) '~ l 'extSrieur de D, 
donc par tout  (les deux fonctions 6tant enti~res). 

Comme pour  I (x) ,  on d6montre  aussi pour  l ' in t6gra le  I~  converge  

un i fo rm~ment  v e r s o  en dehors  de deux angles,  d 'ouver tu res  aussi pet i tes  que 

l 'on  veut,  e n t o u r a n t  les deux cot6s de l ' angle  D ~ En tou rons  donc les cot6s a 1 

e t  % de D et  lea cords a~ et  a~ de D O par  des pewits angles  deux ~ deux dis- 

joints,  soi~ pa r  des angles  J 1 ,  J2  et  ~ et  ~ .  

On a q ~ ( x ) =  q~? (x ) -~ I  ~ en dehors  de D ~  J ~ + ~  D et on s a i t q u e  

I 
Ol(x) y converge  un i fo rm6men t  vers o avec - .  D ' a u t r e  par t ,  on a �9 l ( x ) =  I ( x ) +  z 

+ O(x)  dans D et en plus, dans  D - - ( J ~ + J ~ ) ~ D  ~  la difference 

q ~ l ( x ) -  q~(x)-~-I(x) ~onverge un i fo rm6men t  vers o. 

I1 en r6sulte que �9 1 (z) es~ une par t ie  pr incipale  de �9 (z) co r respondan t  ~ D 1 

clans le sens le plus prdcis. Une telle par t ie  pr incipale  est  unique quand on la 

I 
soumet  s la  condi t ion de tendre  v e r s o  avec - en dehors  de D (sl. l 'on  ne prend  

pas cet te  condit ion,  O1 (z) sera pa r f a i t emen t  d6termin6e s une cons tan te  pros), 

car  la diff6rence de deux fonct ions  de ce genre,  soit q~l ( z ) -  r176 convergera i t  

1 Ainsi qu'h D o + d o + ~ et en g6n6ral h tous les angles entre D o et D, car ils ne diit6- 
rent deux ~t deux que par des angles oh ~(z) est d'allure reguli~re. 
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I 
v e r s o  avec - en dehors de D et dans D (ceei ressor~ de ~1 (g) - -  {~10 (Z)----- [ ~ I ( Z )  - -  

Z 

- - ~ ( z ) ] -  [q)~ q~ (z)]), ce qui n 'es t  possible que quand O 1 -  q ) ~ -  o. 

Si l 'on eonsid~re la d6composit ion de l 'ensemble T des direct ions singuli~res 

de �9 (z) en deux parties h u ----- hu~ + T~, T~ d~signant  l 'ensemble des directions 

singuli~res comprises dans l 'angle D et  T~ = T -  T~, la d6composit ion corres- 

pondante  d e  ~(z) ,  au sens prdeis sera @(z)~--- ~O,(z) ~- [ q ) ( z ) -  ~ ( z ) ] ,  car q)~(z) 

n 'a  de direct ions singuli~res que dans T~ et ( P -  a)~ n 'en  a que dans hu~. On 

p e u t  g6n6raliser ceci e t  obtenir  l '6nonc6 suivant:  

Soit �9 une fonction enti~re quelconque et ~ son ensemble de directions singu- 

li~res. Soit en plus T-=-T~ + T~ une ddeomposition de ~ e n  deux ensembles de 

directions, fermds et disjoints. 

q) (z) tend assez ~ vite v e r s o  de 

angles l' intdgrale 

Si duns les angles sdparant T~ de ~ ,  la fonction 

mani~re que pour les directions ~ intdrieures ~ ces 

1 

est finie, on peut ddcomposer ~P (z) en somme de deux fonctions enti~res ~1 (z) et q)~ (z) 

qui poss~dent pour ensembles de directions singuli~res respeetivement ~ et T~. 

En effet, soient a~,a~, . . . , a 2 n  des direct ions quelconques,  choisies dans 

l ' i n ~ r i e u r  des angles successifs s6parant  ~1 de T~ (le nombre  de ces angles 6rant 

2n). On peut  les num6roter  de mani~re que a~ < a s < ... < a~n ~ ql + 2 ~  et  

que les angles a2~-~ < ~ < a2~, x = I, . . . ,  n, ne cont iennent  aucune direct ion de 

~ .  En  p renan t  alors pour  chacun de ces angles la par t ie  principale de q~(z) 

qui lui correspond et en d6signant  par  @~ ( z ) l a  somme de ces n part ies  princi- 

pales et par  q)~ (z) la diff6rence q ~ ( z ) -  ~)~ (z) on aura  la d6composit ion cherch6e. 

On peut g6n6raliser cet 6nonc6 au cas, oi~ la fonction ~(z)  tend duns chacun 
des angles s6parant ~1 de ~ vers des valeurs asymptotiques diff6rentes (non n6ces- 
sairement dgales "~ o), soit p. ex. dans l'angle contenant la direction am (en repre- 
nant  les notations ci-dessus) vers la valeur vm. Alors, si q)(z) s'approche de ces va- 
leurs assez rite,  de manibre que 

i c. ~ d. les anglos ouverts qui ne renferment que des directions r6guli~res pour q5 (z)et  qui 
ont un cot6 dans ~ et l'autrc duns ~2.  On volt imm6diatement qu'il n'y a qu'un nombre fini 
et pair de tels angles (autrement ~1 et ~ auraient une direction commune)et que les angles com- 
pl6mentaires de ceux-l~ ne renferment alternativement (duns l'ordre circulaire) aucun point de ~1 
ou de u162 

16-34686. Acta mathematica. 65. Imprim6 ]e 7 f6vrier 1935. 
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f l - V~[ d e < :r 

il existe une dfcomposition correspondante dO =- q)~ + ~ ,  pourvu que 

x = l  x = l  

En effet, on trouve alors que la limite 

~n f a) (@+~) --__ lim ( - -  ~ )'~ .- e ~ d o 
2 ~ r=| 0 e ~ a m -  x 

'ra= l 
0 

existe pour tout x en dehors des demi-droites arg x ~ am (malgr~ qu'elle peut ne pas 
exister pour les termes de la s6rie pris s6par~ment) et que la fonction ~1 ix), ~gale 
h I ( x ) +  ~ (x )  pour x dans les angles a 2 ~ - - l ~ a 2 ~  et ~ I ( x }  darts les angles 
compl~mentaires, avec la fonction ~ ( x )  = ~ (x )  - -  ~1 (w) donnent la d~composition 

cherch~e. 
I1 est ~ remarquer que la condition (61 est n~cessaire pour qu'il existe une 

telle d$composition. Car ~ (z) est d'allure r~guli~re dans l 'angle a~- - i  ~ ~ ~ ~ 
( x =  ~, e , . . . ,  n) o~t elle tend vers la valeur asymptotique v'~', tandis que q~ (z) est 

d'allure r4guli~re clans les angles a ~  ~ ~ a~+~ (pour ~r . . . .  , n, avec a ~ + ~  
= a~ + z z) o~ elle tend vers v~. E n  consid~rant alors la relation ~ ( z ) - ~  ~ ( z ) +  
§ ~ (z) snr les rayons issus de l'origine clans la direction ~n, on trouve 

I t p  / p !  
V 2 x ~ I  = Vx--1 -~ Vu,  V2x = V u "3I- Vx,  

p t 
o~t on a pos6 v o ~ v,~. Mais ceci donne imm4diatement  (6). 

A v a n t  de finir ce p a r a g r a p h e  r emarquons  encore que l 'on peut  4tudier  

l ' a l lure  d 'une  fonct ion non enti~re, ho lomorphe  dans un  angle ayan t  l 'or ig ine  

pour  sommet ,  d 'une  mani~re tou t  ~ fai~ ana logue  ~ celle poursuivie  plus h a u t  

pour  les fonct ions  enti~res. On peu t  alors d~finir une par t ie  pr incipale  d 'une  

telle fonc t ion  pour  un angle  intdr ieur  ~ l ' angle  off la fonct ion  est  d~finie. Cette 

par t ie  pr inc ipale  sera, comme plus haut ,  une  fonct ion enti@e, d 'a l lure  rdguli~re 

dans  t ou t  angle  ext4rieur  ~ celui auquel  elle correspond.  L a  m~thode effective 

s ' appl ique  ici ~galement  et  dans  les mSmes condit ions que pour  les fonct ions  

enti~res. I I  f au t  seu lement  le cas @h~ant ,  q u a n d  la fonc t ion  n ' e s t  pas  holo- 

morphe  ~ l 'or igine,  p rendre  l ' in t~grale  I ( x )  non pas sur  le chemin  form~ par  les 



Sur les d@compositions des fonctions analytiques uniformes. 123 

deux cot@s de l 'angle en question (comme plus haut), mais sur le chemin formant  

le contour de la partie de eet angle, se t rouvant  s l 'ext6rienr d 'un  cercle [z[ < r 

avec un rayon r > o quelconque. 

De telles parties principales ont  6t6 ~tablies - -  je pense, pour la premi6re 

fois ~ par Mittag-Leffler. No tamment  les fonctions E~(x) de ~r ne 
1 

sont rien d 'aut re  que les par~ies principales exactes des fonctions I-e~ (o < a < 2 )  a 

correspondant ~ l 'angle --  fl < ~2 < fl, avec fl compris entre a z et 3 a z  (les limites 
2 2 

exclues). On rend ici l 'exponentielle en question uniforme, en prenant ,  le eas 

@ch6ant, le demi-axe r6el n6gat if  comme coupure. La m6thode effective peut  

@tre appliqu~e ici, car dans les directions -- fl et # avec - -  < fl < la fonc- 
2 2 

1 1 

t ion I e~ tend vers o comme - e e ~ ~  quand z~-@e+~# et @ tend  vers 0r 

Nos d6veloppements permet ten t  de trouver Failure exacte de la fonction 

E=(x) dans route direction. On retrouve ainsi les fairs connus que 

1 

I r a  ~P pour [~O[ ~-- --.,az~ E~(rei~)~ - e  r176 
2 a 

pour - -  < I ~P [ -< ~, lira E= (re'W) = o. 

On obtient 6galement pour ces derni~res directions ~p le ddveloppement 

asymptotique de E~ (x): 

oo 

I - - i  n I 

n = O  

Tout  recemment,  M. Valiron 1 a consid~r~ l e s  parties principales (sous un 

autre nora) des fonetions enti~res en relation avec des proc@d@s sommatoires 

g6n@raux. 

1 D a n s  u n e  n o t e  p a r u e  d a n s  P r o c .  N a t .  Ac . ,  t .  2o ,  I 9 3 4 ,  p .  2 I I .  
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w 5. Extension du th6or~me A aux fonctions harmoniques, p-harmoniques et 
aux classes de fonctions plus g6n6rales. 

Gdn~ra l i t~s  s u r  l ' e x t e n s i o n  du  t h ~ o r ~ m e  A. 

Jusqu '~  ma in tenan t ,  nous  nous sommes  occupSs exclus ivement  des fonct ions  

analy t iques  d 'une  var iable  complexe. P o u r t a n t  le thgor~me A,  et avec lui beau- 

coup de ddveloppements  que nous avons obtenus  au  cours de l '~tude prdsente,  

peuven t  ~tre 4tendus - -  les uns to ta lement ,  les a.utres pa r t l e l l ement  - -  aux autres  

classes de fonet ions  d 'une  ou plusieurs  variables,  r~elles ou complexes.  

I1 est  dvident  qu ' avan t  de par ler  d 'une  telle extension du th~ordme A,  il 

f au t  expl iquer  d ' abord  la signification, pour  les fonct ions  d 'une  classe donnde, 

des not ions  f igurant  dans l '~nonc~ du thdor~me A comme p. ex. la notion de 

rggular i t~ ou singulari t~ d 'une  fonct ion  en un  point .  

11 est  possible de d~finir ces not ions  d 'une  mani~re convenable  pour  une 

g rande  cat~gorie  de classes de fonctions,  r e n f e r m a n t  des classes de fonct ions  de 

na tu res  tr~s diff~rentes. 

On pourrait  d~flnir de telles classes de fonctions d 'une mani~re axiomatique. 
A cet ef~et, on envisagerait une propri6t6 (P) d 'une fonction f(X)(off X repr6- 
sente un point dans l 'espace euclidien de n variables r~elles ou complexes, f(X)~tant 
6galement r~elle ou complexe) d6finie et uniforme (mais non n6cessairement ana- 
lytique) darts un ensemble ouvert G, celui-ci ~tant situ6 dans le domaine fondamental  
D pour la propri6t6 (P), cette derni~re n ' ayan t  de sens que dans le domaine D. 

P. ex., on pourrait  consid~rer la propri~t6 (Pc) que la fonction f(X)est continue 
clans G (le domaine fondamental  Dc 6rant l 'espace entier, le point ~ l'infini y inclu), 
ou la propri~t~ (Pd) que f(X) a dans G toutes les d~riv4es partielles jusqu"~ un 
certain ordre (on prendra pour domaine fondamental  Dg l 'espace entier sans point 

l'infini), ou encore la propri~t~ (PE) que f(X) satisfait dans G ~ une ~quation aux 
d6rivdes partielles E ~-~ o (le domaine fondamental  DE sera alors le domaine off cette 
~quation a un sens c. ~ d. off tous ses coefficients sont d4finis), et ainsi de suite. 

En revenant  h la propri~t~ g~n~rale (P), on pourra consid~rer la classe des 
fonetions f(X) poss~dant la propri~t6 (P) darts un certain ensemble ouvert G (compris 
d a n s  D). On dira que f(X) est P-rgguli~re (ou rdguli~re tout court quand il n 'y  aura 
aucun malentendu '~ craindre) aux points de cet ensemble ouvert G. 

Soit maintenant  Y un point fronti~re de G, appartenant  '~ D (il faut  consid~rer 
ici le domaine D comme formant  notre espace entier). S'il existe un voisinage ouvert 
V de Y tel que la fonction f(X) peut ~tre ~tendue darts tout l 'ensemble G +  V de 
mani~re ~ y satisfaire ~ (P) tout en maintenant  ses valeurs dans G, on consid~rera 
f(X) comme P-rdguli~re en Y e t  on dira qu'elle est P.prolongeable dans tout le voisi- 
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nage- V de Y. Les points Y de la fronti~re de G, off ceci n 'a  pas lieu, seront dits 

P-singuliers (ou singuliers tout court) pour .f(X); leur ensemble est ~videmment ferm~ 

(relativement k D). 
On pourra prolonger la fonetion f ( X ) d e  proche en proehe aux ensembles de 

plus en plus grands de mani~re ~ obtenir ~ la limite un ensemble G l ~ G  k la 

fronti~re duquel  la fonction f ( X )  prolong6e ne pr6sentera que des points singuliers. 

Ceci pourra ~tre atteint toujours quand la propri~t6 (P) est locale c. ~ d. quand, pour 
qu'elle soit satisfaite dans un ensemble ouvert, il faut et il suffit qu'elle le soit dans 

un voisinage de chaque point de cet ensemble. 

Pour les propri6t6s (P) les plus int~ressantes on pourra alors d~finir encore f ( X )  

l'ext6rieur de G 1 relativement ~ D (c. ~ d. dans D - - G 1 )  de mani~re ~ avoir une 

fonction f ( X )  ddfinie clans un ensemble ouvert G O partout dense dans D, satisfaisant dans 
G o h la propridtd (P) et P-singuli~re en tout point fronti~re de G O (situd dans D). 

On appellera de telles fonctions I P-rgguli~res; l 'ensemble G O qui leur est attach6 

- -  leur ensemble de rdgularitd, et son complgmentaire par rapport ~ D (c. '~ d. JD--Go) - -  
leur ensemble singulier. Celui-ci est toujours ferm6 relativement ~ D. 

D~s lots le th6or~me A a d6j~ un sens pour les fonctions P-r6guli~res. Mais 

ceci ne  veut pas dire qu'il est toujours vrai. Pour qu'il en soit ainsi, il faut encore 
que la propri~t6 (P) satisfasse ~ plusieurs conditions. ~ P. ex. ,pour les propri~t6s 

ayant un certain caract~re analytique il est n6cessaire qu'elles subsistent pour la 

combinaison lin~aire a~fl (X) § a2f2 (X) (a~ et a~ constants) d~s qu'elles sont vraies pour 
f l (X) et f~(X) (dans le m~me ensemble P). D'un seul coup il ne nous reste alors 

parmi les propri6t6s (P~) (v. plus haut) que celles qui correspondent aux 6quations 

aux d6riv6es partielles E =  o lin~aires et homog~nes. Parmi ces derni~res propri6t~s 
il y en a qui admettent et il y en a qui n 'admettent  pas le th6or~me A. Probable- 

ment celles qui correspondent ~ une 6quation E-=--o du second ordre du type hype r- 
bolique n 'admettent  pas en g6n4ral le th~or~me A (au moins dans sa forme actuelle). 

Par contre , pour les 6quations ~ - ~  o du type elliptique, il est tr~s propable que le 
th6or~me A subsiste (au moins si les coefficients de ~ sont analytiques). 

I1 est ~ remarquer que pour la prepri6t6 (Pc) (continuit4) le th6or~me A est 
vrai et bien facile ~ d6montrer. Mais pour les propri~t6s ( P ~ ) -  la d6rivabilit~ 

jusqu"~ un certain ordre (m~me jusqu'~ l 'ordre ~) ~ la question reste enti~rement 
ouverte. Elle se rattache k un p'robl~me concernant la possibilit6 du prolongement 

dans un domaine /-/1 donn~ d'avance d'une fonction f ( X )  d6finie et d~rivable jusqu'k 

l'ordre k dans un domaine H ~ / / 1 ,  de mani~re ~ maintenir la d6rivabilit6 .jusqu'~ 
l 'ordre k. 

Remarquons encore que les fonctions analytiques de plusieurs variables complexes 
n 'admettent  pas le th~or. A,  d6j~ pour la raison que leur ensemble singulier ne peut 
pas ~tre born6. 

1 Comp. nos conventions sur les fonctions holom, et unif, dans w ! de la Ire partie. 
Les conditions n~eessalres et suffisantes sont loin d'etre connues. 
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D4f ln i t ion  des  f o n c t i o n s  h a r m o n i q u e s  d ' o r d r e  p, p ~ ~, 2, . . . ,  oo. 

Nous  nous bornerons  ici ~ d~montrer  le th~or~me A pour  les fonct ions 

harmoniques ,  p -harmoniques  et  pour  les fonct ious  encore plus g4n~rales que nous 

appel lerons  ha rmoniques  d 'o rdre  00. 

Consid~rons ~ cet effet l ' espace de n var iables  rdelles x~, x~, . . . ,  xn (le poin t  

l ' infini e n e s t  exclu) et dans  un ensemble  ouver t  G de cet espace une fonct ion 

r~elle u (X) ~ u (x~, . . . ,  x~) qui, en chaque point  X ~---- (x~ . . . .  , x~) de cet  ensemble,  

poss~de des d~riv~es part ie l les  finies de tons les ordres.  F o r m o n s  alors  les ex- 

press ions  appel~es les laplaciens: 

= 
Ox~ 

(2 )  j p + l  u (X) - -  J [JP u (X)], pour  p = I, 2, 3 . . . .  

On dit  q u e .  u (X) est dans  G ha rmon ique  d 'o rd re  p ou p-harmonique ,  si, 

pour  t ou t  X de G, J P u ( X ) - - - - o .  Les fonct ions  I -harmoniques  sont  harmoniques  

tou t  court .  

Nous  dirons que u ( X )  est  harmonique d'ordre infini dans G, si dans tou t  G 

p 
(3) lira ~ V ] ~ - u ( X ) - | = o ,  

p 

l i m I | / [ ~ O  A , u ( X ) [  
p=~P  g l  Oxk 

o p 0 u r  k--:  I~ 2, . . . ,  ~ 

la  convergence  ~tant  un i fo rme  sur  t ou t  ensemble  ferm~ et  born~ compr is  dans  G. 

La propri~t~ d'une fonction d 'etre harmonique d 'un certain ordre est dans le 
genre des propri~t~s g~n~rales (P) consid~r~es plus haut  (pour un ordre flni c 'est une 
propri~t~ (PE)). C'est m~me une propri~t~ locale et on peut appliquer les notions 
d 'un point r~gulier et d 'un point singulier ~ une fonetion harmonique d 'un certain 
ordre. Le domaine fondamental  - -  doric l 'espace de nos considerations - - s e r a  ici 
l 'espace entier de n variables r~elles avec l'exclusion du point ~ l'infini. 1 I1 y aura 
donc ~ distinguer entre les ensembles ferm~s born6s et non-born~s. Toutefois, on 
pourra introduire parfois le point i~ l'infini (par raison de commoditY) en le con- 
sid~rant comme un point singulier de toutes les fonctions harmoniques d'ordre quel- 
conque. 

1 Moyennant cert~ines conventions, on pourrait ~jouter le point ~ rlnfini au domaine fonda- 
mental da~/s le cas d'un ordre fini~ mais ceci ne pr~sente pour nous aucune importance. 
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P r o p r i d t 6 s  d e s  f o n c t i o n s  p - h a r m o n i q u e s .  

Donnons  m a i n t e n a n t  quelques propridt~s des fonct ions  ha rmoniques  d 'ordre/0.  

Une  fonc t ion  ha rmon lque  d 'o rdre  p (dans un ensemble ouver t  G) est  aussi  

ha rmon ique  de tou t  ordre p '  avee p ~ p '  _ ~ .  

Tou t  po lyn6me en n var iables  xl ,  . . . ,  x,~ de degrd ~ 2 p  ~ I e s t  ha rmon ique  

d 'ordre  p dans  l ' espaee  entler.  

Toute  fonct ion  enti~re des v a r i a b l e s  x~ . . . .  , xu est ha rmon ique  d 'o rd re  infinl 

dans  l ' espace  entier.  ~ 

Bornons  nous, pour  simplifier  les calculs, au cas d 'un  espace s un nombre  

impai r  de dimensions 

(4) n---~ 2 n  1 ~- I. ~ 

On peu t  eonsid~rer les points  X comme repr6sen tan t  les vecteurs  eommen-  

qant  en l 'or ig ine  o e t  f inissant en X.  Dans  ce sens, on peu t  in t rodu i re  la com- 

binaison l indaire aj X1 + ~ X~ de deux v e c t e u r s  quelconques X 1 et X~ avec a~ et  

a~ rgets quelconques.  L a  d is tance  de deux points  X et Y sera  alors la  l ongueu r  

du vecteur  X -  Y. Dgsignons  la par  

(5) r(X, r ) =  I X -  YI =  (xk-yk)  
1 

L 'express ion  

(6] I X  - -  YI  2p-~, 

consid4r~e comme fonct ion des var iables  X l , . . . ,  xn, est  p -ha rmon ique  et  poss~de 

comme seul point  s ingul ier  le poin t  Y. On peu t  d~velopper  (6) su ivan t  les puis- 

sances des Yl, Y 2 , - . . ,  Y~. On obt ien t  alors 

(7) ]x  

Ceci r6sulte du fair g6n6ral que pour une fonetion analytique f ( Z )  de n variables com- 

plexes z l , . . . ,  zn, r6guli~re au point Z = X, on a [ A P f ( X ) I  < - (2p)I n p M ( r )  (2 ~)n r2p , off M (r) ddsigne 

le maximum du module de f ( Z )  dans le polycylindre (de respace complexe): [ zn - -xn  I <- r .  
Dans le cas de n pair on aurait, dans les ddveloppements qui vont suivre, des termes 

(~ partir d'un certain indice) renfermant des logarithmes, ce qui allongerait les formules et les 
rendrait dissym~triques (sans toutefois compliquer essentiellement les raissonnements). 
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off la s6rie est 6~endue s ~ous les syst~mes de hombres entiers non-n6gatifs 

m l , . . .  , ran. Comme coefficients duns ce d6veloppement entrent les fonetions 

(8) ~(~) ([~1 . . ,  . . . . .  .~  ( x ) =  I x l~ ,~ - . -~ - ,+"-+%,)  v(Z~+').,,, x ,  x,, i '  
' . . . . .  " ' I x l !  

qui sont routes /9-harmoniques. 

Le d~veloppement (7) converge absolument vers i X - - Y I  2r ' -"  pour toute 

I 
paire de points X et Y pour lesquels on a I Y I < ~ l X l .  

I 
I1 converge uni formdment  pour routes les paires (X, Y)avec[  r l  < 6u 

et [ X p ~ - -  < M pour un , e~ un M positifs quelconques. 

Les d6riv6es partielles (de m~me nature) des termes sueeessifs de la s6rie 

(7), par rapport aux variables xk et Yk, forment une s6rie convergente dans les 

m6mes conditions que la s6rie (7), vers la d6riv6e eorrespondante de I X -  Y[ 2p-n. 

Ceei est 6galement vrai pour les op6rateurs diff6rentiels zP. 

En effectuant la  transformation par des rayons r6ciproques (inversion) 

(9) X ' - -  X y , _  r 
I X l "  I r l "  

on trouve 

( io)  I x -  r l~" -"  = I xl2P-"l  r l ~ p - " l x  ' -  r'[2p--n. 

En remplagant ici I X ' - -  Y'[2~-~ par son d6veloppement g la (7) et en y 

inerrant ensuite au lieu de X '  et  Y '  leurs expressions (9), on obtient (vu la 

formule (8)) 

(II) ] X - -  r [ 2 p - n  = Z [ X [  2(m'+" " "+mn)--(2p--n) r(p). m .. . . . .  mn (X)  [. Y[ 2-~+'::'~m~-~'2p'-n)'yl Y2 ""•n* 

Comme coefficients duns ce d6veloppement (c. ~ d. les facteurs des termes 

successifs, qui ne renferment pus les variables yk) figurent les fonctions 

(I2) [ X,2(ml+" "+mn)-(2P-n) l -'(p) ( x~ 3Cnl) m,, ran(X) = [X] mx+'" "+ran u Z 

qui sont, comme les fonctions (8), p-harmoniques. 

1 Pour les fonetions V (8) comp. P. Appell et J. Kamp~ de Feriet, Fonct. hyper- 

g6om~triques et hypersph6riques, Paris, 1926 , p. 249. 
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Le d6veloppement (I I) converge absolument pour [ Y l  > 2 1 X I  e t  uniform6ment 

pour tous les X et Y a v e c [ Y [ > ( 2  + ~ ) ] X [ e t [ Y [ ~ P - * ~ < M .  On aura demSme 

pour les s6rles form6es par les d6riv6es partielles des termes de (I I) ou bien par 

l'emploi de l 'op6rateur diff6rentiel AP. 1 

Darts les fonctions (8) et (I2), nous avons d6js une multitude d'exemples 

de fonctions harmoniques d'ordre exactement p (c. k d. qui sont d'ordre 2) sans 

8tre d'ordre inf6rieur). Les fonctions (8) ont un seul point singulier, notamment 

l'origine o, tandis que les fonctions (I2) n'en ont a u e u n -  ce sont des polyn6mes 

ell Xl, X~ , . . . , X n .  

En transposant la m6thode classique des sommes de fractions simples, on 

obtient facilement des fonctions harmoniques d'ordre exactement p possgdant pour 

ensemble singulicr un ensemble fermg .T quelconque. P. ex., en prenant une 

suite de points y(k) de F, partout dense dans F et en choisissant des constantes 

ak tendant assez rapidement vers o, on aura un exemple d'une tel[e fonction 

harmonique exactement d'ordre p fini, darts la s6rie 

(I3) Z ~ , l x -  r(~)l ~ - ~ .  

Pour l'ordre p infini, une telle fonction sera donn6e par une s4rie 

oc 

(I4) ~ ~ l x -  r(~)l ~-~. 

( ~ n ~ r a l i s a t i o n  des  f o r m u l e s  de Green. 

Nous aurons maintenant ~ employer des hypersurfaces S (n - -  I)-dimension- 

nelles (non ndcessairement connexes) dans notre espace n-dimensionnel. 

Nous supposerons qu'elles p0ss~dent une normale Y n  pour chacun de leurs 

points Y, cette normale dgpendant d'une mani~re continue de son point d'attache 

Y, trout ceci sauf pe~-Stre en un ensemble ferm6 de points Y, de mesure (n--I)- 

dimensionelle ~ o. 

En r6alit~ nous n'aurons besoin  que des hypersurfaces S compos6es d'un 

hombre fini d e  morceaux des hypersurfaces sph4riques. Ceci permettra 6videm- 

ment de consid~rer les int6grales ~tendues sur une telle surface e t  portant (entre 

1 c. ~ d. par la transformation d'une s6rie ~ u  n en la s~rie ~ d  p u n. 

17--34686. Acta mathematica. 65. lmprim6 le 7 f~vrier 1935. 
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OU 
au~res) sur  la d~riv6e ~ d 'une fonct ion u (Y)  suivant  la normale  Y .  g la sur- 

face SI 

On pour ra  par  consequent  appl iquer  ici les formules  de Green cor respondant  

s u n volume V limit6 par  une surface S. P a r  l 'emploi r~p6t6 de la deuxi~me 

de ces formules,  on obt ient  la formule  g6n6rale: 

f ( '5) ( u J p v  -- VAPU) d'~ ---- --  d~u" 
O ~ k - - l v  

On 
OJ*u\  

ziP-t~"l v ---~--~- ) d a, 1 

OCl u ( Y )  et  v ( I0  sont  deux fonct ions ayant  des dgriv6es partieUes f inies jusqu 's  

l'Ordre 2p  dans V +  S, dv d&igne  un 616ment-volume, da un 616merit de la 

of 
surface S en touran t  un point  Y de S e t  ~ d&igne  la d6riv6e en Y de f ( Y )  

dans la direct ion de la normale  Yn int~rieure, donc 

of= o/ 
On ~-10yk COS yk Y n ,  

yk Y n  d&ignan t  l 'angle entre  la direct ion positive de l 'axe Oyk et la direct ion de 

la normale  int~rieure.  

En posant  darts ( '5), v(Y)=..I-rL'I Y - - X p v - n  oh 
7/~-1 

(,6) r~-~  = 2 ~ - '  (v  - , ) l  (4 - . ) ( 6  - . ) . . .  ( 2 p  - . ) ,  

et en t enan t  compte de la formule  

(,7) ~ 1  r -  x l . , - ~ =  r . - i  I Y -  x l  ~ ' - ~ - "  
yp--k--1 

on t rouve que l 'expression (off on a mis r =  [ Y - - X  D 

- -  A ~ u ~ r 2 do --  dpu d ( , 8 )  ~(x)  r, on - o .  / r~-1r  

est' 6gale s 0 pour  X: ext6r ieur  ~ V eL ~ 2  ( n -  2 ) ~  u(X)  pou~r X intArieur 

V. 2 2z , ,  d&igne  i c i  la  mesure de la surface de la sphere n-dimensionnelle de 

1 On pose ]ci ,d~ 
Ce dernier fair s'obtient par le proc~d~ classique en excluant de V nne petite sph~,re de 

centre X et en falsant tendre son rayon vers ,0. 
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rayon I; elle est donn6e par  la  formule 

= 
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Pour une fonction u (Y)  harmoniqUe d'ordre i~fini dans un ensemble ouvert 

G contenant V +  S, on obtient ,  d'apr~s (3) et (I6), en  faisant t e n d r e d a n s  (18) 

p vers l'infini, la formule fondamentale pour la suite 

( 2 o ' )  pour X duns V:u(X)== 

I l" / Or2k+2--n I_ _ dk  u OA~ u\  d 

_= __ Jk u - -  r2k+ 2-n (2o") pour X ext6rieur ~ V : o  da. 
= 7~ On On ! 

La s6rie figurant duns (2o') on (20")est ,  d'apr~s (3)e t  (i6), absolument 

convergente (elle reste convergente, m6me si l'on remplace ~ous les termes sous 

les int6grales par leurs valeurs absolues) pour t o u t  X non situ6 sur S e t  Uni- 

form~ment convergente sur tout ensemble ferm6 et born6 disjoint de S. Le 

k,~me terme de cette s6rie est une  fonction (k + I)-harmonique. 

Les m6mes propri6t6s subsistent quand 'on 6tend les int6grales de cette s6rie 

non sur la surface S enti~re, mais sur une partie 81 de S seulement. La somme 

de la s6rie ainsi obimnue d6finit une fonction u l (X ) dans tout l'ensemble c0m, 

pl6mentaire de $1 (par rappor~ ~ l'espace entier)~ Cette  foncfion u 1 (X) est tou- 

jours harmonique d'ordre infini comme on trouve sans difficult6 en utilisant les 

formules (3) et ( i 6 ) e t  en remarquant que ~ u l  s'obtient en remplagant dans la 

s6rie d6finissant u 1 la fonction u par APu. 

La formule (2o') nous donne encore des renseignements pr6cienx sur les 

fonctions harmoniques d'ordre infini. Elle prouve qu'une telle fonction est:locale- 

ment analytique e.A d. admet un d6veloppement de Taylor en ( x l - - x~) , . . . ,  (x,~-- m,,) 

autour de chacun de ses points r6guliers X ~ I1 en r6sulte qu'une foncti0n 

harmoniqu e d'0rdre infini (et, ~ pIus forte raison, d'ordre fini) n'adme~ qu'un seul 

pr0i0ngement au plus sur un chemin  donn& 

Les termes de l a  s6rie (2o') nous: donnent  u n e  d6composition: de la fonetion 
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u(X) en somme des fonctions ( k +  I)-harmoniques, valable dans l 'ensemble V. 

Si u (X) elle-m~me est p-harmonique, ces termes s partir du p-~me" disparaissent. 

Relevons encore une propri6~6 r6sultant de (2o') notamment qu'avec u(X) 

routes ses d6riv6es partielles son~ des fonctions harmoniques d'ordre infini. 

D~monstra t ion du th~or~me A p o u r  les fonct ions  p-harmoniques.  

L'ensemble des formules et propri~t6s obtenues plus haut va nous permettre 

de prouver le th6or~me A pour les fouctions harmoniques d'ordre quelconque. 1 

II suffira de l 'obtenir pour l'ordre infini, car la m~me d6monstration sera valable 

pour tout ordre fini. 

A partir de maiutenant, jusqu'~ la fin de la d~monstration, nous ne con- 

sid6rerons que des fonctions harmoniques d'ordre infinl. On admettra des con- 

ventions analogues ~ celles faites dans le w I de la I ~e partie pour les fonctions 

holomorphes, notamment que nos fouctions poss~dent un ensemble singulier 

non-dense. 

La d~monstration sera identique au point de vue du raisonnement, K celle 

du w 2 de la I ~e partie. L'int6grale de Cauchy sera ici remplae6e par la s~rie 

d'int6grales de (2o'). Le lemme du w 2 s'obtient d'une mani~re tout ~ fair ana. 

logue en vertu de (2o') et (20"). Son 6nonc6 complet r ev~  la forme suivante 

Lemme: Soit V un ensemble ouvert limit6 par une hypersu~faee S ~ born6e et 

soit St une hypersu~faee (le eontour non eompt6) avee un contour C tels que 

S~ = S~ + C c  S et que ~ est comprise dam l'ensemble de r6gularit6 de u (X). 1)osons 

I { X I =  I ~ o ~ / (  dr 2k+2-" 
= 

r 2k+2-'~ OJ~u~ da, 
On ! 

o'h On ddsigne la d6rivation suivant la normale ex t6r ieure  p a r  r a p p o r t  IT,  et 

poson8 eneore  

1 Remarquons que pour l e s  fonctions harmoniques habituelles, ]es parties principales et 
les d~compositions duns le cas des points singuliers isol~s, ont ~t~ d~j~ envisag~es par P. Appel], 
M6morial Sc. Math., t. X X X V I  p. 32. 

Comme nous avons d6j~ remarqu~, nous n'utiliserons que des hypersurfaces compos6es 
d'un nombre fini de morceauX des hypersurfaces sph6riqueS. Nous supposerons que les contours 
de ces morceaux sont ~galement form6s par un nombre fini des hypersurfaces sph6riques ( n -  2)- 
dimensionnelles. Dans ces conditions nous pourrons faeilement trouver par des constructions 
g6om~triques routes les hypersurfaees auxiliaires n~cessaires pour ]a d~monstration. 
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v(X) = I ( X )  ~our X ~ l'ext&'ieur de V 

v(X) = I ( X )  + u(X) pour X ~ la fois darts V e t  dans l'ensemble 

de rdgularitd de u (X). 

Dans ees conditions, la fonction v (X) est rdguli~re d l'ext~rieur de V e t  sur S~I 

pr~sente dans V l e s  m~mee ~4ngularitOs que u(X) (e. ~ d. v(X) ~ u(X) y est r$guliOre) 

et poss~de ainsi un ensemble singulier eompris dans V F  + ( S -  S~), F ddsignant 

l'ensemble singulier de u(X). 

Prdcisons maintenant ce que devient dans le cas actuel l'~noncd du th~o- 

r~me A: 

Th6or~me A: Soit u(X) une fonetion avee un ensemble singulier F. Pour 

ehaque d~eomposition F== F 1 + F s de l'ensemble F en deux ensembles ferm~s, il existe 

une ddcomposition u (X) -~ ul (X) + us (X) de la fonction u (X) en deux fonctions ua (X) 

et u s (X) ayant respectivement F 1 et F~ pour ensembles singuliers. 

La ddmons~ration, nous l'avons d~js dit, sera tout ?~ fair analogue b. celle 

du w 2 de la I r~ pattie. I1 y aura seulement ?~ considdrer au lieu des eercles 

- -  des hypersph~res, au lieu des courbes respectivement arcs simples - -  des hyper- 

surfaces. Les fonctions f (z) ,  f~ (z) et fs(z) seront remplac~es par  u(X),  u l ( X  ) et 

u~ (X). Pour maintenir l'analogie et avoir s faire avec des ensembles singuliers 

compacts en soi, nons conviendrons de consid~rer le point s l'infini comme 

appartenant ~ tons les ensembles singuliers F,  /~'~ et Fs. Nous sommes ainsi 

daus le deuxi~me cas (g~n~ral) de la d~monstration du w 2. Nous conviendrons 

encore d'appeler sph6re de centre infini et de rayon Q ~ l'ext6rieur d'une sph6re 

I 
centr6e en l'origine et de rayon - .  

Q 

Les voisinages U~ de ~'~. F~ seront d6finis comme somme d'un nombre fini 

de sph6res centr6es aux points p(k, ~) de F t �9 F s (parmi les p/k, m) se trouve cer- 

I 
talnement le point s l'infini) de rayons tendant  v e r s o  a v e e -  et ehoisies de 

m 

mani6re qu'en augmentant trois fols les rayons de ces sph6res on obtient des 

sph6res encore comprises dans Um_l. ~ 

Pour la construction et les propri6t6s des Vm il n'y a rien s ajouter s ee 

qui a 6t6 dit dans le w 2. L~ sera maintenant une hypersurface avec son contour. 

On peut aussi introduire l e s  M ~ ( V , , ) - - L , ~ .  Le lemme nous assure, ici 

i Ceci es t  impos6  a cause  des  cond i t ions  de convergence  des  sd14es (7) et (I I). 
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comme lg, de l'existence des fonctions ~p~-~ (X) (on y m e t  V~ au lieu de V, L~ 

au l ieu  de S~ e~ ~ m - l ( X ) a u  l ieu: d e v ( X ) ) a v e c  d e s  propri6tgs analogues. 
Maintenant,  il faut trouver des termes correctifs convenables pour les diffd- 

rences ~pm-  ~P,n+~. Ceci pr6sente une difficult6 qu'on n'a pas rencontr6e dans 

l e  cas des, fonctions holomorphes. En effet, il n e  suffit pas ici de choisir les 

�9 ~ d e  mani~re que  la s6rie 

(2I) Z [~)m+l ( X ) -  ~)m(X)'}- ~m(X)] 

converge uniform6ment en dehors de Urn, car ceci n 'entraine pas encore le fair 
q u e  ce~te s6rie forme une fonction harmonique d'ordre infini. 

Pour  d6terminer~les ~m d'une mani~re convenable, remarquons d'abord que 

l 'ensemble singulier de ~ - - ~ m 4 1  est compris dans U~+I (comp. (I4) du w 2, 
I ~e partie). 

En augtn~ntant les rayons des hypersph~res formant  U~+~ darts le rapport  

I :  5- et en d~signant la s o m m e  des hypersphbres ainsi obtenues par U~, on 
4,  

s'apergoit qu 'en vertu des pr6eautions que  nous avons ajout6es ici pendan~:la 
eons~ruc~on de Um 

(22) Um 

et, ce qui sera important,  m~me en augmentant  dans le rapport  I ;9_ les rayons 
4 

des hypersph~res de U~, on ne sor~ira pas de l 'ensemble Urn. 

D~s lors, ~ m -  ~ + 1  6rant r6guli~re en dehors de U~ (donc sur sa fronti~re 

~(U~)  6galement), on: peut appliquer la formUle (2o') pour X ext~rieur ~ U~ 
~rappelons: que U~ renferme le poin~ ~ l'infini), en y pla~ant ~ m - - ~ + ,  au lieu 

de u ,  e~ ~(U~) au lieu de S, ce qui donne 

(23) - /  I I 
�9 

La ~diff6rence ~ - - ~ m §  6rant r6guli~re sur ~(U~), il existe, d'apr~s (3)~ 
un entier vm tel. que pour io > vm et p o u r  Y sur ~ (U~) 
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[W. - (z0] l  < c l  ") 

oh C(~ m), C~ ~) et er~ sont des constantes positives d o n t  nous disposerons plus loin, 

en les choisissant pmir chaque m d'une manibre convenable: 

Le k-bme terme de la  s6rie (23) est une fonction, harmoniqae d'ordre k + , I  

e~ il a la fo rme  

(2s) 

(d.) 

0 r  2 kT2--n 

On 
,2k-b2. --n ~ 0  ,Jk (~)m --" ~-Pm+l)] do'. 

L'hypersu r face :~ '  . . . .  " f m" (um)Les~ or e d 'un nombge fini d ~  m6rceaux A~:appi~rte- 

nant  aux hypersurfaces sph6riques centr6es aux points p(t ,~+l).  L'int6grale de 

(25) se d6compose en autant  d'int6grales I "  On d6composera ainsi lespremiers  

Ai 

termes T(k '~). Dans chacune des int6graies f ainsi ob~enue, on remplacera Ym 

Ai 

darts le cas  off le: centre P(~,'~§ est g d i s t ance  finie, 1~ ~ fonct~on 

,.~ ~+2---~ = I Y -  X 12 ~+2---~ = ] ( X -  P('. ~r - -  ( Y -  t~',,~+~)) pk +~-,~ 

par son d6veloppemeut (7), off on aura plac4 X - - P  (t,m+l) au lieu d e X  et y _ p v ,  m +~) 

au lieu de Y. 

Quand le centre pv, ,~+I) se trouve g l'infini, on dgveloppera cette fonction en 

s4rie (I I). 
Grace g nos pr6cautions pendant  l a  construction de~ U~ eg !J~,  ces  d4ve- 

lop,pements .sour uniform~ment Convergen~s pou r~X eu dehors . d e U m  et Y sur 
/ i  

la surface At correspondante. I1 en r~sulte que dans chaque int~grale / corre- 

A t 

spondant aux termes T(k m) avec k ~< r~, on peut int~grer les s~ries terme g terme 

et qu'ou obtient ainsi chaque terme T(k'~)(X)s0us la  forme d'u~e :sOm~ae d 'un 

hombre, :tlni de ~s6ries (provenant  de chaque int6grale f )  de.,l~ forme 

At 
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Z (k, i) /'(k+l) re+l)), % ...... .,,~ ~ ...... ~ (X - -  P("' 

uniformdment convergentes (avee routes leurs ddrivdes) pour X en dehors de U~. 

La sdrie correspondant au centre ~ sera de la forme 

~) [ X 12(m,+'" +,%)-(~ ~+~--~) (~+~) 
. . . . . .  

r~  ...... . .  (x) 

et convergera dgalement uniformdment en dehors de U~. 

ll est dvident que, dans ces conditions, on peut choisir dans routes ces sd- 

ries, obtenues pour les T(~ m) avee k ~ vm, un nombre fini de termes formant une 
~m 

somme ~ ( X ) ,  de mani~re que le reste ~ T~.m)(X) - -~m(X)=Bm(X)  soit avec tous 
k=l 

0 
ses laplaeiens J P R ~ ( X )  et leurs ddrivdes ~ JPR~(X)  pour p--< ~m et X en de- 

hors de U~, plus petit que Vm en valeur absolue. Les V~ seront cholses de 

sorte que 

( 2 6 )  

c~ 

Z ~7~ < oc. 

Mais, 6tan~ donnd que les termes considdrds T~ m) (X) ainsi que la fonetion 

�9 m(X) sont harmoniques d'ordre au plus vm + I, leurs laplaciens J ~  pour 

p ~ v~ + I sont identiquement nuls. I1 en r6sulte, vu la condition que dolt rem- 

plir ~ (X), que pour X en dehors de Um 

(27) I . ~ ' R , . ( x ) I < ~ . ,  I ,, ~O-L A" Rm (X) I < '~'~ ~'~ t~ p" 

Les ~m front  qu'un hombre fini de points singuliers, notamment les P(~, re+l) 

qui sont tous dans FI"  F~. 

Nous serons donc dans un  cas tout s fail analogue s celui traitd dans le 

w 2, I "e partie, si nous parvenons s obtenir des 6valuations convenables pour 

0__~_ dp 
. d P ( ~  - -  ~m+l - -  ~ )  et Oxk (~m - -  ~m+l - -  Vm). 

On a pour X en dehors de Um 

I 
( 2 8 )  . ~  (~,~ - ~o,~§ - ~,~) = 2 (~  - 2 )  ~ n  "~ ~ "  + 
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Evaluons 

formule 

les termes de la derni~re s6rie. D'apr~s la formule (17) et la 

O r ~ a p 
o .  - o ~  I r -  x = - . I  r -  x l ' - '  cos  x r . ,  

on trouve imm6diatement en vertu de (25) 

I f r2k_2p+l_, n [ I.a, r ? ) l - <  I r-7-/~-]~ I I.~(V.,,,,- ~,,,+1)112 z , -  2p + 2 -  ,,I + 
v (~/) 

+ r  ~ (~,~- ~m§ d~, 

off il faut poser 7~ = ~ pour i n6gatif. 

D'aprSs (24), on en ddduit pour les termes de la s6rie de (28) 

(29) I ~2k  k ( r 2 k - - 2  la '  T~m)l <- ~ ,,,, 
J 

p+l--n [e~m)12~- 2 p  + 2 - . , I  + 

+ ci ~) r VT] d ~.~ 

D6signons par  d l ,  m e t  d2, m la plus petite et la plus grande distance entre 

un point X ext6rieur ~ Um et un point Y de ~(U~). I1 est 6vident, d'apr~s 

les propri6t6s de U~ et U~ que ces deux distances sont positives et finies. En 

les utilisant duns (29), on trouve (vu que JP T~ m) = o pour p > k) 

(30) 
]C2 k k d l  k--2 p + l 

"~ " "  [2 c( ,"l  k - p I + I ,~ - 21 c:[m) + c<m) d,, ,. lsT~] ,,,~, 
J,m 

off am d6signe la mesure (n - -  l)-dimensionelle de ~(U~), Pour  les d6riv~es de 

Wp T(k m) on obtient pareillement 

2 k .k ,-12/0---2 p k e m 12__ r<m> I < ~2, m 

(30 I o ~  ~1 I~',-,I d,"m [ctm> 12 I t -  2p -}- 2 - h i (  12 k -  2 p - h i  + ~)+ 

+ c~ m) d2. m Wn 12 k - -  2 p + 2 - -  n I} <',~. 

Nous allons maintenant choisir les constantes C~ m) e L C~ ~) de mani~re 

simplifier les expressions (3o) et (3t). 

k = l  

]8--34686.  Acta mathematica. 65, Imprlm6 le 7 flvrier 1935. 
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Nous  les prendrons no tamment  si petits que les expressions entre les 

d2_, 
crochets, dans (3o) et  (3I), multiplids dans (3o) par le coefficient d'~,~ am et darts 

I 
(3 I) par  d~,,~'a~ soient: dans le premier eas < ~ ( I k - p l  + i), et dans le second 

cas < ~ - ~ ( I k - - p l  + I) ~. Ceci fair - -  et  il est ~videmment poss ib lede  le f a i r e -  

on obt ient  

~m 2, m 
(32) I~r~)l < Ir~l ~ (1~-p l  + i); 

I I k'~ k k d2 (k--p) 
Ox~ I7~-vl m~ ( I k - p l  + I) ~. 

En posant  maintenant  k = 1) + i e t  en remarquant  que z/v I'~ m) pour  k < p 

est nul, on obt ient  de (28) et (27) 

(33) I A" (ap~n -- aPm+l-  ~,nl < 

,~ ~ (p + i)~c~+,)!,.d~,.), c. ] 

i~O 

(34) I _oa ~p (~m - ~m+l - ~ )  I < 0 xk 

2 ( n -  2 ) ~  v ~ + ~  
i~O Ir, I J 

Remarquons  main tenant  que l 'expression 

pdrieure finie pour  p e t i  naturels.  

consdquent,  

(35) (P + i)~(~+') 

(P + i)~ poss~de une borne su- 
1 2p  

I 7i I "+ ~ pT,+ i 

D~signons cette borne par ft. On a par 

_<p~. flp+~, 

et cet te  formule est valable m~me pour  p ou i -----o, si l 'on y prend seulement  

pour  o ~ la valeur I. 

En prenant  ~m (qui est encore ~ pourvoir) assez peti t  pour  que 

2 m 
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on obtient de (33) et (34), d'aprSs (35)- 

(36) [J~ (~p,~ -- ~pm+~ --  z~)[ < 
i [ 

I o I ' [ 
ees 6valuations ~tant vraies pour X en dehors de U~. 

4p=V 1 
~n2 +io ] ' 

12/9 ~] 
§ ~ - ~ - 1  ' 

139 

~ .  = ~ + Y, (~+~ - ~ + ~) = e~ + Y, ~ 
k ~ l  

et leur limite ~o (X) 
ov 

(38) ~ = ~ + ~ ( ~ + ~  - ~ 1 - -  ~ o  + 

k = l  

Y, (~+~ - ~ + ~m), 

Ainsi (comme 

mSme que 

la convergence de cette derni8re s~rie fitant assurfie pour X en dehors de U,~o 

par les ~valuations (36) (pour/)-----o) et la formule (26). 

dana le w 2) ~(X) eat dgfinie pour X en dehora de /~'1 de 

( x )  - ~ ( x )  = ( .  - v ~ )  - y ,  (~v~+~ - ~ + ~)  
5 9 ~  0 

est d~finie pour X en dehors de F.o. 

I1 faut encore d6montrer que ~0 (X) et u (X) -- ~0 (X) sont harmoniques d'ordre 

infini, l'ufie en dehors de /71 et l 'autre en dehors de F 2. D~montrons ceci pour 

~0 (X)(pour  u(X)--gv (X) la d~monstration est tout s fair pareille). 

Prenons done un ensemble ferm~ e~born~ E en dehors de F 1 et montrons 

que les relations (3) sont vraies uniform~ment pour X clans E. L ' ensemble  E 

grant fermi., borng et disjoint de F~, il est en  dehors de tous lea U,~ s partir 

d'un indice mo (car les U~ se r~tr~cissent vera 2' I �9 F,), Pour m 1 > m o et pour 

X dans E on aura done d'aprSs (38) (vu ~galement (36)) 

J p ~ - - ~ , ~ . -  ~ dp(,p,,+~-~p~ + ~) .  

Les zm(X) 4rant maintenant ddfinitivement fixgs (ils d@endaient du choix 

des ~m qui, s leur tour, d~pendaien~ des C~ m), C~m) et era) on peut proc~der tout 

comme dans le w 2, I r~ partie. On d~finira done les fonctions ~0~(X) 
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qgm, dtant r6guhbre en dehors de Urn, + ~'~, donc sur E, elle 

Par  consequent, on peut 

&insi la dgmonstrat ion s'aela~ve eomme dans le w 2 de la I TM partie. 

Dans le eas des fonctions harmoniques d 'ordre fini, p. ex. i-harmoniques 

la d~monstrat ion est beaucoup plus simple car on n 'a  pas besoin des 6valuations 

(36) et (37). I1 y suffit de prendre ~ - - i -  I et d 'obtenir  les inggalR~s (27), 

car alors Rm(X)=~p,~(X)--~p~+~(X)--z~(X)d~ant donnd que tous les termes 

1'(~ '~) avec k > ~ = i - -  ~ disparaissent. 

Darts ce cas, la ddmons~ration, m~me dans cetCe partie, ressemble tout  ?~ 

fai~ s celle du w ~ de la I ro parole. 

Remarques .  

Ayan~ d~montr~ le ~h~or~me A pour les fone~ions h a m o n i q u e s  d'ordre p 

(L --< p "< or nous sommes en ~tat de d~velopper pour ees fonc~ions des consi- 

lira ~ 

uniform~men~ dans /g.  

dolt satisfaire aux relations (3) uniform6ment  sur E.  

~rouver un nombre /9,~ tel que pour 19 > Pro, 

2' I 

m~ 

D'apr~s les dvaluations (36), il en r~sulte 

| I [ 4p  2p ] ~ p 2 p  

off les constantes C x e~ Cs ne d6pendent ni de  p ni de rex. 

Cette in~galitg, vraie pour X dans E et p >prn, pour t o u s l e s  m~ assez 

grands prouve bien que 

I p 
lim 1/" I JP  ~01 ~-- o 

uniform~ment  pour lea X dans /g. 

De m~me; en employan~ les ~valuations (37) on trouve 

P 

/ I  o I ~AP~o =opour k----I,2,...,n 
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d@rations analogues ~ certaines de celles dont nous nous .occupions duns les pa- 

ragraphes prgcddents. Ainsi, on peut obtenir daus certains cas des dgcomposi- 

tions effeetives u (X) -~ Ul (X) + u s (X), correspondant ~ une dgcomposition F - ~  

-~ F 1 + / ~  (comp. la deuxi~me pattie du w 2, I re partie); on utilisera pour cela 

des sdparateurs duns respace n-dimensionnel. 

On peut aussi obtenir pour les fonctions harmoniques d'ordre quelconque 

des th~or~mes tout ~ fair analogues s celui de Runge et au thdor~me B (comp. 

w 3, Ire partie). 

Les consid6rations sur les parties principales et la ddcomposition en s6ries 

de parties principales (eomp. w 2, I I  me partie) peuvent @tre 6galement 6tendues 

aux fonctions harmoniques d'ordre quelconque. 

Nous n'insisterons pas sur ces g6ndralisations. 

Avant d'achever ce paragraphe relevons encore quelques propri@t6s des fonc- 

tions harmoniques d'ordre infini et leurs relations avec la classe de routes les 

fonctions analytiques de n variables r6elles. 

Nous avons d6js dit plus haut que route fonction harmonique d'ordre in- 

fini est analytique (ddveloppable en sdrie de Taylor) autour de chacun de ses 

points r~guliers, et que d'autre part, route fonction enti~re (en n variables) est 

ndcessairement harmonique d'ordre infini. Mais il existe des fonctions analyti- 

ques avec u n s e u l  point singulier (s distance finie et duns l 'espace rdel) qui ne 

sont pus harmoniques d'ordre infini. Un tel exempie est donn4 par les fonctions 

u(x) = I x -  r l  

qui, sauf pour a ~  2 p - - n  (eomp. les fonctions (6)) e t a  ~ 2p avec p naturel, ne 

sont jamais harmoniques d'ordre infini. 

Toutefois, les fonctions analytiques, d'apr~s une remarque faite plus haut  

(comp. la note sous texte p. I27)  ' satisfont s une condition analogue s (3) mais 

plus faible, notamment les expressions figurant sous les signes des limites duns 

�9 i (3) ne t enden t  pus necessa rement vers o, mais sont borndes uniformdment pour 

tout p et sur tout ensemble ferm4 et born@ compos4 des points rdguliers de la 

fonction. 

Ce fair permet de gdndraliser la formule (2o') aux fonctions analytiques 

quelconques. Mais  cette formule ne sera valable que  pour des volumes V assez 

petits, entourant un point rdgulier de la fonction, de sorte que les distances 

r (X, Y)' = I X  - Y I figurant duns cette formule, soient assez petites: pou r  que le 

reste 
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I,. f r 2 ~ _  n dP u d 
J 
V 

I 
de la formule (I8) (d'o~ vient (2o')) t endevers  o avec - et la s~rie de (2o') soit 

P 
convergente. I1 en r~sulte le fair intdressant que route fonction analytique pent 

~tfe d~veloppde, dans un voisinage de chaeun de ses points  r~guliers (de l'espace 

r~el), en une sdrie (2o') e. s d. en une sdrie unifor~n~ment convergente de fonctio,s 

harmoniques d,ordre croissant jusqu'~ l'infini. 

On trouve encore que la condition n~cessaire et suffisante pour que la fonc- 

tion u(X)  soit analytique dans un domaine G est que sur chaque ensemble fermd 

et bornd compris daus G, les expressions 

p 

et 

existent ~our p ~ Ii 2, 3 . . . .  et soient born~es par un m~me nombre M, i~ddpen- 

da~t de p ,  

N o t e  I. 

Sur les d~compositions et les approximations pour certaines classes de 
fonctions. 

D~flnition des cas consid~rds. 

l~ous aUons nous occuper ici des fonctions f (z)  ayant une certaine allure 

sur des arcs ouverts aboutissant ~ certains de leurs points singuliers, notamment 

aux points de l'ensemble /~'1 " T'2, F---- F1 + ~�89 ~tant une d~eomposition de l'en- 

semble singulier F de f(z) .  

Pour ne pas nous perdre dans les g~n6ralit~s nous supposer0ns ici que 

F 1 . F  2 se r~duit ~ un seul point a s distance finie, que les arcs en question sont 

en nombre fini et forment Un s~parateur ouvert L entre F 1 -  F~ et Fe-:-FI. :  

Le s~parateur �9 ferm~ �9 S ----- L + (a) d~termine dans le plan un hombre fini de 

domaines, et la somme de ceux d'entre eux qui eontieanent des points de ~;'I--F~ 

sera d~sign~e par G: 

Nous consid~rerons des fonctions f (z )  qui, sur les arcs de L, sat~sfont ~t 

l'inggalitg 
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( i )  I f ( z )  I < m (r),  r = I z - a I. 

La fonction positive re(r) sera, dans la suite, assujett ie s quelques condi t ions.  

Comme cas partieuliers, nous aurons surtout  en rue  les fonctions r e ( r ) ~  r~i 

~ > - 1 ,  ou m ( r ) = r  ~ log etc. 

Sur chaeun des ares ouverts c0mposant L (leurs extr~mit6s se confondent  

avec a) fixons le sens n~.gatif par rapport  ~ G comme sens de parcours, et choi- 

sissons un point b , (v -~ I ,  2 . . . .  , N , N  grant le nombre de ces ares). Chacun 

de e e s  arcs pourra donc ~tre representS, comme somme de deux arcs a b~ et b~ a 

le point a n '~tant  pas compt~ (comp. le dessin'  ci-dessous). 

Ib~ 
Fig. '10 

Vois inage  angu la i r e  d ' un  s~para teur .  

Nous appellerons voisinage angulaire de L (ou bien d 'un arc abe'S', ou b , ~  

d 'ouverture 20 0 < ~ ,  la somme de t o u s l e s  cercles ouverts ayan t  l e u r  centre 

z sur L (ou sur ab, ou b,a) et un rayon - ~ l z - - a l s i n O .  P. ex., s i u n  arc 

coincide aux environs de a avec un segment  de droite, son voisinage angulaire se 

eonfond au voisinage de a avec un angle d 'ouverture 2 0 ayan t  le segment  con- 

sid6r6 pour bissectrice. 

Un voisinage angulaire peut contenir  un  voisinage entier (un cerele) de a 

except~ le point a hi-m~me, et eeci  m~me pour des ares de longuefir finie et 

pour une ouver ture  0 aussi petite que l 'on veut (comme p, ex. pour la spira]e 

I ~ �9 
r ~--- ~ ,  ~ _~ 2 ~ .  Mais ceei ne se presentera pas (au moins p o u r  des ouvertureS 
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20 assez petites) darts les eas que nous eonsid6rerons. Notamment les s6parateurs 

ouverts L (et, s plus forte raison, les arcs qui les composent) que nous 6tudier0ns, 

seron~ de l~ finie 1 et satisferont en outre s la condition suivante: si s(r) 

d~signe la longueur de la partie de L comprise dans le cercle ] z - - a  I <  r, alors 

pour tout r 

(2) (,') <-- r,', r = r  

Quand L est form~ par N arcs ouverts (done 2N arcs ab, et b,,a), ~ est 

ndcessairement -----2N (ear alors s ( r ) ~  2Nr  pour r assez petit). 

Quaud 0 est assez petit, il y a des domaines ext6rieurs au voisinage corre- 

spondant de L aussi pr&s de a que l'on veut (mais il peut ne pas y avoir de tels 

domaines s'~tendant ~usqu'au point a). On prouve ceci en remarquant que la 

surface couverte par le voisinage d'ouverture 20 duns le cercle [ z - - a [  < r a une 

2 7r ~ sin 0 
mesure < ( i -  sin0) - i "  

U n e  condit ion pour que  f(z) soit  sommable sur un sdparateur  L. 

Passons maintenant s la fonction f(z) qui sa~isfai~ '~ (I) et voyons quand 

est-ce qu'elie satisfait ~ la condition (24) du w 2. On trouve: 

ro 

L 0 

off r0 est un rayon assez grand pour que le cercle [ z - - a l <  r 0 renferme ~out le 

s~parateur L. La seconde int~grale est prise dans le sens de Sr Nous 

supposerons la fonction m (Q) continue et monotone pour ~ > o. En transformant 

le membre droit de (3)on obtient pour e > o 

ro ro 

8 

et ceci est plus pe~it que 

1 Longueur de L = somme des longueurs de t o u s l e s  ares de L = mesure lindaire de L. 
On utilise pour cela le fair g~ndraI que la surface couverte par des cereles de rayon # et 

centr~s aux points d 'une courbe ferm4e de longueur 1, est tou~ours ~ 21p. Pour un are de longueur 
l on aura la m~me indgalit~ si l 'on prend la p a t t i e  de ]a surface, comprise dans un angle (que]- 
conque) dout les cot~s passent par les extrdmit6s de l'arc. 
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ro ro 

+ f ~01 a~  (e)l -< z,-o,~ (,-o) + 17,-o ~ (,-o)- z , , ,  (~)1 + 7 f m(e)de. 

On en ddduit que pour que f (z)  soit absolument sommable sur L il suffit que 

TO 

0 

P. ex. quand m ( r ) = r "  l o g r  , il suffit de prendre a > - - I ,  on a ~ I  et 

f l ~  - - I .  

Evaluat ion  de l ' int~grale I(x). 

La condition (4) dtant posde, nous pouvons passer maintenant aux ddeom- 

positions f ( z ) = f l  (z) + f~ (z) donndes par les folanules (23) et (23') du w 2, off on 

aura remplac6 les limites par l'intdgrale 

(5) z (~ ) - -  ~--. f f - (~)  
2 z ~ . !  z - -  x 

z 

off l'intdgrale est prise suivant t o u s l e s  ares de L dans le sens ehoisi plus haut. 

Nous allons maintenant dtudier l'allure des fonctions f l  (x) et f~ (x)quand x 

tend v e r s a  (qui est un point singulier de ces deux fonetions). L'allure de f (x )  
supposde connue, il nous suffira de rechercher celle de I(x). Prenons x en dehors 

d'un voisinage de L d'ouverture 20 suffisamment petite, donc 

(6) I z - - x l  > - I z - a l s i n 0  pour z sur L.  

D6signons I x - - a l  pa r  r et I z - - a l  par 0. Sgparons ensui~  le ehemin 

d'intdgration dans (5) en deux parties L1 et L~, l'une en dehors et l 'autre ~ Fin- 

tdrieur du cercle [z --  a [ < ~-'" 
2 

On obtiendra par une mdthode analogue s celle utilisde plus haut  

Pour la fonetion monotone m(0) la condition (4) entraine: lira em(~)=o .  
E ~ 0  

19--34686. Aeta mathematica. 65. Imprim6 lo 8 fdvrier 1935. 
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/' f(z) d z ] 
3 7 - - - ~ 1  

L ,  

ro  r o  

-- e s i n 0  - - [  0 s i n 0  Jr  J e  s i n 0  (q)-- 
r 2 r 

2 2 

ro 

--~-d 
2 

f ( z )  dz  [ < 2 

1,~ 0 

TO 

f,  - -  s~n O s (Q) m (Q) d 

2 

ro 

- 7  

, C~ = 2~(,-o) ,  

I1 en r6sulte 

[,. m(Q)ds(Q) <_2__ 27-2m 
r 

0 

. e .  .1 

0 

2 ro 

e Q 
0 r 

2 

= M(r) ,  

o5 les C~ peuvent varier avec 0, mais ne d4pendent pas de r. 

Pour la n-~me d6riv6e de I(x), on obtient de mSme 

(8) 
2 

I ~(") (x) I < ci"} + el") 7 m + ; n ~  m (Q) d e + 
0 

ro 

+ el-)f "(~) 
r 

= M .  (,-). 

Pour l'ins~an~, les majora~ions (7) e~ (8) ne son~ valables que pour x en 

dehors d'un voisinage de L. 
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C r o i s s a n c e  des  f o n c t i o n s - c o m p o s a n t e s  f l  (z) et  jr (z) d a n s  le v o i s i n a g e  
du  p o i n t  a. 

Supposons ma in t enan t  qu'i l  existe encore un  s6parateur  ouver t  L ~ du genre 

consid6r~ ici (e. ~ d. sat isfaisant  s (2)) et cor respondaut  s la m~me d~composit ion 

F - ~  ~'1 § F~. Supposons deuxiSmement  que les voisinages d e L  et L ~ aux ouver- 

tures tr~s peti tes s e n t  disjoints.  Nous  dirons dans ce c a s q u e  L et  L ~ sen t  

6cart angulaire positif. L ' e u s e m b l e  ouver t  D compris entre  ces deux s~parateurs 

sera appel~ domai~e a,ngulaire au sommet a (ne pas confondre  avec un voisinage 

angulaire!).  Pou r  simplifier, supposons encore que L ~ se t rouve dans r ensemble  G 

d~termin6 par  L. Alors l 'ensemble G O cor respondant  s L ~ sera compris dans G 

et on aura  D -~ G - -  G ~ Fixons  les deux voisinages angulaires  disjoints U et  U ~ 

de L et  L ~ 

Admet~ons ma in tenan t  que f (~)  satisfai~ s (I) sur L ~ aussi.  On peut  done 

former  ! ' int~grale I ~ (x) analogue ~ I(x) et  obtenir  a v e c / 0  (x) une nouvelle d~com- 

position f ( x ) = f ~  (x)+ f~ (x). Celle-ci sera ident ique avec la pr~cgdente ~ con- 

dit ion (n4cessaire et  suffisante) que 

I ( x ) -  I ~ (x)~-o pour  x ~ l 'ext~rieur  de D. 

Mais cet te  diff4rence prolong~e s l ' int~rieur  de D dolt  y donner  la fonct ion 

I ( x ) - - I ~  1 I1 en r~sulte dans le cas off les deux d~compositions de 

f(z) sent  identiques que pour  x dans D:  f ( x )  = I ~ (x) --  I(x), et  que, par  consgquent,  

pour  x dans D -  (U + U~ est majorde par  une fonct ion  M ( r ) d a n s  le genre  

de celle qui se t rouve au membre  droi t  de (7). Les ouver tures  des voisinages 

U et  U e pouvant  ~tre choisis aussi pet i tes  que l 'on veut, r ensemble  D - -  ( U §  U~ 

off f (x)  est majorde par  M ( r ) ,  peut  approcher  le domaine D d'aussi pr&s que 

1 on veut. 

Inversement ,  si f (x )  est major~e p a r  M(r)dans  l e  domaine D entier,  alors 

par  un ra i sonnement  indiqu4 dans le compl~ment  I I  au th~or. A (comp. p. 3o), on 

verra fae i lement  que les deux d~compositions obtenues avec les deux s~parateurs 

L e t  L ~ sent  identiques (car, en ut i l i sant  (4), on peut  ddmontrer  que r M ( r ) ~ o  
quand r - *  o et  eeei suffit dans ce raisonnement) .  

Supposons ma in t enan t  que f(z)  sat isfai t  h (i) dans tou t  le domaine D (c. s d. 

Car cette difference pr6sente l'int~grale de Cauchy ~tendue sur les ares de la fronti6re ~ (D) 
qui passent en dehors de l'ensemble singulier F de f(z). La somme de ees ares forme exaetement 
L § L ~ et pour de tels arcs on peut g~n4raliser le lemme du w 2, si seulement la fonction y est 
absolument sommable. 
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entre L et L~ Elle y est s plus for~e raison major~e par une fonetlon M(r) 

(ear m ( r ) e s t  monotone, done ou bien born~e pour r--*o, ou bien ~ m ( r ) ) e t ,  

par cons4quent, les deux d~eompositions de f ( x ) s o n t  identiques. La fonction 

fl(w) sera done en dehors de GO+ U ~  i exprimge par l~  et duns GO+ U ~ 

par I ( x )  + f ( x ) .  I I e n  r~sulte que: 

i ~ Si  duns un domaine angulaire du genre consid~r6, la fonction f ( z )  a une 
ro 

majorante m (r) monotone, continue et telle que f m (e) d e < ~ ,  alors il existe une 
i /  
0 

d6eomposition f ( x ) - ~ f l  (x) q-f~ (x) correslgondant ~ la ddeomposition F = F 1 q- F~, et 

telle que f l  (x) est major6e en dehors de G par une fonction du type M(r )  et darts 

(~ par  M(r )  § [f(x)[. Pour les d6rivdes j~)(x) on a une majorante Mv,(r) (ana- 

logue au rnembre droit de (8)) en dehors de G e t  M~ (r) + If(n)(x)[ dans G. Pour 

f~ (x) et ses d&'ivdes il y a des majorantes analogues (si l'on remplace seulement l'in- 

t6rieur de G par  son ext6rieur et vice versa). 

2 ~ Th~or~me d'unicit~: L a  d6composition f = f ~  + f~  aux propri~t~s indiqu6es 

sous I ~ est unique ~ une constante additive prds ou, plus pr6cis6ment, si ~ la d6com- 

position F =  F 1 + F 2 correspondent deux d6compositions f ~ - f i  + f2 et f - ~  9ol + qg~ 

telles que f l  et q~l en dehors de G, et f~ et q~ dans G, sont major6es par  M(r )  alors 

~Y = f l  - -  ~1 = - -  (f~ - -  ~ )  = const, identiquement. ~ 

L'6nonc6 2 ~ est d 'autant  plus remurquuble que duns le cas g6n6rul nous ne 

s~vons pas distinguer une d6eomposition (qu'on pourrait  uppeller >,prineipale>>) 

parmi routes les d6compositions possibles, celles-ci diff6rant mutuel lement  par des 

fonctions aux singularit~s comprises darts F 1 �9 (~__ (a), duns notre eas) et d'ail- 

leurs & peu pros quelconques. 

Cette  derni~re re la t ion p rov ien t  du fair que G o ~  G par  hypoth~se  e t  que ehaque  compo- 
san t  de U ~ con t ien t  des po in t s  de L ~ int~rieurs  ~ G done, s ' i l  eontenai t  encore de po in t s  en dehors  
de G, il  devra i t  s f i rement  t raverser  L e e  qui  est  impossible .  

Car, d 'une  par t ,  ~ n 'aurair  que le seul  po in t  s ingul ier  a. D 'au t re  par t ,  ~ ~p (x) I -~ ~f~ (x) - -  
- -~pl (x)J  < 2M(r )  pour  x ~ l 'ext~r ieur  de G, e t  ly)(x)  ~ = J f ~ ( x )  - -  q ~ ( x )  J < 2 M ( r )  pour  x duns 
~,  done ]~p(w)] < :M(r)  pour  x ~ a. Mais  d 'apr~s (4) e t  (7) on t rouve  fac i lement  que M ( r ) .  r 

t e n d  v e r s o  avec r, par  consdquent  J x - - a J J ~ ( x ) [  t end  v e r s o  quund x s 'appr0che  de a d 'une  
mani~re quelconque e t a  ne peu t  pus ~tre un  po in t  s ingul ier  isol~ de y~ (x). Celle-ci n ' a y a n t  pus 
d ' au t res  s ingulari t4s ,  se r~dui t  ~ u n e  eons t an t e .  
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Cas  par t icul iers .  

Voyons maintenan~ quelle est la relat ion entre re(r) et M(r) ,  quand m ( r ) ~  

= C r  ~ log , C = const., ~ > - -  I o u  ~ = - -  I e t  ~ < - -  I .  

Par  des calculs simples on obtient:  

M ( r ) ~ m ( r )  1 pour - - I < a < o ,  

M (r) ~ m (r) log -I pour a = - - I  ou a ~ o  et f l ~ = - - I ,  
r 

M (r) ~ log log I pour a ~ o  f l ~ - - I ,  

M(r)  ~ const, pour a > o. 

Pour  montrer  que les msjora t ions  obtenues sont  assez pr6cises, prenons un 

exemple: f ( z ) - ~  log z___--I. Comme ensemble singulier 2 '  consid~rons le segment  
g 

[o; I]. Pour  un point  a de ce segment  prenons 2 '  1 ~ [o; a] et 2,3 ~ [a; I]. Autour  

de a notre fonction est born6e donc r e ( r ) ~  const., a ~ o, fl-~ o. :Nous sommes 

ainsi duns le second cas du tableau ci-dessus, done M ( r ) - l o g  ~. En effe~ on 
r 

troupe tout  de suite la d~composition correspondante 

log - -  = log - - -  § log 
g g ~ a  

et on voit que la majorante  de ces deux fonctions au voisinage de a est effective- 

ment  de l 'ordre de log I .  D 'aut re  part  nous savons qu'il  ne peut  y avoir aucune 
r 

autre d6composition en ' fonc t ions  de croissance moins rapide. 

On peut  calculer aussi l 'ordre de croissance des majorantes  M~(r) (membre 

droit  de (8)) qui serpent ~t d61imiter ls  croissance de la n:&me d6riv~e de f l  (x)e t  

f~ (x). On obtient qu'en g6n6ral M,~(r)~ r---~m(r), et seulement duns les cas ex- 

ceptionnels (a I ou g = n ) M ~ ( r )  a t te in t  un  ordre plus 61ev6 ~quivalent 

r --n m (r) log -I OUr - n  m ( r )  log _I log log _I au plus. 
r r F 

M (r) < 
L ' ~ q u i v a l e n c e  M (r) ~ m (r)  v e u t  d i r e  q u e  p o u r  r v o i s i n  d e  o ,  o < A < ~ - ~  B < 0% a v e c  

A e t  B i n d d p e n d a n t s  d e  r .  



150 N. Aronszajn. 

Calcul effectif d 'une approximation d 'une fonction. 

Les m&hodes d6velopp6es plus haut  vont nous permettre encore de trouver, 

pour certaines fonctions, des approximations ~ un ~ fini pros de ces fonctions, 

et ceci par des formules effectives. 

Soit donc F l'ensemble singulier de f(z) et E un ensemble, pour les points 

duquel on cherche une approximation g (z) de f(z). Supposons que E est disjoint 

de F, mais que sa fermeture ~" poss6de en commun avec F u n  seul point a. 

E pourrait &re p. ex. un ensemble ouvert eompris dans le domaine h. u. def(z)  

e t .  tel que ~ ( E ) .  F - ~  (a), ou bien - -  une somme d'un certain hombre d'arcs 

ouverts formant un s6parateur ouvert correspondant s une d6composition 2 ' ~  

= F  1 + F ~  avee F 1 .F~- - (a ) .  

Admettons maintenant qu'on peat trouver un s6parateur (ferm6) S entre / f  

et F - - ( a )  satisfaisant aux conditions suivantes: 

i ~ Le s6parateur ouvert L--~ S -  (a) est de longueur finie et remplit (2). 

2 ~ I1 existe un voisinage angulaire U de L disjoint de E. 

3 ~ If(z)[ < r ~, a > o, r-~ [ z - -a  I, quand z se trouve sur L. 

En d6siguant par H la somme des domaines d&ermin6s par L e t  renfer- 

mant les points de E et, en prenant sur L un sens d'int6gration n6gatif par 

rapport ~ H, nous poserons 

I ; f(z) dz, pour x ext&ieur ~ H.  (9) .q(x) = z - x  
J 
L 

i f f(z) (I0) g(x)-~-f(x) + 2~i  ] z - - x d Z '  pour x dans 1t. 
L 

Nous avons d6js indiqu6 plus haut que le lemme du w 2 peut &re g6n& 

rails6 aux cas off les arcs de L sont compris dans le domaine h. u. de f(z)  sauf 

leurs extr~mit6s qui appartiennent s F (eomme dans notre cas pr6sent). I1 faut 

seulement, dans ces eas, supposer en plus que f(z) est absolument sommable sur 

L et raisonner comme dans le eompl6ment I I  au th6or. A (eomp. p. 27 et 28). I1 

en r&ulte que la fonction g(x) d6finie par (9) et ( Io)es t  holomorphe et uniforme 

partout en dehors de H .  F + [ ~ ( H ) -  L]. 

NIais, dans H il n'y a pas de points de F et, d'autre part, ~ ( H ) - - L  
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S ,  L ---- (a). On volt done que g (x) a un seul point singulier a. 

semble E situ6 dans H on a 

a, = 
g (x)  - f ( x )  = 2 ~ . I  z - ~  

L 
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Sur Fen- 

On peut r~p6ter ici le raisonnement qui a conduit plus haut g la formule 

(7)' On en obtient, d'apr6s nos conditions 2 ~ et 3 ~ (d'apr6s cette derni6re on 

peut .prendre m( r )~ - r  ~ uvee a > o, done M(r)-~ const.), que pour x dans ~' 

I f ( z )  - -  g (x) l = I 1(*) I < o--- c o n s ~ .  

On obtien~ ici encore plus, notamment que la diff6rence f(x)--g (x)= --I(x) 
est continue en dehors du voisinage angulaire U de L. Pour ceci on consid6- 

rera deux points x 1 et x~, avec r ~ - [ x l - - a l ,  r ~ = l x ~ - - a [ ,  r l ~ r ~ .  Soit 20 

l'ouverture de 5 r et xt, x~. en dehors de U, done I x t - - z l  ~ I z - - a  I sin 0 et 

I x , - - z l  >1 z - a l s i n O  pour tout z sur L. 

On calcule d'uue manigre analogue g eelle qui a conduit g (7) 

'1 I z%) - z%)l = 7~ (,-xi) ( , - ~ , ) I -  Iz-x~l Iz-x,I 
L L 

ro 2 

<, x , - . ,  I [ ~ (  Qod, (Q)+ f e _,2o  ]  r(q + 
2 ~r 0 ~ s i n  2 0 

o # s i n  O.  

off les C~ ne d6pendent ni de x 1 ni de x~. 

Ceci prouve que I I(xl)-I(x~)l tend "vers o quand xl et x~ convergent, 

ind@endamment Fun de l'autre, ve r s a .  

Par cons6quent, l(x) converge vers une seule valeur (que Yon peut d6signer 

par I(a)) quand x tend vers a en dehors d'un voisinage angulaire quelconque de 

L, done I(z)  est eontinu m6me sur l'ensemble ferm6 F~. 

Le cas otk le point  a e s t  g l'inflni. 

Nos m&hodes sont applicables aussi duns le cas off a -~  oo. Les s@arateurs 

ne seront plus de longueur finie. Dans (I)  il faut  comprendre r -~  ]z]. On dg- 

finira comme s(r) la longueur de la partie du s6parateur L comprise dans le 

P o u r  ~ = I ,  on  a u r a  C 2 log--1 au  l i eu  de C2r~ - 1 .  
?'2 



152 N. Aronszajn. 

eercle de rayon  r centr6 en l 'origine (ou n ' impor te  quel  au t re  point  fixe). On 

main t iendra  la condi t ion(2) .  Comme voisinage angulaire  de L d 'ouver ture  28 on 

consid6rera la somme des cercles [ x - -  z I < ] z ] sin O, z pa rcouran t  tou t  le s6pa- 

r a t eu r  L.  La  condit ion (4) r e s t e r a  sans changements  si l 'on y int~gre de ro s ~ .  

On consid6rera,  comme d 'habi tude,  comme cereles centr6s en oo les ext6rieurs 

des cercles centr4s en l 'origine. Dans  la classe part iculi6re des m a j o r a n t e s  

m (r) = ~ (log r)~ il f audra  poser main tenan t  a < - -  I, ou a ~- - -  I et  fl < - -  I. 

La  majoran te  M(r) de I(x) en dehors d 'un  voisinage angulaire  de L ,  est 

ici s implement  Cr  -1. I(x) t end  v e r s o  quand x s'61oigne ind6finiment en res tant  

en dehors  de ee voisinage de L. 

La  m6thode pour  t rouver  l ' approximat ion  g (z) effectivement,  expos6e plus 

haut,  est ident ique avec celle que nous util isons s la fin du w 4 de la I I  m~ partie, 

pour  le caleul effeetif d 'une par t ie  principale de la fonet ion  f(z) eorrespondant  

au domaine / / d 6 t e r m i n 6  par  un s6parateur  L. 

Note  II. 

Sur les coupures rectilignes rendant uniforme une fonction multiforme. 

Nous allons d6montrer  dans cet te  note  que pour  route  fonct ion mul t i forme 

~(z), prolongeable sur tou t  chemin en dehors  d 'un  ensemble ferm6 et born6 ,I), 

on peut  t rouver  un systbme de coupures L~ (ea hombre  fini ou infini) r endan t  

~(z) un i forme et telles que: i ~ L,~ est un segment  recti l igne [p2n-1; p2n] n ' ayan t  

en commun avec @ que ses extr6mit6s; 2 ~ Deux  segments L, ,  et L~,, n 'on t  en 

commun qu 'au  plus un point  qui est alors une extr6mit6 commune;  3 ~ Les lon- 

gueurs  des Ln t enden t  vers o. 

A cet effet, consid6rons les courbes  simples ferm6es C passant  en dehors 

de @ et telles que la fonct ion ~(z), prolong6e suivant  C, n 'es t  pas uni forme.  

Une telle courbe C d6termine deux domaines dans le plan et dans chacun de 

ces domaines se t rouvent  n6cessairement  des poin ts  de @. Ainsi cet te  courbe 

divise �9 en deux parties non-rides,  ferm6es et  disjointes. 

On fo rmera  une classe F avec routes les courbes simples ferm6es passant  

en dehors de @ et  divisant  q~ en m~mes part ies qu 'une courbe C fix6e. On 

d6montre  faei lement  les fairs suivants:  I ~ Chaque courbe d 'une elasse F est 

une  courbe C (c. s d. que ~(z) n 'es t  pas uni forme sur elle); 2 ~ Deux  classes /" 
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ne r en fe rmen t  aucune courbe commune;  3o Chaque classe F r en fe rme  

un  polygSne simple anx sommets ra t ionnels  (c. s d. avec l 'abscisse et 

l 'ordonnde rationnelles). 

Des propri~t4s 2 ~ et  3 ~ r~sulte imm4dia tement  que les classes F fo rmen t  

nne suite au plus d6nombrable.  D~signons par  Fn, n ~  I, 2 , . . . ,  les classes 

successives de cet te  suite. 

Nous d~finirons les segments  L ,  par  induct ion.  Chacune des courbes de la 

classe 1"1 divise rensemble  �9 en deux part ies non rides,  les m~mes pour  route  

courbe de F 1. La plus courte  distance e n t r e  ces deux part ies de �9 est certaine- 

ment  a t te in te  pour  au moins une paire de points - -  un de chacune de ces par- 

t ies - -  soit pour  les points ~v 1 et  P2. Le  segment  L1 ~ [p~; p~] ne cont ien t  ~vi- 

demment  de �9 que les points/01 et p~. D ' au t re  part ,  il coupe routes les courbes 

de F 1 (de mani~re que si on le eonsid~re eomme une eoupure,  ~(z) ne pour ra  

plus ~tre prolongge suivant  les courbes de F1). 

Supposons ma in t enan t  que les segments  Lk---- [p2k--1; P2k], pour  k ~ n --  I, 

son~ ddj~ d~termin6s de mani~re ~ n 'avoi r  en eommun avec �9 que leurs extrd- 

mit~s. 

Pour  d~terminer  le segment  L~ consid~rons les classes F~ qui r en fe rmen t  

encore des courbes sans points eommuns avec les Lk(k ~ n - - i ) .  S'il  n 'y  en 

a aucune, on pour ra  s 'arr~ter  1s et  les segments  Lk, k--~ n - -  I, f o rmeron t  d~j~t 

des coupures suffisantes pour  rendre  ~(z) uni forme (car elle .n'~tait mul t i forme 

que sur les courbes simples ferm~es ap p a r t en an t  aux F ~ ) .  Dans  le cas contra i re  

prenons en celle qui a l e  plus pet i t  indiee, soit  Fmn. Chaque courbe de cet te  

elasse, sans points communs avee les Lk, divise rensemble  �9 en deux part ies 

non r ides  �9 ~ On + O'~ (ind~pendantes de la courbe choisie). Chacune de ces 

part ies renferme les deux extr~mit~s d 'un  segment  L~, si elle en cont ien t  une  

(car au t rement  ce segment  couperai t  routes les eourbes de F%,). La  plus pet i te  

distance entre  les d e u x  part ies  On et O~ est a t te in te  sfirement pour  au moins 

une paire de points ~ un  de On et l ' au t re  de O~, s o i t  pour  les points p2~-~ et 

p2~. Le segment  [p2~-1; p2n] sera pris comme L~. 

Les segments  Ln sont ainsi pa r fa i t ement  d~finis par induction.  P a r  con- 

struction,  i l s  n 'on t  de �9 que leurs ex t r6mi~s .  Deux  s deux ils n 'on t  qu 'au  

plus un point  en commun, car au t r emen t  ils aura ient  tou t  un segment  commun 

et un d 'eux cont iendra i t  une extrdmit~ de l ' au t re  comme poin t  non-extreme,  ce 

qui est impossible, vu que eet te  extr6mit6 appar t i en t  ~ O. 

20--34686. Acta mat, hema~,~va. 65. Imprim$ le 8 fSvrler 1935. 
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Ddmontrons qu'ils n 'ont deux .~ deux en commun qu'une de leurs extrd- 

mitds au plus. 

Supposons que ce n'est pas vrai et soit Ln' le premier segment renferma~t 
des points non.extrbmes des segments prdcddents L~ avec k < n' -- I. I1 rencontre 

done un ou plusieurs segments Lk, k < n ' - - I ,  en points non-extrbmes. Soient 

L~, le premier e t  Lk, le dernier segment parmi ces Lk dont on rencontre les points 

non-extrbmes sur L~,= [p2n'--Z; p~'] en allant de p~,_~ vers p~n, (les seg- 

ments L~, et L~ peuvent d'ailleurs se confondre quand il n'y a qu'un seul L~ 

du genre considdrd) et soient q~ et qs les points de rencontre corresponclants. 

Au moins une des distances IP~'-~--q~] et ]P~'--q~l  est < ~lP~n'-~--P~n']. 

Supposons que c'est la premiere: 

I 
I p ,  n , - 1  - q,  I < - p , , '  I; 

dans le cas contraire on proc6derait d'une manibre analogue. 

Placons nous alors an moment de la dgfinition de Lx.~ ~ [p2k,-1; p2~,]. Le 

point p2n'-i  se trouve dans une des parties ~ ,  et q)~" en lesquelles est divis6 

par les courbes de F~k. Nous pouvons tou.~ours supposer que 19:n,-~ se trouve 

dans ~ , .  Par  ddfinition de Lk, on obtient 

d'ofi 
I P2,~'-1 --p2~,[ > IP2k,-1 --P2k, I = IP2t-,-1 -- q~l + Iq~ --P~s', I, 

IP2k,--1 - -  q l l  ~ Ip2n'--I --P2k,  I -  Iql - -P2k ,  I < I~ )2n'-I - -  q, I 

l'~galit~ ~tant exclue, car L,,, et L~., ne peuvent pas avoir tout un segment en 

commun. 

Le segment L~,, par d~finition, forme la plus courte distance entre les deux 

parties q)~, et r auxquelles est divis~ q) par les courbes de Fm~,. Distinguons 

d e u x  cas :  

I ~ Le point p2~:,-1 appartient s ~n'. On obtient alors 

en contradiction avec l a  d~finition de L~'~-[p2n'-l; p2~'] comme le ptus court 

segment unissant un point de ~ ,  avec un point de q)',~,. 
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2 ~ Le point p~,-1 appartient s ~ , .  Dans ce cas 
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IP21",--1--.P2'a'--ll "~ IP2k, -1  - - q l l  + Iql----P2~'--11 < 2 Iql--P2~'--11 -~ I P 2 n ' - - I - - p 2 n '  I 

encore en contradiction avec la d~finition de Ln'. 

0es contradictions prouvent que les L~ ne peuven~ p a s s e  rencontrer deux 

s deux en points non-extremes. 

Remarquons ensuite que par sa construction m~me le segment L~ = [p2~-1; p2~] 

coupe ~outes les courbes de la classe F ~  (car p2,~-i et p2~ appartiennent aux 

diff~rentes parties de @ d~termin~es par les courbes de Finn), celle-ci ~tant la 

premiere parmi les classes F~ dont les courbes ne sont pas routes couples par 

les Lk precedents. I1 en r~sul~e imm~diatement que la somme ~ L~ coupe routes 
1 

les courbes des /'k avec k--< n. Par  consequent, ~ L~ coupe tou~es les courbes 

C appartenant s n'importe quelle classe Fk et alors l'ensemble des segments L. ,  

consid~r~s comme eoupures, rend la fonction ~(z) uniforme. 

I1 nous reste encore ~ prouver que les longueurs des L~ tendent vers o, 

d'ofi il r~sultera que l'ensemble limite des Ln est compris darts ~, donc que l'en- 
oa 

8emble q) + ~ L,~ est fermi. 
1 

Supposons done que les longueurs des L,, ne tendent pas vers o. On pour- 

rait alors en choisir une infinit~, de longueur :> a > o. Parmi ces L ,  il y aurait 

certainement deux, soit Ln, et L~,,, n ' >  n", de sorte que IP2~'-1--P~,~"-ll < a  
2 

et IP2,~'--P~-"I < a_ .1 Au moment de la d~finition de L,,,, L,~,, existe d6j~ et ses 
2 

deux extr~mit6s appartiennent ~ la m~me pattie de �9 d~termin~e par les courbes 

de F ~ , .  La m~me pattie de �9 contient une (et seulement une) des extr4mitds de 

L~,, soit p~,_~. La plus courte distance entre les deux parties de q)serait  donc 

IP~'--P~,~"I < a done plus petite que la longueur de L~, qui est > a, eu con- 
2 

tradiction avec la ddfinition de L.,. 

Ainsi la propri~t~ des L~ que leurs longueurs tendent vers o, est aussi 

d4montr~e. 

Rappelons que l 'ensemble ~ es$ suppos~ bornd, 
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On peut  dgmontrer  encore que l 'ensemble ~ + ~ L n  = q)j, qui est fermi ,  

comme on l 'a  dit  plus haut ,  d~termine dans le plan au tan t  de r~gions que l 'en- 

semble q~ ou, plus pr~cis~ment, que deux points a et b sdpar~s par  ~P~ ~, sont 

toujours  s~par4s ~galement par  q~. 

Ceci implique, dans le cas off q) ne divise pas le plan, que $~ ne le 

divise pas non plus. 

I c. h d. situds dans deux r~gions diff~rentes ddtermin~es par ~5 L dans le plan. 


