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I. In einer nachgelassenen Note yon FATOV, die in den Comptes rendus 

der Pariser Akademie, Band I89 (I929), p. 967 publiziert worden ist, handelt es 

sich um die Differentialgleichung 

(~) x" + a~(t)x = o,  

wo O(t) eine fiir Mle reellen t stetige reelle Funktion bedeutet, die zwischen 

positiven Schranken 

(2) ~ _-< ~(t) =< ~ 

bleibt. In dieser Note versucht FATOU ZU beweisen, dass die Iutegrale der 

Differentialgleichung sowie ihre Ableitungen beschriinkt sind. Indessen hat  

spi~ter O. PEI~RON in einer kurzen Note1 durch ein Beispiel, auf welches wir 

hier wiederkommen werden, gezeigt, dass der obige Satz yon FATOV nicht richtig 

ist. Betreffend die Folgerungen, die FATOU an seinen Satz kniipft, bemerkt 

PERSON nur, dass dieselben bis auf weiteres als unbewiesen gelten miissen. 

Fiir die Giii~igkeit des obigen Stabiliti~tssatzes sind mithin weitere Be- 

dingungen nStig. Bei PERSON wird aber auf solehe Fragen nicht eingegangen. 

Nun haben wir in einer vor mehreren Jahren verSffentliehten Arbeit ~ eine 

Formel hergeleitet, welche uns eine entscheidende Bedeutung fiir das in Rede 

1 ,,Uber ein vermeintliches Slabilitigtskriterium,,, GSttinger Nachrichten (I93o). 
,~ber  die reellen L6sungen der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung,>, Arkiv 

fSr matematik, astronomi och fysik, Band I2 (I917). 
16--35150. Acta mathematica. 66. Imprlm6 le 15 ocr 1935. 
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s tehende Problem zu haben scheint.  In  dieser Formel  t r i t t  die Able i tung  q)'(t) 

explizit  auf,  und es lgsst sich deshMb schliessen, dass fiir ein a l lgemein gel tendes 

Stabi l i tg tskr i te r ium Annahmen  fiber q)'(t) (oder damit  ~,tquivalente Annahmen)  

n5t ig  sin& In  unserer  f r i iheren Arbei t  haben wir  jedoch keine Schlfisse aus 

der Formel  gezogen, welche sich auf  die obige Stabi l i tg ts f rage  beziehen. Es 

wurden  dor t  auch hauptsgchl ich  solche Fglle beri icksicht igt ,  wo q)(t) zwischen 

keinen endl ichen Grenzen schwankt ,  sondern entweder  q)(t)--+ ~ oder  @(t)---+ o. 

Da die Resul ta te  unserer  vo rhe rgehenden  Abhand lung  ziemlich u n b e k a n n t  sein 

diirften, so wollen wi t  hier  zungchst  dieselben ffir den FM1 @ ( t ) >  o wieder- 

geben. Es werden dann  Anwendungen  auf  die yon FaTOU aufgewor fenen  Fragen  

hinzugefi igt ,  

2. In  dieser N u m m e r  wollen wir  einige Tatsachen zusammenstel len,  welehe 

wohl ziemlich bekannt  sein diirften. W i r  vergleichen die In t eg ra l e  zweier Dif- 

ferentaialgleichungen 

x "  + q ) ~ ( t ) x -  o ,  
(3) 

x"  "+ q)-a(t) x = o, 

wobei fiir das zu untersuehende  In te rva l l  stets (P~(t)~ q) l ( t ) se in  soil. Diese 

In tegrMe bezeichnen wir bzw. mi t  x I u n d  x~. Wir  machen  die Voraussetzung,  

es seien fiir t = t  o , x l = x ~  und x;~---x;, wobei wir en tweder  x l = x , , > o  oder, 

falls xl = x2 = o, x ' , - - x ;  > o annehmen  kSnnen. Es ergibt  sich 

(4) 
ct  x j ;  - < x ~  = [~ . , ( t )  - $ , ( t ) ] - 1 - ,  > o 

ffir ein IntervM1 t o ... t, in welehem ffir die In tegrMe x~ und x,, keine Nullstel le  

liegt. Hie raus  bekommt~ man welter  

p f 

(5) [ . ~ x , -  <x~]~,o 
i t 

= x~(tl)X,(t  0 - -  Xl(tl)Og~(tl) -~ 

t l  

=f 
t o  

[@2(t) - -  @~(t)] x~x~dt  >= o, 

wobei t t > t  o vorausgesetzt  wird. Da  f i i r t  o < t = < t  1 xl und  x ~ > o  sind, so er- 

hMten wir  

.;(t,) x;(t,) > o, 
(6) < ( t , )  .~{t~)  = 
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woraus man  erschliesst,  dass im fragl ichen In terva l le  

(7) log x~ ~ o 
X2 

ist. Aus diesem Resul ta te  liisst sich schliessen, dass, falls n ieht  immer  @2(t)= 

= @l(t) ist, in welchem Falle x 1 und x~ ident isch gleich werden,  das In t eg ra l  

x~ un te rha lb  des In tegra ls  x I verli~uft. Man finder je tz t  leicht, dass das In t eg ra l  

x~ fr i iher als das In t eg ra l  xl eine Nullstel le bekommt.  Nach  (5) erhal ten wir  

i o,, lx, (8) y/ ~ (t) 
x~ 

wo T(t)  in dem yon uns be t rach te ten  Interval le  eine monoton  zunehmende  Funk-  

t ion  bedeutet .  Nach  den Vorausse tzungen fo lg t  h ieraus  

t 

- - - -  I : - -  - - d t .  

to 

N u n  ist aus der Dif ferent ia lg le ichung leicht  zu ersehen, dass, falls xl gegen eine 

~ul l s te l le  t ~ ,  riickt, Ix't[ endlich bleiben muss. Es gibt  mi th in  eine Gr5sse 

A > o, so dass man  fiir die n~chste Umgebung  der Nullstel le  

x[  < A (t - -  .)~ 

erhi~lt. Das In tegra l  rechts  in (9) wird mi th in  fiir t - - * ,  unendl ich  gross. Es 

muss folgl ich einen W e r t  % < ~ geben, fiir welchen man 

~o 

to 

hat ,  und man bekommt  nach (9) x~(%)~  o. Die  erste Nullstelle, zu welcher man 

beim Fortschreiten yon ei~er Beriihrungsstelle der Integrale x 1 und xe gelangt, ge- 

hSrt also zum Integral  x2, und dasselbe gilt, fa l l s  man als Ausgangspunkt  eine 

gemeinsame Nullstelle der beiden Integrale ~,imml. 

W ir  wollen besonders ~uf den Fal l  

( io)  @,(4  - ~ @ ( t ) ,  @,~(t) = #~@(t)  
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die Aufmerksamkei t  lenken, wo tel und  t% kons tan te  GrSssen > o bedeuten,  und  

tt~ > #1 angenommen wird. Setzt  man hier  tt,, = th + e, so finder man  leicht,  

wie die Nulls te l len yon x~ m i t e  s tet ig variieren.  

W i r  be t rachten  noch besonders den Fall ,  wo man  f i i r t - - ~  

O ( t + h )  ( : ( t ) )  ( ~ )  o ( t )  - ' ~  Ihl- -<V- 

hat ,  wobei ffir k i rgend welche positive GrSsse genommen werden kann. 

Bedingung  ist z. B. fiir  

~v(t) = ct '~ (,~ > - 2) 

Diese 

erfifllt. Man finder leicht,  dass, fails (i i) gilt, die In t eg ra l e  der Differential-  

g le ichung unendl ich  viele Nulls tel len besitzen. W i r  nehmen  an, es sei ffir ein 

In t eg ra l  t = t o eine Nullstelle.  Fiir  ein In te rva l l  

k 
I t -  tol < ~ [to) " ~ , ~ ' - "  ' 

wo die Kons t an t e  k > z genommen wird, bezeichnen wir  den M a x i m a l - b z w .  

Minimalwer t  von @(t) mi t  M bzw. m. Naeh  (I I) weichen die beiden Verh~ltnisse 

M m 

V~(to) ' YO(to) '  

wenn t o h inre ichend gross ist, beliebig wenig yon I a b .  

schen t o und den 

den Kurven  

Die In teg ra lkurve  zwi- 

beiden ni ichst l iegenden Nulls tel len l~Lsst sieh dann  zwischen 

x'(to) (121) x - l / ~ r  sin V-~r(t - to) 

und 

_ x'(to) 
(I2]) X V~m sin V-m(t- to) 

einschliesseu. Nach  den Voraussetzungen ns  sich aber  die beiden einschlies- 

senden K u r v e n  (I21) und  (I22) fiir to--*~ e inander  unbegrenzt .  

3. W i r  nehmen je tz t  noch an, dass auch die ers te  Able i tung  q)'(t) exis t ier t  

und stet ig ist. Wi r  gehen yon der Identit~it 
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(I3) x " x '  + O ( t ) x x '  = o 

aus und erhal ten durch In tegra t ion  zwischen t o und T 

(i4) 
T 

to 

H a t  nun  das In tegra l  x t o und T als Nullstellen, so ergibt  sich hieraus 

( I5 )  

T 

.,,(T)_ x,O(,o)--- f 
tu 

Eine solche Iden t i tg t  gilt  selbstverstiindlich auch fiir jedes Paa r  aufeinander-  

folgender  Nullstel len tn, tn+l, so dass wir schreiben kSnnen 

(i6) 
t n+  l 

" f x (t~+l) - -  x'~(t,) = x'~O'(t)dt.  

tn 

E s  ist die hier erhaltene Relation, welehe f i ir  das Stabilith'tsproblem eine entsehei- 

deride Bedeutun 9 besitzt. Doch sind wir in unserer vorhergehenden Publ ikat ion 

n icht  besonders auf diese Frage eingegangen. Wi r  beschr~nkten uns dort  in 

der Tat  auf  den Fall, wo man fiir q)'(t) eine analoge Eigenschaf t  mi t  derjenigen 

hat ,  welche wir in (I I) fiir O(t) angenommen haben, also fiir t--* oo 

(t) "-+ I I h l  <: V I e  . 

Die Eigenschaf t  (I7) involviert  offenbar, /lass q)( t )e ine monoton  zunehmende 

oder abnehmende Funk t ion  sein muss. Schreiben wir jetzt  

P2 t 2  - -  Z (tn+l) - -  X'2(t . )  = .ffXn, tn+l  tn = J t n ,  

so ergibt sich aus (i6) und  (17) 

d x'~ I 
r ( t J  , . + ,  ' 

f x~d t  
t n 
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Im Intervalle Jt,~ ist nun, wie aus der Bedeutung yon (I21) und (I2~) her- 

vorgeht, die LSsung x zwischen zwei Sinusoiden eingeschlossen. Dieselben 

ni~hern sich f i i rn- -*  0r einander asymptotisch in einer Weise, welche mit 

(~9) 
tn -~ V '1' (t n) 

f 
t n 

tn+ l 

f x2dt 
t n 

x~ sin~ []/@(t~)(t-t~)]dt O(tn) 

"-~I 

~quivalen~ ist. Bei Beriicksichtigung, dass 

erhalten wir aus (19) 

(20) 

~t~ V ~ ( t . )  
- ) . I t  

7g 

t n + l  

f x~dt 
tn 

I .  P2 Xn J tn 
2 �9 (t~) 

Hierdurch 1Esst sich (IS) in 

(2 I )  2z137;~ q)(tn) 
r r 

umformen. Da (I1) und (I7) als giiltig angenommen sind, so hat man 

(22) J l o ~  O(tn) , I. 

Ffir die Umformung yon (2I) gil~ jetzt  noch 

~x~ 
t ~  t 2 (23) x~" ,~ log x~ 

so dass wir erhalten 

log x~ (24) 
J log @(t~) 

2 

~I~ 

- -~I .  
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Ha t  man nun fiir t--->~ qD(t)--~a~> o, so erh~lt man offenbar ~us (24)fi i r  

x~ ~ einen endlichen nicht verschwindenden Grenzwert c * ,und  die Integrale sind 

im Sinne yon FATou beschrgnkt. 

integrieren, und man bekommt 

Gilt~ aber @(t)--* 0 oder ~ ,  so liisst sieh (24) 

t~ 
Xn log ~ ;  
X0 

(25) _I log 
2 q)(to) 

wo die feste Nullstelle to in geeigneter Weise gewithlt wird. 

(26) x~  = [q) (t~)] �89 + % 

Aus (25) ergibt sieh 

(0~n ~ 0). 

Man erhitlt weiter 

x" _ _+ [~(t~)]_~+~ ~, 
(27) l/O(&) 

worin wir einen Ausdruck fiir die Beziehungen zwischen den Amplituden des 

Integrals und der Funktion @(t) haben. 

Die erhaltenen Resultate lassen sieh in der folgenden Weise zusammen- 

fassen : 

Sind die Bedingungen (II) und ( I7) f i i r  (I)(t) und die erste Ableilung q)'(t) 

ofiillt, so kb'nnen wit  im Sinne yon (26) und (27) behaupten, Class die Amplituden 

der LSsungen wie [O(t)]-~, die absoluten Betrdge clef Winkelkotffizienten an den 

Nullstellen dagegen wie [q)(t)]~ gedndert warden. Fiir @(t) ~ ~ werden die Oszilla- 

tionsintervalle, welche sich ja wie [q)(t)]-'~ dndern, immer kleiner; dann warden 

zwar auch die Amplituden vermindert, abet dessen ungeachtet verlaufen die Integral- 

kurven zwischen je zwei aufeinande~folgenden Nullstellen in, met steiler. In .umge- 

kehrter Weise verhdlt es sich fiir @(t )~  o. 

4. Im jetzg behandelgen Falle sind die IntegrMe yon (I) in derselben 

Weise mi~ einander gleiehartig wie fiir den wohlbekannten Fall q) ( t )=  a 2. Um 

einen Fall zu konstruieren, in welehem Integrale mit versehiedenari~igen Eigen- 

sehaften existieren, geniigt~ es anzunehmen, dass zwar (I I ) n o a h  besteht, dass 

abet (I7) dutch die Forderung erset~zt wird, dass @(t) monoton wi/ehst oder f~llg, 

so duss also q)'(t) nieh~ das Zeiehen weehseln kann. Es ist aus (I6) ersiehglieh, 

dass x~ mit O(t) zunimmt~ oder abnimmt. Mit; den jegzigen Annahmen ist; es 
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nun vertr~glich, dass fiir eine besondere LSsung x das Integral  reehts in (I6) 

ein Glied einer konvergenten Reihe darstellt. Im extremen Falle kann man ja, 

yon einer geeigneten Umgebung der Nullstellen der L5sung abgesehen, q) ' ( t )~  o 

setzen. Die absoluten Betr~ge der Winkelkoeffizienten an den Nullstellen der 

LSsung streben dann nach einem endlichen nicht verschwindenden Grenzwert. 

Umgekehrt nehmen die Amplituden der LSsung wie [q)(t)]-~ zu oder ab. Wie 

man leicht erkennt, wirkt diese LSsung auf die anderen L5sungen der Differen- 

tialgleichung fiir @(t) ---) r162 abstossend und fiir O(t) --* o anziehend. 

Es l~tsst sich noch ein anderer extremer Fall herstellen, in welchem fiir 

eine gewisse L5sung @'(t) ---- o, wenn yon den n:,tehsten Umgebungen der Extre- 

malstellen zwisehen je zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen der LSsung abge- 

sehen wird. Man hat sogar Grund anzunehmen, dass gleiehzeitig LSsungen yon 

den beiden hier beschriebenen Arten auftreten kSnnen. Bei der jetzigen An- 

nahme l~isst sich das Integral reehts in (I6) durch 

[00(tn+l)- (O(tn)]- J(I)(tn) e(t.) e(tn) 

ann~hernd ausdrficken. Man wird in dieser Weise zu LSsungen gelangen kSn- 

hen, fiir welche die absoluten Betr~ge der Winkelkoeffizienten an den Nullstellen 

sich wie [q~(t)]~ ~ndern, und deren Maximalbetr~ge zwisehen den ~Tullstellen nach 

endlichen nicht verschwindenden Grenzwerten streben. Ein derartiges Integral  

wirkt auf die anderen LSsungen fiir O(t)--* r162 anziehend ~ und fiir q)(t)-~ o ab- 

stossend. Natiirlich kann man sich allgemeiner Fiille denken, wo die oben be- 

schriebenen Lagebeziehungen nicht bei demselben Integrale bleiben, sondern yon 

einer LSsung zu anderen iibergehen. 

Zuletzt sehen wir noch yon der Forderung ab, dass (II) gelten soll, und 

nehmen nur an, dass q)(t) monoton w~chst oder abnimmt. Es ist bereits her- 

vorgehoben, dass im diesem Falle naeh (I6) x~ gleiehzeitig mit @(t) steigt oder 

fgllt. Es sei t~ die Extremalstelle im Intervalle t , - . .  t~+l. Man hat x ' ( t~)= o. 

Aus (I4) bekommen wir die mit (I6) analoge Relation 

~n+l 

(28) x'({,~+~) @({n+l) - x~({~) cP({n) = ; x ~ q)'(t)dt. 
q t /  

t n 

D. h., die Nu]ls~ellen der anderen Integrale haben eine Tendenz sich den Nullstellen dieses 
Integrals zu anni~hern. 
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Man ersieht unmittelbar aus (28), dass auch x~(i,)@(tn) mit O(t)steigt oder f~llt. 

Mit x~(t~) verh~lt es sich aber in der umgekehrten Weise. Wir  schreiben 

Das linke Glied yon (z8) li~sst sich dann in die beiden Gestalten iiberfiihren 

(29) - - 2  - -  - - 2  - -  - -  

Andererseits kann offenbar das Integral rechts in (28) einen grSsseren Betrag 

als entweder xnH-~ @n oder Xn+l-2 H@n nicht besitzen. Hieraus ist ersichtlich, dass 

in (29) zwei zusammenstehende Glieder dasselbe Zeichen nieht haben kSnnen. 

Wenn also q)(t) monoton zu~immt, waehsen aueh die absoluten BetrSge der 

~ukelkoeffizienten an den Nullstellen. Dagegen bilden die Amplituden der LS- 

suugen in den Intervallen zwischen den Nullstellen eiue abnehmende Folge. In  der 

entgegengesetzten Weise verhYlt es sieh, wenn q)(t) monoton abnimmt. 

Betrachten wit jetzt den Fall, wo q)(t) monoton gegen einen endlichen 

Grenzwert a > o strebt. Steigt dabei O(t), so nehmen zwar die Amplituden der 

LSsungen ab, ihre Produkte mit den GrSssen @(in) wachsen aber, und die LS- 

sungen sind stabil. Ist  dagegen @(t) abnehmend, so wachsen die Amplituden 

der LSsungen, ihre Produkte mit den GrSssen @(tn) nehmen ab, und man be- 

kommt auch in diesem Falle stabile LSsungen. Hrenn sich also q)(t)monoton 

eine'm e~dlichen Grenzwert a5hert, so hat die D~fferentialgleiehu,2g (I) stabile Lb'- 

sungen. 

Nun ist es aber unmittelbar verstgndlich, dass es die aus der Monotonitgt 

folgende Eigenschaft ist, dass man in log q)(t) eine Funktion mit beschr~nkter 

Variation hat, welche fiir die letztere Eigenschaft entscheidend is~.  Wenn 

log @(t) eine nicht monotone Funktion mit beschr~inkter Variation ist, so wit- 

ken ja die Intervalle, in denen die Funktion steigt, und diejenigen, in welchen 

dieselbe fgllt, in entgegengesetzter Richtung, was die Stabilit~it befSrdern muss. 

Als hinreichende Bedingung dafiir, dass (I) stabile Lb'sungen hat, ergibt sich also, 

dass log @(t) eiue Funktion mit beschriinlcter Variation darstellt. Bei uubeschriink- 

ter Variation ist es aber fiir Stabilitgt nicht ausreichend, dass log @(t) beschr~nkt 

bleibt. Dies ist insbesondere nicht zu erwarten, wenn ffir eine LSsung die Inter- 

valle, wo O(t) steigt (bzw. fgllt), in der Nghe der Nullstellen und diejenigen, wo 

O(t) fgllt (bzw. steigt), in der Nghe der Extremalstellen liegen. 
17--35150. Acta  mathematica. 66. Imprlm6 le 15 octobre 1935. 
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5. Die  v o r h e r g e h e n d e n  A u s e i n a n d e r s e t z u n g e n  wol len  wir  j e t z t  d u r c h  das  

yon  P E ~ o s  gegebene  Beispiel  be leuch ten .  D o c h  mi t  der  Ver~tnderung,  dass  wi r  

e inen  E x p o n e n t e n  a l lgemein  ~ k schre iben ,  de r  bei PERRON = I gese tz t  wird.  Es  

wi rd  dabei  yon  e iner  L S s u n g  m i t  g e e i g n e t e n  E i g e n s c h u f t e n  a u s g e g a n g e n  u n d  

n a c h h e r  die zu be f r i ed igende  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  gesuch t .  W i r  se tzen  d e m e n t -  

s p r e c h e n d  

(30) x = sin t[c ~ + ( t -  sin t cos t)~] k. 

t t i e r a u s  e r h a l t e n  wir  

(3i) x '~ - - - c os t [ c  ~ + ( t - s i n t c o s t ) ~ ]  k +  

+ 4k  sin ~ t ( t  - -  sin t cos t) [c 2 + (t - -  sin t cos t)~] k-1 . 

Es  e r g i b t  s ich wei te r  

(32) x " =  - -  sin t ic ~ + ( t - - s i n t c o s t ) ~ ]  k + 

+ I 6k  s in ~ t cos t (t - -  sin t cos t) [c ~ + (t - -  sin t cos t)e] k-1 + 

+ 8 k s i n  ~ t i c  ~ + (t - -  sin t c o s  t)2] ~'-1 + 

+ I 6 k  (k - -  I ) s i n  '~ t ( t  - -  sin t c o s  t) ~ [c 2 + (t - -  sin t c o s  t)~] k-2 . 

Es l~sst  sieh j e tz t  @(t) aus  (3o) u n d  (32) be s t immen ,  u n d  m a n  b e k o m m t  

16k sin t c o s  t ( t - -  sin t c o s  t) 
(33) @(t) = I - -  c ~ + ( t - -  s i n t c o s  t) ~ - -  

8 k s i n  4 t  I 6 k ( k - -  1)sin ~ t ( t -  sin t c o s  t) ~ 

- -  c ~ + (t - s in t cos t) ~ - -  [c ~ + (t - -  sin t eos t)~] ~ 

W i e  m a n  sieht,  h a t  m a n  q)( t )-~ I ffir t--~ ~ .  U n d  d o c h  k e n n e n  wir  bere i t s  e in 

I n t e g r a l  (30), fiir  welches  die S t a b i l i t i i t s b e d i n g u n g e n  n i c h t  erfi i l l t  s ind,  i n d e m  

fiir  k > o dasse lbe  zwischen  den Nul l s t e l l en  fiber jede  gegebene  Grenze  w~Lchst 

u n d  fi ir  k < o sich u n b e g r e n z t  an  die t -Achse  schliesst .  

Es  is t  zu u n t e r s u c h e n ,  wie le tz te re  E i g e n s c h a f t e n  aus der  R e l a t i o n  (I6) zu  

e rk l~ren  sind. W i e  m a n  le ich t  s ieht ,  g ib t  es in @'(t)  n u r  das e inzige Gl ied  

I 6 k c o s  2 t ( t - -  sin t c o s  t) 
c 2 + (t - -  s in  t cos t) 2 

welches  ffir die unbeschr i~nkte  V a r i a t i o n  yon  q)(t) B e d e u t u n g  hut .  S i eh t  m a n  

yon e iner  b e s c h r ~ n k t e n  V a r i a t i o n  ab, so liisst s ich dieses Gl ied  d u r c h  
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(34) I 6 k c o s  2t 
t 

131 

ersetzen. Fiir die Nullstel len der LSsung hat  man xn ~ n z  und fiir die Extre- 

malstellen anngherungsweise J C n = ( n + ~ ) ~ .  Wir  finden also, was nach den 

vorhergehenden ErSrterungen zu erwarten war, dass fiir k > o q)(t) in der Um- 

gebung der Nullstellen f~llt und  in der Umgebung der Extremalstel len steigt, 

und  dass es sich fiir ]c < o in der umgekehr ten  Weise verhiflt. 

Fiir die LSsung (3o) haben wir 

x~ 
(3 5) (~  7l:)4: ~ --") I .  

Die Ins tabi l i tg t  ri ihrt  yon dem Faktor  n tk im Nenner  her. Es muss mSgliCh 

sein diesen Faktor  herzuleiten, wenn man  in (I6) fiir O'(t) das die Ins tabi l i tg t  

erzeugende Glied (34) setzt. Da t zwischen n z  und (n + I)Z variieren soll, so 

ist hierbei noch die weitere ge r e in f achung  zuliisslich, dass man t durch ~ er- 

setzt. Da hier (I I) gilt, so lgsst sich die LSsung zwischen nT~ und ( n +  I)Z 

annghernd durch 
p , 

x = x~ s m  (t  - ~ ~ )  

darstellen. 

sich mi th in  

Als das eigentlich wichtige Glied im In tegra le  rechts in (I6) ergibt  

, (n-t- 1) re *~ 

I6kx• ; 2 t d t =  4 kxn . sin 2tcosnz J n 
nT~ 

In  diesem Beispiel bekommt man hiernach aus (I6) 

Ax~ 4k 
- - ' - - ~  I }  
x2 n 

und hieraus ergibt sich das gewiinschte Resul ta t  

Io~ x ~  

(36) 4 k l o g n  ~ ~' 

das ja  mit  (35) in Obereins~immung steht. 
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6. Aus seinem Satze ha t  FATOU die Fo lge rung  gezogen, dass fiir die Gyl- 

d~nsche Gleichung 

(37) x "  + (a ~ + b~ c o s 2 t ) x  = o (b~-< a 2) 

die charakter is t i schen Exponen ten  ~>purement imaginai res  (ou 6gaux s +__ I x)>> 

sind. Es ist nun ffir uns leicht  zu beweisen, dass es sich mi t  dieser Differential-  

g le ichung in der  ganz en tgegengese tz ten  Weise  verh~tlt, indem dieselbe un- 

beschr~nkte  LSsungen  habeu kann.  Es ist hier  bequem in (37) die A n d e ru n g  

vorzunehmen,  dass man  in a)(t) e inen unbes t immten  P a r a m e t e r  tt > o ein- 

fiihrt,  so dass 

(3s) �9 (t) + 2t) 

geschrieben wird. Wi r  be t rach ten  ein In tegra l  mit  der Nullstel le t = - a .  W e n n  

tt mi t  dem Ausgangspunkte  yon tt = o steigt, so n~her t  sich die n~ichstfolgende 

Nulls te l le  stetig, und  fiir einen gewissen W e r t  t t -~  tel ha t  man fiir dieselbe 

t =  a + z .  Die Nulls te l len wiederholen sich dann periodisch, und man  ha t  

t,, = a + n z .  Soll nun  ffir dieses In tegra l  t ier  Mult ipl ikator ,  der  hier  negat iv  

sein muss, = -- I sein, so muss offenbar das In t eg ra l  rechts  in (I6) verschwin- 

den. Dass aber  dies n icht  fiir jeden W e r t  a m5glich ist, l~sst sich durch leichte 

Uber legungen  darlegen.  Am einfachs ten  gesta l te t  sich die Sache, wenn das 

vergnderl iche Glied yon q)(t) klein wird, well dann  die In t eg ra lku rve  zwischen 

n z  und  (n + I ) z  sich durch eine Sinusoide approximieren  l~isst. Setzen wir also 

thb  ~ =  e, so hat  man fiir alas f ragl iehe In tegra l ,  wenn yore F ak to r  2x',~e abge- 

sehen wird, ffir e ~ o ann~herungsweise  

(39) fsin'tsin2(a + t ) d t - ~  ~ " - -  s i n  2 a .  

4 
0 

Dieses 

Per iode  

~rg 
Resul ta t  deute t  darauf ,  dass nu r  fiir a ~ - o  und  a ~ -  der Mul t ip l ika tor  

2 

ist, in welchem Falle man eine einfach periodische Funk t ion  mi t  der  

2 ~  als In t eg ra l  erhiilt, dass fiir s i n 2 a > o ,  d. h. o < ~ < - ,  das In- 
2 

1 H i e r  m u s s  offenbar g e m e i n t  werden,  dams, da zu re in  i m a g i n ~ r e n  E x p o n e n t e n  Z a h l e n  m i t  

dem Be t r ag  I geh5ren ,  ke ine  a nderen  ree l len  M u l t i p l i k a t o r e n  der  I n t e g r a l e  a ls  _ I e r h a l t e n  wer- 

den kSnnen.  
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t eg ra I  keine endliche Beschr~Lnkung zul~isst, und  dass fiir sin 2 6 < 0 ,  d. h. 

zc 
- < a < z ,  das I n t e g r a l  sich a sympto t i s ch  unbegrenz t  der Achse niihert.  D e r  
2 

7C 
vollsti~ndige Beweis fiir die Tatsaehe ,  dass hier  fiir a------o, - der  Mul t ip l ika to r  

2 

- - I  e rhal ten  wird, e rg ib t  sich aus Symmet r i eg r i inden ,  wenn m a n  - - t  fiir t 

subst i tu ier t .  

Es  erseheint  vor t e i lha f t  das P rob l em der B e s t i m m u n g  des speziellen W e r t e s  

#2 in (38), bei welchem ein I n t e g r a l  mi t  den au fe inande r fo lgenden  Nul ls te l len 6, 

a + z exist iert ,  ein wenig  abzuiindern.  W i t  setzen demen t sp rechend  

(40) O(t) = I -4- d + ecos  2t .  

W e n n  wir  dabei  ~ als gegeben  be t rach ten ,  so gi l t  es also ~ als Funk t ion  yon 

und a auszudriicken.  Hierbe i  liisst sich fiir ~ -~  o das H a u p t g l i e d  leicht  best im- 

men.  Es sei x = x~ die LSsung  der  Di f fe ren t i a lg le ichung  

(41 ) x " +  [I + ~ + 8 c o s 2 ( t +  a ) ] x = o  

mi t  den au fe inande r fo lgenden  Nul ls te l len  o, z und x ' ( o ) =  I .  

eine LSsung yon 
Pt  

X + X ~ O .  

W i r  b e k o m m e n  

Es ist x ~ x~ = sin t 

( 4  2 ) 
t ~  t t  

x xl - = + o o s  2 ( t  + 6)] 

I n t e g r i e r e n  wir j e tz t  zwischen o und ~,  so e rg ib t  sich, 

(43) f [~ + e c o s 2 ( t  + a)]xlx~dt=o. 
0 

Fiir  e - - ) o  ist offenbar  auch  ~ - - ) o .  Man  ha t  dann  ann~herungsweise  x~ = s i n t .  

Als Haup tg l i ed  in (43) b e k o m m t  m a n  h ie rnach  

(44) f [ d  + 8 c o s 2 ( t  + a)]sin2tdt r~ ~ - -  8 COS 2 CC - -  �9 
2 4 

0 

W i r  b e k o m m e n  hieraus  

8 
(45) (~ - -  - c o s  26 + . . -  

2 
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und kennen  also in der  En twick lung  yon d das Anfangsg l ied .  Dieses  Gl ied hat ,  

da wir  e > o vorausgese tz t  haben,  den 3 l ax ima lwer t  -~ ffir a---=-o und den Mini- 
2 

ma lwer t  - -  -~- ffir a ~ - .  I n  der  T a t  muss  aueh,  wie wir sofor t  finden werden,  
2 2 

wenn d einen E x t r e m a l w e r t  bekommt ,  das I n t e g r a l  den Mul t ip l ika to r  - - I  haben .  

7. Die  Gle ichung  fiir die Mul t ip l i ka to ren  x~, x~ ist  bekannt l i eh  yon der  

Ges ta l t  1 

(46) x ~ - I x  + I = o .  

Sind die W u r z e l n  h ier  kon jug i e r t  imagin~r ,  so h a t  die Di f fe ren t ia lg le iehung  be- 

schr~tnkte LSsungen.  Sind aber  die Wurze ln  reell  und  verschieden,  so k5nnen  

die LSsungen  n i c h t  beschr~nkt  sein. I-Iat m a n  endlich eine Doppe lwurze l  - - I  

oder  + I ,  so exis t ieren die beiden denkba ren  NSgl ichkei ten ,  dass es en twede r  

nur  eine beschr~nkte  LSsung gibt,  oder  dass s~mtl iche LSsungen  beschr~inkt 

sind. U m  eine ( lbe rs ich t  fiber die h ie rmi t  in Z u s a m m e n h a n g  s tehenden  F r a g e n  

zu bekommen ,  scheint  es vor t e i lha f t  zu sein tt in (38) yon o bis r162 s te t ig  variie- 

ren zu lassen. Die  Mul t ip l ika to ren  var i ieren dann  auch stetig.  W i r  geben  den- 

selben die Ges ta l t  

(47) x 1 , x~ -~  e +-rzi.  

D a  wir  h ie r  aus sofor t  vers t~ndl ichen Gr i inden  r n icht  (rood 2 z ) n e h m e n ,  so 

i indert  sich r s te t ig  mi t  # ,  und  m a n  b e k o m m t  nie zweimal  denselben r -Wer t .  ~ 

Ffir  tt--* o wird das Verhii l tniss des Abs tandes  zwischen zwei Nul l s te l len  eines 

In t eg ra l e s  zu z unbegrenz t  gross.  In  e inem solchen In t e rva l l e  kehren  also die 

W e r t e  yon @(t) immer  5f ter  wieder,  t t i e r i n  l iegt  ein Ums tand ,  aus  we lchem 

m a n  schliessen kann,  dass fiir re--* o der  n ich t  var iable  Teil  yon (38) den haup t -  

s~chlichen Einfluss auf  die Mul t ip l ika to ren  ausiibt.  Ffir  t t - - *o  ha t  m a n  also 

auch r - ~  o.  Bei der  wei teren  Ver~nde rung  ist r i m m e r  im In t e rva l l e  zwischen 

zwei au fe inande r fo lgenden  ganzen  Zahlen  s te t ig  wachsend  und enth;,tlt ke inen  

imag in~ren  Teil. Ein  de ra r t i ge r  Tell  k a n n  n~imlich nu r  zu e inem ganzzah l igen  

reellen Teil  yon r h inzukommen  und g ib t  dann  einen reel len Bei t rag  zum Expo-  

1 Wir verweisen hier auf FORSYTtI,  )> Theory o f  d i f ferent ia l  equations,,, Part III:  >>Ordinary 

liuear equations,, (I9o2), p. 437. 
Doch gilt dies, wie wir sogleich sehen werden, nur, wenn r durchaus reell ist. 
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nen t en  in (47), der  mi t  Nul l  a n f a n g t  und  zu e inem gr5ss ten  Be t rage  w~ichst und  

dann  wieder zu Nul l  he run te r s ink t .  Das #-I~tervall, welches in solcher Weise zu 

einem festbleibenden ganzzahligen Tell yon r gehb'rt, kann man als ein Instabilitdts- 

intervall bezeiehnen. Es l~isst sich aber  noch denken,  dass r bei e inem ganz- 

zahl igen W e f t  keinen A u f e n t h a l t  macht ,  sondern  unmi t t e lba r  wei ter  wiichst. Zu 

einer  solchen ganzen Zahl  gehSr t  kein  Instabil i t i~tsintervall .  K e n n t  m a n  nun 

den Ausdruck  yon 00(t) in e infachper iodischen  Funkt ionen ,  so is t  also die Frage ,  

wie man  die ganzen  Zahlen bes t immen  kann,  zu denen Instabi l i t i~ts interval le  

gehSren.  

Die  Zahl  r (bzw. der reelle Tell  yon r ,  wenn  dieser  eine gauze  Zahl  ist) 

s teh t  in Z u s a m m e n h a n g  mi t  der durchschn i t t l i chen  Anzahl  der  Nul ls te l len  eines 

In teg ra l s ,  indem, wenn  v die Anzah l  der  Nul ls te l len  auf  einer St recke  nJv be-  

y 
zeichnet,  m a n  fiir n--* ~ - - *  r erh~lt.  I n  einem Instabilitdtsiulervalle wird also 

die durchschnittliche Anzahl  der Nullstellen ungedndert. Es muss  .]a auch,  auf  

Grund  der a l te rn ie renden  Lage  der  Nul ls te l len zweier In tegra le ,  fiir diese durch-  

schni t t l iche Anzahl  yon entscheidender  Bedeu tung  sein, wenn fiir ein besonderes  

I n t e g r a l  zwei Nullstel len,  zwischen denen eine gewisse Anzahl  r - - I  ande re r  

Nul ls te l len l iegen kSnnen, den Abs t and  ~ von e inander  haben.  N u n  g ib t  es 

hier  zwei denkbare  MSglichkei ten,  indem en tweder  gleichzeit ig fiir s~tmtliche 

I n t e g r a l e  zwei Nulls te l len mi t  dem gegense i t igen  Abs tand  z exis t ieren kSnnen  

oder  nicht.  I m  zweiten Falle ha t  man  ein zusammenh~Lngendes t t - Interval l ,  f i ir  

welches es In t eg rMe  mi t  dem Abs t and  z zwischen zwei Nul ls te l len gibt ,  und  

eben dieses is t  ein Instabi l i t i i t s interval l .  

Dass  nun  betreffs der  Gyld6nschen Gle ichung zu r - ~  I ein Instabilit i~ts- 

in tervul l  geh5rt ,  s ieht  m a n  auch daraus,  dass  in (45) 6 von a abhi ingig ist. Die  

ex t remen  W e r t e  yon ~ erhi t l t  m a n  fiir cos 2 a - -  - -  I und cos 2a ~ I .  Es l~isst 

sich h ieraus  schliessen, dass m a n  beim A n f a n g  des Ins tab i l i t~ t s in te rva l les  a ~ -  
2 

und  be im Ende  desselben a ~ o hat .  Dieser  U m s t a n d  h~ngt  dami t  zusammen,  

dass, wie i ibr igens eine leichte ~ b e r l e g u n g  zeigt,  auf  den Abs t and  zwischen zwei 

au fe inande r fo lgenden  Nulls te l len eine :4nderung yon q)(t) in der  N~he e iner  

Ext remals te l l e  einen gr5sseren Einfluss als in der Nahe  einer Nulls te l le  iibt. 

Es l iegt  j e tz t  nahe  zu f ragen,  ob fiir die Gyld6nsche Gle ichung  auch  fiir 

andere  ganze Zahlen  als r ~  I Instabi l i t i~ts interval le  existieren. W i r  be t r ach t en  

fiir r > I die Di f fe ren t ia lg le ichung 
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(48) ~ "  + [r * + 6 + ~ c o s  2 (t + . ) ]  ~ = o .  

Es gil t  h ier  fiir kleine ~-Werte 6 so zu best immen,  dass ein In t eg ra l  exist iert ,  

welches t ~ o,  z als Nullstel len und  hierzu noch r ~  I zwischenliegende Null- 

stellen besitzt. Als erste Ann~herung  fiir ein solches In t eg ra l  setzen wir 

x = s i n r t .  I n  analoger  Weise wie in der vo rhe rgehenden  N u m m e r  zu (44) ge- 

langen wir je tz t  zu 

(441) /[6 + ~ e o s  ~ (t + ~)] 6 _  z . s i n ~ r t d t  - -  
J 2 
0 

6 
Man erschl iess t  hieraus,  dass - --* o fiir e --* o. Suchen wir ein In tegra l ,  das 

hier  dieselbe Rolle spielt wie (39) fiir r :  I ,  so e rha l ten  wir 

(391) f s i n 2 r t s i n 2 ( t  + a) = o. 

o 

Das Verschwinden dieses In tegra les  l iefer t  nat i i r l ich keinen vollst~indigen Beweis 

dafiir, dass die LSsungen der Gyld~nschen Dif ferent ia lg le ichung fiir ganze Zahlen 

r >  I beschr~inkt sind. W i r  werden in der  Ta t  finden, dass auch zu diesen 

Zahlen Instabi l i t~ts interval le  gehSren,  wenn auch von n iedr igerer  GrSssenord- 

nung  als fiir r - ~  i .  

8. Wi r  be t rach ten  die Different ia lg le ichung 

(49) x "  + (r ~ +  6 + ~cos2t )  x ~ - o ,  

in welcher r eine ganze Zahl bedeutet .  U n t e r  den beiden iibrigen K o n s t a n t e n  

denken wir uns nur  e als gegeben. Dagegen  soll 6 nur  die Fo rde rung  erfiillen, 

dass es eine LSsung gibt, welche zwei Nullstel len mi t  dem Abs tand  z nebs t  

r - -  I dazwischenl iegenden besitzt. Von vornhere in  sind hier  zwei MSglichkei ten 

denkbar.  Wii rde  es der  Fall  sein, dass s~mtliche In teg ra le  yon (49) gleichzeit ig 

die obige E igenschaf t  erhiel ten,  so w~ire mi t  der  f rag l ichen  ganzen Zahl r keine 

Instabi l i t~t  verbunden.  Bei der anderen  M5glichkei t  exis t ier t  es ffir 6 ein In ter -  

vall, in welchem In teg ra le  mi t  der besprochenen Eigenschaf t  existieren, und eben 

dieses In te rva l l  ist  als ein Ins tabi l i t~ ts in terval l  zu bezeichnen.  An den End- 

punk ten  dieses Interval les  ha t  die Dif ferent ia lg le ichung je eine L5sung,  welche 
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durch einfachperiodische Funk t ionen  ausgedrfickt  wird, wobei als Per iode  z bzw. 

2 z  auf t r i t t ,  je n~chdem r ger~de oder  unger~de ist. ~ u n  werden wir  sogleich 

eine Methode entwickeln,  vermit te ls t  welcher  sich zwei LSsungen mi t  d e r  letz- 

te ren  Eigenschaf t  bes t immen lassen. Eine  von diesen LSsungen wird durch  

1auger S inusfunkt ionen  und die andere  durch lauter  Cosinusfunkt ionen ausge- 

driickt. Es wird abet 6 fiir dieselben verschieden ausfallen, and in der D~ff'erenz 

zwischen diesen 6-Werten haben wir einen Maass fiir die fnstabilitdt. 

Diese LSsungen erhal ten  wir in der Gestal t  yon Entwick lungen  nach e ver- 

mi t te ls t  der Methode der sukzessiven Approximat ionen .  Zu dem Ende  setzen wir 

(5o) x = x0 + x~ + x~ + ... + x,~ + . . . ,  

( ~ I )  (~ = ( ~ 1  -~ ~]  "~ " ' "  -]- ~n  " ~ - " ' ' .  

Dabei  soll das Glied x/ bzw. 6/ den Fak to r  ~/ enthal ten.  Ffir die Bes t immung  

der einzelnen Glieder  yon (5o) bietet  sich ein rekurzives Ver fahren  dar. Es soll 

dementsprechend  x~ der Different ia lg le ichung 

(52) x~ + r~x, + , c o s  2 t .  Xn- -  1 "~- (~lXn--1 -~- (~.2Xn--2 -~- " ' '  "~- ~ X  0 = O 

geniigen. Als Anfangsgl ieder  setzen wir 

(53) x0 ---- sin r t ;  Xo ~ cos f t .  

W i r  unterscheiden also die zweite LSsung von der ers ten durch die Bezeich- 

nungen  ~c/, ~i. 

I n  (52) fo rmen  wir stets P roduk te  in einfache Glieder  um vermi t te l s t  der 

Reduk t ionen  

(54) 
sin n t cos 2 t - ~  I [sin (n + 2) t + sin (n --  2) t]; 

2 

cos n t cos 2 t = I [cos (n + 2) t + cos (n - -  2) t]. 
2 

Soll nun  (52) eine einfachperiodische Funk t ion  Ms In t eg ra l  besitzen, so dar f  

offenbar das yon x~ und x~ unabh~nge Aggrega t  kein Glied in s i n r t  bzw. c o s r t  

enthal ten.  Die hier in  l iegende Fo rde rung  l~sst sich aber  immer  befr iedigen,  da 

wir fiber ein unbes t immtes  Glied 6nsin r t  bzw. ~ c o s r t  verfiigen, und wi t  haben 

hier  das Gesetz, nach welchem diese Gr5ssen 6~, ~ best immt werden. Eine  

oberfli~chliche Be t r ach tung  k5nnte  nun mi t  Rficksicht  auf  die U m f o r m u n g e n  (54) 

18- -35150 .  Acta mathematica. 66. Impr lm6  lo 16 octobre  1935. 
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leicht  zur V e r m u t u n g  fiihren, dass man  aus (52) die Rela t ion fiir s e rha l ten  

wtirde, indem man  die S inusfunkt ionen  mit  be ibehul tenen Koeff iz ienten durch  

Cosinusfunkt ionen ersetzt. Eine nahel iegende  Fo lgerung  wgre dann, dass man  

immer  an = ~, erhielte,  so dass keine Instabilit ; , t tsintervalle exist ieren wiirden. 

Man wtirde aber  d~bei n icht  in der gebi ihrenden Weise  beobachte t  haben,  dass 

bei den U m f o r m u n g e n  zuletzt  auch Funk t ionen  c o s ( - - r t ) ,  sin ( - - r t )  herauskom- 

men, welche durch  c o s r t , -  s i n r t  zu ersetzen sind. Doch kann  dies erst  nach  

r Sehr i t ten  eintreten,  so dass man  fiir  i <  r stets a~=  ~ hat.  Die Differenz 

a -  ~ enthgl t  demnach  stets den Fak to r  d .  Da  man sich wohl in ers ter  Ins t anz  

fiir die Fglle interessiert ,  in denen e klein ist, und tiberdies die Nenne r  in den 

f ragl ichen Differenzen sehr schnell mit  r wachsen, so darf  man  vielleicht sagen, 

dass die GrSssenordnungen der Instabilitdtsbereiche mit wachsendem r abnehmen. 

Fiir die Bes t immung  von x 1 bzw. xl hut  man  

(55) 

x'[ + r2x~ + ~ 
2 

;.'~' + r ~ t  + e 
2 

[sin (1" + 2) t + sin ( r - -  2) t] + a 1 sin r t  = o; 

[eos (," + 2) t + oos ( , ' - -  2) t] § ~, e o s , ' t  = o .  

I s t  r ~ I , s o  

schon fr i iher 

man dagegen 

ergibt  sieh hieraus a t =  ~1 = o  oder dasselbe Resul tat ,  das wir 

durch Vermi t t lung  yon (441) gefunden  haben.  F i i r l  . . . .  I erhgl t  

(56) a, = -*-. ax = - -*- a, - ~ = ~. 
2 ~ 2 '  

Dieses Ergebniss  s teht  in i3bere ins t immung mi t  (45). 

Fi ir  r > I wollen wir die Reehnungen  noeh weiter verfolgen.  Bei dem 

ngchs~en Sehr i t t  n immt  nun  r =  2 eine Ausnahmeste l lung.  Es sei also zuniiehst 

r >  2. W i r  e rha l ten  aus (55) 

(57) 

X l  
e [ s i n ( r + 2 )  t s i n ( r - - 2 )  t ] .  

= ~ [ ( ;  7 ~)~ ; 7 # 2  i :~ ~ ( 1 : :  ? ~ J '  

_ ,  [~o_~(,-? 2it ~os!r-At ] ,  
2 t(i- + 2) 2 - r 2 ,.2 _ ( r -  2) 2] 

Es w~.re hier  er laubt  ein Glied in sin r t  bzw. cos r t  hinzuzufiigen.  Dies wiirde 

aber nu r  eine •nderung  in dem kons tan ten  F a k t o r  des betreffenden In tegra l s  x 

bzw. x bedeuten.  Beim ngchsten Schr i t t  ergibt  sich 
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,, 2 e [s in  (r + 4) t 
X 2 @ ,~2Xg -F 2 I_ 4 ( / " ' ~  I) 4 ( F - -  I) 

(58) 
,, 2' [cos ( r+  4)t cos ( r - -4) t  

sin ( r - - 4 ) t  + 4(r  + I) 4 ( r - -  I ) ]  "4- d~ s i n r t = o  

c o s r t  e o s r t  ] 
4 ( r - -  I) "4"4"4(1"'4" I) 4~7-2 i j1  + d .~cosr t - -  o. 

Man finder hieraus ffir r > 2 

Fiir r = 2 bekommt  man  ans (57) 

8 
(60) x i = - -  sin 4 t ; aq 

24 
e ( c o s 4 t  I ) "  

Man erhiil~ weiter  fiir r =  2 

(6I)  

z ;  + 4x~ .4- ~ ( s i n  6 t  .4- sin 2t)  .4- d2 sin 2t;  

_ , ,  ) 
x~. + 422 + 8- - - -  + 6 c o s 2 t  + d.~coszt.  

Es is~ also 

(62) ~ =  ~ = - - -  
4 8 '  

22 ~2 22 
(1 " ~ 2). 

W i r  kSunen auch leicht  in en t sprechender  Weise  wie fiir r = I, 2 fiir r > 2 

alas Anfangsgl ied  d~--6~ in d -  6 berechnen.  Is t  r gerade,  so enthgl{ 6,. ein 

Gtied, das n ich t  in 6,. vorkommt.  W e n n  dagegen r ungerade  ist, t r e ten  in dr 

and  6r zwei Glieder  mi t  en tgegengese tz tem Zeichen auf. Es ergibt  sich 

(63) 

dr - -  ar = 
2 r 

2r--l(r2 __ i)~(r'~ __ 9 ) ' 2  [p2 __ (1"-- 2)2] ~ 

is r 
(~r-- ~r = - -  zr_b.2(r~ 4)2(r~ - ]6)2... [ ( r ~  ( r - -  2)~)] 2 

(r ungerade) ;  

(r gerade) .  

Insbesondere  erh~ilt man  

62 ~3 84 ~5 
& - - ~ = ~ , - ~ ,  _ ~ ,  , 

I8432 2359296 zSo 
( r =  I, z, 3 ,4 ,  5). 
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W e n n  ~ geni igend klein ist, schliessen sich offenbar die Nulls te l len yon x 

und  ~ unmi t te lbar  den Nulls te l len yon s i n r t  und e o s r t  an. Da die In teg ra le  

s tet ig yon ~ abh~ngen,  so kann  in der hier in l iegenden Eigensehaf t ,  dass die 

durchschni t t l iche  Anzahl  der Nulls te l len auf  einer  Streeke z r i s t ,  keine An- 

derung  eintreten.  Zwei reelle Nulls tel len kSnnen sich ja n icht  in eine doppel te  

vereinigen,  um nachher  kon jug ie r t  imagin~ir zu werden;  aus demselben Grunde  

eine zweite Nullstel le yon x auch n icht  in t ~ b oder  t -~  z i lbergehen, und filr 

kSnnen letztere beiden Punk te  nie Nulls te l len werden, da x eine paare  Funk-  

t ion  ist, und  es sich also um doppel te  Nulls tel len hande ln  wiirde. 

Die Angabe des genauen Konvergenzbere iches  der En twick lungen  yon x 

und ~ nach  ~ scheint mi t  Schwier igkei ten verbunden zu sein. Insbesondere  mils- 

sen wir die Frage  unentschieden lassen, ob man  immer  Konvergenz  bekommt,  

wenn In tegra le  yon den erwilnschten E igenschaf ten  existieren. Bei jeder  neuen  

In t e g ra t i on  treten,  wie das Beispiel (57) zeigt ,  in den N en n e rn  F a k t o r e n  yon der 

Gestal t  2 [ ( r +  2v)~- - r  e] oder  2 [;~2 - -  (r - -  2 v) 2] hinzu, die ~ 8 ( r - - I ) s i n d ;  doeh sind 

filr r =  I die Fak to ren  immer  yon der ersten Gesta l t  und also ~ 8 ( r +  I ) =  I6. 

Hierzu  kommt,  dass man  beim Ubergang  yon Xn--1 ZU X,~ eine grSssere Anzahl  

yon Gliedern zu e rwar ten  hat.  Eine  leichte 0 b e r l e g u n g  zeigt  jedoch,  dass m an  

hier  auf  der  s icheren Seite steht,  wenn man bei j edem neuen  Schr i t t  eine vier- 

mal  so grosse Anzahl  yon Gliedern annimmt.  Diese Gesichtspunkte  genilgen 

schon, um einen ers ten Aufschluss fiber den Konvergenzbere ich  zu geben. Die 

Argumente  der Sinus- und Cosinusfunkt ionen in den LSsungen sind yon der 

Gestal t  (r • 2v) t, und die ~ussersten Argumen te  sind offenbar (r + 2n) t. Da  

dabei, wie leicht  e inzusehen ist, nur  die Argumen te  ( r + 2 n ) t ,  ( r + z n - - 4 ) t ,  

�9 . . ( r - - 2 n + 4 )  t, ( r - - z n )  t vorkommen k5nnen,  wobei r - - 2 v ,  falls < o ,  durch  

2 v - - r  zu ersetzen ist, so vers teht  man, dass, wenn s~mtliche Gl ieder  mi t  dem- 

selben Argumente  in ein einziges Glied zusammengef i lhr t  werden,  man  hSchstens 

n + I Glieder  in x,~ und ~ erh~lt.  K e n n t  man  die dabei resu l t ie renden Koef-  

fizienten, so finder man  unmi t te lba r  einen Ausdruck  filr den Konvergenzbere ieh  

der Entwicklungen.  Le ider  sind wir n ieht  im Stande  einen le icht  i lberschau- 

l ichen al lgemeinen Ausdruck filr diese Koeff iz ienten anzugeben.  

9. Es ist ziemlich einleuehtend,  dass die obigen Methoden  auch auf  e inen 

a l lgemeineren Fall, n~mlich die t I i l lsche Gleichung 

h 

V = I  
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Anwendung  finden, wobei wir annehmen,  dass kein gemeinsamer  ganzzahl iger  

Tel ler  > I fiir die h ganzen Zahlen k~ existiert .  Zu jeder  ganzen Zahl r ge- 

hSren auch hier  zwei In tegra le  x, x in e infach per iodischen Funkt ionen ,  und  in 

den zugeh5rigen Different ia lg le ichungen lgsst sich yon vornherein  @ ( t ) n i c h t  

exak t  angeben, sondern,  wenn man  

h 

(65) q)(t)  = r ~ + d + ~ , ~  cos 2k~t 
1 

sehreibt,  so erhi~lt man  in demselben Maasse, wie die En twiek lungen  fiir die 

In tegra le  for tschre i ten ,  eine Bes t immung  von d in den GrSssen e~ . . . .  ek. Fi i r  

die beiden In tegra le  x und N erhgolt dann  d verschiedene Bes t immungen,  und  

wenn d zwischen diesen liegt, so bekommt  m an  instabile LSsungen.  W i r  ver- 

suchen aueh bier  fiir x und  d mi t  den Entwick lungen  (5o) und  (5I). Fiir  x~ er- 

ha l ten  wir, in Analogie mi t  (52), 

(66) 

h 

x;; + r~xn + ~ e .  e o s 2 k . t . x . - i  + d~xn-~ + d~Xn--~ + "'" + d,~Xo ~ O, 
1 

wobei, wenn wir x0 = sin r t ,  x0 = c o s r t  annehmen,  d~ (bzw. C~n) durch die For- 

derung  bestdmmt wird, dass die Gl ieder  in s i n r t  (bzwl cos r t )  e inander  aufheben  

sollen. Hie r  aber  werden die GrSssen d~ und d,~ homogene  F u n k t i o n en  ~-ter 

Ordnung  yon el, s2, . . .  eh. Wiinschen wir  nun  zu wissen, yon welcher  Ordnung  

das zur ganzen Zahl r gehSrende Instabilitis klein ist, so ha t  man  n u r  

die erste nicht  verschwindende Differenz g~--d~ zu best immen.  Vergegenwi~rtigt 

man  sieh die Ause inanderse tzungen  der vorigen Nummer ,  so ersieht  man dass 

dies zum ersten mal bei der niedr igsten Anzahl  yon Gliedern eintrifft ,  fiir wel- 

che eine Relat ion 

besteht ,  so dass man  

h 

! m~k~ = r 

1 

n = m l  + m s  + ' " + m ~  

hat.  Instabili t is yon 

r - - - ~ 1 ,  ]}~ . . . .  ~h .  F[ir In terval le  

k~ + k~,. 

der  ersten Ordnung  gibt es also nur  fiir  

yon der zweiten Ordnung  ha t  man  r =  2k~, 
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Als Beispiel nehmen wir den Fall h-= 2, k 1 = 2, k~ ~ 5. Fiir die Insta- 

bilitiitsintervalle der niedrigsten drei Ordnungen bekommen wir: 

n -~- I ,  r-~--- 2 ,  5 ;  

n = 2 ,  r ~ 3 , 4 , 7 ,  Io; 

Tt --- 3 ,  r - - -  I ,  6, 8, 9, I 2 ,  I 5. 

Wie fiir die Gyld6nsche Gleichung erkennt man auch hier die Instabili- 

t~tsintervMle erster Ordnung bereits dadurch, dass fiir dieselben d~s Integral 

f 
0 

+ a) s i n ~ r t d t  

nieht identisch verschwindet, wo q)(t) in (65) gegeben wird. 

IO .  Wir wollen in dieser Nummer nachweisen, wie man ffir die Gyld6nsche 

Gleichung die Reihenentwicklungen der LSsungen nuch e in den Instabilit~ts- 

intervallen herleiten kann. Die beiden Integrale mit Multiplikutoren lassen sich 

in der Gestalt e#f(t) ,  e-Ttfl(t  ) schreiben, wo f ( t ) , f l ( t  ) gew5hnliche einfachperio- 

dische Funktionen bedeuten. Da @(t) eine puare Funktion ist, so hat  man fiber- 

dies f ~ ( t ) = f ( - - t ) .  D~ wir die Entwicklung fiir f ( t )  zu kennen wfinschen, so 

substituieren wir in (49), wo wir 6 durch 6' ersetzen, 

X ~  e "It y .  

Es ergibt sich hieraus 

x"  -~- e ~t [Y" + 27y'  + 7~Y] �9 

Es sol[ mithin y die Differentialgleichung 

(67) y"  + 27y' + (r 2 + 6' + 7 ~ + ecos2 t )y~ -  o 

befriedigen. 

e existieren, 

(68) 

(69) 

(7 o) 

Wir denken uns, dass ffir y, d' und 7 Reihenentwicklungen nuch 

Y - = Y o + Y l + ' " §  + " ' ;  
t t t 

6 ' = ~ §  

7 = Y 1 + 7 2  + + 7 n  + .  
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F i i r  7 ~ e r g i b t  sich aus  (7 o) die E n t w i c k l u n g  

(7I) 7 '~ = 7~ + 27~y2 + (7~ + 27ay.~) + . . . .  F2 + F3 -~ . . . .  + Fn + " " .  
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Die  G l i ede r  Yo, Yl . . . .  y n  . . . .  b e s t i m m e n  wir  j e t z t  v e r m i t t e l s  e ines  sukzess iven  

R e k u r s i o n s v e r f a h r e n s ,  u n d  zwar  e r h a l t e n  wi r  fi ir  yn 

(72) yT, -J- 2 t " r yn + e c o s z t ,  y,~-i + 27,y~-~ + "'" + 27nY'o + d'iffn--1 2- 

+ "'" + 6~,Yo + I ~ y ~ - ~  + . . .  + 15,yo ~ -  o .  

I-Iier s ind Y0, Y l , . . .  yn-1 als  aus  d e n  f r i ihe ren  R e l a t i o n e n  schon  b e s t i m m t  zu 

b e t r a c h t e n .  D a g e g e n  k e n n e n  wi r  n o c h  n i c h t  die K o n s t a n t e n  6~, u n d  7n. Die- 

se lben  lassen  sich abe r  d a d u r c h  e rmi t t e ln ,  dass  in (72) die yon  y;~ u n d  y~ unab -  

h i ing igen  G l i ede r  s i n r t  u n d  c o s r t  n i e h t  e n t h a l t e n  di i r fen.  N e h m e n  wi r  als  

A u s g a n g s p u n k t  

(73) Yo- -  c o s a  s i n r t - -  s i n a  c o s r t ,  

so e r g i b t  s ich h i e r a u s  

(74) y'o = r [cos a cos r t  + sin a s in r t ] .  

F i i r  n = I, 2, . . .  F - -  I h ~ b e n  wi r  n a c h  der  8. N u m m e r  dn = 6 , .  Es  lgss t  

s ich h i e r a u s  u n m i t t e l b a r  schl iessen,  da s s  

(75) d ' n =  a n =  ~n; 7 , , = 0  ( n =  I, 2 , . . . 1 " - -  I).  

W e n n  wi r  f i i r  n = = r  die K o e f f i z i e n t e n  f i i r  s i n r t  u n d  c o s r t  in (72) g le ich  N u l l  

setzen,  so b e k o m m e n  wi r  die B e d i n g u n g e n  

d'r COS v~ + 2 ryr  sin a = 6~ cos a ; 6~ sin a - -  2 rTr COS a - -  ~r sin a .  

H i e r a u s  e r g i b t  sich 

(75) dr ~ {~r COS 2 CC -[- Jr sin ~ a ; 7~ = 
(dr - -  Jr) sin a COS 

W i e  m a n  s ieht ,  g i l t  f i ir  d'r die B e s e h r g n k u n g  zwisehen  dr u n d  Jr .  Es m u s s  a u c h  

n a c h  den  v o r a n g e h e n d e n  E n t w i c k l u n g e n  d' zwischen  d u n d  6 l iegen,  u n d e s  is t  

e ine  A u f g a b e  dies d u r c h  die E n t w i c k l u n g e n  f i i r  die  f r a g l i c h e n  GrSssen  zu be- 

sti~tigen. D ie  B e s t i m m u n g  yon  6~ aus  d~ u n d  6~ e r f o l g t  in d e r s e l b e n  W e i s e  wie 
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in (76), so lunge man n < 2 r  hat.  Ffir  n-->_ 2 r  t r e t en  aber  die Gl ieder  in der  

En twick lung  (7 I) yon 7 ~ s tSrend ein. Es lgsst sich auch ohne Schwier igkei t  

nachweisen,  dass s~imtliche Glieder  in der En twick lung  von 7 den F ak to r  

s i na  cos a en tha l ten ,  wie wir  dies fiir das Anfangsgl ied in (76) gesehen haben.  

Dasselbe giIt also auch fiir 7. 

Wi rd  nun  Yo durch  (73) gegeben,  so erh~lt  man  y in der Ges ta l t  

(77) y = cos a F( t )  --, sin a F ( t ) ,  

wobei in F( t )  nur  S inusfunkt ionen  und in F ( t )  Cosinusfunkt ionen auf t re ten .  In  

den ers ten Gl iedern bis y2p-~ s t immen F( t )  und F ( t )  mi t  den En twick lungen  

yon x bzw. s in der 8. • ummer  iiberein. Bei den fo lgenden  Gliedern t r e t en  

aber  ~ n d e r u n g e n  ein, indem F( t )  und F( t )  von sin a und  eosa  abhgngig werden;  

doch in der vere infachten  Form,  dass man  nur  eine Abhgngigke i t  yon sin~a 

und c o s t a  erhglt .  In  der en tsprechenden  Weise  erweist  sich 7, wenn vom 

Fak to r  sin a c o sa  abgesehen wird, als yon sin~a und  cos~a abhi~ngig, und das- 

selbe gilt  f-fir 6'. Es wird mithin  6' n ich t  gegndert ,  wenn als Anfangsgl ied  

von (68) 

(731) Y0 = cos a sin r t  + sin a cos r t  

genommen wird;  dagegen wechselt  7 das Zeichen. Es ist je tz t  e inleuchtend,  dass 

wir die beiden LSsungen yon (49) mi t  Mul t ip l ika toren  in der Gesta l t  

(78) e# [cos a F (t) - -  sin a _~ (t)] ; e - #  [cos a !~'(t) + s i n a F ( t ) ]  

geben kSnnen. Diese beiden In tegra le  fal len aber  zusammen fiir a = o und 

a = - .  W i r  haben dann  die Fglle mi t  e infachper iodischen LSsungen  der 8. Num- 
2 

mer, und  es gehen F(t )  und /~(t) in die dor t  be t rach te ten  In teg ra le  x und  

fiber. In  der bei solchen Frages te l lungen  iiblichen Weise  kSnnen wir aber  in 

diesen Fgllen durch  Grenzi ibergang noch ein zweites In t eg ra l  herlei ten.  1 W i r  

wollen dies fiir a ~ o ngher  ausffihren.  Es sei 

(79) lira 7 
~ o  s i n  a 70. 

1 Man  sehe auch  FORSYTH, l. C., p. 4I  5. 
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W i r  setzen 

(80) X(1) _ _  I [e -Tt [cos a F(t)  + sin a F(t)] - -  ert [cos a F(t)  - -  sin a ~(/)]]. 
2 s i n  a 

Offenbar ha t  X (1) die Bedeu tung  eines par t ikul~ren Integrals ,  das fiir  a--~ o in 

(8 x(') = - r0 t F (t) 

i ibergeht.  Es ist hier  F(t)  die berei ts  bekannte  LSsung x.  Dagegen  ist F ( t )  

n icht  mit  d e m  In teg ra l  ~ der 8. N u m m e r  zu verwechseln,  da *~( t ) in  dieses 

~rg 
I n t e g r a l  fiir  a = -  und nicht  fiir a = o iibergeht.  

2 

Es diirfte ohne weiteres versti indlich sein, dass die obige Methode  auf eine 

al lgemeine Klasse yon Dif ferent ia lg le ichungen A n w en d u n g  finder. Zu dieser 

Klasse gehSrt  die in der vorhergehenden  N u m m e r  besprochene Hil lsche Glei- 

chung  sowie auch die Vera l lgemeinerung  hiervon,  welche man erhiflt, wenn in 

(64) cosk~t du tch  cos(k, t - - f l , )  ersetzt  wird. Doch begniigen wir uns, wenigstens  

bei dieser Gelegenhei t ,  mi t  den obigen Andeutungen .  

Wie ich spi~ter bemerkt  habe, kann  man in der obigen Weise sogar In te-  

grate fiir die an den Ins tabi l i t~ tsbere iehen angrenzenden  Teilen der Stabiliti*ts- 

bereiche erhalten.  Man braucht  n u t  in (73) cos a und sin a dureh  die hyperbo-  

l ischen Funk t ionen  cosh a und i sinh ct zu ersetzen. Dabei  ist  es die durch :Null 

gehende Funk t ion  cos a oder  sin a,  die nacher  in i sinh a fibergeht.  

1 9 - - 3 5 1 5 0 ,  Acta  mathematica.  66. I m p r i m 6  le 16 o c t o b r e  1935. 


