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Dans le pr6sent m6moire je m'occuperai des chalnes discrbtes de Markoff 

et, en premier lieu, des chalnes simples. Je laisse de cStd l'histoire des chalnes 

de 1Yfarkoff aussi que l'exposd de leur ~tat actuel. Le lecteur en trouvera l'ex- 

position bien intdressante darts l'article des hiM. J. Hadamard et M. Fr~chet 

>>Sur les probabilit6s discontinues des dv~nements en chalne>>, publid dans Zeit- 

schrift f i ir angewandte Mathematik und Mechanik, 13 (I933), 92--97 . 

Puisque la th6orie des matrices stochastiques et de leurs z6ros joue un rSle 

fondamental dans la th6orie des Chalnes de Narkoff et est intimement li6e s la 

th6orie des matrices non-n6gatives d6velopp6e par G. Frobenius I j e  commencerM 

mon m6moire par un expos6 des r6sultats de G. Frobenius acompagn6 avec des 

nouvelles d6monstrations ou des indications des d6monstrations des plus graves 

de ces r6sultats et des d6veloppements de la th6orie de G. Frobenius qui sont 

indispensables pour le suivant et qui concernent les matrices stochastiques. 

I .  

C h a p i t r e  I. Matrices non-n~gatives et matrices stochastiques. 

Ddfi~itions et notations. Une matrice carr6e 

( au a12 . . .  a l ~ \  
| 

1 G. Frobenius  a publi6 trois m6moires concernant  les matr ices non-ndgatives:  

I. Ueber  Matrizen aus posi t iven E lementen  I. S i tzungsber ichte  der Akademie der Wissen- 

schuften zu Berlin, 19o8 , 471--475.  
2. Ueber  Matrizen aus  posi t iven E lementen  II .  Ibidem, 19o9, 514--518. 

3. Ueber  Matrizen aus nicht  negat iven Elementen .  Ib idem,  1912 , 455--477.  

I ls  sont  citds p lus  loin eomme Ft .  I, Ft .  2 et ]r 3. 
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o~ les 61dments sont des nombres r~els, est dire non-n6gative si 

~o~ >_- o (6, ~ - -  i ~ ) .  

Nous la d6signons par A ou M t ( a ~ )  et nous 6crirons 

A ~ o  

au lieu des in~gaiit~s pr~c~dentes. On dit qu'elle est positive et on ~crit A > o 

si les ~l~ments a ~  sont tous positifs. 

Une matrice non-n~gative 

~ ~ t ( ~ o ~ )  (6, ~ = ~ )  

est dire stochastique si elle remplit deux conditions: 

I ~ ~ ~0afl "-- I (6,  ~ --" I ~ ) .  

5 ~ Nulle ligne et nulle colonne de q) n'est pas vide, c'est-s ne con- 

tient pas exclusivement des z6ros. 

Une matrice stochastique 

�9 ~ o  ou q ) > o .  

Soit 

une matrice unitaire, off 

q) peut ~tre non-n6gative ou positive selon que 

E -~ M t  (c~) 

Alors, en d~signant gdn6ralement un d~terminant 

par [C[, les ~quations 

Cll C12 �9 �9 �9 Cln  

I z E -  A I --- A(x) = o, 

I ~ E - -  el------ e ( X ) = o  

sont appel~es 6quations caract6ristiques et leurs racines nombres caractdristiques 

ou z~ros des matrices A et q) respectivement. 
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2. Propridtds fondamentales des matrices non-n6.qatives et des matrices stoehas- 

tiques. I. Si  A > o, l'6quation caraet6ri.~'tique A ( Z ) :  o a une racine r qui est 

r6elle, positive, simple et plus grande en valeur absolue que toutes les autres raci~es 

de cette 6quation. 

Le lecteur  t rouvera  une d6monstra t ion de cet te  proposi t ion dans Fr. I (p. 47I). 

La  racine r est nomm6e par  G. Frobenius  racine maximale  de A(Z)-~ o. :Nous 

l 'appel lerons z6ro maximal  de A. 

I I .  E n  ddsignant par A#:(Z) le mineur de l'61dment Z e ~ # - - a ~  du d6ter- 

minant  ] h E - A ]  on a 

> o # = 

si Z>--_r et A > o .  (Fr. I, p. 472). 

On peut  encore dire que la mat r ice  adjointe  de la matr ice  h E - - A  est 

positive pour  Z >--_ r si A > o,  parce que cet te  mutr ice adjointe  est une matr ice  

dont  les 616ments sont A~(~).  

I I I .  Si  A > o, le z6ro maximal  r de A est contenu entre la plus grande et 

la plus petite des quantit6s 

ao = Y,  a ~  (~, # = ~,~) (Fr. I, p. 476). 

IV. Toute matrice stochaslique q ) . a  pour zdro maximal  ~o = I; ce z6ro est 

simple et plus grand en valeur absolue que tousles  autres z6ros de q) si @ est posi- 

t i f  ; en ce cas tousles  mineurs q)~fl(Z) de q)(Z) sont positifs pour Z >--_ I.  

Ce th6or~me est une cons6quence imm6diate  des th6or~mes pr6c6dents de 

G. Frobenius.  En  effet, on 

~ a = ~ . . j ~ a ~  = I pour  a---- i , n ,  

donc, par  I I I ,  Z 0 =  I e s t  le z6ro maximal  de q) si q ) >  o. Les autres  affirms- 

l ions du th6or~me IV d6coulent  de I et I I .  

D'ai l leurs  ce th6or~me peut  ~tre d6montr6 d i rec tement  et tr~s s implement.  

Quel que soil q), positif  ou non-n6gatif ,  on peut  6crire 

= 
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en u joutant  s la premigre eolonne routes les autres, d'ofi l 'on voit que ~o = i 

est un  zgro de q). 

Ensuite,  en par tan t  du systgme 

(~) ~x~ = X xo~o~, (a, fl = T,X) 

qui a une solution non-nulle, si ~ est un zSro de q), on obtient 

d'ofi, pour tout  z~ro de q), 

Ixl_-<,. 

Done, ~o = I e s t  bien z6ro maximal  de @. 

Soit ~ ~ I e t  @ > o. Le systbme (I) a alors une solution 

x~ # o (~ = i ~ ) .  

D6montrons que x~ sont tous d 'un m~me signe. Pour  ee but  nous t i rons du 

systbme (I) une eonsdquenee qui seru tr~s utile duns la suite. 

Supposons que s  + i s i n O )  soit un z6ro de O. Alors l e sys t~me 

(I) aura une solution 

x~ = I xy { (cos 0~ + i sin Oy) (~ = ~ ) ,  

off x~ ne sont pus tous nuls, et on obt iendra de (I) 

I~11x,~l cos(• + @ -  X I~ol ~ o s 0 o ,  
eg 

I ;~ I I x~ { sin (0 + 0~) = ~ I x~ I q~- ~ sin 0., 
Cr 

d'ofi 

(2) I~11x~l = ~ I x~l ~ oos(0~-0~-  e) 
CC 

C'est lu consequence que nous uvions en vue. 

On en d~duit  

(6, ~ = I, ~) .  
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P o u r  2 ~ I 

duns e e  eas 

on a 0 = o  et 0 a = o  ou z ,  done cos (0a - -  0z --  0) = _+ I e t  eomme 

0 5~lx:~l = Y, lx~ ~ ~a: cos(O<,- o~) 
t3 a 

on voit  que, pour  O > o ,  c o s ( O ~ - - O : ) = I  (a, f l = ~ ) ,  done tous O a = o  ou :r 

et tous les x:~ sent  d 'un  m&ne signe. On peut  les prendre  tous positifs et  nul  

ent re  eux n 'es t  pas dgal g z6ro parce que, darts le eas contraire ,  t o u s l e s  autres  

x~ le sera ient  aussi en ver tu  des iden t i t& 

3C ~ 
c t  

ce qui ne peut  pus avoir  lieu, ear @ ( I ) =  o. 

Done, pour  g =  I et �9 > o, le syst~me (I) a une solut ion positive x~ 

( f l = ~ ) .  C'est  une so lu t ion  unique g u n  fae teur  constant  pros et l 'on peut  6erire 

(3) X ~ 1 7 6  " ' '  :X~ = q ) a l ( I ) :  q ) a 2 ( I ) :  " ' "  : (Dan( I )  

d'ofi l 'on t i re  que earl(I) sent  tous diff6rents de z6ro et  d 'un  mSme signe. 

On 6tabli t  ensuite sans peine que 

(4) O'(X) = ~,  (Paa(X), 
t~ 

d'ofl et de la remarque  pr6cddente on voit  q u e  O ' ( i ) : ~ =  O, c'est-g-dire que Ao-- I 

est un z6ro simple de @. 

P renons  ma in t enan t  le syst~me 

(5) z . :  = F . . o ~ o :  (~, 3 = . ,  ~,) 
a 

de n t  l%quation caract6ris t ique est 

@.(Z) = o.  

Soit ~l une racine de eette 6quation. Alors (5) admet  une solut ion non-nulle  

x~ ) (fl = z,n) et l 'on aura  

Iz, I YlxTl_-< YI.(:IZ o: < EIx<:l (<  8 = 2--.-.-~) 

@ &a n t  suppos6e positive. P a r  cons6quent,  routes les racines de l '6quat ion 
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q)~(Z) ~ o sont  en valeur  absolue moindre  que l 'unit& Cela d~montre que q)ll(~) 
est posit.if darts r in t e rva l l e  (I, -F or 

P a r  le mSme proedd6 on ddmont,re que q ) ~ ( Z ) , . . . ,  q),~(Z) et, plus g~n~rale- 

ment,, t,ous les mineurs  pr incipaux des divers ordres que nous d6signerons par  

q) . . . . . .  ~1 . . . . . .  ~(Z) sont  positifs pour  Z ~ I. Mais alors, de la remarque  fait,e plus 

haut, ~ propos des 6gali t& (3), on conclut, que t o u s l e s  mineurs  q)~;()~) sont posi- 

t ifs pour  Z ~ I. 

On peut  encore ra i sonner  au t rement .  Supposons que t o u s l e s  mineurs  non- 

pr incipaux de q)(z) et des ordres moindres  que n - -  I soient positifs pour  Z ~ I.  

Alors les ident,it~s de la forme 

(6) 

nous fon t  voir  que @~;(Z)> o (a, fl ~ I~-,~) pour  Z ~ I.  

I1 ne reste  que vdrifier que t o u s l e s  mineurs  d 'un ddterminant,  comme 

- -q~  ~--cf~i 

sont, t,ous posit,ifs pour  ~ ~ I ,  c~ qu 'on  v6rifie tou t  de suite. Donc  les in4galit,6s 

(7) ~ ( ~ )  > o pour  ~ >_- ~ (~, ~ = ~ )  

sont de nouveau d~montr~es. 

De plus, cet te  d6monst,rat,ion nous fair  voir  la just,esse de la proposi t ion 

suivante : 

V.  T o u s l e s  mineurs de tous les ordres de q)(~) sont positi fv pour ~ ~ 1, 

si @ > o .  

Les m~mes ra i sonnements  appliquds ~ une mat r ice  st,ochast,ique qui a des 

616ment,s 6gals ~ z6ro nous mon t r en t  que t o u s l e s  mineurs  de tous les ordres 

d 'une telle mat,rice sont, non-ndgat,ifs. De cet te  remarque  et, des 6galit,6s 

r = E ~oo(~), ~"(~) = ~, ~ o ~ ( ~ ) ,  . . .  

qu'il  est  facile s ~t,ablir on d~duit le t,h6or~me: 

VI. Pour que ~o : I soit un z6ro de multiplicit6 m de q), i l  f a u t  et i l  suffit  

que tous les miueurs pr inc ipaux  de @()~) des ordres n - - i ,  n - - 2  . . . .  , n - - m +  I 
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soient nuls, l'un au moins des mineurs principaux d'ordre n - - m  ~tant diff&ent 

de zdro. 

3. Matrices ddcomposables et ind6composables. On di~ qu'une matrice 

A = M t  (a~)  (a, fl = ~ ,n)  

est d4eomposable si l'on peu~ la mettre, par une permutation identique des lignes 

et des colonnes, sous la forme 

off P, Q, R, S sont des sous-matriees, P e t  S ~tant des matrices carr4es e~ Q, 

R des matrices rectangulaires, et off l'une des matrices Q et 17 au moins est 

@ale s z4ro. 

La matrice A est ind4composable si nous ne pouvons pus la d4composer 

de la mani~re indiqu4e. 

G. Frobenius a 4tabli les propositions suivantes sur les matrices d4compo- 

sables e~ ind4composables qui s'appliquent presque sans modifications aux matri- 

ces stochastiques. 

o VII. 1 Si un des mineurs principaux de A(r), soit P(r), est 6gal 5 z6ro, 

A(r) est d~composable. Si, en outre, aucun mineur principal de P(r) n'est pas dgal 

z6ro, P(r) est une des parties inddcomposables de A(r). (Fr. 3, P. 459, III). 

r signifie ici, comme plus haut, la racine maximale de A(),)= o. Remar- 

quons encore que iP(r) es~ dit partie ind4composable de A(r) si la matrice cor- 

respondante P e s t  ind4composable, /) et P(r) 4ta.nt li4s par la relation 

P(,.) = I r F -  P I. 

o VIII .  Si la mab'ice A est ind~composable les n quantit4s 

aill a(21 ., a~ f l l  
aS, q ,  

ne peuvent pas sYvanouir toutes en m~me temps pour aucun choix des indices a, ft. 

(Fr. 3, P. 46I, IV). 

1 Par le signe o plac4 devant  le num4ro d 'un  th4or~me nous indiquons  que ce th4or~me, 

avec des modifications convenables qui sont  toujours  4videntes, es~ appl iquable aux  matr ices sto- 

chast iques  les plus  g4n4rales, c'est-~-dire ayan t  des 414ments quelconques. 

20--35150. Actamathematica. 66. Imprim4 ]o 17 octobro 1935. 
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On ~ pos6 iei 

I pour  a - - f l ,  a(~ 

( o  pour  a=4=fl; 

(2) = :~ aafl ~ aa7 a,i~; 
7 

a (~) a = (2) 
a 5  = o, . Z a o , a . ;  

7 ? 

etc., e'est-s a(f} sont les 61~ments de A k. 

P a r  contre,  dans une matr ice  d6composable on peut  toujours  indiquer  les 

indices a, fl tels que a(f} = o pour  k ~  o, I, z , . . . .  Cela d6coule de l ' ident i tg  

A k 

qui a lieu, si l 'on a la d6eomposi t ion 

A = 

( pk o ) 

Q~: R k  

;) 
o IX.  Pour que r soit le zgro maximal de A de multipliciti  k, il f au t  et il  

suffit que k des parties inddcomposables de A(~) se r~duisent ~ zdro pour ~ = r. 

(Fr. 3, P. 461 , V). 

Supposons que A soil ddcomposable eomme il suit:  

A = I 
-P] 1 o o . . .  o 

 2::2 2 iii L) 
off P .~  sont des sous-matrices de A,  P . .  6rant des mutr ices carr6es ind6compo- 

sables. Alors le thdor~me 6nonc6 veuL dire que la condi t ion n6cessaire et  suf- 

fisante pour  que r soil le z6ro maximMe mult iple d 'ordre  k (k G m) est l '6va- 

nouissement  de k des quanti t6s P. . (~)  pour  . ~ - - r ,  en posant  toujours  

I X  bis. Pour que ~o-- I soit un z~ro de multiplicit~ k de la matrice stocha- 

stique @ il f au t  et il suffit qu'elle air, raise sous la forme 
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/ L n  o o . . .  o 

q ) =  ( L , ~  L.2~ o . . . o ) m ~ k ,  

\ Lm ~ Lm 2 Lm a . . .  L , , ,  / 

k champs diagonals ind&omposables et isol&. 

Nous appelons les sous-matrices L~# champs de q), les sous-matrices L ~  

champs diagonals  de q) e~ nous disons qu 'un  champ diagonal  L~,  est isol6, si 

les champs 
.L~ ,  L~2, . . . ,  L~,a-1, 

situ6s dans la mSme ligne avec L~, ,  sont tous nuls. 

La  suffisance de la condi t ion 6nonc6e se manifes te  de ce que 

L~,a~, L~2~, �9 �9  Laka k 

6tant  ind6composables eg isol6s les 6quat ions 

admet t en t  chaeune Z 0 = i comme une racine simple. 

P o u r  fa i re  voir  sa n6cessit6 remarquons  d 'abord  que, par  le th6or~mc pr& 

ogden,, q) a k champs diagonals  inddcomposables ad m e t t an t  2 o - -  I comme z6ro. 

Donc on doit  avoir  

Lo~oi (,) = o (i - -  i ?k) 

L~i, i 6rant ind6composubles.  D6mont rons  que ces chumps sont  en outre  isol~s. 

Consid~rons un de ces champs en le d6signant  par  L ~ .  Puisqu ' i l  est in- 

d6composable t o u s l e s  mineurs  de L ~ ( I )  sont positifs, comme il r6sulte du 

th6orSme X [ I  d6montr6 plus loin et  ind6pendemment  de I X  bis. 

Supposons que 

L~I, L~2, . . . ,  L . . . .  1 

n e s o i e n t  pas tous nuls. Alors, en d6signant  les 6[6ments de L,~  par  ~p~ 

(7, 6 = I, s; s - - o r d r e  de L ~ ) ,  n o u s  concluons que les sommes 

= ( r ,  = 
d 

ne peuvent  pas 8tre ~outes 6gales g I. Soit  

470 =~= I ,  do r i c  ~ I .  
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Ajoutons maintenant s la colonne 6 de L~(Z) routes les autres colonnes et 

d6veloppons L~(~) suivant les 616ments de cette colonne: nous aurons 

= + . . .  + ( Z - - * P r o )  + ' + ( Z - -  

off T~6 sont les mineurs de Lr de la colonne 3. On voit de cette identit6 

que ~ o =  I ne peut pas 4tre un z6ro de La~, parce que T ~ ( i ) s o n t  tous positifs, 

L~, 6rant ind6composable, et I -  ~p~o est plus grand que z6ro, donc L ~ ( 1 ) >  o. 

On en conclut que L ~  doit 4tre isol6, puisque L ~ ( I ) =  o e~ L~, est in- 

d6composable: la n6cessit6 de notre condition se trouve ainsi d6montr6. 

X.  S i r  est le zgro maximal  multiple de A ,  une des alternatives dolt avoir 

place: ou il est dgal au plus grand des dl~ments a ~  ou, s'il ne l'est pas, dans tout 

mineur principal d'ordre n - -  i de A(~) s'dvanouit pour ~ -~ r un mineur principal  

d'ordre n -  2. (Fr. 3, P- 461, VI). 

Nous avons vu (IV) que le zdro maximal d'une matrice stochastique es~ 

toujours dgal ~ l'unitd. Donc, le th6or~me X, appliqu6 aux matrices stochasti- 

ques, peut s'6noncer comme il suit: 

XI. Si  ~o = I est un z&'o multiple de q), ou l'un des ~l~ments qD~ est ~gal 

I (et alors tousles  autres ~l~ments de la ligne a sont nuls) ou dans tout mineur 

principal O ~ ( I )  (a-~T,-n) de O(I) s'~vanouit l'un des mineurs O ~ [ ~ ( I ) .  

o XII .  Si  A est ind~composable tous les mineurs A ~ ( ~ )  sont positi fs  pour 

On ddduit des thdor~mes VII  et X I I  que la condition ndcessaire et suf- 

fisante pour qu'une matrice non-ndgative A soit ind6composable est que t ous l e s  

mineurs A~fl(g) doivent 4tre posRifs pour ~ ~ r. 

4. Matrices stoehastiques d~composables et ind~composables. Nous ajouterons 

aux th6or~mes expos6s darts le numdro pr6c6dent quelques autres qui sont dans 

le m 6 m e o r d r e  d'iddes et qui concernent spdcialement les matrices stochastiques. 

XI I I .  Soit 

une ddcomposition de q), o~t R est ind~eomposable et P positif. Alors, pour que 

~o--  I soit un z&'o multiple de O, il  f a u t  et il  suffit que Q soit nul. ~ n  ce cas 

Zo= I est un zgro double de ~ .  
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La  suffisance de la condi t ion 6nonc4e est presque 4vidente. /~ est  une 

mat r ice  stochast ique,  si Q - - o ,  donc a Z o = i pour  z6ro qui est alors, pour  P ,  

simple, car P est positif.  En  ce cas 20 ~ I est  un zdro double de q), parce  que, 

R grant  une  ma%rice s tochast ique et  ind4eomposable,  Z 0 == I est  un  z4ro simple 

de R et  @(Z)=/)(Z) / t (Z) .  

D4mont rons  la n4cessit4 de la condit ion.  Nous  avons dgj~ remarqu4  que 

20--  I e s t  un  z4ro simple de R .  Pa r  cons6quent,  il ne peut  6tre un z4ro mul- 

t iple pour  (P que sous la condi t ion que P(Z) s '4vanouisse pour  Z----I, parce que 

q)(~) = P(Z)R(Z). 3{ais P >  o, doric (III) le z4ro maximal  de P doit  @tre con- 

tenu  entre  la plus grande  et la plus pet i te  des sommes de ses 41dments prises 

par  lignes. I1 y aura i t  ndcessairement  parmi  ees sommes des sommes moindres  

que l'uni~6 si Q contena i t  des 41dments non nuls et  alors le zdro maximal  de P 

ne pour ra i t  pas ~tre 4gal s i. Done, pour  que P ( I )  soit 4gal ~ z6ro, il f au t  

que, P 6tant  positif,  Q soit  4gal s zdro. 

Remarquons  iei que, suivant  la terminologie  de G. Frobenius,  la mat r ice  

( P e s t  dire compl~tement  d6composable si elle peut  @~re raise sous la fo rme telle 

que, par  exemple,  

q ) =  Q , 

o 

off tous les champs sont 4gals s z4ro sauf les champs diagonals.  

Pour que Z 0 =  I soi~ un zdro multiple de @ il  f a u t  et il  suffit que XIV. 

les mineurs 

(~= 1,2, . . . ,~--I,~]-{- I , . . . , n )  

soient nuls pour tout 61dment q~# 4 = o. 

En effet, prenons @#fl(Z) et a joutons  s une colonne quelconque,  soit 7 (74=fl), 

de ce ddterminant  routes les autres  colonnes. Alors, en d4veloppant  ~##(Z) sui- 

r a n t  les 414ments de cet te  colonne, nous aurons  

o~x 

Cr 

(~=  I, 2, . . . , ~ - -  I,~]-[- I , . . . , ~ ) ,  

p 

~= = ~ + ~2 + "'" + ~-- I -- ~. 

Soit  ma in t enan t  Z ~  I un z4ro mult iple  de @. Alors, par  VI, on doi~ 
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avoir O ~ f l ( I )  = o ( f l  ~ l ~ n ) .  Mais on a toujours Ofl~,]fla(I) ~ O e t  I - -  ~0~ = ~=fl, 

donc, si r =~ o, on dolt ~voir (Pfl~lfl~(l)= o pour tout 7 ~= fl- 

Inversement, si pour tout  ~ f l  ~ o on a 

~#yifla(I)--~O ( 7 =  1 , 2 , . . . , f l - - i , / ~ + I , . . . , n )  

on aura ~Ofl:(i)=O ( f l=~ ,n )  et Z---- I seru au moins un z6ro double de O. 

X V .  S i  l'on a la d6composi t ion 

/ L n  o o . . .  o 

\ L . ~  ~ Lm ~ Lm ~ . . .  L.~.~ / 

et s i  le sys t~me 

a une  so lu t ion  pos i t i ve  

on aura  

Ct 

> o (# = i : - . )  

L~ 1 z o ,  

Ls i  ~ L ~  -~- o ,  

Lm l ~ Lm 2 . . . . .  Lm, m-1 ~- o ,  

et les matr i ces  L : :  ( a - -  ~, ,~)  auron t  Zo = I p o u r  z6ro m a x i m a l .  

Ce th6or~me est une simple cons6quence du th6or~me XI I I ,  Fr. 3, P. 466. 

M~is nous le d4montrerons ici, en su iwnt  les raisonnements de G. Frobenius, 

pour introduire quelques d6finitions et proc6d6s qui seront utils dans la suite. 

Soit, pour simplicit6, 

@ =  R 

T 

P, R, U 6rant des sous-m~trices carr6es des ordres k, l, m respectivement. 

syst~me 6crit plus haut peut ~tre mis sous la forme condens6e 

(s) x = x 

Le 
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qui est usuelle dans la th6orie des matrices. En posant 

x ,  = ( ~ ,  x~, . . . ,  x~), x~ - - ( ~ + 1 , . . . ,  ~+, ) ,  x~ = (~+~+~, . . . ,  x~) 

on peut remplacer (8) par le syst~me 

X I = X 1 P +  X.~Q+ XsR,  
(9) 

X~ := X,,. R + Xs T, X3 = Xs U. 

De m~me, le systbme adjoint de (8), 

( I O )  ilia = Z ~(,qy;-I (q, fl = i.~i) 

o n  

(I t )  Y =  q) Y ,  

peut 4tre remplac6 par le systbme 

G =  I' J~, G - -  ~2 G + ]~ �90 

G =  s ' y ,  + T G  + u G .  

Le systhme (II) a une solution positive 6vidente 

(I3) y~--- I (a =-: l,i~) 

que nous d6signerons par Yo. Supposons que (8) air une solution positive Xo: 

x )  > o ,  (~ = ~ ; ) .  

Alors on peut 6crire 

d'ofl 

done 

~0 ) rO 0 x ~ }7 o = x , 1  }., + x~  Q }~o, + XOR :1~o, 

= .o .o X o ~o o 1 I~,~~ X 1 t ~ + ~  ~QI~  + X3 

"~ 0 0 ~0 .. ~ t j Y ~  + X ~ R )  ~ = o ,  

X ~ R vo x ~ 1 7 6  . 3 ~ , = : o  

puisque les produits scal~ires X ~  yo et X ~  y0 sont non-n6gatifs. 

montrent qu'on dolt avoir 

Q = o ,  R = o  

" ~ 0  car X ~  X 3 > o  et Y ~  

Ces 6g~lit6s 
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En mul t ip l ian t  ensuite l '6galit6 X ~  X ~  + X ~  par  Y~ et  en t en an t  

X a T  Y.~ = o, Y2 = / ~  ~Ys, on obt iendr~ d'ofi T = o.  comp~e que o o o o 

Done Q, S, T sont 6gals s zdro. P a r  cons6quenb P,  R, U sont des matr ices  

stoch~stiques et s = 1 est le z6ro maximal  de chacune d'elles. 

XVI.  Si @ est ind6composable, reals, pour un m entier et positif, @m est 

d6composable, q)'~ cst compl~tement ddcomposable. 

(9 6rant ind6composable tou t  mineur  q)~fl(I) est posi t i f  (par XII ) ,  done 

g0--~ I e s t  un z6ro simple de q) et le syst~me X =  X~O admet  une solut ion posi- 

t ive X ~ Alors on peut  6crire 

X ~ 1 7 6 1 6 2  2 ou X ~ 1 7 6  ~. 

De m~me on aura  X ~  X~ 3 et ainsi de suite. 

X = X(/) ~ admet  une solution positive. 

On a ensuite  

et g6n6ralement  

Donc  X ~ 

( 1 )  = 1, 

( 3 )  : ( 2 )  

= X~162 le syst~me 

d'ofi il r6sulte que 1~ matr ice  q)~ est une matr ice  s tochast ique et le syst~me 

Y = @~ 1( admet  la solution yO = 1 (a = ~ ) .  

P a r  cons6quent,  en ver tu  du th6or~me XV, ~0~ est compl~tement  d6com- 

posable. 

Nous concluons ce num6ro en ind iquan t  le thdor~me impor t an t  suivant ,  

du "~ G. Frobenius :  

o X V I I .  Une matrice d6composable A ne peut pas @tre d6composd en parties 

(ou champs) inddcomposables de deux mani~res diffdrentes. (Fr. 3, P. 474, w 12). 

On suppose toujours  que A est non-n6gatif .  

5. Matrices primitives et imprimitives. Nous dirons avec G. Frobenius  

qu 'une matr ice  non-n6gative A est pr imit ive si son z6ro maximal  r est plus g rand  

en valeur absolue que tou t  aut re  z6ro r '  de A: ] r [  > ] r ' ] .  P a r  eontre,  la mat r iee  

A est imprimitive,  si parmi  les z6ros r '4= r il y a tels que I f ' I - - - - [ r  I. 
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De mgme, une matr ice  s tochast ique q) esL dire pr imit ive si tou t  son z6ro 

Zh, diffdrant de ~0 = I,  est tel que ]Zh] < i .  S'il y a p~rmi ces z6ros ).h de tels 

que J )~]- - -~ ,  nous dirons que �9 est imprimitive.  

Nous  exposerons muintenanL les th6or~mes les plus impor tan ts  sur les nm- 

trices primit ives et imprimit ives t rouv6s eL d6montr6s par  G. Frobenius  et quel- 

ques th6orgmes nouveuux qui concernenL en pa r t i cu l i e r  les matr ices s tochast iques 

primitives eL imprimitives.  

o X V I I I .  Si A est une matrice .~wu-ndgative et primit ive une de. ses puis- 

sance, A p, est pos, itive aussi que routes les puissa~wes suivantes A p+~, A P ~ 2 , . . . .  

Inversement, si l'une des puissa~ces de A est positive, A est une matriee primitive.  

(Fr. 3, P. 463, IX). 

o XIX .  Dm~s une matriee imprimit ive A tous ses dldme,nts pri,ncipals, a~,, 

sout nuls. (Fr. 3, P. 463, X). 

o XX. Ibute puissa~ee d'une mab'ice primitive est primitive. Et  si, ~ dtant 

l'ordre de A ,  A ,  A ~" . . . . .  A" sont ind~composable, A est primitive. 

(Fr. 3, P. 464, XI). 

o XXI .  Soit 
q~(~) = Z" + a')."' + a " U '  +---  

jbnction earact(iristique d'une matriee indOcomposable ~wn-n[gative A ,  oir n > n' > n" > ... 

e t a ' ,  a", . . .  sont diffdrents de zt;ro. Soit k le plus grand diviseur eommun des dif- 

fdrences n -  n', n' - -  n", . . . .  Alors A est primitive,  si k := I.  Par  contre, A est 

imprimitice, si k > I,  et alors A k est la plus basse puissance de A qui se ddcompose 

eompl~tement en parties primitives dont le hombre est k. Si  l'on pose 

q~(~) = Z,, + a~i '~-k + a2X '~-~k + �9 + a,,,X ''-'~k, 

~,(Z) - :  ).'~ + a~)~ m - I  + a.~Z,,,-2 + . . .  + a ,n,  

l'g~quation ~p(~) == o a une racine qui est positive, simple et plus grande e,n valeur 

absolue que route aub'e de ses racines. (Fr. 3, P. 468, XIV).  

o X X [ [ .  Soit A une matrice non-ndgative, inddcomposable et imprimitive, dont 

la plus basse puissance, qui se ddcompose compl~tement en parties i~dico.mposable et 

primitives, est A ~. Alors, par une permutation identique des lignes et des colonr~es, 

o~ peut la mettre sous la Jbrme eyclique suiva~Tte 

21- -35150 .  Acta  mathematlca. 66. Irnprlm6 le 17 octobre 1935. 
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(I4) A -= 

0 LI~ 0 . . .  0 \ 

o o : . .  o | 
0 0 0 . . .  Lk- - l , k  I ' 

L k l  o o o / 

oi, toutes les parties, ou sous-matriees, sont nulles, saul  LI~, L~ ,  . . . ,  Lk--l,k, Lkl.  

(Fr. 3, P. 469, w 9). 

Nous appellerons dans la suite Li~, L~.~,.. . ,  L~I champs principaux de la 

matrice imprimitive A mise sous la forme (I4) et routes les autres sous-matrices 

L ,  fl champs non-principaux. 

Nous dirons que la matrice ind~composabte et imprimitive A est de l'indice 

k, si la plus basse puissance de A, qui se d~compose compl~tement en parties 

primitives, est A k. Nous dirons aussi qu'une telle matrice est cyclique de l'in- 

dice k. Cette d6nomination est justifi~e par le fair qu'elle peut gtre raise sous 

la forme indiqude (14) et aussi par les consid&ations suivantes. 

Supposons que A soit ind6composable. Alors A ne peut pas contenir des 

colonnes ou des lignes dont t o u s l e s  61dments soient nuls, de sorte que route 

colonne et route ligne contiennent au moins un 61~ment a ~  qui n'est pas nul. 

I1 en rdsuite que nous pouvons toujours trouver une suite d'414ments 

qui sont tous diffdrents de z&o, les indices a, i l l , . - . ,  ilk-1 dtant tout diffdrents 

Fun de l'autre. Nous appelons une telle suite cycle de l'ordre k de la matrice 

A et A matrice cyclique de l'indice k, si tous ses cycles sont des ordres divi- 

sibles par k, k ~tant le plus grand diviseur commun de ces ordres. 

I1 est clair que a ~  = o (a----i)~), si k >= 2, et que a~,-----o routes les fois 

que a,~ =4 = o, si k > 2. 

On peut maintenant  ddmontrer le th~or~me suivant. 

o XXII I .  Pour qu'une matrice non-ndgative et ind~composable A ait pour z&os 

toutes les racines de l'dquation 

(I  5) ,jk __ ,Fk = O, 

o~ r e s t  le z&o maximal de A ,  il fau t  et il suffit que A soit une matrice cyclique 

de l'indice k. 
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Ce thdor8me est d~montr6 dans ma note  de Bullet in de la Soci~td 3/Iathg- 

mat ique de France,  L X I  (I933), pp. 2 1 9 - - 2 1 9 .  Je  reprodui ra i  ici sa d~monstra- 

tion, car  il joue  un r61e impor t an t  dans la suite. 

Nous commencerons  par  la d6monst ra t ion  de la suffisance de la condit ion 

~nonc6e. 

On peut  6crire le d~veloppement  du ddterminant  A(Z) dans la forme 

(I6) 
h : l  a (h) 

Ol~l [(%lq~... ~%n] = - ~  I OU - - I  suivant  que la pe rmuta t ion  al, a,, . . . .  , a,~ des 

nombres  I, 2 , . . . ,  n consiste d 'un  nombre  pair  ou impai r  d ' inversions et 

d~signe une somme prise pour  routes les permuta t ions  al, a ~ , . . . ,  a .  qui laissent  

fixes n - -  h des indices I, e, . . . ,  n, ces indices ~tant pris duns routes les combi- 

naisons possibles et les ~ldments correspondants  ah; ,, a~.~,.,, . . . ,  a;._hi,~_ h, qui 

en t ren t  dans le produi t  a l~ , a2~ , . . ,  an%, ~tant  remplac~s par  l 'uni t& 

Or la matr ice  A est cyclique de l ' indice k, donc, sous le signe ~ on 
(h) 

ne rencont re ra  que des termes composds de cycles ayan t  des ordres divisibles 

par  ]c, d'ofi il r~sulte que le hombre  h dolt  6tre un mult iple  de ]c. On en voit  

que A(Z) peut  8tre dcrit sous la forme 

(I 7) A(Z) -- Z ~ + AtZ '~-k + A~Z n-'2k + . . '  + A~Z '~-~,  

off t t k  <= n .  

Soit  ma in t enan t  Z 1 une racine quelconque de (IS). On aura  

A(Z1) = Z':[I + A i r  - k  + A2r  -2k  + . "  + A , r  -~k] 

- -  r [~ -b A1 rn-k -t- . "  + .A,r n- 'k] 

= A (r) - o ,  

ce qui prouve la suffisance de no t re  condition�9 

Remarquons  qu 'on obt ien t  aussi l '6galit6 (I7) en pa r t an t  

bien connue 

- -  I--(- Z a . . . .  -t- ~"  a . . . .  ! 

de la formule  
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Pou r  d6montrer  la n6cessit~ de la condition, prenons une des racines primi- 

tives de (I5), soit  

Z l = r  c o s ~ + i s i n  

Alors le systgme Z~X ~ X A  aura une solut ion non-nulle 

x~ = I x~l (cos 0~ + i sin 02) (~ = ], n) 

et  l 'on peut  6crire, en ver tu de la relation (2), 

(~, # = q~) .  

Cette 6galit6 nous montre  qu'on aura 

(,9) ,'lx,ul < ~ , l * a l a ~ ,  ( = , # =  ~ )  
c~ 

,o r o ,.o on  .ons  roo er si 
~ r 

que eette supposi t ion est impossible. 

Soit cos (0.  --  0, - -  ~ )  . I pour  un a~,:4=o. Alors nous aurons (I9). La  
~ o~ / 

eonclusion res~e vraie bo fortiori,  si cos 0 ~ -  0/~ . . . .  4= I pour  tout  a ~  4= o. 

Remarquons  maintenan{ que, A 6rant ind6eomposable,  tous A ~ ( r ) s o n t  posi- 

tifs (par XII) ,  done le syst~me r Y = A Y a une solution positive 

yo > o (~ = V,~). 

1VIul~iplions les deux cSt~s de (~9) par y} et raisons la somme pour  f l =  1 .n :  on 

aura  une impossibili t6 

Done 

5Iais nous  avons remarqud plus hau t  que la matr ice  A, qui est ind6com- 

posable, dolt avoir  des cycles tels que 

a~2,, a~,~,  . . . .  , a~m-,l~, 
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off tous les ~l~ments sont diffdrents de zdro. 

COS a - -  - -  --- I ,  . . . ,  COS 

on  

P a r  consequent ,  pour  un tel  cycle, 

( O ~ m _ l - - O , , - - k ~ )  = l  

2:7~, 
O,  - 0~ ,  - -  k-- = 2 a~ ~ ,  . . . ,  0 ~ , , _  1 - -  

2~rg 
t 9 ,  - -  ~ -  = :  2 ffrn Z~ , 

a,, a ~ , . . . ,  am ~tant des n0mbres  entiers. En a jou tan t  ees ~galitds on obt ient  

2 7 ~  

- m -  k - -  z (o~ + ,~ + .  + ,~,,)~, 

d'ofi il rdsulte que m doit  8tre divisible par  k. 

De cet te  mani~re nous voyons que les ordres de t o u s l e s  cycles doivent  

~tre des mult iples de k, si A admet  comme z~ros les racines de li~quation (I5): 

la n~cessitd de notre  condi t ion est ainsi ddmontrde. 

On peut  ma in t enan t  voir qu 'une matr ice  de l ' indice  k est en m~me temps 

une matr ice  cyclique de l ' indice k et inversement .  En  effet, si A est de l ' indice 

k, on peut  l '6crire sous la forme cyclique (I4), &off l 'on volt imm~dia tement  que 

A est cyclique de l ' indice k. Inversement ,  si A est cyclique de l ' indice k, son 

~quation caract~rist ique est n~cessairement de la forme (I7), donc A ne peut  

~tre que de l ' indice k e~ doit  8tre r~ductible '~ la forme (14). Ainsi nous pou- 

vons conclure : 

o XXIV.  Pour qu'une matrice non-n~igative et inddcon~posable A soit cyclique 

de l'indice k, il faut  et il suffit qu'on 2uisse la mettre sous la forme (I4). 

Tirons  quelques cons6quences du thdorSme X X I I I .  

o XXV.  Si A ( o ) ~ : A 4  ~o, la matrice A ncpeu t  ~tre cyclique que d'un in- 

dice qui est un diviseur de l'ordre de A .  Donc, si l'ordre n de A est hombre 

premier, A est ou non-cyclique o2, cyclique de l'indice n. 

Dans le dernier  cas on peut  met t re  i t  sous la forlne 

A = 
I 0 a1~ 0 . . .  o 1 o . . o  . : . . . . . o . .  

0 0 0 �9 �9 �9 a n - - i  n 

an1 0 0 �9 �9 �9 0 
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o XXVI.  Si  A est une matrice inddcomposable et cyelique 

l'~quation caract~ristique de A peut dcrite comme il suit: 

A (Z) = Z ~ (Z ~ -  r ~) (Z ~ -  C~r~) .-. (Z ~ -  C.,  "~) = o, 

o/e 

de l' indice It, 

~o et let1< ~, . . ,  le,l< ~ ( , + , k + k = . ) .  

6. Propridtds des mineurs des matrices stochastiques. Duns ce numgro nous 

consid6rerons exclusivement les matrices s~ochastiques eL leurs mineurs. Nous 

appelons mineur  q)~ de la matr ice q) la matrice qu 'on obtient en suppr imant  

duns q) la ligne fl et lu colonne a.  

X X V II .  Pour route matrice stochastique @ 

Y~ ~o~ (z~) = o ,  (~, ~ - -  ~.-.~) 
fl 

~h ~tant un zdro de q) tel que ] ~h l ~ = I. 

Puisque q)(Zh)--~o, le systSme ~aX-~  Xq) adme~ une solution non-nulie 

x~ (fl : ~ ) .  Donc, si ~O,~(Zh) ne sont pas tous nuls (alors notre thdorSme est 

vrai), on peu~ ~crire 

(2o) x ~ : x ~ :  . :x~ . . . .  

Mais des identit~s Zhx~ : ~ x ~ ~ on tire 

o 

d'ofi 

Z X 
a 

et (20) et (2i) mont ren t  que le thgor~me est vrai. 

X X V I I I .  Soit (P une matrice stochastique inddeomposable, imprimitive et de 

l'indice k, rdduite ~ la forme cyclique 

(22) �9 
o L12 o . . .  o 1 
o o L~s . . . o , 

o o o . �9 �9 Lk-1 ,  

Lk i  0 0"  O 
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o~), L~,a+~ ( h :  I,)~; k + I dtant remplacd p a r  I dans  L~,~+~) est une sous-matrice 

h lh l ignes et l~+~ colonnes (l~ + l~ + ..- + l~ ~- n); soit  encore ~o~ une des racines  de 

l'dquation ~ - -  ~ ~ o d((fgrente de ~. Alors ,  quel que soit fl ~ L n ,  

(23) 

(2~) 

~,+~, ~ (~o~) . . . . .  ~ ,+~,  ~ (Zoo), 

�9 ~,+... +~_~+, (Zo,~) = zo'~ ~ o ,  ~ (~o~), 
et 

k 

(25) ~ ~%.,, (Zoo) 
i = 1  

si  a~, a~ . . . . .  ak sat is font  a u x  conditions 

~ 0 ,  

l 1 + "'" -t- lh--1 < (Xh ~ l 1 + "'" q- lh ,  

En effeL, le systSme 

; t Y = O Y ,  

s cause de (22), se r~duit s 

(27) )' Y1 = L ~  Y,~, )~ ] ~  : Lea Y3, . . . ,  Z Yk = Lk~ ](1, 

off 

(h = i ,  k). 

~Yl = ( Y l ,  " �9 " ,  Y ~ l ) ,  Y $  = (~ /g l  -~- I , . . . ,  y l  1 -~ 1 2 ) , . . .  , Y k  = (Yg l  ~- " " ~- ~k--I 7 L I ,  . . . ,  y n ) .  

Pour  ~--~oh (25) aura une solution non-nulle 

yo  • (y~, y~, . . . ,  yO), 

car, @ ~anL ind~composable eL cyclique de l ' indice k, ~o-~ I e s t  un z~ro simple 

de @ (par IX) eL i~oh l'esL aussi (par XXVI).  Alors, q)'(Zoh)= ~ ~ , ( zoh )  6~ant 

diff6renL de z6ro, @~fl(~oh) ne sonL pas Lous nuls eL l 'on aura  

�9 o (2s)  y~: ~ :  . . . .  y,~ = a ~  (Zoo) : a ~  (Zoh) : . . .  : a~,~ (Zoh). 
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Cette solution yo ,  ~ un facteur  constant  prSs, est  unique, e t, par (27), on volt 

~ou~ de su i te  qu'on peut  l 'dcrire comme it suit: 

0 o o y , = y ~  . . . . .  y~ ,~  ~, 
o o o 

(29) Y~,+~ = Y~,+~ . . . . .  Y~, ~L- ~= ~oh, 

j o o ~k- -1  
~ t l v ~ -  �9 �9 �9 4 - 1 k _ _ 1 - ~ 1  ~ " " " ~ f i n  ~ - -  ] ~ O h  " 

En effet, ces quantitds sat isfont  (27) pour 2 ~ Z0h. 

De (29) et (28) on volt imm~dia tement  que les dgalit~s (23) et (24) sont justes. 

On aura ensuite 

donc, par (28), 

k 

0 h, 
I - -  I~Oh i ~ l  

k 

(30) Z 
i = 1  

si ~1, n o , . . . ,  ak sont choisis de telle mani~re que 

l~ + 12 + . . - + . l h _ l < a h / < l  1 - - } - 1 ~ + ' +  lh, (h = k). 

L'~galitd (22) peut ~tre ~crite sous la forme 

( Lll LI,~ . . .  L l k \  

Lkl Lk2 . . .  L ~ . !  

en posant Le~ = o quand la sous-matrice Le~ n 'appar t ien t  pas s la suite des 

champs principaux L12 , L.2a, . . . ,  Lkl qui ne sont pas nuls. Nous d i rons  qu 'un 

mineur  @.~(~) appart ient  au champ Le~ s'il correspond "s l 'dldment 9~.  qui est 

un  des ~l~ments de la sous-matrice L6~, c'est-s si ~o~ ~ Lo~, en employant  

le signe b i e n  connu de la thgorie des ensembles. 

Envisageons ma in tenan t  les quantit~s q)..().) et q)~()~) (a 4 = fl). On a l e s  

ddveloppements 
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(3~) ~.~/z)  = z~-~ 99.~ i "~ 99~ 99~176 + ~ . 2  

99-~ 99.~ 99""~1 

99"~ q9 . . . .  99 . . . .  I . . . .  
I 

off les sommes  sont  pr ises  pou r  rou tes  les vMeurs  poss ib les  de a~, a~, . . .  suuf  

lu  w l e u r  a d u n s  l e  premie r  d 6 v e l o p p e m e n t  e~ les vMeurs  a e t  fl duns  le second.  

Posons ,  pour  briSvet6, 

(33) S(~) = ~ "  99 . . . .  " '"  99~,"h[ 

. . . . . . . .  h 99%o~ . . .  99%%11 

(34) 

i99.~ 99"~ �9 �9 �9 99""h-1 [ 

= E 199"   99 . . . .  ' 

~  �9 � 9  a h - - 1  . . . . . . . . . . .  

,99.h-1 ~ 99oh-1.~ �9 �9 �9 q%-x"h-~ 

et  d 6 m o n t r o n s  le th6or8me suiv~n~. 

X X l X .  Les rMneurs q),,(Z) et q),~(2) (a4=fl) du d~terminant q)(Z) d'une 

matrice stoehastique qui est inddcomposable, iml)rimitive , de l'indice k et raise clans 

la forme eyelique (22), ont les d~veloppements." 

(35) 
~n--k--1 S (k) "J- ( - -  I )2 k ~n--2 k--1 

( l )a.(~)  = ] ; n - - l +  ( "  i ) k - - - ~ . ~ -  a .  (2]C)! S(2:) "}- " ' ' ;  

~n--s--1 ~n--s--k--1 
,~(s) _[_ (__ i)s+k--1 S(s+k) + . . .  (36) q)"~(~) : ( - -  I)S"-i ( 8 - -  I ) !  " " ~  (8"nt- ]g - I ) !  "~ 

pour 99.fl ~ Li, i+s, 8 > o,  et 

(37) ~0.2().) = ( - -  i) k-~--~ 
)n--k + s--1 

(~--8- i)! "~-~ 
+ (-- i)2k--s--1 

~n--2k+s--1 
S(2 k-s) 

( 2 k - - s - - I ) !  "~ + ' "  

pour 99.~ < Li, i-s, s ~ o. 

Consid6rons  d 'ubord  q). .(Z).  

t o u s l e s  d6 t e rminun t s  

]~videmment ,  99 ....  = O ((~1 ~ ] - ~ ) "  

99 . . . .  99 . . . .  I 
22--35150. Acta mathematica. 66. Imprim6 le 17 octobro 1935. 

De mSme,  
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sont nuls, si k > ~, car  @ est cyclique de l ' indice k. En  g6n~ral, un dS te rminan t  

doit  ~tre ~gal s o, si h ~ o (mod k), car  u u t r e m e n t  on ~urai t  duns q) des cycles 

dont  les ordres  ne sont  p~s divisibles par  k. De  cet te  mani~.re, en t e n a n t  compte  

des 6galit~s (3~) e~ (33), on v6rifie que (3~) a lieu. 

Consid~rons ensuite  @~(s a ~ ~/. Soi t  q~fl ~ Li, i+s, off s est  un  n o m b r e  

en t ie r  posi t i f  ou n~gat i f  ou z6ro. 

Supposons  que ~ ~ o et consid~rons le d 6 t e r m i n a n t  

[ q ~  q~"~ ,  " �9 �9 q ~ " ~ h - ~  

Je  dis que t o u s l e s  m em bres  du d6ve loppement  de ce dd te rminan t  sont  nuls, si 

h ~ s  (modk) .  

P o u r  le d6montrer ,  r emarquons  que les m e m b r e s  de J h  sont  de l 'une  de 
r r p 

deux formes:  I) q~fl ~,~, ,  q~- '2.  �9 �9 ~0~h--l~'h_l, Off al ,  a~, . . . ,  ah--1 est une pe rmu ta -  

t ion des hombres  al ,  a~, . . . ,  ah--1; OU 2) q ~ ' , ~ , ~ ' ~ . . . ~ h _ l ~ ' h ,  Off a'l, a ~ , . . . ,  a~ 

est  une p e r m u t a t i o n  des nombres  fl, al ,  a 2 . . . . .  ah-1 dans  laquelle a] ~ ~. 

Mais tou t  q ~ 2 ~ , ~ , , . . '  q~h--l~'h--~ ~ O ,  car  ~ O ,  et il res te  s v6rifier que 

tou t  m e m b r e  de la seconde fo rme  est 6gal s o, si h ~ s (rood k). 

Or, nous  pouvons  4crire 

M ~ ~ , ,  ~ ,~ ,~ . . .  ~h--l~'h 

= ( ~ - ~ ,  ~ , , ~  �9 �9 �9 ~ - ~ ) ( ~ + ~  ~ + ~ + ~  �9 . .  ~ r - - l ~ )  " ' 

en permutan~ les fac teurs  et m e t t a n t  en 6vidence les groupes  cycliques des fac- 

teurs  tels que 

et un seul g roupe  

~ 1  q ~  �9 �9 �9 ~ - i ~ ,  

qui est  incompl~ tement  cyclique. 
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En  remurquunt  qu 'uucun fucteur  de M ne peut  pas 6tre diff6rent de z6ro, 

s'il n 'uppur t ient  pus ~ un chump principM de @, on volt  que les fucteurs  des 

groupes de M doivent  n6cessMrement uppurtenir  uux champs principuux cons6cutifs 

pour  que M soit diff6rent de z6ro. Donc  nous devons uvoir 

q~aT~ ~ Li, i+l, 997, "/2 ~ Li+l,/+2, . . . ,  ~p - l f l  ~ Li+p~l,i+p 

pour  s => o et 

q~aZ, ~ Li ,  i+1,  ~z,  z~ ~ L i + l ,  i+2,  . � 9  ~Yk-i ,  ~/k--i+l ~ Lk, 1, 

q~k--i+l,~--i+2 < L1, 2, . . . ,  q~p--lfl ~ Lq-L  q 

pour  s < o,  c'est-s on doit  uvoir 

et 

p ~ s ( m o d k )  pour  s > o  

~ o - - - - - k - - i + q , q ~ i +  s ( m o d k )  pour s < o .  

Duns t o u s l e s  cus nous devons avoir  

(3 8) _,v ~ s (mod k). 

Supposons que 

cycliques tels que 

cette condit ion soit satisfuite 

q~VpVp+l q~vp+iVp+2 �9 �9 �9 9~'r--ir~" 

et considdrons ]es produi ts  

De lu supposit ion fondamentM que fl0 est cyclique de l ' indice k il r6sulte t o u t  

de suite que ce produi t  est 6gul ~ o, si 

(3 8 bis) r - p ~ o ( rood k). 

Les congruences (38) et (38 his) nous mont ren t ,  6videmment,  que z/h-~ o,  

si h ~ s (mod k). On en volt sans difficult6 que les ~gMit6s (36)e t  (37)sont  bien 

vraies quund ~o,,~ = o et < Li, i+~, off s est nombre  ent ier  ~ o .  P o u r  le voir, on 

n 'u qu'~ 6crire (32) sous lu forme 

n--1 ~n--h~l 

(39) (~Oafl (~)= ~ (-- I)h--l(h-- I)! s(h~ 
h=l 

et s teni r  compte de ce que 
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~(h) = Z "  
(3 Jh .  

al , . . . , a h - -  1 

Supposons enfin que ~ ~ o. Alors on doit  avoir  soit 

~a~ < Li, i+l, ( i =  I ,  k - -  I ) ,  

soit 

Dans tous les cas le membre  

sera nul, si 

et les membres tels que 

seront  nuls, si 

h - -  I ~ O (mod k), 

(~Oa ],j. ~ j . . y ,  �9 �9 �9 ~Oyp__ 1 (3) (~ ' /p  ' /p+ 1 ~O,/p+ 1 ' /p+ 2 " " " ~O~r.---1 '}':p) " " " 

h ~ s (rood k), 

off s :  1 ou - - ( k  -- I) suivant  que 99~fl~ Li, i+l, ( i =  I, I t - -  I), ou 99a(3 ( Lk, 1. 

Donc, par  (39), on voit  que, pour  q~fl ~ o,  les coefficients 

S ( k + l )  S(2k-F1) ~ , ~ f l  , � 9  

seuls ne sont pas nuls en g6n6ral, de sorte que nous aurous dans ce cas 

( 4 0 )  ( ~ a f l ( ) ~ )  : j ~ n - - 2 9 O a ~  _~ ( _ _  */'~k ,~(k+l)__ . l k (  . . . .  i ) 2 k  S ( 2 k + 1 ) - i -  
k! ~ (2k)! ~(3 

On v6rifiera f~ci lement  que ce d~veloppement  est un  cas sp6cial des d6- 

veloppements  (36) et (37) pour  q~(3 ~ o et ~Li ,  i+l(i= I, k -  I; s - ~  I ) o u  ~ Lk, 1 
( s = k -  I). 

Remarquons  ma in tenan t  que d~ns les re la t ions (36) et (37) le dernier  membre  

qui cont ien t  la plus basse puissance de ~ sera d 'un  m~me degr6 en Z pour  tous 

g)~(3(Z) appa r t enan t  ~ un m6me champ Li, i+~(s~o), parce que ce degr6 a 

pour  exposant  n - - s - - t k - - I  ( s ~ o ) ,  off t e s t  le plus grand ent ier  tel  que 

n - -  s - -  t k - -  1 ~ o, et  ce~ exposant  ne ddpend que de n et~ s. 



Recherches sur les ehaines de Markoff. 173 

Cet te  r e m u r q u e  nous  m o n t r e  q u ' o n  p e u t  dcr i re  

~ a a  (4) = z ~ - :  ~ a  (z~); 

(Daft(Z) = Z k-s-1  ~9afl(Z k) si ~Oa{3 < Li, iq-8, s ~ O; 

q)a ~ (4) = 4 ' -1  ~a ~ (Z ~) si ~ ~ < L~, ~-~, s > o ,  

dans  le cas off r es~ divis ible  pa r  k. Q u a n d  n n'es~ pas divis ible  pa r  k e t  le res te  

de la  d iv is ion de n pr~r k es t  r ,  I ~ v ~ k - -  I ,  

(4:) f~afl (4) = I zk'l-v-8--1 

~ +v-a 
~a? (4) = ( z '+ ' -~ -~  

~ a a  (4) --- Z'- - '  ~ a  (Z~); 

~ ? ( Z  k) pore" v > s} q~a~ ( Li, i+~, s ~ o; 
~v~ (Z ~) pou r  v =< s ' 

99afl(g ~) pour  v + s - - I  < k ~  
9a~(Z ~) pour  v + s - -  I >~ k~' 99afl<Li, i-s ,  s > o .  

Darts tous  les eas q~.a(~k), q~a?(,~ k) dds ignen t  des po lynomes  d o n t  l ' u rgumen~ 

es~ Xk. 

E n  pa r t i cu l i e r  nous  ~vons ce t te  consdquence  du  thgor~me  X X I X .  

X X X .  Si l'ordre n de la matrice O, considdr~e dans X X I X ,  n'est pas divi- 

sible par  k et le reste de la division de n par  k est v, on aura 

�9 . a (40 ~) = Z o T  ~ o  o ('); 

~)afl(ZOh) --- ~:h s-I ~a~( I )  pou r  �9 > s, 

-o~k+~-~--ah ~ ( I )  pou r  v ~< s 

quand 9 ~  ~ Li, i+8 et s >= o, et 

�9 ~ ? ( z 0 , )  - -  -o~+~-1, ~ ( : )  p o u r  �9 + s - : < ~, 

~ ~+6~'/r ~c~fl ( I ) ' O  h pour  v + S - -  I ~ > k 

quand 9 ~  < Li,~-,  et s > o; Zoh est une des raeines de l'dquation Z k -  : ~ o. S i  

n e s t  divisible par  k, on aura 

�9 o o (Zo h) = ZOO-; ' O a  a (~); 

(~)a~ (zOh) - - -  Zk--s--10h Oa~(: )  p o u r  ~0a~ < Li, i+,,  s => o;  

f~)afl (ZOh) "--~ ZsOh I Oa? (I) pou r  ~0,fl : L~, i-s,  s > o.  
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R e m a r q u e .  Les rSgles qui d6finissent le fac teur  devant  q ) ~ ( I ) d a n s  les 

par t ies  droites des 6galit6s de ce th6orSme sont un peu compliqu6es. 1Vials on 

peut  les remplaeer  par  une seule r6gle 6quivalente qui est plus commode dans 

les applicat ions du th6orSme X X X  et qui en d6coule imm6diatement .  Elle est  

la suivante : 

P o u r  @~,~(kOh) on a toujours  

�9 ~ (z0,,) = z ; ;  1 ~ ( 0  p o u r  ~ --- ~ ( rood k), 

Z0k~ ~ q ~  (~) p o u r  n ~-  o ( m o d  k); 

pour  q)~y(Z0h) ces exposants  v - -  I ou k -  I res ten t  invariables ran t  que q)r 

est dans le mSme champ que @~(Z) et au g m en ten t  ou d iminuen t  de s unit6s 

quand q)~#(Z) se d6place de s champs ~ droi te  ou 's gauche de q)~(Z), ~ condi- 

t ion de remplaeer  v + s - -  I ou k + s - -  I par  le hombre  posiHf le plus proche 

de Fun ou de l 'aut re  de ces hombres  et congruen t  s eux modulo k, si Fun ou 

l 'aut re  d 'eux devient  plus g rand  que k ou n6gatif .  

Donc,  si l 'on imagine la mat r ice  q} 6t r i te  dans la fo rme 

/L,1 L1, ... L I~  

\ L ,  1 Lk2 . . .  L k J  

les exposants  de Z0h des 6galit6s dans X X X  ont  respec t ivement  les valeurs 

k - - I  0 I . . .  k - - - 2  

k - - 2  k - - I  o . . .  k - -  3 
�9 ~ �9 ~ . . . . . .  , ~ ~ 

0 

quand n ~ o (mod k) et  les valeurs 

I 2 . . .  k - - I  

v + i  . . .  v - k k ~ I  

. . .  v + k - - 2  

quand 

plus grands que k de cet te  

gruents  s eux modulo k. 

n ~ v (rood k) s condi t ion de r6duire les nombres  n6gatifs  ou positifs et  

table aux nombres  positifs les plus peti ts  et  con- 



Recherches sur  les chaines de Markoff. 175 

X X X I .  Soit ~ = ~1 ~ ~ un zdro de la matrice stochastique q), qui est indd- 

composable, imprimitive et de l'indice k. Alors pour tout a-~  ~, n 

(4~) ~ @"fl (zl) = ~  
~<Lih 

o~ ~ signifie que la somme est prise pour toutes les valeurs de fl correspondaut 

un champ Lib quelconque de aO. 

E n  effe~, en s u p p o s a n t  que  @ est  de la  f o r m e  (22), on  p e u t  dcr i re  le sy- 

s t 6 m e  ~ X =  X @  sous la  f o r m e  

Ce sys t~me  a d m e t  une  so lu t ion  non-nu l l e  

de so r te  que 

e t  a ins i  de sui te .  

On a ~ v i d e m m e n t  

X 1 = (X~  1} . . . .  , X ~ ) ) ,  �9 �9 �9 , Xk = (X~k) ,  . . . ,  X~kk) ) 

Z, x~ ~) = ~'~ x (1). , , ~  ~,+~ (~ = ~, 2,  . . . ,  l~) 
Ct~ l  

a = l  

( f l =  i, 2 , . . . ,  l~) 

etc.,  done  

Z ~ga, l,+~ = I ( g  = I ,  :2 . . . .  , ~1) 

~=1 

2=1 

d 'of i  

et  enfin 

AI ~x(2) = ~x(1), ~l ~x(3) ~ ~x(2), �9 �9 �9 ~ ~x{~') ~ ~x(k-1),  41 ~x(1) ~ ~ x  (k), 

~ :~x (~) _~ ~x(k). 
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Mais ~ # I, par  

~x (~-~) ~- o. 

En remurquant 

V. Romanovsky. 

cons6quent  ~ x  ( k ) ~ o ,  doric ~ x  (~) ~ o ,  ~ x  (2) ~ o ,  . . .  , 

que les nombres  x~ 1) , x~ l ) , . . . ,  X~ ) sont  propor t ionnels  uux 

q),~(Zt), q),2 (~) . . . .  , @,~(Z~) on obt ient  des 6gulit6s pr6cgdentes les relat ions (42). 

X X X I I .  Soit q) une matrice consid6rde dans X X X I .  Alors 

(43) ~.] O . . ( I ) - -  k 
a<Zii 

En effet, le syst~me X ~ - - X @  u duns ce cas, ~ un fucteur  cons tan t  pros, 

une solution positive unique 

x ~  ( x ~ ,  x ~  . . . .  , x l ) ,  

off 

x o  = (x(~) x(~) 4?0) (h = i, k) 10 ~ 20 ~ " " "~ n 

sont les solut ions du syst~me 

X,~ = X1 L12, X3 ~ X~ L2a, �9 �9 X1 = Xk Lk 1. 

Comme duns le th6or~me pr6c6dent  on en conclut  que 

d'ofi 

(44) ~o~(i) = ~,  v ~ ( ~ )  . . . . .  F, vo~(i) (~--~V~).  
fl<L,1 ~<L~ fl<Lkk 

Consid6rons mMntenunt  le s y s ~ m e  Y ~  q) Y qui udmet,  ~ un fac teur  con- 

s tant  pros, une solut ion unique 

y ~ = y ~  . . . . .  yn ~ I ,  
d ~ o u  . 

(45) 

De ces relat ions et de (44) on voit  que 

(46) ~.~ ( J O a / 3 ( I ) =  Z ( ~ O a a ( I )  

fl<Lii a<Lii 

(# = ~ ) .  

(i = i ,  k) 



d o n c  

R e c h e r c h e s  s u r  l es  c h a l n e s  d e  M a r k o f f .  

~ ,  . ~ o ( I ) = - - A  ( i =  , ,  k ) ,  

a<Lii  

A 6 r a n t  u n  n o m b r e  c o n s t a n t .  

M a i s  

d ' o f i  

c e  q u i  p r o u v e  (43) .  

P o u r  1~ m ~ t r i c e  

a~ l  

. ' ( ~ ) = k A ,  A- -  
0 ' ( I )  

@ q u e  n o u s  c o n s i d 6 r o n s  i c i ,  

t h 6 o r b m e  X X V I ,  n o u s  p o u v o n s  6 c r i r e  

Oil ] a l  ] < I ,  . . . ,  last ] < I el5 ]g q- , k  q- ~ == ~ .  O n  e n  v o i t  q u e  

~'  (~) =/~(~ - , ~ , ) ( i  - ~) . . .  (~ - ~,), 
d ' o f i  

(47) 
a<Li i 

O n  v o i t ,  d e  p l u s ,  q u e  

e n  n o u s  a p p u y a n t  s u r  l a  

(~ - ~,)(~ - @ . . .  ( i  - ~ )  > o ,  

c a r  q ) ~ ( I )  s o n t  t o u s  p o s i t i f s .  

X X X l I I .  s~po,o~, que la matrice @, stochastique et de l'ordre n, air Zo= I 

pour zdro de multiplicitd k et qu'elle soit raise sous la forme 

L n o . . . o o o . . . o ] 

/ 0 L ~  . . . o o o . . . o 

@ = -  o o . . .  L k k  o o . . .  o , 

Lk -~ l , l  L k + l ,  2 . . .  L k + l , k  L k + l , k + l  0 . . .  0 

oh tous L ~ ( a  = ~,v) sont inddcomposables et 5 1 1 , . . . ,  Lkk sont isolds. Alors 
23--35150. Acta mathematica. 66. Imprim6 le 21 octobro 1935. 

1 7 7  

(i  -=  ~, k ) .  
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I ~ qJaa (~)=----0 pour tout g qui appartient ~ un des champs Lo o ( 0 - -  I, k) et 

pour tout fl tel que q)~fl n'appartient pas 5 un de ces champs Leo; 

:2 ~ {~0aft(I)= O, I~ )e = (ak~ 1) 

On d~mont re  I ~ en r e m a r q u a n t  que, sous les condi t ions  impos~es s a e t / ~ ,  

le d~ te rminan t  q)~fl()~) au ra  une bande d '~ldments  qui consiste de le l ignes et ne 

cont ien t  que 1 ~ -  I colonnes non vides. Cet te  bande  cor respond au champ  Leo 

dans lequel tombe,  ou, en d ' au t res  termes,  auquel  a p p a r t i e n t  ~. En  d~ve loppant  

q),~ au moyen  du th~or~me de Laplace  su ivan t  les mineurs  de l 'o rdre  le ( l 'ordre 

de L~o) formds des ~l~ments de la b~nde considdr~e, on vol t  que tous ces mi- 

neurs  sont  nuls, d'ofi (P~2(L) ~ o pour  a et fl prdcis~s dans  l '~nonc~ du th~or~me. 

Ensui te ,  2 ~ est  vrai  quand  a e t  fl sa t i s font  aux condi t ions  de I ~ car  ~lors 

q)~(~)--~ o. Dans  le cas off ces condi t ions pour  e et fl ae  sont  pas  sa t i s fa i tes  

nous avons deux possibili tds: ou a e t  fl a p p a r t i e n n e n t  s un m~me des ch~mps 

Lee(~ = I, ~); on a et  f l n e  s~t is font  pas aux  condi t ions  de ~o et n ' appa r t i ennen~  

pas  ~ un m~me de ces champs.  

Consid6rons la  p remiere  possibilitY. Supposons  que a et fl a p p a r t i e n n e n t  

au champ Lee,  ~ --~ 0 ~ 1~. Alors, en d6s ignant  par  L ~  la ma t r i ce  qu 'on  ob t ien t  

eu s u p p r i m a n t  dan t  L~o la colonne ~ et la l igne ~, on aur~ 

(iDa(3 (~) - -  ni l  ()~) , �9 �9 Le-1, ~ - - 1  (~) L ~  (~) Lo+I, o+~ (;~) �9 �9 �9 Lkk (;t) . . .  L ~  (~), 

d'ofi on conclut  t ou t  de suite que 

(/0a[t ( I ) =  (~ra~ (I) . . . . .  (D~'~-2) ( I ) =  O. 

Passons  s la seconde possibilit6. Deux  cas se pr~sentent :  I) fl uppar t i en t  

s un des champs  Leo, I ~ 0 ~ ] c ,  et a a p p a r t i e n t  ~ un des champs  Lk+h,k+h, 

h = I, 2 , . . . ,  v - - ]~ ;  ~) a et fl a p p a r t i e n n e n t  s un m~me de ces derniers  champs  

ou aux champs  diffdrents Lk+h,k+~ et Lk+.~1, k+.q. 

Dans  le p remie r  cas nous  aurons  dans  @~(;~) une bande  qui consiste  de 

l e - - I  l ignes et de lo colonnes non rides,  0 d tan t  l ' indice du champs  Lee ,  

I = ~ 0 ~  It, auquel  appa r t i en t  ft. En  s ' a idan t  du thdorSme de Lap lace  et  en 

ddve loppant  O~(~)  su ivant  les mineurs  de cet te  bande,  nous  me t t rons  @~(~) 

dans la fo rme  

(z) = L,1 ( z ) . . .  Lo-1, (Z) Aoo (Z) Lo+l, o+1 (Z) . . .  Lkk (Z) B (Z), 

de laquelle on voit  que 2 ~ est  vrai. 
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Dans  le second cas on voit  f ae i l emen t  que 

@,~ (Z) = L~: (Z) L~,z (2~). �9 �9 Lk ~ (Z) A (Z), 

A (Z) d6s ignant  un cer ta in  f ac teu r  qui ne s '6vanoui t  pas en g6ndral  pour  ). = I. 

On el1 conelut  de nouveau  que 2 0 est  vrai.  De plus, on voit  que dans  ce cas 

on a a u s s i  o(ak~--1)( I )~-- -O.  

Ainsi  not re  th6or~me se t rouve  complStement  d6montr6.  

C h a p i t r e  I I .  Les  cha i ne s  d i se r~ te s  de il larkoff.  

7. Gdngralitds. On sait  bien s prdsent  ce que s ' appe l l en t  cha lnes  de 

Markoff .  N6anmoins ,  pour  plus de clart6, nous  rappelons  ici au  lec teur  les d6- 

finitions fondamenta les .  

Consid6rons n 6v6nemments  incompat ib les  

A 1 , A~, . . ., A~ 

et une suite ind6finie des @reuves  dans  chacune  desquelles un  de ces ~v6nements  

doit  avoir  n6cessa i rement  lieu. Soient  

s  ' �9 ", ~9On 

les probabi l i t6s  des A dans  l '@reuve  init iale,  de num6ro  o; on a 2~p0k = I .  

Les  probabi l i t6s  des A dans  les ~preuves succ~dant  s l ' in i t ia le  sont  d6ter- 

min6es par  la r~gle suivante:  daus  l '~preuve ]c + I (]c ~ - o  1 I~ 2 . . . .  )Afl~ i ~ ~ ~t, 

a la probal i t6 q%~ si l 'on  sai t  que dans l '6preuve num6ro  k on a observ6 A~, I <=a<-n. 

Cette  r~gle nous condui t  tou t  de suite aux re la t ions  fondamen ta l e s  

cc 

qui ont  lieu pour  k = o, I, 2, . . .  e t  dans lesquelles Pkl ~ ddsigne la probabi l i t6  de 

A~ dans  l '6preuve num6ro k quand  les r6sul ta ts  des 6preuves num6ros  o, I , . . . ,  

k - -  : sont  ind6termin6s.  

De la d6finit ion des ~ ?  on voit  que 

k 
(2 )  = 

?=1  
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et que q~,~ => o, (a, ~ - -  ~,.).  

cI) 
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Nous supposons encore que dans la matrice 

. . .  

aucune colonne et aucune ligne ne sont pas vides ou, en d'autres termes, chaque 

eolonne et chaque ligne contiennent au moins un 615ment qui n'est pas nul. 

Cette supposition est 6quivalente ~ la condition bien naturelle que dans chacune 

des 6preuves, en commen~ant par l '@reuve numdro I, aueun des 6vdnements 

A1, A ~ , . . . ,  An n'est pas impossible, donc ne se supprime pas dbs qu'on ddpasse 

l'6preuve initiale, e~ que nous n'avons pas parmi les A un dv6nement qui termine 

les 6preuves de sorte que, d~s qu'il apparalt, on ne peut plus prolonger les 

6preuves. 

Toutes ces conditions concernant ~,~ grant udmises on volt que @ est une 

matrice stochastique de l 'ordre n. 

Nous appelons le matrice �9 loi de la cha~ne consid6r6e de Markoff qui sera 

dire simple et discrbte dans nos conditions. On appelle les probabilit6s q ~  

probabilitds de transition du systbme des 6v6nements A~ ou de la chMne consi- 

dgr6e de Markoff. 

On peut aussi consid6rer des chalnes de Markoff simples et continues ou 

complexes et discrbtes ou complexes et continues. Mais nous les laisserons de cSt4 

et ne consid6rerons ici que les chalnes simples discrbtes qui sont, en tous cas, fonda- 

mentales et servent de base pour les recherches plus profondes et pour les appli- 

cations des probabilit6s en chalne dans la physique math6matique. 

3. Solution g~n~rale du systOme ( I ) .  D'apr~s (~) 

(3) pk, ~ ---- ~ pk-1 r ~ ~ ,  
CC 

d'o~, en utilisant cette formule pour Pk- l l ,  et en y rempla~ant Pk-ll~ par 

~,pk-21 ~ ~ ~, on obtien~ 

7 

7 a ~, 

en posant 
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(2) ~ (1) ( l )  
q~r~. = 2 ,  q~r<, 9 ~ ,  q~<<g ~ 9 ~  �9 

a =  1 

E n  c o n t i n u a n t  ce proc6d6 on  v i en t  ~ la  r e l a t i o n  

T a ~  

c~ 

off 

(6) ~(k) = ~ ,~(k-,) 
? = 1  

(~, ~ = IU~), 

On v6rifie sans  p e i n e  qu on a auss i  

(6 bis) 
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N o u s  r e e o u r r o n s  

su ivan te .  Soi t  

e t  

l ' 6qua t i on  

~t 

m a i n t e n a n t  ~, une  f o r m u l e  de M. O. P e r r o n  ~ qui est  1~ 

d = M t  (a~ ~) (a, fl = 77~) 

A (o) = I e E - -  A I = (O - -  eD ~' ( e - -  O ~ >  �9 �9 �9 (e - -  eD ~ = o 

ea rae t6 r i s t i qnes  de  A a y a n t  les r ac ines  0~, 0 ~ , . . . ,  @.~ des  mul t ip l i c i t 6 s  

Alors ,  en  p o s a n t  

= a h'-1) ~ a~ I) (a(1) 

?=I 7:I 

et  en d d s i g n a n t  p a r  g ~ ( r  le m i n e u r  du  d d t e r m i n a n t  A (Q) c o r r e s p o n d a n t  g l'616- 

m e n t  afl~, on a u r a  

~, ' D ~ - I  [o  ~ q ~ I ~ / ]  (~, ~ _  ~), 
(7) a(:~---- = (m~- - , ) !  e L ~ a ( ~  ],o=o;. 

off Dm~ -~ d6signe la d6riv6e de l 'o rdre  m 2 - -  I pr ise par  rappor t  g Q et r 

A (q) 
(8) w~ ( o ) - -  (e - ~D '~ -  

I O. PERRON, Mathematische Annulen, 64 (I9O7), p. 257. 
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~ ( 0 )  _ _  Cet t e  f o r m u l e  res te  auss i  v ra ie  p o u r  ~ = o ,  si l ' on  pose  ~ l~- -o  p o u r  a ~ # ,  

e t  ---- ~ p o u r  a - ~ f l .  

D a n s  le cas off A ( e ) - ~  o a les r ac ines  s imp le s  #~, e~ , .  ., e~ la  f o r m u l e  

g~n~ra le  (7) se r e m p l a c e  p a r  la  f o r m u l e  

(9) a(:~ : A '  (#z) ' (a, ~ -~ ~-~).  
2 : 1  

P r e n o n s  m a i n t e n a n t  

les  z6ros 

des  mul t ip l i c i t6 s  

la  m a t r i c e  @ du  sys t~me  ( I )  et  s u p p o s o n s  qu 'e l le  ai~ 

Z o = ~, Z~, Z~, . . . ,  Z~ 

~t0~ ~tl~ ~ / ~  �9 �9 .~ ~ s  

r e s p e c t i v e m e n t ,  

nous  d o n n e  

(io) 

Z~, Z 2 , . . . ,  Z~ 6 ran t  ~ d i f f6ren ts  de Z o =  I. A lo r s  la  f o r m u l e  (7) 

no(k ) = i ~ .  0 I D.~i..._l [~k (I)a[J(~)] 

off q),~(Z) d6s igne  le m i n e u r  du  d 6 t e r m i n a n t  

�9 (z) = I Z E - -  r  

c o r r e s p o n d a n t  ~ l '~ l~ment  ~#~ et  

m (X) ---- (Z - -  Zo) ~o (Z - -  Z,)~ (Z - -  Z~_~)~'-I (Z - -  Z,:+1)~+1 (Z - -  Z~)~ ~ (Z) - -  (Z - -  ~)  ~ . . . . . . .  

E n  se s e r v a n t  de ce t te  exp re s s ion  de ,~(k/ on t i r e  de ( 5 ) c e t t e  f o r m u l e  fonda -  : r a ~  

m e n t a l e  p o u r  pk I #: 

( i i )  

off 

(I2) 

pk~ ~ = ~)z ~ [z~ ~ (z)]~=~,, 

n 

I ~ 0 0 a  {~a/3 (~) �9 

~ ~ (z) - ~ (z) o=1 

Ainsi  nous  avons  t r o u v 6  la  so lu t ion  la  plus  g6ndra l e  des  6qua t ions  (I). P l u s  

lo in  nous  e x p o s e r o n s  un  a u t r e  proc6d6 p o u r  les r6soudre .  
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9. ChaCnes discr~tes de Markq~ dans le cas des matrices ind6composables et 

primitives. Nous allons main tenan t  examiner les cons6quences qu'on peut  t i rer  

de la formule g6n6rale (IX) quand la matr ice (/) sat isfai t  aux conditions sp6ciales 

par rapport  g ses z6ros. 

Supposons en premier lieu que @ soit une matrice ind6composable et pri- 

mitive. Alors, comIne nous savons, tous les mineurs O,~(2) son~ positifs pour 

Z ~ I  donc Z o - - I  sera un z6ro simple, car @'(x) == ~ @, , ( I )  est positif. En 
r 

outre, �9 n ' aura  pas des z6ros du module x. En r&um6, q)(2) es~ dans notre cas 

de la forme 

�9 (z)= ( z -  x ) ( z - z , > . . .  ( z -  z.,>; {z,l < 

et la formule (IX) pent s'4erire 

(i = ~ ) ,  

off 

(i4) 

parce que 

8 

I J9 ~--I [,J,/c trrci~ (~,)]2=li , 

c~ 

% ( ~ ) - ( ,  -= z , > . . .  (~ - z , > =  ~ ' ( , ) .  

Consid6rons T0~(x). O, fl(i) et q)'(i) 6tant  positifs c'est un  nombre positif. 

EnsuRe le syst6me Y =  ~PY admet  6videmment une solution positive yo_~ x 

(a = ~ )  qui, abstraction fai te d 'un facteur  constant,  est une solution unique de 

ce syst6me. Donc, en vertu des relations 

v~ .v~: . . .  : v~ = ~o, ~( , )  : m , ~ ( , ) -  . . .  : ~ ( , ) ,  

on a 

Pur eons6quent, 

d'ofl 

�9 o~(,) ~ ( , )  

# 

a~' (i) " 
~=i 
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On obt ient  ensuite 

~0/3(I) ~ Oafl(I)  = 2 . P  ~ ( )  
~O~(1) ~ - -  ~flfl(I)  

done, en posant  

on t rouve 

j0 /3=  IFO/3(I), 

(i7) 

&off il est 6viden~ que 

( I8)  

8 

I D ~ -  1 [Ak~i/3(A)])=2i ' 
~)kl~ = ~Ofl ~- Z (mi - I)[ .t 

i = 1  

dont les multiplicitds sont 

limpklfl = p(3, 
k ~  oo 

puisque I A, I < I, i = i ~ ,  et ~,/3(A), aussi que leurs d6riv~es, song finis pour 
A = Ai. 

On voit que les nombres positifs pfl sont  les probabilit6s limites ou finMes 

vers lesquelles t enden t  les probabilit6s P~'I/3 avee le nombre  croissant  des @reuves.  

Le fMt bien remarqu~ble est que les prob~bilit6s p/3 ne d@enden t  pas des 

probabibili t6s initiMes p0~: les 6gMit6s (tS) nous m o n t r en t  qu'elles d @ e n d e n t  

un iquement  de la loi de 1~ ehMne @. 

Nous pouvons r6sumer les r~sult~ts aequis dans le th6orgme suivant.  

Th6or~me  A. Si la matrice stochastique @, loi de la cha~ne consid~rde de 

Markoff, est inddcomposable et primitive e t a  les zdros 

I,  A1, A2, � 9  As 

I,  ~tl ,  ~t2~ �9 �9 -~ ~ls, 

A~, A~, . . . ,  As dtant ndcessairement du module < I, les probabilitds Pkl/3 sont ddfinies 

Enfin 

( I6)  Z p / 3 =  I. 
/3=1 

p~, fl = I , n ,  6rant des nombres  positifs et tels que 

~,~(~) 
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par les dgalitds (i7), O~ p~ sont donnds par 05) et r@resentent les probabilitds finales 

vers lesquelles tendent Pkl~ quand le hombre des dpreuves augmente ind~finiement; 

les probabilit~s Pl~ ne ddpendent pas des probabilitds initiales des dvdnements A~. 

De 1~ formule (I7) on tire Ms6ment que 

(~9)  ='l~l i=l~l ~ (771 i __I I)! /)~ ~'i-1 [4k ttr/ifl(~)]~=i i = O. 

En effet, d'~pr~s (6 bis), 

donc 

et 

~va(1 y a  7 
/~=~ ~,=1 

n 

"t"a(~ ~a(~ I . . 

' i t  

"Yafi 

De cette relation et de (I6) on obt ient  (I9). 

Mais on peut proc6der directement  et obtenir des rdsultats plus d6tMll6s. 

Soit 4~ un des z6ros ~ ,  4 .~, . . . ,  4, diff6rents de i. Le syst&me 4 i X =  X d) 

udmet une solution non-nulle 

x(i)  

et, si @~[4~) ne sont pas tous nuls, nous pouvons 6crire 

x i ' ) :  x T ) : . . .  : x(/) = % 1 ( 4 ) :  ~ o ~ ( 4 ) :  �9 �9 �9 : m: , , (4<) .  

M a i s  

d'o,~ ~ x~) = o, ao~c 

(~o) ~ r = o (<~ = ~).  
fl=] 

Quund tous les ~p~(4~)--o cette relat ion est triviMe. 
2 4 - - 3 5 1 5 0 .  Acta mathematica. 66. I m p r i m 6  le 22 oc tobre  1935. 
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Soient  ma in t enan t  2', ~", [)~'1 < I, [~"[ < I, deux z6ros diff6rents de q~. 

La re la t ion (20) nous condui t  alors s eelle-ei 

_ _  A t !  

d'ofi, en fa isant  tendre  ~" vers 2', on voit que 

y ,  e'o~(z') = o 
fi 

si ;~', I ~ ' l <  1, est un zdro double de q). 

eonnu on verra  que 

O~ 

En con t inuan t  ee ra i sonnement  bien 

d'ofi l 'on t i re  imm6dia tement  (i9). 

E x e m p l e  1. Consid6rons une ehalne dont  la loi est 

q)~___ 
0.3 0.2 0 .5)  

0.2 0. 5 0. 3 . 

0.7 0.2 o.i  

L'6quat ion  caract6ris t ique de q) est 

d'ofi 

( h = o ,  m i - - i ;  [~,i[ < i), 

a~(2) = 
~ - - 0 . 3  - - 0 . 2  - - 0 .  5 

- - 0 . 2  ~ - - 0 . 5  - - 0 . 3  

- - 0 . 7  - -0 .2  ~ - - 0 . i  

---~ (Z --  I)(Z --  0.3)(Z -t- 0.4)--- O, 

' ~ 0 :  I; ' ~ 1 : 0 . 3 ;  , ~ :  - - 0 . 4 .  

Les expressions g6n6rales des q)~fi(~) sont  donn6es par  la table 

si 2i, [Zi[ < I, est  un  z6ro de @ dont  l 'ordre  de multiplici t6 est mi. 

Moyennan t  ces 6galit6s on v6rifie sans peine que 

(21) Z ~o~(z , )  = o, 5', ~'o~(2~) = o, . . . ,  ~ ~o~ (z;) = o 
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I 
I i z - 0.6~, - -  0 .oi  

2 [ o.2~ + 0.08 

3 o.5g - -  0.19 

I 
0.2,~ + 0.19 [ 

;r --  o.4~ -- 0.3211 

o.3;~ + O.Ol I 

0.7)~ -- 0.31 

0.2~ + 0.08 

g ~ - -  0 . 8 ) .  + 0.11 

de laquelle on culeule: 

fl[ Wlfl(I) W2/3(I) Waft(I) 
! 

I ] 0.39 0.39 0.39 

2 [ 0.28 0.28 0.28 

3 [ 0"3I 0"31 0"31 

fl[ W I ~ ( - -  0.4) 

w /0.3) w /0.3) 
I 1 [ - -  0 . io  0.25 - -  0 . io  

2 I 0.14 - -  0.35 0.14 

3 0.04 0 . io  - -  0.04 

W2y( - -  0.4) W a y ( - -  0.4) 

I 
I I 0.39 O. I I  - -  0.59 

2 [ 0.oo 0.oo 0.oo 

3 - -  0.39 - -  O. I I  0.59 

Lu formule g6n6rale (I7), duns le eus de z6ros simples de-W, comme le pr6- 

sent, peu~ s'6crire 

~-1 w.~(Z~) 
(23) P+I~= P2 + ~_~)+~ ~_~po~ ~(34) (k = -I~/). 

En remarquunt  que, duns l 'exemple eonsid6r6, 

W'( I )  = 0.98: W'(0.3) = - -  0.49; W ' ( - -  0.4) = 0.98 , 

nous t i rons de eette formule eL des tables pr6e6dentes les expressions suivantes 

des probubilit6s ~vkl~: 

_ 39 (0.3)+r i -  o.4) + pkil--~ "~ -~--[IO2~01- 25~i002 "~- IO~)03] -~- ~ 9 ~  [39P01 + 11P0 e - -  59Poa], 

28 (0"3)+ [-- I4Pol + 35Po~-  I4Po3], 
p+[2 = ~ + 49 

31 
(~ [4Po 1 --  IOpo~ + 4Poa] + ( -..-'f.4)k [ - ~  39P01 --  IIp02 

Pkla = ~ + 49 
+ 59Po3J �9 

9 o  

Les probabilit6s finMes son~ 

39 28 31 
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Alors 

nant 
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E x e m p l e  9.. Soit  

q) = 
0. 0.2 0 . 3 )  

0 .2  0. 3 0.  5 . 

0 .4  0 .2  0 .4  

{~(Z) = Z 3 - -  1.2Z '2 -~ 0 . 2 I Z  - -  O.oI = (1 - -  I ) (Z - -  0. I)2; 

Z 0=  I; t l  = 1.2 = O. I ;  

I @, ~ (1) I @~/t) 
I 

I ]~2 __ 0 .7~  + 0.02 

2 [ 0 . 2 1  - -  0.02 

3 0"31 + O.oI 

0.21 ~t_ 0.12 

12 - -  0 . 9 1  + 0.08 

0 . 5 i  - -  0. i9 

0 . 4 1  - -  0.08 

0 . 2 1  - -  0.02 

12 - -  0 . 8 i  -F O. I I  

~l @lfl(I)1~2fl(I) (~3 ~ (I) 
I 

I [ 0 .32 0.32 0.32 

2 [ 0.  I8 0. I8 0.  I8 

3 0 '31 0 '31 0 ' 3 I  

~ I ~l~(O.I)~2~(O. I) 03~(0.I) ~ [ @l~(O.I) @2/7(0, I) m3/7 (0. I ) 
I I 

I o o  o i 0 0 4  i o o  o o 0 4 0  

2 [ 0 .oo 0 .oo 0 .oo 2 [ 0 .20 - -  0.70 0 .20 

3 0.04 - -  0.14 0.04 3 0.3 ~ 0 .50 - -  0.60 

~ 0 ' ( 1 ) - - 0 . 8 I ;  ~ / ) 1 ( ~ ) - - - t - - I ;  ~ P l ( O . , ) = - - 0 . 9 0 ;  ~ Y ( O . I ) =  I .o0 ;  

Pkll = ~ + [(36k + 49)Pol --  (I26]~ + 32)Po2 ~-(36k --  32)iOo~], 

I 8  (O.I) k 
Pk[2 = ~ -  "J- ~ i i  [ - -  183901 -J- 63Po,2 - -  I 8 p o 8 ] ,  

3I (o.~) ~ 
Pkla = ~  + ~ 7 - i  [(-- 3 6 k -  3I)p01 + ( I26 / : - -  3I)P02 - - ( 3 6 k - -  50)2903]. 

Les probubilit6s finales sont  

32 I8 3 I 
p l = ~ ,  P~=8~' P~=8II" 

zo. Cas de la matrice q) ind&omposable et imprimitive. Supposons  xnainte- 

que la matrice �9 soit  ind6composable et imprimitive.  
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E~ant ind@composable elle admet,  comme dans le eas p%cddent,  ~ o ~  I 

comme zdro simple, et puisqu'elle est imprimitive elle peut  8tre, d'aprSs X X I I ,  

%dui te  g la forme /oL~o... o ) 
q ) = [ . o  o L ,~ . . . . . . .  o .  

(24) \ L ~ I " o  " io o " 

en supposant  qu'elle est eyelique de l ' indiee m. Alors, par  XXVI, l '~quation 

earaet6rist ique de �9 sera 

�9 (Z) = Z~(Z ~ -  ~)(~  - -  e l ) . . .  (Z ' ~ -  C~) = o,  

off ,-----o,  si n = - - o ( m o d m )  et ~ o ,  si n ~ o ( m o d m )  e t l G [ < ~  ( i=~77~).  Mais 

parmi les nombres  C~ il peut  8tre m 1 4gals g a~, rn~ @gals 'g a ~ , . . . ,  m, 4gals 

a,, de sorte que la forme d4finitive de q)(z) sera 

(25) ~(),) = Z~(Zm__ i)(Zm__ al)m, . . .  (j~m __ as)mS. 

Cela 6rant nous pouvons,  d'aprSs (m), ~erire: 

(26) 
m--1 s 

re(k) = Z zk (Dafi(~,Oh) I mg [~kOafl(Z!] 
:raft Oh 0 (,~Oh) q- Z ~ Drag-1 

h~O 

en d~signant par Z0h (h = o ,~T-I )  les raeines de l%quation 

~ m - - I ~ O ,  

par Zgh(g= I,~; h -~  ~7-~,v) les raeines des @quations 

Z~ - a~ = o,  (g = i ~ )  
et en posant  

~(z) 
(27) ~gh(Z) - -  (Z - -  Zgh)~g ' 

(~8) ~ ( z ) =  z, = ( z ~ _  ~) (z ,o_  < ) m ~ . . .  _ ~ )  . 

�9 @t~nt ind@composable et tous  Oa~(I) positifs, nous trouvons,  comme plus 
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(29) q) , ,# ( I )  q ) # f l ( I )  q)fl/J (~'on) 
q)'(I) ~, q)::(I) ~ q)flfl(Zoo)--jO: > O 

et 

~ p f l =  I 

(ZOO = I). 
Le nombre 

r&ulte que 

(30) (~-- I)I ~TZ) ] a = 0 ~ ~  pour k > ~ ;  

v est fixe et fini et k peut &re arbitrairement grand. I1 en 

pour k < v cette quantit6 n'est pas nulle en ggn6ral. En r6p6tunt les raisonne- 

ments qui nous on~ conduit aux 6galitds (2I), nous vdrifierons que 

, . . . ,  q ) ( * - - l )  [ 0  ~ (3I) E q ) a :  (0)-'-=0' Zq)"{~(O)--~O' Z a# k : : 0 ,  

d'ofi 

(321 ( , - ~ ) s  ~ l f ( z ) l ~ = o  = ~  ( " = ~ )  

dans le c a s k  < v; pour k ~ ~ cela d6coule de (30). 

On pent  aussi voir que 

(33) ~ q),:(Zah)= O, ~ q)~fl(Zah ) = o ,  . . . ,  

De ces 6galit6s on tire que 

I ~ l-)~no--i = 

(34) ~ (rag-- ,)! / , - - z -  t ~flgh(Z) ]a=zah h=l 

(~ = ~-..), 

E, q ) ~ : ~ ) ( ~ : - ) =  o, (~ = ~ ) .  
fl 

o, (~ = ~Z~). 

Maintenant,  en s 'aidant de la relation P k l : =  ~,Po~q~(~}, on peut  gcrire 

(35) 
en posant 

{3 6) = 0,, Z p0~ q)'(Zo~) ' 
h ~ l  a 

(37) 
p,, =g~l  ( I 

k[~ = mg -- I)! h=lZ Dn~g-I Za pOa q)a:_(~, 2=~gh' 
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(38) I D~--I[ ) ~ )  ~a ] 
q 13 - _ 

o, ~, 2 . . . . .  v -  ~ et  es~ t o u j o u r s  nul le  pou r  k - -  v, v + I . . . .  

de (32), on ~ t o u j o u r s  
n 

(zg)  Y,  = o .  
~=~ 

De  m~me, il es t  6viden8 que 

(40) lira P~'I F = o,  

, p , ,  
E x a m i n o n s  les nombres  Pkl~, k l~ et  Qkl~. 

I I  est  6v iden t  que Qkl~ vur ie  i r r6gu l i~ remen t  q u a n d  k accep te  les va leurs  

De  plus,  s cause  

car  ]Zg[ < I pou r  g = 1,8 et  h----- m q. On a, comme  p o u r  Qklfl, 

n 
(4I) ~ P"kl~ = o,  

3=I 
ce qui r~sul te  de (34). 

R e s t e n t ,  enfin, les quan t i t6s  P~lfl. Elles va r i en t  uvec k d ' u n e  man i~re  tr~s 

r emarquab le .  

So ien t  11, 12 . . . . .  lm les o rdres  des sous-mat r ices  carr6es  LH,  L22, . . . ,  L ~  

(qui sont  vides) c o r r e s p o n d a n t  g la f o r m e  (24) de q), de sor te  que les champs  

p r i n c i p a u x  LI~, L o~, . . . ,  L~I  on t  1, l ignes  et  lo co lonnes ,  l~ l ignes  et  18 colonnes ,  

. . . ,  lm l ignes  et  l~ co lonnes  respect ivemen~.  

Cons id~rons  m a i n t e n a n t  1~ somme  ~_~po~@~().ot~). Q u a n d  a parcour~  les 

va leurs  I, 2 , . . . ,  11 les quan t i t6s  @~fl(/(0h) r e s t e n t  dans  un  mSme c h a m p  Ll,  t, t 

6ran t  un  des nombres  I, 2 . . . .  , m et  d 6 p e n d a n t  de la va leu r  de l ' ind ice  ft. De  

mSme,  q u a n d  a p a r c o u r t  les va leurs  

11 + I, l l +  2 , . . . ,  l ~ +  le; 

l 1 -~- l] -[- I, 11 7 t- l~ zr 2, . . . ,  ll + l~ + l~; 

ll + ""  + l,~-1 + I, 11 + ""  + lm-1 + z, . . . ,  n 

q)~(~oh) r e s t e r a  r e s p e c t i v e m e n t  dans  les champs  

L2, t; L~.t; . . . ;  Lm, t. 



192 

D 'ap r~s  X X X ,  

V. Romanovsky. 

�9 .~(Zoh) = Zoh ~ ( I )  p o u r  v - -  t > o 

~m + ~--t 
= ,~0 u , ~  p o u r  v - -  t < o 

OU 

off O = v - - t  ou m + v - - t  su ivan t  les eas indiqu6s, quand  a p rend  l 'une  des 

vMeurs I, 2, . . . ,  q~. P o u r  les valeurs  

= l 1 "~- I ,  11 -~ 2, . . . ,  11 + 3 2 

@.~(;~oh) a p p a r t i e n d r a  au champ  L2. t, doric, d 'aprbs  la  r emarque  fa i te  ~ propos  

de X X X ,  0 a u g m e n t e r a  d 'une  unit6 et nous  aurons  

~0+1 ,~0+1 (l)a~(ZOh)= Oh (~Oafl(I)= Oh {~)flfl(I). 

On peut  con t inuer  ce rMsonnemen t  et on arr ive  de cet te  mani~re  au r6sul- 

t a t  suivant .  

Soient  

(42) 

A l o r s  

(43) 

q1~29ol +29o2 + "'" + /9oq ,  

I ;m'5')s 'q- ;O,'ll+.-'.-?;~/_~'1+'2 ~ " ' ' - ' ~ ' ~Oin :  

(/)~fl(I)[~Ohql + /,oh q,~ + "" + ~Oh qm]. 

En  r e m a r q u a n t  que dans  no t re  cas 

~o'(Zoh) = y,  ~(Zo, , )  = ~ ZoT ~ ( i )  --  z -~oh ~",'~, 
O: C~ 

nous aurons  ~ l 'a ide  de (43) 

m --I 

a~'(Zo~,) h~l ct 
m--1 

(~)fl/3 (I)  ~k--v+l+Or 2 im- - I  1 
- -  q) , ( , )  . ~  oh tq, + )~ohq2 + '~ohq3 + "'" + oh qm]. 

h = l  
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On sait les relations 
m--1 

7, ia? +'' 
h=0 

~--- O, ( l < _ ~ # l ~ m - - I ;  # = o ,  i, 2 , . . . )  

m--1 

~, z0"r = ~ ( ,  = o ,  1, ~,.. .) 
h~O 

pour les racines m i ~ '  de l 'unit& De lg 

et 

m--1  m- -1  

h=l  h= l  

m--1 

E ZOkhV+lq-O [ql "j- '~oh q2 -}- " '"  "~ '~Omh -1 qm]  = 

h=l  
= - -  q i  - -  q,. . . . . .  q r - i  + ( m  - -  1 ) q  r - -  q r + i  . . . . .  q ,~ ,  

si k - - v + I + O + 7 - - I ~ o  (rood m). Puisque 2 q = I ,  on a 

m--1 

Z~--~+l+e[q + ~ o h q ~  + " '  + '~r~hl qm] = m q r -  I (44) ~ oh 1 
h=l  

et, en t enan t  eompte de (29) , 

(45)  P~-~ = v~ ( , ,  q~ - ~). 

l~1ais k - - v + I + O + 7 - - I - - k - - t + 7  ou k - - t + m + 7 ,  suivant  lesva leurs  

et ee hombre dolt &re divisible p~r m e t  7 dolt  ~tre un des hombres 

On en volt que 7 est celui des nombres I, 2 , . . . ,  m qui sat isfai t  

de 0, 

I ,  2~ , . . , m ,  

la condit ion 

(46) 7 ~ t - - k  (modm),  

off t e s t  g son tour  d4fini par la relat ion 

(47) ~i~ < Lit. 

Ces deux conditions d4terminent  compl~tement la valenr (45) de Pkl~. 

Prenons main tenan t  la somme p# + Pkr~. On a 

(48) p #  -4- -Pk[~ = ] ) ~  -~ p f l ( m q ~ - -  I) = m p ~ q 7 .  

Examinons quelques propri&4s de eette quantit6. 
25--35150. A c t a  m a t h e m a t i c a .  66. Imprim4 le 22 octobre 1935. 
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On remarque d 'abord que qr ne varie pus quand fl prend les valeurs pour  

lesquelles ~Vl~ ne sort pus du champ Lit. Quand fl parcour t  les w l e u r s  

I, 2 , . . . ,  n, t, et par  suite 7, parcourrent  duns un certain ordre les valeurs 

I, 3, . . . ,  m. 

Ces remarques  nous eonduisent  '~ la relat ion 

' 

{r t = l  ~<Ltt  

r 

m 

off nous utilisons X X X I I  e~ la relation ~_~ q = I, qui est 6vidente. 

13=1 f l=l  

Donc, 

ce qu 'on peut  aussi eonelure des relations 

kl~ o et ~,QkI/~ o. 

Par  cons6quent,  les hombres  mp3q> 6~ant positifs, peuvent  8tre interpr6t6s comme 

des probubilit6s. E t  nons pouvons  le faire en effet. 

D'apr6s X X X I I ,  duns notre  cas, 

E I~"f i  ( I )  - -  ~?Z 
(~< Lt t 

c'est-~-dire 

_ 
(49) m p , 3 - - m  - -  ~ @~,~(I)-- ~ .  p~ 

fi<I, tt fi<Ltt 

Or, cette quantit6 peut  8tre expliqu6 comme il suit. 

Pa r tageons  les 6v6nemeuts A1, A ~ , . . . ,  A,~ duns les ensembles partiels 

( 5 0 )  

B1 ~ (A ,  A~, . . . ,At~ ), 

B~ ~- (A~,+I, A~,+2, . . . ,  Al,+l~), 

B~ ~ (Al,+...+l.~ 1 + 1 ,  All+...+l~ 1 + 2 ,  . . . ,  A,~ ) 
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que nous appellons ensembles en cha~ne, car, comme on le voit de (24), l ' appar i t ion 

de Fun des 6v6nements de l 'ensemble B 1 ne fair  possible que l 'appar i t ion de Fun 

des B~ darts l '6preuve suivante qui, ~ son tour,  ne peut  4ire succ6d6 que par  

un des B~, et ainsi de suite, les ensembles B~, B ~ , . . . ,  B~ se r6al isant  chacun 

dans l 'un de ses membres  Fun aprbs l 'autre.  On voit que, dans no t re  cas, 

l 'hazgrd ne porte  pas sur les ensembles B~, B ~ , . . . ,  B,~, leur succession 6tant  

complbtement  d6finie par  le premier  6vgnement,  mais seulement  sur les 6v6ne- 

ments  dans chaeun de ces ensembles. 

Cela 6t~nt 6tabli, si l 'on salt qu'aprbs un certain nombre  d 'dpreuves on 

est amen6 dans l 'ensemble Bt cor respondant  au champ Lt , ,  on doit  considdrer 

_ Pf l  - - p f l < L t t  
P~ 

(~ <Lt t  

comme probabil i t6 de l 'dv6nement  A~ qui fair  par t ie  de l 'ensemble ~Bt, ce que 

nous ~vons d6sign6 par  le symbole 132<Ltt. 

D'uu t re  par t  

qy =290, ~+- - -+~y_1+1 + "'" + po, z~+...+~, 

d'apr~s l e  th6orbme d 'addi t ion des probabilit6s, n 'es t  pas au t re  chose que la 

probabili t6 d 'observer  un des 6v6nements By dans l%preuve initiale, 1'ensemble 

By 6t~nt d6fini par  (46) et (47), 

On voit  ma in tenan t  que 

(5 2) Pfl + lYk]fl - qyl) f l<Ltt  

est la prob~bilit6 d 'un  6v6nement qui consiste darts la r6alis~tion simultan6e de 

deux autres  6v6nements: I ~ l ' appar i t ion  de Fun des 6v6nements de l 'ensemble B~ 

dans l '~preuve init iale;  z ~ l ' appar i t ion  de A~ qui fair  par t ie  de l 'ensemble •t 

dans l%preuve num6ro k. 
pf Remarquons  encore que Pkl~ ~ o e t  Qklfl = o quand k - o  zr par  des valeurs 

quelconques et que qypfl<i, tt conserve la m4me valeur pour  ~ fixe et k t endan t  

vers l 'infini p~r les vuleurs de la forme k = t t m  + t + 7, t 6taut  un nombre  fixe 

d6fini par  la condit ion 9 ~  ~ L i t  e t  7 un nombre  constant  pris de la suite 

I, 2, . . . ,  m. Donc, qyp~<Ltt est la probabili t6 finale de l%v6nement A~ quand on 

ne salt  rien des r6sultats  des 6preuves consid6r6es et qu~nd on eonsid~re le 

nombre  ind6fini des 6preuves des num6ros 
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t + 7 ,  m + t + 7 ,  2 m + t + 7 , . . . .  

Cette probabilit6 se change avec le changement  de fl et de y. Quand fl reste 

constant  et k parcourt  routes les valeurs entibres et positives, 7 parcourt  pdriodi- 

quement  les valeurs I, 2 , . . . ,  m, donc la probabilit6 prend p6riodiquement les 

valeurs 

(53) q l P ~ < L t t ,  q2P ~<Lt t ,  " ' ' ,  q m p ~ < L t t  

avec les termes addit ifs  _P~'~ et Qkrfl dont  le premier t end  vers zdro pour k - +  :r 

et le second devient nul, d~s que k surpasse une certaine valeur. 

Nous voyons que les oscillations constantes de Pkl#, repr6sent6es par la 

suite (53), sont p6riodique uvee la p6riode m. 

En s 'appuyant ,  enfin, sur le th6or~me X X X I  on trouve les relations 

~<Ltt fl< Ltt 
d'ofi 

(54) ~ / < f l =  qr, 
~<Lt t 

car, par (5 I) 
Z P~<Lt t  ~ -  I .  

~<Ltt 

Les relations (54) sont aussi dvidentes de la forme mSme de � 9  notre 

cas et de la remarque qui a 6t4 fai te sur les ensembles B1, B= . . . .  , B,~. 

Nous r4sumons les fairs 6tablis les plus importants  duns le th6orgme suivant:  

Thdor~me B. Soit donnde une cha~ne de Markoff dont la loi @, u~e matrice 

ind&omposable et imprimitive, soit rdduite 4 la forme 

/ ~ ~  ~ t 
�9 = / . o  .o o. . / ,  

\ o o o 

L m  l 0 0 . . . 0 

oh m est l'indice de cyclicit~ de @; soit 

o(z )  = z" (z~ - ~)(z'~ - @ ~ , . . .  ( z m _  ~ ) ~ , =  o 

(~>o, I<1<~, . . . ,  la~[< I) 
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l'dquation earactgristique de O. Alors la probabilit~ Pkl~ de A~ est 

Pklfl ~ qrPfl<ztt + P'~i~ + Q~]fl, 

oft P" ~:1~ et Q~I~ ont les valeurs (37) et (38) et tendent vers z&o avee k ~ 

q~ ~/90,  q+ . .  �9 +~_~+z+ ' " �9 + p0, q+. �9 �9 +t~ 

est la probabilitd de l'eusemble 

--- (A~,+. . .%,_~+~,  . . . ,  A~+. . .+~ , )  B 7 

dans l'~preuve initiale et 
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q ~ 1 ~ < L l t ;  I ~ , ~ m ;  k ~ t - - 7  (mod m). 

Quand k - ~  r162 la probabilit6 Pkl~ pareourt p&iodiquement les valeurs 

qlPfl<~tt, q~p~<Ltt . . . .  , qmP[~<Ztt 

avee les ~earts P'k~ + Qkl? qui tendent vers z&o et sont tels que 

de sorte que 

F, P i~  = o, F, Q~I~ = o ( t =  ~, m) 
[3<Ltt ~<Lt t 

Pkl~ ----- q~. 
{3<Ltt 

R e m a r q u e .  Si l ' on  suppose  que p o u r  la ma t r i c e  �9 consid~rde dans  ce 

n u m d r o  la f o n c t i o n  ca rac td r i s t ique  @(~) ne c o n t i e n t  pas  le f a e t e u r  il ~, de sor te  

que v == o, on  doit ,  d 'apr~s  X X X  et  en  s u p p o s a n t  q ~  < L i t ,  p rend re  

d 'ofi  O =  m - -  t, et 

~3~<Ltt ~ .p{3 (jO' (I) 

(3<Lt t 

est la probabilitd de l'6v6neme~t A~ dans l'e~semble Bt, quand on salt que A~ doit 

rentrer dans eet ensemble, les hombres 7 e t t  6rant d~finis par les conditions 
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On en eonelut que le hombre  k - -  v + I + 0 + 7 - -  I considdr6 plus hau t  se rem- 

plaeera ma in tenan t  par k - - m + I  + m - - t + 7 - - I = k - - t + 7 ,  e'est-s aura  la 

mSme valeur que plus haut.  Done, routes nos ddductions res teront  les re@rues 

avec la seule modification que, pour  v = o, la quanti t6 Qklfl ne figurera du tou t  

duns l 'expression de pkrfl qui sera ma in tenan t  

P~lfl = q%~ + Pk~fl" 

E x a m p l e  3. Nous eonsid6rerons deux il lustrations de la th6orie exposde 

duns ce num6ro. 

Soit donn6e une chalne dent  la loi est 

�9 = 

[i O Io O5o O4o i/ 
0 0 0 . 

0 0 0 

0 0 0 

La matriea �9 est 6videmment ind6composable,  imprimitive et de l ' indice 3; elle 

est donn6e dans la forme cyclique et Lj~ est cornposd des hombres  o.~, 0.5, 0.4; 

L~3 des hombres I, I, I e t  L31 d 'un  seul hombre I. 

On trouve faci lement  

()`) = 

- - O . I  - - 0 .  5 - - 0 . 4  

o Z o o 

o o ~ o 

o o o Z 

- - I  0 0 0 

O 

- - I  

- -  I = Z 5 - -  )& 

- - I  

)  ̀

Donc  les zdros de �9 sent  

qui sen t  simple, et 

de multiplicit6 v = 2. 

On t rouve ensuite:  

) , o 1 ~  e 3 , ) ` o 2 - - e  3 , .  

o ' ( z ) =  s z * - 2 ) ` ;  0 ' ( ) `oo)=3;  ~o' ()`o,) -- 3)`o~; 0'()`o~)-- 3Zo_~; 

9 ()`) = ) ` 3  I ;  
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~ ~ (z) ~ :  ~ (2) r ~ (z) o ,  ~ (2) ~ ~ (z) 

P 2 2 2 2 2 ~ )2 

O.x 23 2 4 - - 0 . 9  2 O.i 2 O.r 2 0. I 2 u 

0.5 2 3 0.5 2 2~--o.5 2 0.5 2 0.5 2 ~ 

0.4 2 3 0.4 22, 0.4 2 2 1 - - 0 . 6  2 0.4 2 2 

;t 2 2 ~ 2~ 28 P 
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fl 

I 

2 

3 

4 

5 

�9 ~(~) ~ ( ~ )  ~ ( ~ )  ~ ( ~ )  ~ ( ~ )  

I I I I I 

O.I 0oi  0.  I O.I O.I 

0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 

0.4 0.4 0.4 0.4 0.4 

I I I I I 

(/)1 fl (~01) ~ 2  fl (201) 1~3 fl (201) (/)4: fl (201) (/)5 fl (201) 

221 ~01 ~01 ~01 I 

O.I O.I ~21 O.I ~gl O.I ~021 O.I ~01 

0 4  0 4  ~g' 0.5 ~g~ 0.5 20~ O'S ~0' 

0.4 0.4 2021 0.4 ~o 2  ̀ 0.4 2o21 0.4 2ol 

201 I I I 2Ol 

@ ~  (~0,~) s ' o b t i e n n e n t  de 

A n  m o y e n  de ces 

p o u r  k ~ t eL 

Oa~(~O1 ) en r e m p l a g a n t  20~ p a r  s e t  q ) ~  (o) son t  tous  nuls .  

r6 su l t a t s  e t  des f o r m u l e s  g~n6rMes on t r o u v e  que  Qkl~ = o 

IO 

.Pkll ~ 3 ~ 

I 
Pkl2 = 

Pkla ~ ~o 

Pka ~ 4 

[Sk ([1 ~- 8k+1 q2 9t- 8k--1 ([3]' 

[Sk--~ ql + Sk q2 + Sk+lqs], 

[Sk -1  qt + Sk q~ + Sk+ 1 q3]' 

[Sk--1 ql + Sk q~ -~ S~+lq~], 

IO 
Pk]5 = ~ [8k+1 ql "~ 8k--1 ([2 "Ji- 8k([3], 
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off 

ql--~Poi, q~ =Po2 + Po~ +204,  qs =Po~; 

Les sommes  sk sont nulles pour  k = 3 / z  + I ou 3/ t  -~-2, ~ t = O ,  I, 2, . . .  et  ~ 3  

pour  k = 3 t t ,  t t ~ - o ,  1 , 2 , . . .  L a  table  despkl~ nous donne done p o u r e e s f o r m e s  

de k la  table  suivante  des valeurs  des Pkl~: 

k ~  3t t  3 # +  I 3 # + 2  

Pkl~ = q~ q~ q2 

I I I 
pk[2 = ~0  q2 ~ qi ~ qa 

~k[5 = q3 q~ ql"  

Ces valeurs  sont  b ien conformes  s nos rdsul ta ts  gdn~rals. P a r  exemple,  

prenons  k = 5  et t rouvons  PsI~. On a f l = 4 ,  ~ 1 4 ~ L J e ,  done t - - 2 ,  t - - k : - - 3 ,  

d 'oh y----3.  Done  

29514 ~ q3 " 

4 
P4 30 4 

- -  q3 " Y,p~ ~ +  5 + 4 i oq3" 
~<L2~ 3 0 3 ~ I 0  

On t rouve  la mSme valeur  de la fo rmule  

p~.f4 = ~oo [sk-1 q, + sk q~ + sk+l q3], 

en y posan t  k ~ 5  et en r e m a r q u a n t  que s k _ l = s 4 - - o ,  Sk~S~-~-O,  Sk+I~S6= 3. 

P o u r  k = o nos formules  donnen t  P0Efl = p 0 ~  (fl = I~s), si nous  r e m a r q u o n s  

que darts ce cas Q~]~ n 'es t  pas  en gdndral nul. En  effet, on a dans  no t re  cas: 



done 

etc. 

Exemple  4. 

Recherches sur les chafnes de Markoff. 

Qkl~ -~ ~.TDa p0~ q).~(4 z=o 

r (4) ~ (4) ~=0 

-~ ~ p o .  ~D'fl(~ pour k - o ,  
~ (o) 

I O .  
p0[1 ~ 3 ql + ~ P 0 ~  (P~l (o) 

. r (o) 
- - q l  = q01;  

1 . 
P 0 1 2 = ~  3q~+.~.~Po~ - ' 2 ( ~  . ~ (o) 

I 
roq~ d- 0 9 P 0 ~ -  o.~Poa o.~poa 

P0~ ; 

Prenons encore la matrice 

0 0 0.  3 0 .  7 0 0 

0 0 0 .4  0 .6  0 0 

0 0 0 0 0 . I  0 . 9  

0 0 0 0 0 .6  0 .4  

0 .2  0 . 8  0 0 0 0 

O.7 O.3 0 0 0 0 

201 

qui es~ 6videmment ind6composable, imprimitive et de l ' indice 3- Puisque son 

degrd est divisible par 3, elle ne doit  pas avoir le z~ro 4 -~ o. En effet, on trouve 

d'ofi les zdros de (/) 

2 6 - -  35150. Ac ta  mathemat ica .  

(4) = (4 ~ - i ) ( z  ~ + o o2s) ,  

2 h i  4:~i 

s  4ol-- e ~-,  4o~.= e -~ 

41 o ~ o ,  2 n = a 4 o t ,  Z12=O2o~ 
66. Imprim~ le 22 oetobre 1985. 

(o = - -  ]}0.025). 
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# 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

V. Romanovsky. 

Les q),#(2) sont  donn6s par  19 table A. 

Table A." q),~(2). 

a ~ l  2 3 4 5 6 

45--0.5 Z 2 

0.525 %~ 

0.3 ~4 + 0.06 2 

0.7,~4-- 0.o35 ~ 

0.45 48--0.o15 

0.55 Z 3 + 0.04 

0.5)/2 0.65 23--0.  i5 0.4 ),8 -f- 0.i 

),5--0.475)~ ~ 0.35J~3+0.I75 o.6X 3-  0.075 

0.4 2't--0.o4 2 )~5--0.64 ,~e 0.36 )2 

0.6J~i+0.o65), 0.665 ,~2 )/5__0.335 )2 

0.4 Z 8 + 0.035 

0.6/~3-- 0.01 

0.2 24-[- 0 3 ,~ 0.7 2~--0.2 ,~, 

o.8%4--o.275 % 0.32)+0.225 % 

0.38 ~3--0.o2 0.33 ~a + 0.o3 

0.622a+0.o45 0 .67~8-0 .oo5  

0 . i ,~+0 .335  ~ 0.6),'t--0.165 ~, ),5--0.565,~ I~ 0.435,~ 2 

0.9~4--0.31~, 0 .4~ t+0 . i9 )~  0.59 ~2 25--0 .4i ) ,  ~ 

(/)a~(I) SOIlt donn6s par les 6galit6s: 

( / )a1(I )=0.5 ,  ~a2( I ) - -0 .525 ,  0Da3(I)=0.36 , (/)cz,(I)=0.665, fiO,z5(I)--0.435, Q)a6(I)=0.59 

(0: --- I, 2 , . . . ,  6). 

On en obt ient  

(~)1! (I) 500 525 360 665 435 590 
Pl - -  .~'(/)aa(I) - -  3075 , P,z - -  3075, P8 = 3075, P4: 3075' p~ 3075' P0 3075 

On t rouve  @.~(201 ) de 19 table B o6 chaque ligne a un fac teur  numdrique com- 

mun ~ tous les membres  de 19 ligne et plac6 au c6t6. 

# 

Table B." ~0.:3(Zol ) . 

C ~ = I  2 3 4 5 6 

~o~, ~0 ~, I I Z01 Z01 

Z01 401 ~1 ~o21 I I 

I I ~0t )~01 ~'21 ~2t 

I I '~01 Z01 22t 421 

fac teurs  

X 0.500 

X 0.525 

X 0.360 

X 0.665 

X 0.435 

X 0.590 

En remplagant  dans les valeurs de O, fi(Zol ) 2ol par  s on obt ient  @,~(Z02 ). 

@=~(a) se t rouven t  de la table C. 
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I 

2 

3 

4 

5 
6 

c~ - -  I 

Table C." @.2(a). 

2 3 4 5 6 

- -  0 . 5 2 5  0 ~ --"  0 . 5  0 "~ - -  0 .  I 6 6 2 5  0 . 0 9  0 . 2 9 5  ff - -  0 . 2 1 7 5  a 

0 . 5 2 5  02 0 .  5 (~2 0 . I 6 6 2 5  - -  0 . o 9  - -  0 . 2 9 5  O" 0 . 2 1 6 5  O" 

- -  0 . 0 5 2 5  O* - -  0 . 0 5  (1' - -  0 . 6 6 5  0 "~ 0 . 3 6  62  - -  0 . 0 2 9 5  0 . 0 2 1 7 5  

0 . 0 5 2 5  6 0 . 0 5  ~r 0 . 6 6 5  a~  _ _  0 . 3 6  6'2 0 . 0 2 9 5  - -  0 . 0 2 1 7 5  

0 . 0 2 6 2 5  0 . 0 2 5  0 . 3 3 2 5  O" - -  0 . 1 8  q - -  0 . 5 9  a ~ 0 . 4 3 5  0 ~ 

- -  0 . 0 2 6 2 5  - -  0 . 0 2 5  - -  0 . 3 3 2 5  ff 0 . ~ 8  q 0 . 5 9  a '~ - -  0 . 4 3 5  q~ 

On obt ient  q)-y()m) et ~Da~(~l~), en remplagant  dans la ~able C a  ~  I, a et  a ~ par  

2 ~  2 , = Z 0 1 a ,  ~ l - - 2 h o  ~ 
et 

2%=i, ;h~=2o~a, 2 ~ = ~ a  s 

respec~ivemen~. 
2 

Calculons mainten ant  les quantitds p~ + P~I~ =- ~,  ~o kh ~,Po ~ ~% ~ (20 h)en h=o ~ ~ (~0h)  tenant  

eompte  que 6o'(2oh) = 3.075 2 ~ oh. Les valeurs trouvdes des ~ ,2 (~) ,  6G~(2ol ) er 

O~(Zo~) nous donnent:  

))1 + - P k ] l -  500 [skql + &-2q~ + sk--~qs] 
3075 

p] "~- P~-]2 = 3 ~  - [Sk q[ 2v 8k--2 q2 2[_ 8k--1 q3] , 

P~ + P~la --  360 [8k--1 ql -~" 8k q~ + 8k--2 q3], 
3075 

Pa + P~'I~ = 665. [sk-1 ql + sk q~ + sk-2 qa] 
3075 

p ,  435 
P5 + k15 - -  [8k--2 ql -~ 8k--1 q2 "-}- 8k q3] 

3075 

off 

[p~ + / ' i l ~  = 590 [s~_~q~ + s~_~q~ + 8kq~] 
3075 

ql =!Pol + Po~, q~-~Po~ + Poe, q3=Pos  + Poo, & =  2koo + 2koi + 2~o~. 

Au moyen des valeurs des q)~i(s @.~(2il ) e~ 60.fl(~1~), par  la formule 
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on  ~ rouve :  

2 
~ a  ~ (Zlh) 

h=O a 

o* 
/"21 - 

3075 

o ~ 

3075 

O-k 

3075 

H P'~'lu ~-~ - -  I 1 ,  

. . . .  [sk (525 POl - -  500Po~) + s~.--2 (I66.25Poa - -  90po~) a - 2  

- -  sk-1 (295 Po5 - -  217.5Po~) o--a] ,  

. . . .  [sk_1(52.SPo~ + 50Po~)a -1  + s k ( 6 6 5 P o . ~ -  36Opo4) 

+ s~--2 (29.5 Po~ - -  21.75Po6) a -2] ,  

. . . .  [s~--2 (26.25 Pox - -  25 Po~) a--2 - -  s~_~ (332.5 Poa - -  180jOoa ) q--~ 

+ s~ (59Opo ~ - -  435 P0~)] ; 

E n  a j o u t a n ~  p~ + P '  " kl~ eL P~I~ on  ob t i en~  enf in  P~I2. Ces  p r o b a b i t i t 6 s ,  p o u r  

k des  f o r m e s  3 # ,  3/~ + 1, 3/z  + 2 o n t  les v a l e u r s :  

5oo 
P8~11 - -  q~ + 1025 

~ - ; ~  (525 P0~ - -  5OOpo~), 

500 o ~ 
i03P~+ 111 : q3 

I o 2 5  I o 2 5  

500 o ~ '  
P3m+~ll - -  q~ + - 

lO25 lO25 

(295 Po5 - -  217.5Po6), 

(I 66.25 Po3 - -  9Opo4) ; 

(29.5 P05 - -  2 I. 75 Po6); 

435 
ps~,]~ - -  q3 + 1025 i~o~55 (59~ - -  435P06),  

435 o '~  
p3~+115 -~  q~ lO25 lO25 

(332.5Pos - -  18Opo4), 

435 
P3/z+215 - -  lO25 

O-3P, 
qt + (26.25Pol - -  25Po2); 

IO25 

360  M r  
P~t,+213 - -  lO25 qs + 1025 

360  @~ ( 5 2 . 5 P o l  + 5oPo~) 
_Pz~+113 - -  lO25 ql + i o 2 5  

1~ 360  o "~ 
= q2 + - -  ( 6 6 5 2 9 o l  - -  360po4),  

I025  I025  
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P3~12 ~ ql - -Pz~I~,  Pz~+~12 ~ qa - -  P3~+i11, P3~+212 == q~ --Pa~+211 ; 

zz.  C a s  de  la  m a t r i c e  (P d~composab le .  So i t  d o n n d e  u n e  c h a l n e  de M a r -  

koff  avec  l a  lo i  @ qui  es t  de  l a  f o r m e :  

L11 o . . . o  o o . . . o 

o L ~  . . . o o o . . . o 

. . . . . . . . . . . . . . .  o . . . . .  

( 5 5 )  ( P =  o o . . . L , , ~ m  o o . . .  o , 

L,~+~,~Lm+I ,~  . . .  Lm+~,~L~+I ,~+~  o . . .  o 

L,.~ L~,~ . . .  L~,~  L~,,m+~ L , , ,~+~ . . . L~,~ 

oh tous  les c h a m p s  d i a g o n a l s  L ~ ,  (a : 1 ,7)  s o n t  i n d 6 c o m p o s a b l e s  e t  les  c h a m p s  

L~I, L ~ ,  . . . ,  Lm~ son t  isol6s,  les  c h a m p s  d i a g o n a l s  r e s t a n t s  ne  l '6 tan~  pas .  C e t t e  

m a t r i c e  @ a 6 v i d e m m e n t  ).0---- I p o u r  z6ro de  m u l t i p l i c i t 6  m. 

Soien~ l~, 4 . . . .  , l~ les  o r d r e s  des  m a t r i c e s  c a r r i e s  L ~  (a : ~,v).  N o u s  p a r t u -  

g e r o n s  les @v6nements A~, A ~ , . . . ,  An en  g r o u p e s  

A (1) : (A1, A~, . . . ,  A~,), 

A (~) - -  (A~+i ,  A~i+~, . � 9  A~,+~), 

A(') = ( A ~ + . . - + 4 - i + i  . . . .  , A,~). 

A l o r s  on  p e u t  f a i r e  les  r e m a r q u e s  s u i v a n t e s .  

S i  l ' @ r e u v e  i n i t i a l e  n o u s  a m i n e  duns  u n  des  g r o u p e s  A (1), A (2), . . . ,  A (m), n o u s  

y r e s t e r o n s  p o u r  r o u t e s  les ~p reuves  s u i v a n t e s .  P a r  c e t t e  cause  on  p e u t  a p p e l e r  

ces  g r o u p e s  g r o u p e s  isolds ,  Si  l ' 4 p r e u v e  i n i t i a t e  n o u s  a m i n e  d a n s  u n  des  g r o u p e s  

A (re+l) . . . .  , A (~), so i t  A (t), t_--__ m § I, n o u s  y r e s t e r o n s  r a n t  q u e  les  ~p reuves  sui-  

v a n t e s  ne  d o n n e r o n t  que  les  ~v~nemen t s  de  ce g r o u p e .  On  ne  p e u t  p a s  5v idem-  

m e n t  q u i t t e r  ce g r o u p e  p o u r  a r r i v e r  duns  u n  des  g r o u p e s  s u p d r i e u r s  A (t+~), 

A I t + ~ ) , . . . ,  A I,), p a r c e  que  les  p r o b a b i l i t ~ s  qg~fl son t  r o u t e s  n u l l e s  p o u r  

a ~ ll + 4 § " "  + lt e t  fl > l~ + l~ + . .  + lt. 

N o u s  ne  p o u v o n s  que p a s s e r  d u  g r o u p e  A (t) s u n  des  g r o u p e s  A(1)~ A (~), . . . ,  A (t-l),  
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ce qui arrivera,  si darts une des dpreuves, qui suivent  celle qui nous a amend 

A (t), nous aurons un des dvdnements des groupes A (1), A ( 2 ) , . . . ,  A(t-:); cela est 

possible parce que, suivant  not re  supposit ion,  Ltt n'est  pas isold, donc Lt l ,  

L t 2 , . . . ,  Lt, t - :  ne sont pas tous nuls. Une fois arrivd s un groupe inf~rieur 

A (t,), t~ < t, nous ne pouvons, dans les dpreuves suivantes,  que res ter  dans ce 

groupe ou passer dans un groupe infdr ieur  ~ A (t,) ce qui est possible seulement  

pour  t~ ~ m + :. E t  ainsi de suite. Si une @reave  nous a m i n e  ~ un des 

groupes  isolds A (:), A (e), . . . ,  A (m), nous y resterons toujours ,  comme il est remarqud 

plus haul .  On voit que les groupes A (re+l), A(m+2), . , . ,  A (~) sont  les groupes 

t rans i to i rs  et qu 'on les passe toujours  dans un sens: des groupes sup~rieurs aux 

groupes infdrieurs.  

Les derni~res remarques  sont  pr~cisdes par  le ~hdor~me suivan~ qu 'on pour- 

ra i l  appeler  loi de rdduet ion des chalnes 's matr ices  ddcomposables ou, simple- 

ment,  des ehalnes d~,composables. 

Th~or~me  C. L a  probabilit~ de rester toujours dans  un groupe transitoir  

A (~), t ~ m,  lend vers z~ro quand le hombre des @reuves augmente ind~finime~t. 

Ddsignons par  p'kl~ (h ~ -  l I 4 . . . .  + I t - 1  + I, . . . ,  l: + ... + lt) la probabili td de 

l 'dvdnement Aa du groupe A (t) dans la k i ~ '  dpreuve calculde sous la condi t ion 

que dans les dpreuves prdcddentes ne sont observds que les 6vdnements de ce 

mSme groupe  A (t). Nous ddmontrerons  que 

p 
(56) P k t h ~ O  pour  k--~ o~, 

si A (*/ est un des groupes transitoirs ,  ee qui est 6quivalent  h la supposit ion que 

les matr ices Lt l ,  L t 2 , .  ., Lt, t-1 ne sont  pas routes nulles. 

:Nous avons 

f 
Polh  ~ j00h, 

a + l  t a + l  t 

g = a + l  g : a + l  

a + l  t 

g r - a + l  g~ g 

a+~ t 

- -  Zp0aq?a~ ' r~(~) 
T g  h �9 wgg~ Wg~ h 

g g ~ = a + l  g~ 
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et Mnsi de suite. Enfin 

a + l  t a + l  t 
, ~(~--~) 

g = a + l  g , = a + l  

Les ~l~ments 9~h qui interviennent  duns ees formules sont les ~l~ments de 

la sous-matriee i t t .  Soit @(Z) la ionction caract~ristiquue de L~t. Alors routes 

les racines de l '~quation O(Z) = o ont  des modules moindres que ~ comme il suit  

du th~orSme IX-bis, les sous-matrices L t l , . . . ,  Lt, t-~ n '~tant  pus routes nulles. 

Done, on peut  ~erire 

(z )  = ( z  m - r ~ ) ( z , ~  - r . . . . .  ( z ~  - o,,~1~, z~, 

o ~  o < ~ < ~, l e~ I < ~ ,  �9 � 9  l e ,  I < , ' ,  ~ --> , ,  . >-- o ( o n  d o i t  t e n i r  compte d e  e e  

que Ltt est ind~eomposable). 

On en obtient  par la formule de Perron 

m - - 1  - -  

= 

~"g~ ~ a~ (z0.)  C ~ 0  

en dSsignant par @gh(;~) le mineur  de q)(z) eorrespondant  "~ l '~l~ment 9~hg, par 

~p~(Z) le quotient  
(z) 

(z - z~ ~)~  

et par ;~0~ et Z~ les raeines des ~quations )~ . . . .  r ~ =  o et ; ~ - - t ~  = o. 

Cette expression de W~=(k)h nous montre tout  de suite que 

~(k)__~o pour k - - * ~ ,  g h  

d'ofi, par (57), on arrive ~ (56). 

Notre th~orSme reste aussi vrM si nous consid~rons la probabilit~ de rester  

toujours  duns A (t), t > m, apr6s y 8tre arriv~ duns une ~preuve quelconque qui 

u'es~ pus ini~biale. En effe~, cease supposition n'es~ gquivMente qu'~ uu changemenfi 

des probabilit6s initiales pog duns (57) aux probabilites des Aa+~, Aa+~, . . . ,  Aa+tt 
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dans  une cer ta ine  6preuve quand  s 'accompli~ le passage  d 'un  groupe  sup~rieur  s 

A (*) au groupe  A (t). 

Le thdorSme d~montrd nous amSne s la conclusion que, pour /~ assez grand,  

on peut ,  avec une probabi l i t~  aussi  peu diff~rente de la cer t i tude  que 1'on veut,  

a f f i rmer  que nous serous amends d~fini t ivement  s l 'un  des groupes  isol~s 

A (~), A ( 2 ) , . . . ,  A (~), si le haza rd  ne l 'a  pas fair  dSs le commencemen t ,  ou, en 

d ' au t res  te rmes ,  que la chalne consid~r~e se r~duira ~ une au t re  chalne  qui ne 

cont ient  que les ~vdnements  de ce groupe  isol~ s qui nous  serous amSnds. En  

ef[et, nous avons supposd que les sous-matr ices  

Lm+l, m + l  ~ �9 �9 . ~ L v ~ ,  

ne sont  pas isol~es, donc pour  chacune  d'elles ]e bh~or8me C est  vrai  et comme 

on ne peu t  pas passer  d 'un  des groupes  A (~+~), A (~+~), . . . ,  A (*) qu ' s  un g roupe  

inf~rieur  on voit  a is~ment  que no t re  conclusion est  juste.  

Une lois arriv~ & un des groupes  A (1), A ( 2 / , . . . ,  A (m) nous res te rons  tou jours  

dans  ce groupe.  Les  mat r ices  co r respondan t s  L n ,  L e e , . . . ,  L , ~  sont  supposdes 

isol~es et ind6composables ,  donc nous aurons  dSs lors un des cas 6tudi~s dans  

les num~ros  precedents .  Ndanmoins  il est in tdressan t  d '6 tudier  les probabil i tds  

pklfl pour  la loi (55). Nous  allons le faire  pour  le cas quand  les sous-matr ices  

L n ,  L~2 , . . . ,  L ~ ,  sont  pr imit ives.  

Etabl i ssons  d ' abo rd  quelques thdorSmes auxil iaires.  

oh 

X X X I V .  Soi t  

r 

I T~ m-1 | ~ ~'--i A<~) r~ .. )k--m+l A(m--i) 
..... i " ~  tz~r Z ~ A ~ ( Z )  + . .  ~ . ~ j  + .  + (Z), (m - -  ~). '~o (i) ] ~ 

(z) 
Wo (z) = (z - I)*., 

Alors,  pour le cas (55), les quanti t~s 

Ao~(I), ALI~(,) A(,n-,) . . . .  , ~  (~), 

sont les solutions des syst~mes 

X = X @ et Y = q) Y ,  

(~, ~ = ~, ~) ,  

c'est-d-dire on a iden t iquement  
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(58) A (h) ~ A (h) ( h  = o ,  I . .  m - -  1" A ~~ ~-- Aar )  q(I)q?c/r, , . ,  , 

C/ 

- - ( h ) [ i  ~ " / l(h) (59) ~lafl\ ) =  Z (I) 
7 

En effet de la thdorie des dquations aux diffdrenees finies on sail que 

Aa~(~).  I k, ,(1) A(m--1) Aac/(I). I k , . . . ,  maCl (1). I 

sont les solutions des 6quations aux diffdrenees finies 

Uk_~II~:ZUklaQOaC / (Of, /~== I ,~ ) .  
a 

On en voit  Lout de suite que les relations (58) se vdrifient ident iquement .  

La d6monstrat ion des identit~s (59) est route  pareille. 

X X X V .  Pour la matrice (55) les quantitds 

(60) (1) -(2) A(m--1) Aafl(1), Atafl(1) , . . . ,  xaafl (I) (q, fl--- :~))  

sont toutes nulles. Les quantitds Aac/(1) ne sont pas en ggndral nulles dans les champs 

Ln ,  Le~, . . . ,  Lmm et dans les champs qui sont contenus dans les bandes verticales 

situdes au dessus des champs Lm+l,~+~,. . . ,  L , ,  et sont nulles dans les champs 

Lm+1, m+: , . . . ,  L , , .  Enfin, les mOmes quantitds Aac/(I) ont des valeurs constantcs 

pour chacunes des lignes des champs LH, L2~, . . . ,  Lm~. 

:o. Les quanti t6s (6o) repr6sentent  6videmment  des expressions lin6Mres 

eL homoggnes des quanti tds @,ft(1), @'ac/(i), . . . ,  @2~-2)(1), qui sont nulles pour  

a, fl = I ,n  (par X X X [ I I ) ,  donc les quanti t6s (60) sont routes nulles. 

2 ~ Pa r  cons6quent 

v--: W t l Jail's(m--i) (I) 
t Z/$0('~) 12=1 l/J0(I) 

eL, en se rappelant  la d~monstrat ion du n ~ 2 du thgorSme X X X I I I ,  on voit  que 

les quantit~s Aac/(I), qui sont  ~gales s 

,~(m--1) 

( m - I ) !   0(I) ' 
27--35150. Acta  mcthemctica.  66. Imprlm~ le 22 octobre 1938. 
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ne sont  pus nulles en gdn~ral dans les champs L n ,  . . . ,  Lmm e t  sont nulles duns 

les autres champs diagonaux.  

3 ~ . Le syst~me Y = O Y ,  dont  les solutions sont A~fl(I), peut s'~crire 

comme il suit: 

Y I :  LI~ Y1,  . . ., Y m =  L ~ m  Y , ,  
(6i) 

Y , + I = L m + I , 1  Y1 + "'" + L,+l ,m+l  Y~+I, . . . ,  Y~ == L,1 I71 + ""  + L,~ Y;,. 

Pour  plus de simplicit6 dans les ra isonnements  qui suivent 6crivons In matrice 

q) duns la forme 

[ L n  o o . . .  o o \ 

/ . o  . o . . . . o  . . . .  o . /  
(55 bis) q ) = ~  o o o . . .  L~,~ o l 

\Ln~+l, 1 L~+l,2 5m+1,3 . . .  Lm+l,m L~+i,m+l / 

en posant  en particulier 

o o .. o) 
L ~ + l , m + l =  |L,,~+2,,~+1 L~+2,~+2 o . . .  o ; : 

\ L~ ~+~ L~ ~+2 L~ ~+a �9 �9 �9 L~,, 

L~+1,1, L~+1,2, . . .  ont les significations pareilles. 

Alors le syst~me (6I) s'dcrira 

Y I =  L n  Y1,  " ", Y , ~ =  L,~,~ Y,~, 
t ! ! t Y ~ + l = L ~ + l , 1  I71 + ' + Lm+l,,~ Y ~  + L,~+l,m+l Y;~+I. 

On trouve une solution de ce syst~me, en posant  

(63) Y ~ - - o ,  . . . ,  Y~- - I=O,  y0 : h+~ o , . . . ,  y o = o ;  

( 6 4 )  Y ~  = ( y , ~  = a ,  . . . ,  y~,, h = a)  

(a = constante arbitraire) et en r~solvant le syst~me 

(65) Y,,+~' = Lg+~, h Y~ + " "  + L'm+l, m+l ~'~n+l' 

(h est un  des hombres I, 2, . . . ,  m). En  effet, les quantit~s (63) et (64) sat isfont  

4videmment les dquations 

Y I = L n Y 1 , . . . ,  Y~ = L~m Ym 
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et le systbme (65) a une seule solution d~termin6e, parce que son ddterminant 

I E - - L ~ + l , ~ + x ]  est diff6rent de z6ro et positif, car les rucines de l'dquation 

] E)~ - -  L~+,,  ~+~I ~ o 

sont routes absolument moindres que i eL la matrice L;~+1,,~+1 est non- 

n4gative. 

Consid~rons d'uutre part les quantit~s A ~ ( I )  pour fl repr6sentant le num6ro 

de l'une des lignes de Lhh. Elles sont les solutions des ~quations Y - - O Y .  

1VIais le syst~me :Yh ~ Lhh Yi~ n'a pas d'autre solution non nulle que la solu- 

tion indiquge plus haut, car Lhh est ind6composable. Donc, duns une ligne de 

Lhh, routes les quantit6s A ~ ( I )  correspondantes sont n6cessairement dgales 

entre elles. 

Cette consid6ration s'applique 6videmment s chacun des champs L~,  . . . ,  L,,~, ,  

donc lu propri6td des A~(~) ,  d6montr6e tout s l 'heure pour L ~ ,  s'observe pour 

tous les champs L ~ , . . . ,  L~m. 

E~udions de plus prbs les quantit6s 

, @(~-:) (,) 
(66) Aafl(I) = (m -- I)[ ~)o (i) 

Soit f l l e  num~ro d'une ligne de Lhh. Alors, comme nous avons ddmontr~, 

A~2(I) conserve une mSme valeur quand a prend les valeurs 6gales aux num6ros 

des colonnes de Lhh et est nulle quand a est le numdro d'une colonne des champs 

L l l , . . . ,  Lh--l,h--1, L h + l , h + l ,  . . . ,  L,~m; 

quand a est le num6ro d'une colonne de L~+1, m+l, nous avons A ~ ( I ) ~ O .  

D6signons par p~h) la valeur constante de A ~  (i) sur la ligne fl duns Lhh (I ~ h ~ m) 

et par p~) la valeur de A ~ ( I )  sur le mSme light e~ sur la colonne s(s  == 1 + I, 

1 + 2, . . . ,  n). Alors il d~coule de nos raisonnements que p~h) constituent l'en- 

semble Y~ et p~) l'ensemble Y~+I, ces deux ensembles repr6sentant la solution 

unique des 6quutions (65). En consid~rant duns ces 6quutions Y:,~+I comme in- 

connues et Y~ comme don4es on obtient facilement les expressions de la forme 

( s ~ l +  1 , 1 +  2, . . . ,  n; l = l  1 + 1 ~ + . . . +  lm), 
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oh c~ h) sont certaines constantes  positives (cela ddcoule du fair que b u s  les mi- 

neurs de I ~ E - - L ~ + ~ , m + : I  sont positifs pour )~= :). 

Soient maiu tenan t  ;~:, ~ ,  . . . ,  1s et m,, m+, . . . ,  m+ les z~ros de (/) diff~rents 

de o e t  b u r s  multiplicitds, de sorte que 

(/) (~) ( ~ -  I )m(  ~ - - Z l )  'mr �9 " , ( ~ -  l+)m+; I~+1 < i ,  d = I : 8 .  

Alors, en tenant  compte des thdorSmes X X X I I I  et XXXV,  on peut  4crire 

(68) 

o~ 

Pkl(~= h + o~C ) p ) 
a=l + l 

'-F .q~ . j . (Ty lg - i ) ,a~ l l~OaDrg- - l l_  ~.q(~) ])':J+<.l 

et  

(69) 

qh =JOo, l~+ . . .+ lh_ l+ l  ~- "'" -~- ~)o, l~+. . .+ l  h, 

11 Jr- " ' '  -H ll,--1 + I ~ fl ~ l I "J- "." -t- lh, (h : i - ~ i ) ,  

+ ' + P_~_+(~!l 2~)k'~-=g~__l~;--2- , ) ~ a ~ l ' ~  Ipg(~) J)+=)y, 

pour l l + - - . + l ~ +  I ~ f i g n .  

On en voit que, pour k-~or  

( '+ ) 
vk,,+-+ q,+ + Z p0~ v~+' 

a=/l+ 1 

quand Aft est un ~vdnement du groupe A (h) (h = ] ~ )  et 

Pkl# - +  o 

quand A? est un dv~nement des groupes -t(m+1), . . . ,  A (~), conformdment  au 

thdor~me C. 

(70) 

On d~montre encore sans difficult~ la propri~t~ suivante des p~hl: 

XXXVI .  On a 

2B p~h) = i (h = i ; ~ )  
~<Lhh 
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n 
En effet, ~oujours ~ P ~ I 2 - - I ,  donc 

~=1 

l = E Z  qh+ 
h = l  f l<Lhh 
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C(h) I ~(h) ~ po~ ~ ] ~  , 
a = / + l  

puree que, comme on d~montre fucilement, 

Z Z(me- i ) l  ~ ,t, I f  ~-)gi~)) -]~=2ff O. 
fl=l g= l  ' " a = l  

L'identit.d (7 I) u lieu, quels que soient _P0~. Posons  donc p0~ = - o  pour  routes 

les vuleurs de a, except~ les valeurs 

11 @ ' " ' +  lh--1 "@ I ~ (Z ~_ 11 -]-' '" + lh ; 

ulors qh = I et  (7 I) nous donne l'dgulitd (70), que nous uvions ?~ dgmontrer.  

Consid~rons encore lu somme ~ Pkl~. Evidemment  
~<.Lhh 

On en voi~ que 

( ) 
~ < L h h  fl<:Lhh a = l +  l 

n 

= + E 
a = l + l  

(h) I .  qh + pO~C,~ "= 
a=l  + l 

Par  consequent,  on peut  interpreter  les nombres  positifs qh + ~ poeC~) comme 
a=l-f- 1 

les probubilitds finales des groupes A (1), . . . ,  A (~) culculdes & lu supposi t ion qu 'on 

ne suit rien des r6snltats des 6preuves en nombre  illimit6. Quunt  uux nombres  

p~h) il repr~sentent  les probubilitds finales des A~ quund on suit que le nombre  

illimitg des ~preuves nous dolt  conduire uu groupe A (h). 
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E x e m p l e  5.  C o m m e  u n e  i l l u s t r a t i o n  d e s  d i v e r s  r d s u l t a t s  a c q u i s  d a n s  ce 

n u m ~ r o  n o u s  c o n s i d g r e r o n s  u n e  c h a l n e  d o n t  l a  l o i  e s t  r e p r ~ s e n t d e  p a r  l a  m a t r i e e  

�9 ~-  

"0.3 0.7 0 0 0 0 

0.6 0.4 0 0 0 '0 

o 0 0.8 0.2 0 0 

0 0 0 . I  0.9 0 0 

0.4 0 0 0 0.4 0.~ 

0 0 0.3 0.~ 0.3 0.3 

On ealcule pour eette matr ice 

0/)(2`) = (/)2 0~ 0 3 ~ (2`~ - -  0.72` - -  0.3) (% 8 - -  1.7~, + 0.7) (% ~ - -  0.72` -k 0.06) 

= (Z - -  I)~(2` -[- 0.3)(2` - -  O.I) (2  ̀ - -  0.6)(2` - -  0.7); 

htr0 (2`) ~2 `4  __ I . I  Z3 + 0. i3 2~ + 0.0452` - -  0 .oI26,  

0 '  (0.~) ~ 0.o972, 0 '  ( - -  0.3) = - -  0.6084, 

0 '  (0.6) = - -  0.0072 , 0 '  (0.7) ~-  0.0054. 

L e s  m i n e u r s  (P ,~(s  l e u r s  v a l e u r s  p o u r  l e s  d i v e r s  z~ros  d e  �9 e t  l e s  v a l e u r s  

d e  (/)~(2`) s o n t  d o n n ~ s  d a n s  l e s  t a b l e s  c i - d e s s o u s :  

(/)2 ~ (2`) o., ;, (2`) (/)3 ~ (2`) 0 ,  ~ (2`) 

(2`--0.4) 0~  0 s 0.6 Oe 0 s 0 0 

0.7 Oe 0 s (2`--0.3) 0~ 0 3 0 0 

o o (2`--0.9) (0~ (/)3 o.~ (0~ (/)3 
o o o.~ (/)1 (/)8 (2`--0.8) (0~ Os 
0 0 0 0 

0 0 0 0 

o~ ~ (2`) 0~  ~ (2`) 

I 

2 

3 

4 

5 
6 

0.4 (2 ` -0 .3 ) (2 ` -0 .4 )  o~ 
o.28 (2`-0.3) (o~ 

(0.06 2`--0.052 ) 01 

(0.02 2`--0.004) 01  

(2`--0.3) 01 0~ 

0.2 (/)1 0 ~  

0. I2 (2`--0.4) O~ 

0.084 0~ 

(,~--0.4) (0.3 2`--0.26) 01  

(2`--0.4) (o.~ 2`-0.02)  0 ,  
o.3 (/)1 0~  

(2,--0.4) �9 1 0~  



~ I ah:(-o.3) 

0.0648 

0.0756 

0 

0 
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0.0648 0 o 0.0504 0.o216 

0.0756 0 0 0.0588 0.0252 

0 0.0468 0.0468 O.OLO4 0.o312 

0 0.0936 0.09.36 0.o2o8 0.o624 

o ~ ( ~ ) =  oo0(1)--  o; ~ =  1,6. 

@~:(--0 .3)  q)a : (--0.3) 12)4 (~ ( - - 0 . 3 ) q ) 5  : ( --- 0, 3) t7)6 : ( - -  0. 3) 

I ] ---0.3276 

2 0.3276 

0.2808 0 0 0.2184 - -0 .  I092 

--0.2808 0 0 --0.2184 0. Io92 

q ) . ~ ( - - 0 . 3 ) = O ;  a =  1,6;  f l = 3 , 4 ,  5, 6.  

�9 1:(0.7) a),:(o.7) a),~:(0.7) ~,:(0.7) ~v~:(o.7) a~0~(o.7) 

o 

o 

0 --0.0036 0.oo18 0.0030 --0.0045 

0 0.0036 --0.oo18 --0.0030 0.0045 

Oafl(0.7) = 0 ;  a =  1,6;  f l =  1 ,2 ,  5, 6.  

3 

4 

5 
6 

m~:(o.1) m0:(o.,) 
0.1296 --0.01944 I 

--0.3024 0.04536 2 

0.1656 --0.02484 3 

0.0072 --0.00108 4 

0.3888 --0.~ 5 

--0.3888 0.05832 6 

3.I) = O; g = I,--4; f l =  1,6.  

~05 fi (O.6) ( / )6 : (0 .6 )  

0.ooo96 0.ooo96 

O.oo336 0.oo336 

0.oo576 O.oo576 

--0.00288 --0.00288 

--0.00432 --0.00432 

--0.00288 ---0.00288 

09a:(O.6) - -  O; a =  1,-,4 ; fl---~ I ~ .  

-& l ' a ide  de ces tab les  nous  o b t e n o n s  les va leurs  su ivan tes  de Pkl2: 

648 r  216 
Pkll - -  I404  qi + PO,~ + I~0~P06 

(--O.3) k 
+ 4 6 0 8 ~ ( 3 2 7 6 p 6 1  - -  2808P0~ - -  2184P05 + IO92 P06) 

"~- (O.I)k (I 2 9 6 ~005 - - I  944 P06) - -  (0.6) k (96/905 + 96P06) 
37 2 7 2 
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I 3 ot +.Po~ + 9 Po5 + 3 Po~ + - -  (--0"3)k(2I P o l -  -- I 8 p o ~ -  I4Po5 + 7Po6) 
39 

+ (o. i) '~ 
(4Po5 - -  6po6) -- 4 (o.6)k (.PO5 + Po6) 

3 ~ 

Pkl2~- 7 (pOI + Po~ + 7 Pcs + ~ Po~) + . . . .  (--0"3)k(--2I r i o 1 -  + I8Po'2 + I 4 P o 5 -  7Po~) 
39 

+ 

jgk] 3 

I49 (0. I) k (-- 2_/905 + 3 .~906) -- ~ (0"6) k (jO05 + jOo6), 

I ( p  2 2 ) ( 0 . 7 ? (  
-3 03 + "P04 "+ 9 P05 + 3 P06 + " - ' ~  " - -  I 2 p03 "~- 6 PO~ -}- I 0 2905 - -  I 5 P06) 

+ 

Pkl4~--- 

2~ (0. I)/~ (2PO 5 - -  3 P06) + 8 (0.6) k (P05 "-}- LD06), 

2 ( p  2 2 )  (0.7)~:ri2 ~ 3 o +po +9 Oo. +3Po   ,o -6po,-XOpo + 15 Po~) 

I 
+ ~7 (0"I)k (2j0o5- 3Po6) + 4 (0.6)k (Po5 + Po6); 

Pkl~ = 2 (o.~)k(2po5 - -  32906 ) + 6 (0.6)k (fro5 -[- 1~o6), 

Pk]6 : - -  2 (0, I)/~ (2~005-  3-P06) "~- 4 (0.6)/: (P05 + PO6)" 

On voit que les probabilit6s finales sont 

p o ~ 7 (Pot 

]93 ~ ~ (Pos 

+ P O , + o P o ~ + 3 P o 6  , 

i ) 
+ 1)o2 + 9 Po5 + 31)o6 , 

+ P o ~ + 9 P o s + 3 P o ~  , 

2 2 ) 
+ P o ~ + 9 P o s + 3 P o ~  ; 

p s ~ O ,  P 6 ~ O .  

Cet exemple nous montre,  que dans le cas consid6r6 dans ce num~ro les 
probabilit6s finales d~pendent  des probabilit6s initiales, comme d'ailleurs il est 
6vident des ~galit~s (68). 
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Nous  indiquons encore, en t e rminan t  ce num6ro, deux propri6tds suivantes 

de O. 

X X X V I I .  Soit ~ )  un des zdros de la sous-matrice Lhh qui est diffdrent de 

(.~(h)~ 
I. Alors ~,,~flk~ ~ = o partout, sau f  clans les chamTs L~h et Lh,~+~, quand h =  ~, m, 

' ' L" et partout, sau f  dans les champs L~,m+l, L2,,~+~, . . . ,  ff~-l, ~t~-l, qua~d h = m + ~. 

X X X V I I I .  Si  s est un zdro de Lh~, diffgrent de I e t  ayant la multiplicitd 
~(m+a) 

m~ et t est un zdro de /m+~,m+l de multiplicit5 mr, on a 

[~ < Lh h 

n 
Z 02~t--1)(s ( l :  ~ ) .  

La  ddmonstra t ion de ces propri6t6s est immddiate  et nous l ' ommet tons  ici. 

z2. Une autre m6thode pour la recherche des probabilitds Pki,+. Les r6sultats  

des num6ros pr6c6dents sont trouv6s au moyen  de la formule  de Pe r ron  pour  
(k) 

~ f l .  Nous  indiquerons mMntenan t  une autre  mdthode pour  les obtenir  qui est 

parei l le  "s la mdthode qu 'on emploie dans l '~tude des ddveloppements  des noyaux 

itdr6s suivant  les fonet ions fondamenta les  dans la th~orie des 6quations int6gra- 

les de Fredhohn.  

A. Considdrons d 'abord  une matr ice  s tochast ique @ qui est ind~composable, 

pr imit ive  et dont  les zdros sont tous simples. Soient  

ces z~ros. 

Prenons  ma in teuun t  les syst~mes adjoints  des dquations lindaires 

( 7 2 )  = F ,  < __ ? - ;i  

Le second de ces syst~mes a une solut ion gvidente 

(73) v(: ~ =  I (a = =ii~) 

et  le premier  une solution 

(73 bis) u}] >=  C@~[3(T) ( f i =  I ,n ;  a fixe), 
28--35150. Acta mathematica. 66. Imprim6 le 23 octobre 1935. 
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qui est positive s i  C > o (C est une cons~ante urbitraire). Puisque ).0 = I est on 

zdro simple de @ les solutions (73) et (73 bis) sont  unique s des facteurs con- 

stants prSs. I1 en rdsulte que 

Posons 

Alors 

(74) 

I 
c = E o~:(,) = E o , ~ ( ~ ) -  o'(~). 

- -  ( / ) ( I )  - -  ( / ) ' ( I ) - - - - Z - 0 0 { : ; i - i ) '  

Prenons ensuite les systbmes (g i, n -~ ) :  

(75) 

Ils ont  les solutions 

(76) 

Z u (s u (~) - ;(.9) (rf) (5, ~ = ~,~).  

[ u} ~) = c0o~(~ , , )  

~) - q ~ (4 . )  

( f l - -  l,~i; a fixe) 

(5 = ~,~i; ~ fi~e), 

off O~(~g) ne sont pas tous nuls, car 2.,/ est un  zdro simple de O. 

D6montrons ma in tenan t  le thdor~me suivant. 

XXXI X .  

(77) 

et 

(7 8 ) 

En particulier 

Pour h 4= g 
n 

Z u(g) v (h) ~ ~ 0 

(5 ~ I , ~ ;  g=:= I , ~ - - I ) .  

En effet, on tire des 6quations (75) 
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d'o~x, pour g 4 = h, (77). De (77) et (76) on obt ient  (78). Les relat ions (79) d6cou- 

lent  de (77) e t  (78) quand on prend darts (77) h = o. 

Nous supposerons dans le suivant  que les eonstantes C et C1 dans (76) 

sont choisies de teile mani~re que u~ ~) et v~ ) soient normalis6s, de sorte que 

Z (o) .(o) Ufi ?;l~ = I (g = I, n--I) .  

In t roduisons  ensuite les i tdrat ions 

7 7 

et eonsid6rons les relations 6videntes 

(80) 

u~0) = ~ u (~ v(2) ~ ~(~) v(0). ~ #  ~ ' 

g '(3 Y~,~fl "9 . 

qui sont des identi tds pour les solutions (73), (74) et (76). 

Alors on a l e  th6orSme suivant.  

XL. S i  �9 es t  inddcomposable  et  p r i m i t i v e  et  a les zdros d i s t i n c t s  

on a i d e n t i q u e m e n t  
n- -1  

(8I) ~a~(k)---u~O)_[. Z ~k"( 'q)  v(g) "g fl a"  
g = l  

En effet, si l 'on pose 

r = IoV2 0) + q ~ )  + �9 + q~  ~ v(:-~) aft 

et si l 'on multiplie cette relation par u~ 7) on obtiendra, en a jou tan t  les r6sultats 

pour a = T~~/ et en tenant  compte de l 'or thogonali t6 et de la normali t6 des u~) 

et v~ ~) , 

F,  u~)~{k) _ r v .(g)~I~1 = I" 
"raf t  g ~ a g 

ou, ~ cause de (8o), 

d'ofi (8i). 
g f~ 
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Th6o rgme  D. Dans le cas considdrd 

(82)  

oh 

(83) 

et 

(84) 

g = l  

(~ = ~ / . ) ,  

Pl~ = u(~ ~ et  V ,  = ff_~Po~'~ v(~)d ' 
tz 

Z p ~  = ' ,  F ,  ~I; ') - o  (~ = ;, ~;:~). 

En effeL, on obt ient  fac i lement  (82) en pa r tan t  de la re la t ion  fondamenta le  

Pk i~ ~ Z P0 ~ 9v ~-(k)/~ 
a 

et en y substiLuant l 'expression (8I) pour  ~(k) Les reluLions (84) d6coulent  tou t  

de suiLe de (74) eL (77). 

B. Considdrons encore le c~s off la m~trice @ esL ind6composable et  pri- 

mitive mais, outre le z4ro simple i0 = I, a l e s  zgros mulLiples 

dont  les ordres de multiplici t6 sont  

~I~ ~ 2 ~  " " '~ ~" 

Alors avant tout on ~: 

X L I .  Le rang du diterminan~ @(i~), i~ dtant un des zSros ) ~  

n'est 19as moindre que n -  mj. 

En effet, on le volt de l ' identi t4 

4 , ( z )  = q ~ ( a )  + - -  Z - - b t  (Z - a)  ~ 

off a esL un  hombre  cons tant  a rb i t ra i re  eL @~,:~l(a), q~ . . . .  : . . . .  (a) . . . .  sont  tes 

mineurs  pr ine ipaux de q)(a) des ordres n -  I, n -  2, . . .  

Done  les syst~mes 
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admet ten t  des solutions d6finies et l in6airement inddpendantes 

.C~r ( f l =  i . . )  et u~2 (a = L z) 

( i =  I, 2 , . . . ,  #g) 

en nombre tt~ ~ m e . On peut supposer que ces solutions sont orthogonales et 

normales, parce que si l 'on avait  les solutions 

u~1~ et v~ 

qui ne seraient pas orthogonales et normales, mais l in6airement ind6pendantes,  

on pourrai t  toujours,  par un proc6d6 bien connue, les remplacer par leurs com- 

binaisons lin6aires et homog~nes qui reprSsentaient des solutions orthogonales 

et normales. 

En s 'a idant  de ces solutions on met t ra  faci lement  q~(~ sous la forme 

/z 

aft 13 'g "vafl~ 
g = l  

(85) 

off 

(s6) ,,,(gi = ~ ,  u~ y(g) 

i = !  

Ce r6sultat  nous conduit  s l 'expression suivante de pkfi  dans le cos actuel:  

~t 

g=! 

Nous ne considdrerons pas les autres cas de la matrice @, parce qu'il est 

facile de le faire suivant  les lignes trac6es plus haut .  

z 3. Cha~nes stabilisdes. Des num6ros pr6cgdents nous pouvons faire eette 

conclusion g6n6rale s u r  la conduite des probabilit6s pk:.~ quand le nombre  k 

varie. Dans le cas, off la matrice @ admet  )~o = I comme un z6ro simple et n 'a  

pas d 'autres  z6ros du module I, les Pkifi ont  des limites dgfinies qui ne d6pen- 

dent  pas des probabilitds initiales p0~ et qui repr6sentent les probabilit~s finales 

des ~vgnements A2. C'est le seul cas dans lequel existent les probabilit6s finales 

ind6pendantes des probabilit6s initiales, parce que, si �9 a des z6ros du module 

I ~utres que ),o~- I ou a Z 0 = I  pour un z6ro multiple, Pkl~ ou n 'a  pas une 
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l imite d6termin6e, pa reouran t  a sympto t iquement  et p6r iodiquement  eertMnes valeurs 

positives, ou u une l imite d&ermin@ mais d@endan te  des probabili t6s initiales. 

Supposons que @ air Eo = I pour  z6ro simple et qu'il  n 'a i t  pus d 'au t res  

zdros du module I .  Alors _Pkl~ ont  des limites d6termin6es p~ ind@endan tes  des 

probubilit6s initiales et il peut  se produire  un  ph6nomgne stochast ique intdres- 

sant:  si l 'on choisi t  pour  les probabili t6s initiales p0~ des 6vgnements A~ les 

probabilit6s finales p~, on aura  une chalne que nous appellerons chalne stubilis6e. 

Sa propri6t6 earaet6ris t ique est que les probabilitds P~lfl pour routes les valeurs de 

k sont dgales aux pfl, done conservent les m~mes valeurs pour routes les dpreuves. 

En effet, en pren~nt  le cas plus g6n6rul B du num6ro pr@6dent,  on a, 

par  (87) , 
8 

g aft, 
g- -1  

en supposunt  P0~- -P~ '  Mais p~ = u~), done, en s ' a idant  de (86), 

# g  

puree que u(~ ~ et v2~) sont or thogonals .  P a r  eons6quent,  

On voit done que duns le cas d 'une ehaine stubilis6e chaeun des 6v@e- 

ments  Ay aura  pour  routes les 6preuves une mSme probabil i t6 constante  P/~" Mais 

on ne doit  pus confondre  cette ehalne d '@reuves  avee les 6preuves quand la 

probabil i t6 de A~ duns une @reuve  quelconque est un hombre  constantpf~ quels 

que soient  les r6sultats  des autres  @reuves.  En effe~, si l 'on suit, par  exemple,  

que duns l '@reuve  initiule nous avons constat6 l '6v6nement  A,~ et si les r6sul- 

ta ts  de routes  les autres  @reuves  res ten t  inconnus,  la probabil i t6 de Afs duns 

la /c 16m+ @reuve  sera 
= (k) 

ce qui n 'est  pus 6gal "~ py. 

De mgme la probabil i t6 d 'avoir  duns l '6preuve init iale l '6v6nement  As et  

duns la ]gi6me 6preuve l '6v6nement Ay sous la condi t ion que les r6sul~uts des 

uutres 6preuves res ten t  ind6termin6s est 
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�9 - - -  p r~(lc) 
Z JOa ~ (~ yt ~./, ./, ' "  ~Tk__l fl a hV:~ ? 

7t, " �9 ', Yk--: 

et la probabi l i t6  d '~voir  duns les 6preuves des num6ros  

o < / ~  < 1,2 < " < l , < k  
les 6v6nements  

A,.,, A .... A .... . . . ,  A%, A(~ 

sous la condi t ion  qn 'on  ne s~it p~s les r6sul ta ts  des an t res  6preuves est 
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C h a p i t r e  I I I .  ~ Ioments  des  v a r i a b l e s  s t o c h a s t i q u e s  d i sc r~ te s  l i6es  en c h a i n e s  

s i m p l e s  de Markoff .  

z 4. Gdndral i t&.  Soit  x une var iable  s tochust ique qui peu t  recevoir  les 

vMeurs finies et bien d6termindes 

avec les prob~bili t6s 

respec t ivement  

x -  x e duns 

prdc6dente.  

-P01 ~ 1002~ . �9 . ~  p o r t  

duns l '6preuve initiule. Soit  P%(x~)  la probabi l i td  de l '6gali t6 

une 6preuve quelconque quund on sMt que x = x~ duns l '6preuve  

Nous  poserons  

en supposan t  que 9 ~  sont  cons tan t s  pour  routes  les 6preuves, de sorte que, en 

consid6rant  les valeurs  de x dans les 6preuves des num6ros  o, I, 2 , . . . ,  nous 

obt iendrons  une chaine simple discrbte de Markoff ,  don t  lu loi est  donn6e par  

lu mat r i ce  

@ - -  ( q~n qh~ �9 �9 �9 9~1~ 
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I1 est a w n t u g e u x  de considgrer avec x les quuntitds s toehast iques u0, u~, 

u . , , . . ,  lides uux dpreuves numdros o, 1, 2 , . . .  respec t ivement  et  p r enan t  darts 

les @reuves  corresponduntes  les m6mes valeurs que x, de sorte que la probabilit~ 

de l'~g~lit6 ul~+~ = x(~ qu~nd on sait  que uh = x~ est pr~cisement q ~ .  On pea t  

dire que les quan t i t& u0, u~, %, . . .  sont lides g la chalne consid&ge des 4preu- 

yes caractdris4e par  l a ' l o i  (P, ou, s implement,  g 1~ chalne q). 

In t roduisons  encore, en suivant  les nota t ions  de Markoff,  les quanti t4s sui- 

w n t e s  : 

(88) ak = E ( u k ) =  esp~rence m~th~m~tique de u~, 

ca, leul~e g la condi t ion que les valeurs de ,to, .tq, . . . ,  uk-~ rest.ent ind&ermin4es ,  et  

(89) A~)=E(u~+i)  g la condi t ion u k = x ,  

en supposant  en m4me temps que les valeurs des autres  quanti t6s ul, res ten t  in- 

d&ermin6es.  

Remarquons  quelques propri6t6s simples de a k et Ally ). 

X L I [ .  On a 

(90) a k  = 

fl 
et 

Ces relat ions sont gvidentes. La  seconde nous mont re  que A~) ne dSpend 

que de a et i, de sorte que le nombre  It, qui, par  (89), en t re  dans la d~finition 

de A~'), peu t  prendre  une valeur  quelconque. 

(92) 

X L I I I .  Nous avons la relation 

= P k j  

c~ 

En effet, par  (9 ~ ) et (91), 

ak+~ = Epk+il~x{3 

(3 \ (~ I 
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(93) 

XLIV.  

En effet, 

NO~S (ll)O~S 

. f 

= Z p k r , ~ A ~ ) .  

7 

f f 

= Z ~Oa7 ~ ~Ol[;1)Xf 
"e fl 

= Z 9D"~gAI Ii~1)" 

7 

Nous ne consid4rons plus loin que les chalnes que nous appellerons nor-  

ma le s ,  en eomprenan t  sous cette ddnomina~ion les chalnes don t  les lois sont  

reprgsent4es par  l e s  matr ices  indgeomposables et primitives.  Alors, @ &an t  .la 

loi d 'une chalne normal<  so fonet ion  caract~ris t ique est de 1~ forme 

, v  (z)  = (z  - ~ ) ( z  - z,) ,n,  . . .  ( z  - z , , )" ,  ,., 

finies et bien d&ermindes.  

~Ious ~erirons encore 

(94) 

en posant  

(95) 
8 

"~a f ' 
g 1 

29--35150. Acta mathematica. 66. Imprlm6 lo 23 octobre 1935. 

o h l ~ , , l < i  ( q - i , ~ )  

Nous savons qu 'une chalue normale  poss~de des probabilit~s finales bien 

d&ermin4es et inddpendantes  des probabili tds initiales. Nous savons encore que 

pour  une chalne normale  

g = l  a 

oh p f  est la probabili t6 finale de l '6galit6 x = xf  et ,f,(~,,) r e p r & e n t e n t  des quanti tds "raft 
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Enfin nous 6crirons 

(96) 

en posunt 

(97) 

XLV. Soit 

(9 8 ) 

Alors, pour uue cha~ne normale, 

(99) 

quel.~ que soient k et ~. 

En effet, 

donc 

e a r  l l g ]  < I ( g  = I ,  ~t). 

pour i -+ ~ .  

P<lJ = P ~  + ~ i~ ~F~ ()~a), 
g ~ l  

tz 

Pfl x h  a 

lira ak+i lim a(i) 
i ~  i ~ c *  

P(~) + Z U h u@ 
g = l  

tz 

"raft aft" I" 

E Pfl *(3 pour i --* ~ ,  
(3 

Ensuite 

? A (~) 
a 

XLVI. Nous avons 

(IOO) l i r a  ctO + a l  + "'" + ak--1  

C'est une simple consgquence de 1~ premiere des 6galit6s (99) et du th~o- 

r~me bien connu suivant: 

l imUl+U'~ + . . . + u n _  A 
n ~  ~ ~t m + l  m -~- I 

si 

tim u,~ ~ A .  
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z 5. Dispersion de la somme des quantit~s uh. Dans l '&ude de 1~ somme 

des qu~ntit5s uh ou, ce qui est l~ mSme chose, de la somme des valeurs de x 

darts les ~preuves cons6cutives un r61e impor tan t  joue  la dispersion de cet te  

somme et nous allons l ' exnminer  tou t  d 'abord.  

Soit, pour  briSvet~,, u~ ~ U h - - a .  Envisageons  l 'espdrance mathdmat ique  de 

l 'expression (u~ + u~ + . . .  + u'~_~) ~, en dgsignant  par  s le nombre  des ~preuves. 

Nous avons 

' ' 

On t rouve  d 'abord  

E (u,;)~ - -  F ,  P~r~ (x~ - -  ~)~ 

= Z F~0~(p~ + ~<:~)(x~- ~) '~ 

et  ensuite 

\ l , ,  l 

M~is~ p~r (95), 

h g ~ l  h 

-~ ~ " ~ '  

donc, en t enan t  compte de (97), 

l--%s 

(ioi) 

P a r  cons6quent,  
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P o s o n s  ma in tenunt  

s~ - - / ~  (ul, ui-+D, 

k e~ l 6runt des ent iers  pos i t i f s  quelconqnes .  ~qous ~urons  

c~r  

3k l  - - -  

+ 

fl,~, a 

a y 

a p  

fl,~, a 

?,~, a 

_ ~l rs(k)  1 ~ ( t )  

? , v  a 

(L~' 

c~use de ~ (x~ - -  a)p~ --~ o .  

En  s o m m a n t  sk~ o n  ~ u r a  

Or ,  

s - - l - -1  

k=O 

s - - t - -1  

- - f i t  a p  " 

s - - t - -1  te s - -~-- I  

k : O  .q=l  k = 0  

~rt(g) 
= (~ - ~)l,~ + E ~  _ ~ ~o~, 

g--1  

g 

ct k g = l  

donc 



Recherches sur  tes cha ines  de Ma,rkoff. 229 

+ F~ ( ~  - ~)(~., - a~ ~'~ g ' (J? ~--k. T(~G_ ,  ( )  
fl ,? g=-I  

s--1 

Enf in ,  en  c a l c u l a n t  l a  s o m m e  ~ s ~ ,  nous  a u r o n s  6 v i d e m m e n t  l a  s o m m e  
l = l  

~.~E(u'~u~), qui rentre d~ns l'expression de E(Eu~) ~. 
g , h  

N o u s  t r o u v o n s  

s--1 
t +I/P) 

et  

off 

^+ i - -  i ++I+ 
+'~'g g g / ~hCg) 

g 

1~1 g g, h : l  l : l  

doi~ 4tre rempluc6 par 

pour  g -~ h. 

P a r  consSquent ,  

++ [( kh--k;,, 
~,~,., = t -- k+) ( t -- k+) + ~++ i~- J ~j+~G) ++'+) _ _  , w ~ j y ,  

kg- kh 

(~ - , )  i;, 

I - -  ~r l  

(~o2) 
s--1 /x, , 

Z++-- Z++~+g+,=~ t , ~  - (, _~;>~ j (++-  +) (++, - +) v++~ 
l=1  g , h  . ~ :  " 

kh - -  k~ kg k ~ - -  k~ k~+l 
"rfl? �9 

�9 =1 " ~S, ~/ 
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Ainsi nous trouvons d6finitivement 

(IO3) ~ (ZUh) = E(~,u'h) ~ 

~" g = l I  __ •g ~ (X[3 a) 2 ~Ts (Zg) 

�9 . _ _ ~ p ~ ( g )  

_ w/3r 
g=l 

_. r ~,~-~ "~~"~-;-~'~;l~'(x~-~)(~-~)~(~)~"(~) 
. - -  w(3 7" 

§ 

De eegte expression complete de o[(Y, uh) on trouve immddiagemeng une expression 

asymptotique et plus simple: 

I - -  ~g Z (Xfi'-- ~) (X? - -  a)~l)~ 1F . 

Envisageons mMntenant la quantit6 

i 
L h - O  

qui es~ la dispersion de la somme ~uh.  

Nous avons 

~ ( z ( ~ h  - ~))'~ - E ( z ( , ~  - ~ ) ) ~  

= E [ z  ( . ~  - ~)  - z ( . ,~ - ~,,)] [ z  (us, - ~)  + z ( . , ,  - ~h)] 

= (Za~ - sa) ~ 

OU 

d'o~ 

(Io5) 

Mais 

.~ ( z ~ )  = ~ (Zu~) - ( z ~ h -  ~)~.  

g=l 
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Cette quantit4 

(IO5), qu'on peut  main tenan t  4erire 

231 

I -- ~tg 
g=l " f l  

est dvidemment finie pour route valenr de s, done, de l'dgalit~, 

(IO6) o~(z~)= o~(zu,,)- _~ ~ ( 4 )  , 
t g = l  ~, fl 

on conelut que 

(107)  (~ (Y, Uh) ~ a~ (ZUh). 

R~sumons nos r&nltats .  

X L V I I .  E n  posant 

\ h  = o \ h  = o 

o~'~ uh, a h e t  a sont les quautit& d~finies darts n ~ z4, on a 

et 

, " ( : - h )  = o,  ( : u ~ )  - __ i ,  F~  *~, , 
�9 /~  

.~ (z~,,) ~ o~ (Zu,J  

2 
o=i  (~, 7 ~f iTJ  " 

L a  valeur exacte de o~ (~uh) est donnde par  (• 

zd. Moments des produits des u~. Soit, pour bri~vetd, 

(Ios) z ~ = x ~ - ~ ,  z = x - a  

et introduisons les notat ions 

off me et ki ( i =  ~ )  sont des nombres entiers positifs. 
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l~ous  ~l lons  d6du i re  u n e  f o r m u l e  f o n d a m e n t a l e  p o u r  les m o m e n t s  M (~' ~ . . . .  kr) 
~ n  1 m ~  . . . m r 

qui  ser~ tr~s u t i l e  d a n s  lu sui te .  

(~'~ . . . .  ~") peuven t  se calculer ~t l 'aide de la f o rmu le  X L V I I I .  Les  moments M~,  m . . . . .  r 

r6currente suivante." 

�9 m r ,~ . , . m r _  1 ~ t r  

~711 Igl~ 

+ M(k: k2 

(*) + . . .  

kr - -2 )  ilj(kr) ~mr--1 mr 
mr--2 "~'2)fr--1 --fir--1 f r - f r - - 1  Z f r  

kr--3) t lo ' (kr - -1)  tT3(kr) mr--2 mr--  1 m r 
mr--3 "~iOflr--2 fr--2 fr--1 ~ f , ' - - I  fir 2:fir--2 2;~r--1 Z fr  

M ( k l )  ~ ~lr~(ka) ~xf(kr) ~m2  ~;q~ m r 

~rc(k2) ,re(/.'~) . l / j (kr)  m 1 m., m r 
+ zpA -rf,#., "t'f~f~.. fr-: f~. . . . zf,. 

.... (~:) " (*") ~(~/ zf? zf? "~ 
+ zp0~ ~v~fl, ~vA'~,... f,._: f,. . . . Zfr , 

Oh toutes les sommes doivent ~tre prises pour  

e : : , n ;  f l ~ = : , n ;  . . . ;  f i r ' - - I , " .  

Cet te  f o r m u l e  se d~du i t  tr~s s i m p l e m e n t  de la d6f in i t ion  r e : m e  du  m o m e n t  

consid6r6.  O n  

(kl) (~'2) (k r) v h  m~ m r M(~"m, m.2k ....... mrkr) : -Vpo~ p~f, pf, f, . . . p~_: ?rzf, zf.., . . Zfr 

t/l(k,)l ,,t(t'~) l aV(k,.) f , ]  m ,  . . .  m r 
"-- ~pOc~ [l)f, -~ af,J [pf., + T,q, fl2] �9 �9 . [t)fr + fr--1 Zf ,  Zflr 

2~po, [PA + -r~?,j . . .  [Pf~-:  + fr--2f, '--: zA . ?~_~ zfl,. 

-~- .~'~0 a [~')f, -~- t /s [ P f r - - 1  -~- t/'s ] t/'~:kr) vh m r 
�9 " " f r - - ~  f~-: f i r - - 1  f ~  z f ,  . . . Zflr 

{k~ k.,.... ',':--1) 
-~- ~im: m2 mr__ 1 ~lmr 
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, (k,) 1 t/~(kr--2S ] Zm~ . . Zmr--2 zmr--i r 
+ ~pOa [pfl, -~- r "-[JOflr_ 2 -~- fir--3 flr--S fll " flr--S E JOflr--1 ~flr--1 ~r ~flr--1 ~ r  

fir--i, fir 

"~ ~ p 0  [P~t ~- ~(ak~)l] [~0~r--2 "~- ~ (kr--2) I ll'f(kr-1) ~f(kr)  ~fl'mtt mr  
. . . .  ~r-31%-2 ~r-2 i%-1 ~ - 1  I++++ " ' ' z~r 

___ M ( k ~ k ~  . . kr__l )  
- -  m~ m~ mr  --1 ~tmr 

"~- M ( k :  k::z " " k r _  2) ~ V f l r _  1 u r ~ m r - i  mr  
m r - - 9  ~r- -1  fir " f i r - -1  Zflr 

,r~(k,)l ~(kr--2) ] W (kr-1) w ( k r )  Z~? . . . mr  

etc. 

E n  c o n t i n n a n t  de ce t t e  mani&re,  on o b t i e n t  la  f o r m u l e  (*). O n  do l t  f a i r e  rou te s  

les s o m m e s  p o u r  rou te s  les va l eu r s  de t o u t  ind ice  g rec  qui  se r e n c o n t r e  d e u x  ou 

t ro i s  lo is  sous  le s igne  de s o m m e .  

E n  p o s a n t  

[ Ira, ms = + ...,mt 

I + (++) " (+t) z#~' . ,  mt ( l i t )  (mires  " ' "  m r )  = ~ P ~ l  ~ t f l 2  " " " (~  f l t - - l ~ t  " Zflt ' 

t ~ r,+(k,) [ls , m r  . #t t 
(mira  s . . .  mr) = ~_Poa "ra~l . . . ~t--ifit ~ "" Zflt ' 

nous  p o u v o n s  6cr ire  l 'dga l i t5  (*) sous  la  f o r m e  p lus  condens6e :  

[ml m s . . .  mr] = [ml ms . . .  mr-l] (mr) 

+ ['+1 m s . . .  mr--s] (m,--1 mr) 

(* bis) + - ' -  

+ [ml] (ms m ~ . . .  mr) 

+ ( m ~ m s . . .  mr) + ("+1ms . . .  mr)'. 

Dar t s  la  su i te  les s y m b b l e s  [ m l m s . . . r n t ] ,  ( m l m s . . . m t ) e t  ( r n l m s . . . m t ) '  

s e ron t  appe l6s  parenth~se,  crochet e t  crochet accentud r e s p e c t i v e m e n t .  Le  d6ve loppe-  

m e n t  (* bis) se ra  d i t  d ~ v e l o p p e m e n t  en c rochets .  

I1 es t  ais6 de vo i r  que la  p a r e n t h ~ s e  [ m l m ~ . . .  mr] se d6ve loppe  ~ l ' a i de  de 

(* his) en une  s o m m e  de m e m b r e s  d o n t  c h a c u n  es t  u n  p r o d u i t  de c e r t a i n s  c roche ts .  

P r e n o n s ,  p a r  exemple ,  la  p a r e n t h ~ s e  [2, 3, 4, 5]. N o u s  o b t e n o n s  s u c c e s s i v e m e n t  
30--35150. A c t a  mathemat ica .  66. lmprira~ le 23 oetobre 1935. 
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[2, 3, 4, 5] = [2, 

[~, 3, 4] = [~, 

[~, 3] = [~] (3) 
[2] = (~) + 

d'o~ 
[e, 3] = (2)(3) 

[2, 3, 4] = (2)(3) 

+ (2)(3, 
et, enfin, 

[2, 3, 4, 5] - -  (2)(3)(4)(5) + (2)' 

+ (~)(3, 4)(5) + (~)' 

+ (z)(3)(4, 5) + (2)' 

+ (~)(3, 4, 5) + (~)' 

V. Romanovsky. 

3, 4] (5) + [z, 3] (4, 5) + [2] (3, 4, 5) + (2, 3, 4, 5) + (2, 3, 4, 5)' 

3] (4) + [23 (3, 4) + (2, 3, 4) -F (e, 3,4) '  

+ (2, 3) + (2, 3)' 
(~)', 

+ (~)' (3) + (~, 3) + (~, 3)' 
(4) + (2)' (3)(4) + (e, 3)(4) + (2, 3)' (4) 

4) + (2)' (3, 4) + (2, 3, 4) + (z, 3, 4)' 

On voit  que [m,m.a... m~] 

crochets  par  lu r~gle suivante:  

(3) (4)(5) + (2, 3)(4)(5) + (2, 3)' (4)(5) 

(3, 4)(5) + (z, 3, 4)(5) + (z, 3, 4)' (5) 

(3) (4, 5) + (e, 3)(4, 5) + (2, 3)' (4, 5) 

(3 ,4 ,5)  + ( 2 , 3 , 4 , 5 )  + ( 2 , 3 , 4 , 5 ) ' .  

peut  se d6velopper  en somme de produi ts  de 

X L I X .  Pour avoir le ddveloppement complet de [ml, m~ . . . .  , mr] en crochets il 

faut  former des indices m~, m 2 , . . . ,  mr, sans changer leur ordre, tousles crochets 

possibles et faire la somme des produits de ces crochets, en assoeiant ~, tout produit 

un produit pareil oft le premier crochet est accentu6. 

Cette  r~gle se t rudu i t  par  l '~galit6 

(i i~) [m~ m ~ . . .  m~] = ~ { ( m , . . .  m~, ) (m~,+~ . . ,  m ~ ) . . .  ( m ~ + ~ . . .  ~,) 
q 

+ (T/ ' t l  �9 �9 �9 ");ql)' (mq1§ . . .  m q ~ ) . . .  (,'~qt4-1 . . .  9 n r ) } ,  

doit  se r6pundre  g routes les vuleurs des indices q~, q ~ , . . . ,  qt off la somme 

telles que 

(II~') 

On v~rifie sans 

(II2) est 6gal g 

I <=qt<q~< ... < q t < r ,  t~=r. 

difficult6 que le hombre  des membres  du d6ve loppement  

2 Ice-1 + c~_1 + �9 + c 7 ~ )  = 2 r, 

si tous les m~ sont  diff6rents de I. MMs, s'il y a parmi  les mi des unit6s, ce nombre  

est moindre  que z r, parce que dans ce cas s '6vanouissent  i den t iquemen t  tous les 

crochets  (m~), off m~ = I, (m~.) & a n t  6gul 's 
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Z(3 i 

pour  m i  ~ I .  

Consid6rons ma in t enan t  les moments  

(kx l ' e . . ,  k r) ~Zr] 
M m ,  m . . . .  mr = Z M m ,  m~ " m r =  E [;fft lm2 . . . 

]r ~ k~, . . . ~ 72 r ~'1 ~ k2 ~ �9 . .~ k r 

( k l ~ O  ; k 2 ~  I ,  ] C 3 ~  I , . . . ,  ]Cr~-~ I ;  k l +  k2 + ' " +  k r < = s  - I). 

On peut  les caleuler soit par  la sommat ion de la formule  (* bis) soit par  

la sommation de la formule  (II2). II est possible d 'ob ten i r  1~ formule  g6n6rMe 

pour  M,n~m . . . . .  r par  cet te  voie, mais les calculs sont longs et  p6nibles et nous 

mont re rons  seulement  comment  on peut  les fMre et comment  on calcule la valeur  

asymptot ique  de M ~  ~ . . . .  ~r" 

Abordons  la sommat ion de (II2). Nous avons 

Z ZAq 
/ q , . . . , k  r q k~ . . . /~r  ~ ' ' ' k r  ) 

off Aq et A'q ont des significations 6videntes. On a ensuite 

(I I4) 

en posant  

(II4 ' )  

Z . A q =  Z ( ~ t I " ' '  ~ V t q , ) ( , , ? . q t + l . . .  ~ / q 2 ) ' ' '  ( ~ r f t q t + l ' ' '  mr) 

k t . . . I r  r k ~ . . . k  r 

= Z ( m l " " "  m q ' ) Z ( ' ~ t q ~ + l " " "  " t q 2 ) " " "  Z ( ~ q t + l " " "  " ~ t r ) E  I ,  

k ~ k' k(t) k(t + 1) 

~ ~  (k~, k 3 , . . . ,  ~1), k ' =  (k~,+~, k~,+~ . . . .  , ~q~) , . . . ,  

k(t) = (~q~+~, kqt+~ , . . . ,  kr), ~(~+~)=(k~, ~,+~, ~q~+~, . . . ,  k~+~) 

et en d6signant  p a r E ,  ~ . . . .  les sommes prises par  rappor t  aux groupes des indices 
k ~ k' 

indiqu6s par  (I I4'). On obt ient  (I I4) en r emarquan t  que les crochets  (ml �9 �9 �9 mql), 
(mq,+l . . . mq~), etc. ne d@enden t  pas des indices kl, kq,+l, . . . ,  kqt+l respee t ivement  

(on le volt; par  (I II)) et qu 'on peut  changer  l 'ordre des sommations  par  r appor t  

s kl, k~, . . . ,  kr. 



236 

P a r e i l l e m e n t  on  a 

V. Romanovsky .  

( I I ~ )  

off 

(I I~ ' )  

k~ . . . k r ~o k' .k(t) ~(t +1) 

~~ = (~1, ~ 2 , " "  ", ~ql), ~ ( t + l } =  (]Cql+l, ~ q ~ - { - 1 , . . . ,  ]Cqt+l ) 

et~ k ' , . . . ,  k (t) ont les m4mes significations que dans (II4'). 

Voyons maintenant commen~ on peut 6ffectuer les sommations indiqu6es 

da r t s  (I I4) .  E n  posant 

k - ~  k I "~ k 2 -~ "'" -~- k r ,  

8 0 = 8 - -  k + kq t+l  q- kqt__l+l  + " "  + kql z~ k l  . _  t - -  I = 8 - -  k -]- k It+l) - -  t - -  I ,  

81 ~ 8 - -  ~ -~- kq t+ l  ~- ~ q t _ l + l  -~- . - .  -~ ~ql - -  t ,  

. . . . . . . . . . . . . .  ~ �9 �9 �9 

8t ~ 3 - -  k -k kqt+ l q- I ,  

on t r o u v e  d 'abord 

e t  puis  

8o 81 8[, 

E =Z E.Z  
k(t +1) kl=O k%~l  kqt~l  

s t 

E I - - - S t ,  

kqt= 1 

st--1 8t--1 (3t--1 -~- I ) ,  
E 8 t - -  --  1 . 2  

kqt__l~ 1 

8!(,~1 "~" I )  ' ' '  ('ql "~- t - -  I)  = 80(80 -~- I)  " '"  (,% -}- 
1 . 2 . . . t  1.2.. . t( t+ I) ' 

kl=0 

donc 

(.% + + t) 
I (i 6) k(t+l) (t  -~ I ) !  I 

(8 - -  ~ + ]C (tq-1) - -  I) " '"  (8 - -  ]C -~- ~(t+l)  __ t - -  I )  

(t+ 

__ (~/+1 J 
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et 

(I 17) Z A q ~  

k l . . .  k r 
(~'~1 " " �9 fKtq,) . . . ~__~ Ct +l(,rtqt+l . , . E/r). 

k ~ k(t) 

Pare i l l ement  on trouve  

( is) 

~ ,  I : 6~,,, s " :  s - - k  + 7~ ( t + l ) -  I; 

E 
/q  . . . k~.. k o  k '  /c(t)  

Cons id&ons  m a i n t e n a n t  (Ii7) .  I1 rant avunt  tout  ealeuler  la derni~re 

s o m m e  de la partie droite de cette  4galit6. :Nous t rouvons  

(120) 

t+l Z C ' s ,  (mqt+l �9 �9 , ~rtr) 
k(t) 

- :  Z /7t+1 2) .. h~(kr) "~r ~ s' Z P[~qt +1 ~[flkqt+ " zmqt 4-1 
k(t) ~ flqt+ l flqt+ 2 fir--l fir flqt+ l "'" z ~r 

E P2qt + 1 ;~mqt+ 1 . . . mr . . . 
s' flqt + 1 [3qt+ 2 fir--1 [~r ' [3 flqt + 1 Zflr Zk(t) e l+ 1 ~(kqt+ 2) ~.~(kr) 

E /Tt+l~s, ~O'(kqt+ 2) "'" ~(kr) 
k(t) flqt + 1 riot+ 2 fir--1 fir 

: Z l~'s " ' ' Z  [1r1;;'--:~',, '--1Z Cg'4-1 [l'[r(kr) 
flqt + 1 fqtq- 2 13r--1 fir ' 

kqt+ 2 kr--1 kr 

off les derni~res s o m m e s  do ivent  8tre caleul~es  pour 

kr = I ,  2, . . . ,  8 - -  k "b k (t+l) -F kr - -  t - -  2, 

k ~ - l  ~ 1, 2, . . ., s - -  k + k (t+l) + k~ + k , . - ~ - -  t - -  3, 

[ ~ ; t + ' 2 ~  ;,  2, : "., 8 2 1  i ~it§ ~ ~ ( t ; - -  t ' - - ' r  ~ q t i 2  L "  1 

et se ca lculent  g l 'aide de la formule  connue  de la th~orie  des diff6rences finies: 

[ ] 
off !P(n) est  un po lyn6me  du degr6 m en n et la s o m m e  ind6finie et~ les diff6- 

rences  sont  prises par rapport  g n. 
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En posant dans (I22) 
n = ]~r ~0 ( ' )  : /~t+l 

e n  

de ( ,21) ,  nous  aurons  

F 

[~r.._l ~r ----= Z ~lY~r_l flr /[j  g C~, 
k r 9 =1 k r 

It .(g) . I ~kgr [ C t + l  ~.(I 

g=! IZg- -  I )~g-- 

( --)W V+ I  Cts+I] ~- C + \~T~_ , I  ~ + *  , j I ~r='-~+~('+*)+~r-*-* 
Ikr=l 

Mais 

appliquant ensuite (122) & la dernigre somme de ( I 2 0 )  e t  en tenant compte 

q + ,  s ' ( ; -  i ) ( ~ ' -  t) 
(t  + I)!  

z/ /qt+l = __ (8' - -  I)(.s - -  2 ) .  �9 . (8 ' - -  t) 
v * '  t! ' 

. 4  (~t+l 
I ~ V s '  + " " " 

. . . . . . .  ~ . . . . . . . . .  

~, c, /1  = ( _  ~)'(s' - t), 

~t~ + ~ C~,+ ~ = ( -  i ) T M  

et routes ces quantitds, & l'exception de la derni~re, se r6duisent; & z6ro pour 

kr = s - -  k + k (t+~) + k r - -  t - -  I = s' - -  t + k~, donc 

~ - ~ - I  q + l  )~g)W-- I z~r 6~,+1 + . . .  + C 

r + k(t + l ) + kr--t--1 

kr=l 

(123) -- Z~ ' ~ \*.--11 Jk~= - i [ ' " '  + ' C ~ ' - 1 + ' " +  

-- I -- Zg Ct+l Jr- ~g ~ Ct 1 @ "'" ~- ~g ~II ] Ct-t ' 

( I 2 4 )  a = s - - k  + k~ + k (t + ~ ) -  2 ,  

ou encore, pour simplifier l'6criture, 

(I25) = K ( s ,  Z.), 
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en posan~ 

(I26) K ( s  ~g) = i __ [ t+ -c~ Ct ( ~ L  I ) tC~_t]  , 

K ( s ,  Zo) est  une  fonc t ion  rat ionnel le  en Zg et un p o l y n 6 m e  du degr6 t + I par 

rapport  ~ s; les indices  kl, k~ n'y entrent  que par ~t+l t . . . . .  f f  ~ C t  1 ~ . . . ~  remarquons  

encore  que 

(I27) 

Par  cons6quent ,  

K (3, ~g) Zg ~,g 8 t + 1 i--Zg Ct+~ 1--Za(t+i) t  

te 
( I 2 8 )  E Ct+l LF(kr) s' ~r-~ ~, - -  ~fJ K (s, Zg) ' (') - -  W~,.'-I fir, 

k r g= l  

donc, par (I:o), 

E 7t+1 LIx(kqt+2) ,..  ~(kr) 
~ 8  t k(t) flqt + 1 (3q t + 2 [~r--1 fir 

Mais 

Z LI3(kqt+21 
(3qt+ l~q t kqt+ 2 

(,29) 

"'' Z Z K ( 8  ]Lg)"h(g) u r(kr-1) 
' t/lflr--2 fir ~r--2 fir--l" 

kr_ 1 g: l  

/z 

2; ZK(',z.) ,(') .fl,__l flr "~k/:l~r_l = 
kr_ 1 g~l 

t~ t t 

_ _  " ~  . (g) ~ l , ( g t )  ~ ' ~  ~ k r - - 1  

g~ l  g l=l  kr__ 1 

et, en s 'aidant de n o u v e a u  de la formule  (I22), on verra que 

kr--1 

off K(s,Zg,Z.q.) est une  fonc t ion  rat ionnel le  de Zg et Z~I et un po lyn6me  du degr6 

t + I par rapport  s s; son valeur asymptot ique  est  donn6 par l'6galit6 

(I  3 O) 
~g ~gl 8t + 1 

K(s,, Za, Z.q,)- (I  - -  )~g) (I  - -  Zg,)(t -~- I ) !  

En cont inant  de cette  mani~re on arrive enfin au r6sultat:  
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S E (~t+l tff(I~qt+ 2) . . .  ~i~(kr) 
k(t) ~qt + 1 flqt + 2 fir---1 ~r 

= ~, K(8, t o ,  ~g,, �9 �9 �9 ;~ .~_~_~)  * % ' - o t  - ~ )  - .  
' ' - - ~ q t  + 1 ~qt + 2 g, g~, � 9  

o~ la~ somme doit  gtre prise pour  

g = ~ ,# ;  g~ ~ I , t t ;  . . . ;  g r - q t - 1  = I , ~ t  

e t  K ( s , 2 a , ~ a  . . . . .  , ;~a~_qt_~) est une fonct ion p~reille aux fonct ions K ( s ,  )~),  

K ( s , ~ . ~ , ~ a ~ ) , . . .  e t  uy~nt pour  vMeur ~symptot ique 

~g )~g~ . . . ~ g r _ q t _  1 8 t + 1  

( I  - -  ~ g ) ( I  - -  ~ g l )  " ' " ( I  --~gr~qt__l ) (t -~- I ) [  

En s 'Mdant de ce r~sultut nous avons, p a r  (119) , 

(~3~)  

E ~ t + ~  
k(t) ~ s' ('~qt +1 " " " lV~r) = Zt3 P f lq t+  l s z m q t +  +1 " " zflrmr 

= L (s ,  ~,~, ~,~ . . . .  , X,~), 

off L (s, ~1, ~.,, �9 � 9  ~,) est une fonet ion  ra t ionnel le  de ~ ,  ~.~, . . . ,  ~ et  un polynSme 

du degr5 t + I en s ay~nt  pour  w l e u r  a~symptotique 

( I32)  

8t +1 p 

(t + I)! t~'% +~'" "*'~r- 
s t + 1 '~g "~'J' " " " ~ , ' - q t -  1 

�9 E ~ ~v.(gr--9~--l) 
. . . . .  Zflr " fl l'q t -t- 1 

En revenunt  's l 'dgulit5 (I IT) on voit  muin tenunt  qu 'on peut  gcrire 

Z A q =  ~ _ ~ ( 9 ~ ' t l . . .  99~ql) . . . E L ( 8 ' ~ 1 , ~ ' 2 ' ' "  ", ~ t ) ( ~ f t q t - l + l " " "  ~ q t ) "  
kl . . . k r k ~ k(t--1) 

Par  1~ methode  ddcrife tout-s on culculera 1~ somme ~,  et  ainsi de suite. 
k(t-1) 

Le r~sultat  final ser~ que la somme considdrde de Aq est une fonc t ion  ra t ionnel le  

de ~ 1 , ~ , . . . ,  4, et  un polyn6me du degrd t + I en s ayan t  pour  valeur  asymp- 

to t ique la quunti td 
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(I33) 
8 t + l  

r t t 

( t  + I)  ] ~ m  . . . .  mql ~ t m t h + l . . .  mq~ �9 �9 �9 #mqt  4 1 ' ' '  m r '  

dans laquelle tt:n .... mq,,. �9 �9 ont les significations tout '2 fair pareilles ~ celle qui 

est d~finie par (I32). 

Les mgmes rMssonnements s'appliquent ~ la somme (II8) et nous montrent  

qu'elle est un polynome du degrd t e n  s. 

Soient 

A~ 
~ 1  �9 " �9 kr 

kL. �9 . k r 

= K ; ,  . . . .  z , ,  z.,) 

les valeurs des sommes de Aq et Aq qu'on obtient par lu methode dgcrite. Alors 

- -  "J- q~ qe" qt] ' (I34) M m ~ m ~ ' . . m r - -  ~,.~[Kq, q . . . .  qt K '  .. 
q 

off la somme doit ~tre prise comme dans (I I2 ) .  

Cette formule nous conduit s une conclusion importante. 

Soit T lu vMeur muximMe de t + I qui est certMnement atteinte pour 

quelques membres du d~veloppement (i34). Alors 5videmment 

M i n i  m . . . .  mr ~ Z K q l  q . . . .  qT~-i 
q 

ou, en tenant compte de ce qu'il 5tait dit sur les valeurs asylnptotiques des 

sommes de Aq, 
R T 

(I35) Mm, m .. . .  m~ ~ ~ .  ~ ; ~  .... m q , ~ ; ~ q ~ + ~ . . . ~ q . .  �9 l~;~qT_~+~., m,.. 
q 

Les membres K q t q 2 . . . q T _ _ l ,  qui nous donnent la vMeur asymptotique de 

Mm, m ... .  m~ et qui seront uppel~s membres principaux de Mm,~...,~,., sont obtenus 

par la sommation par rapport s kl, k s , . . . ,  kr des membres d u  ddveloppement 

de la parenth8se [ m l m 2 . . .  mr] en crochets qui ont le plus grand hombre 

possible T de crochets-facteurs ( n h . . .  mq,), (mq,+l . . .  mq_,),.., qui ne se r6- 

duisent pas g, z6ro identiquement, c'est ~-dire qui ne contiennent pas parmi e u x  

un ou plusieurs crochets ( I ) = t q  = o .  Nous appellerons de tels membres 
31--35150. Acta  mathematica. 66. Imprim6 le 23 octobre 1935. 
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membres principaux du ddve loppemen t  de [mt m~ . . . mr] en c roche t s  e t  le n o m b r e  

T l eu r  ordre ou encore  ordre de [m l ra ~ . . ,  m~]. 
On peu t  f a c i l e m e n t  d d t e r m i n e r  dans  chaque  cas pa r t i cu l i e r  les m e m b r e s  

p r i n c i p a u x  de Ira1 m~ . �9 �9 mr] et, pa r  suite,  s l ' a ide  de (I35), la va l eu r  a s y m p t o t i q u e  

de M ~ , , ~ . . . ~ . .  

P a r  exemple ,  on a, en ne  r e t e n a n t  dans  les d~ve loppemen t s  que les m e m b r e s  

p r i n c i p a u x :  

[5, 3, I, I, I, 7, I, I, I, I, I, 2] = (5) (3)(I ,  I ) ( I ,  7) (I, I ) ( I ,  I)(2) 

"]-(5)(3, I ) ( I ,  ~)(7)(t, ~)(~, ~)(2) + ..., T =  7; 

[5, 3, 2, 7, 3] = (5)(3) (2)(7)(3) + ' " ,  T =  5; 

[I ,  I ,  I ,  I ,  ~, 5] = ( I ,  I ) ( I ,  I ) ( ~ ) ( 5 )  ~ - ' ' ' ,  r =  4 ;  

= (~)(~, ~)(5)(3) + (~, ~, ~)(5)(3) + - ,  : r  = 3 .  [I ,  I ,  I ,  5, 3] 

On en obtien~ 

off 

87 
M5,3,1,1,1,7,1,1,1,1,2 ~ ~ .  [~5/zg~2/zPl, 7 (~1,1) 3 

85 

84 /. t 
3/1,1,1,1, 3, 5 ~ ~.v ~ ~z~ ~1, 1) ~, 

83 
M1,1,1, 5,a ~ ~ .  [/~8 tz5/zl/zi, i + / ~ 3  ~e~/~i, 1, 1], 

~ 1 , 1 ~  aOa'vaf l  a p~ 
g~l 

= Z Zpoo 9,:,; 
kl a, fl 

k~, k~,/:~ a. fl~, {3., 23 
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etc. On dolt remarquer que 

quelles on dolt sommer par 

d@endent du hombre des indices du moment J ~ I ~  .... ~ correspondant. 

pour nos exemples, 

s--5 /~ s--5 

a, fi k:=0 a, ~ g= l  k:=0 

~ I - -  )J - t  

I - - s  ~ P ~  p, 
g=l  a, 

8--5 s--k1--4 8--kl--k2--3 

dans les derni~res sommes les limites entre les- 

rapport s k: pour /~ ou s k~,k,~,k s pour ~,1,1 

Ainsi, 

z 7. Moments  des sommes des u 'h .  fh6or~me l imite de probabili t6s de ces 

somn~es. D6montrons mMnten~nt le th6or~me important suivant: 

LI. Nous  avons les relations 

(I36) 

oh 

(137) 

et 

038) 

= - 

g=l " , 

is--1 p \ 2 m + l  

La d6monstration de l'dgalit6 (I36) repose sur l'identitd 

( S--h~O ,~2m (2 ,1;)! (Uk:) 1 (Uk:+k2) 2 (Uk1+k~+... +kr) mr _ _ _  P ~n  P ~ P 

Uh] = Z , n l [ ~ O ! . . . m r [  . . . .  

off 1~ somme es~ 

m~ et ki telles que 

(I39) 

prise pour routes les vMeurs enti~res et positives des indices 

m : +  m ~ + . - . + m r ~ 2 m ~  r ~ s ;  
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d'ofi 

On peu~ encore 6crire 

( ~  , ~'~ (2 m)  ! , , 
Uh) = Zmi roll- �9 �9 �9 ~r[Eki (Uk,)m'...(Uk,.+...+kr)mr, 

, \~  ~ (2 m)  ! 
E ZUh/  = E . t l !  , -T~r lZE[( , ; , )m' . . .  (,k,+...+kr)mr] 

h m i k i 

= Z m l  ~ r [ Z  mime. m r 
mi k i 

(2 m)! 
= Z m l l m 2 i . . . m ,  IMml m .. . .  m r" 

m i 

Pour avoir (136), il faug donc d6montrer la relation 

(i4i) Eml!m~(._:.(2m)! mr!Mm'm . . . .  % . -  1 .3 .  5 . . . ( 2 m - -  I ) sm(A  + B)  m. 
m i 

Prenons pour ce but la purenthSse [m~m2 . . .mr]  et d6montrons que son 

plus grand ordre T =  m si m~ satisfont "2 (139). En d'autres termes, d6montrons 

que le plus grand nombre T des crochets-facteurs qu'on peut former de la suite 

(~' mi = 2 m), 

est gg~l ~ m, quand mi varient de toutes les mani~res admissibles. 

Je dis que ce nombre T =  m est atteint pour lu parenth~se [2, 2 , . . . ,  2] 

(m fois l'indice 2) et les parentheses qu'on en obtient en remplagant de routes 

les mani~res possibles les 2 par I, I, c'est-~-dire les parentheses relies que, par 

exemple, 

(~) [2, I, 1 , 2 , 2 ,  I, I, I, 1 , 2 , 2 , . . . ,  2], [I, 1,2,  I , I ,  I, 1 , 2 , 2 , . . . 2 ,  I, I ] , . . . ,  

e~ que l'ordre I '  de routes les autres parentheses, ayant ~mi = 2m, est moindre 

que m. 

Appelons pour bri~vet6 [2, 2 . . . . .  2] et les parentheses de la forme (I43) 

parentheses pr incipales  de la somme (14I). 

On voit tout d'abord que l'ordre des parentheses principales esC en effet 

T =  m e~ que chaque p~renth~se principaie, d6velopp6e en crochets, n'a qu'un 
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seul membre principal compos6 des crochets (2) et (I, I), de sorte que, par 

exemple, pour les parenthbses (a), les membres principaux sont 

(2) (I, I ) (2) (2) ( I ,  I ) ( I ,  I ) ( 2 ) ( 2 ) . . .  (2) 
et 

(I, I ) (2) ( I ,  I ) ( I ,  I ) (2) (2) .  .. (2)(I, I). 

En essayant d'autres compositions, par exemple, pour la premi6re parenthSse, 

(2, I ) ( I ,  2)(2)(I ,  I ) ( I ,  I ) ( 2 ) ( 2 ) . . .  (2), 

on aura toujours augmentation du nombre des crochets consistant de deux 

indices et diminution de ceux qui consistent d'un indice, done diminution de 

l'ordre du membre consider6. 

Voyons ensuite que les ordres des parentheses non principales de la somme 

(I4I) s o n t <  ~.  
Les parentheses non principales s'obtiennent des parentheses principales ou 

m~me d'une seule d'elles, de la parenth~se 

[I, I, I, I , . . . ,  I, I], (2m fois I), 

par le remplacement de divers groupes des unit6s par leur somme, de sorte 

qu'on aura des parentheses qui consistent soit des indices 2 et I, l 'unit6 se ren- 

contrant en groupes de nombre impair, soit des indices pairs et impairs, les 

indices pairs 6taut >----4 ou les indices impairs 6tant ~ 3. L'ordre des paren- 

theses de la derni~re classe est 6videment moindre que m. Quant s l'ordre des 

parentheses qui contiennent seulement les indices 2 et I, l 'unit6 se rencontrant 

en groupes de nombre impair, on remarque que ces groupes impairs des unit6s 

doivent 6tre eux m6mes en nombre pair. Par exemple, on doit avoir 

Or, les deux groupes I , I , I  et I , I , I , I , I  et le groupe 2,2 qui se place entre 

eux, donne le plus grand hombre des crochets-facteurs, (I, I)(I ,  2)(2, I )(I ,  I)(I ,  I) 

par exemple, 6gal .~ 5 qui est moindre que 6, le plus grand nombre des crochets- 

facteurs qu'on peut former du groupe, par exemple, 

I, I~ I, I, I~ I~ I, I~ 2~ 2, 

consistant de m~mes indices, mais ayant les unit6s rassembl~es en des groupes 

pairs. Cette remarque est g6n6rale et on voit que les parenth6ses non principales 

consid6r6es ont aussi les ordres < m. 
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Done, les ordres de routes les parentheses non principales sont < m. Pa r  

consequent, pour avoir la valeur asymptot ique de la somme (I4I), il fau t  y con- 

sid6rer seulement les moments  M~,, , , . , . . .~ qui s 'obt iennent  de la sommation des 

parenthSses principales. Nous allons main tenan t  calculer les sommes de ces 

parenthSses. 

Consid6rons d 'abord les parenthSses principales qui consistent de 2 1 unit6s 

et de m - - 1  deux. I1 y e n  a 6videmment C~. Soit Cu l 'une d'elles et 

( ,42)  s t  = ~ ~ c , i  (i = ~, 2 . . . .  , c ~ ;  , . =  m + Z). 
i kl . . .  k r 

Le membre principal de Cli est un  produit  de m- -1  crochets (2) et l crochets 

(I, :) et son ordre est m, done 

t 8 m 
'~"~ ~ - ~  (~1, 1) ~ = - -  A ~ - ~  B ~ (I43) ~ C l i -  ~.~ m! 21 

k t . . .  k r 

suivant (I33). Muis (I33) a dr6 obtenu sans un caleul d6taill6 et comme la re- 

lation (t43) joue un rSle tr~s impor tan t  plus loin, nous la d6montrerons s part. 

Prenons pour plus de simplicit6 une parenth6se particuli~re, 

(I44) C l i =  [2, 2, I ,  I ,  I ,  I ,  I ,  I] 

par exemple, et ealeulons la valeur asymptot ique de sa somme M 2 , 2 , 1 , 1 , ~ , ~ , : , 1 .  

Le membre principal de (I44) est 

, 2 ~ ~i ri(~'4) Z . 

(~'4) (k~) ~ ~I 2(~'~) Z ~  

done 

(:45) ~'?~ " 
�9 ?:?~. 

" Z  I~ 
k~, k2, ktl 

k~, k 7 
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off on doi~ sommer pour 

]C 7 = I ,  2,  . . . ,  s - -  k + k7 - -  I = sv,  k : k, + k~ + . . .  + k s 

k 5 I ,  2, . . . ,  8 - -  k + k 7 + k 5 - -  2 : - 8  5 

k~ I ,  2, . . . ,  S - -  k + kz + k~ + k~ - -  3 = s~ 

(I 46)  o ,  I ,  2, . . . ,  s - -  k + k~ + /% + k~ + '  k~ + k~ - -  5 = s - -  k ~ - -  k~ - -  

1 , 2 ,  . . . , 8 - -  k 4 - - ' k  6 - -  6 = 8 8 

I ,  2 ,  . . .~ 8 - -  k ~  -- 7 = s6 

I~ 2, . . . ,  8 - -  8 = 8  4 . 

Nous  avons maintenant  [voir (II6)] 

s, s.z s~ s5 s7 81 ('~1 + I )  . (S, + 4) 

Z I :  E Z Z Z Z I= " '  
5!  k~, k,~, ks, k l :0  k~=l k s : l  k~:l  k7=1 

k~, k,/ 

= (~ - k ~ -  k ~  - -  k 8  - -  ,) (~ - -  k ~ - -  k ~  - -  k ~  - -  2 ) . . .  (~ - -  k ~  - -  k ~  - -  

2 4 7  

k 8 - -  ~ =81 

k8 - 5) 

donc 

5~ 

= C . ~ - k , - ~ . o - ~ . s - ~  = C~, ,  s '  ---- s - -  k~ - -  k6 - -  ks  - -  I ,  

k s k ~ , . . ,  k s 

8s 

= Z ~f/g) 
g=l  ks=l 

Mais, en employant  l'6galit6 (I22), on trouve 

~ c ~ , ~ = l ~ _  I c:, ~ _ ~  
ks : l  

-- ~ G '  + " - -  

- ~V:5- ~ ~ . - i  

-- ~'q [C~,,+ ~ 
I --~g ]_ ~g-- I 

{ -~'~' ~w ~ C}] 

Cs'-i + "'" + 5 

] 4 ~(] 1 
C~"-1 + "'" + G " - ,  

\ g - -  I 

off s " = s - - k 4 - - k 6 - - 2 .  I )onc  

88 
Z 5, ks C .  ~q 

ka=l 
I - - ~ . q  

-}- C ks = 88 + I 

k~= 1 

+ C] ~=~+ I 
Ik+=l 

= K (,% t.~j), 
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e ~  

r fl~ fls Z I 

tr 

g=:~ - -  gfl:,fls 

I 5 
= C~,, #~, ~ = - C~,, B .  

2 

P a r  eons6quent;, 

E p ~ 5 2 J ~ s Z ~ 6 Z l l  ~(kG) ~ ~ Z ~ T Z f l s Z  ~ (ks) "~  I 

I B Z p ~ g , ( 3 5  2r E Css, ' ~ 5 ~  
2 

2 ~'s, f16 g=l  I - L ~ ' g  ' '~g - -  I 

Z~ I 
, (~i) Z Z 

- -  2BCs,,,Z'~ I _ Z 9  
9,=1 . ~5,/3~ 

c: .... ...] %%~ 

. , I 
= ~ B Ci,,, #1, 1 = C~,,, B ~, s ' " - -  s - - k ~ - - 3 .  

Enfin, tou t  ~ fMt parei l lement ,  on t rouve que la valeur asymptot ique  de la 

somme multiple de la part ie  droite de (I45) est ~gal ,s 

d'ofi 

(,47) 

I . B3  8 Ci_~ ~g, 

s ~ A ~ M2,2,1,1 ,1 ,1 ,1 ,1  ~ ~ B a, 

eomme on devrai t  obtenir  par  (143). 

II n 'est  pas difflcile d 'appl iquer  la m6thode expos~e ~ nne  parenth~se prin- 

cipale queleonque et  de v6rifier la formule  (I43) dans route  la g~n6ralit6. 
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La  relation (I43) est valable pour i - ~  I ,  2 , . . . ,  C~n et (I42) donne 

l 
Cm ~m ~m-z B t  

m . 2  

Cette dgalit6 asymptotique a lieu pour / = o, I, 2 , . . . ,  m, ce qu'on voit imm~dia- 

tement  de la ddmonstrat ion de l'~galitg (I47). 

La  quantit~ St entre dans E(2u'hp m avee le coefficient 

(2m)! (2m)! C~ s~Am ~BZ 
2 m _  l S t  2 m _  l ~ [ 2 l  

done 

E u 
\ h  / 

(2 m)! . Mais 
(2!) (i 

= C~r ~ . I . 3 . 5  . . .  ( 2 m - -  ~)s'~A~-~B*, 

I 3 5 �9 " ( 2 m - -  I ) S m ~  l m - I  1 - . .  % A  B 
l=O 

= I . 3 .  5 . . . ( 2 m - - I ) s m ( A  +B)m;  

la relation (I36) se trouve d6montr~e. 

L'~galit5 

t \ 2 m + 1  
( 38) E E U h l  = o ( s m )  

1 h, 

se d~montre mMntenant  sans difficult& En  effet, pour voir qu'elle est vrMe il 

fau t  seulement remarquer  que les parentheses 

(I48) [m 1 m ~ . . .  mr], 

s 'obt iennent  des parenthb~ses 

(I49) [mr m 2 . . .  m,.l, 

~t  I -~- m 2 -~ " ' "  @ m r  ~ 2 m ~- I ,  

m 1 + m,2 ~ "  + m r ~  2 ~ ,  

consid~r~es plus haut ,  soit par l ' intercalat ion de l 'indice supplgmentaire I soit 

par l ' augmenta t ion  d 'un des indices par t, et dans tous ces cas l 'ordre de la 

parenthb, se transformSe (I49) ne peut  pas s 'augmenter .  Donc, l 'ordre des paren- 

theses (I48) est < m, d'ofi r6sulte (I38). 

Les relations (~36) et (I38) nous permet tent  d5montrer trgs s implement le 
8---1 

th~orSme suivant sur la limite des probabilit~s des sommes ~9, u~ pour s--~ ~ :  
h=0 

32--35150.  A c t a  m a t h e m a t i c a .  66. Impr img  le 24 octobre 1935. 
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Thdor~me E. Pour les chaines de Markoff, dont la loi @ est ind&omposable 

et primitive,  done admet ~o = I comme un zdro simple et n'a pas d'autres z&os du 

module i, la probabilitd des indgalit& 

a < u~~ + ul + "'" + u , - l - -  sa < fl 

tend pour s--~ oo uniformdment vers la limite 

I i lt,~ V ~  e 2 d t  

ct 

quels que soient les hombres rdels a et fl, pourvu qu'on ait M2 4 = o. 

Ce th~orSme es~ une simple cons4quence du th~or~me bien connu de 

Tchebycheff-Markoff et des relaUons (I36), (I38) et (!o4). 

La  relat ion (IO4) est 6quivMente g l '6galit6 

M ~ - s ( d  + B),  

qui est d'ailleurs un cas particulier de (I36). Donc, de (I36), pour Me 4= o, on 

trouve 

liIll .E~ -~0" ~ !~  --)7-2--?-'t--s-71----sa~ 2 m :  3 . 5 . . .  (2  m - -  I) 

_ I t2me--2 dt,  

--ar 

e~ de (I3 8) 

lim E [ uA-~-~:--+--~ : " ~-u~-73 7-s~ l  ~'~ + 1= o 

ao 

- - i f l 2 z j ' t 2 m + l e - t 2 d t .  

--ar 

Par  consSquent, en vertu du th~or~me de Tchdbycheff-Markoff, nous ,~vons: 

(150) l i m e  ~ <  u ~  "' '  - [ - U s - l - - S a  _ I e-~e.  d t  

c~ 

uniform~ment  pour routes wleurs  r~elles de a et ft. 
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E n  se r a p p e l a n t  la l i a i son  e n t r e  les q u a n t i t ~ s  uh e t  la v a r i a b l e  s tochas t i -  

que x consid6r~e darts n ~ 14 on p e u t  iden t i f i e r  la  somme  u 0 + ul + "'" + u ~ - i  avec 

la somme  des vMeurs  q u ' a e c e p t e  x dans  les 6preuves  n u m 6 r o s  o, I, 2, . . . ,  s - -  I. 

E n  d ~ s i g n a n t  ce t te  somme pa r  x o +  xl + " "  + x~-~ on  p e u t  encore  ~crire (I5O) 

comme il  su i t  

I /'~ --.1- t~ 
- . ! i m 3 ( ~ < x ~  / ~ ~ dr. 

(Z 


