
OBER PSEUDOBEWERTU GEbl, II. 
(Die Pseudobewer~ung'en eines endliehen algebraischen ZahlkSrpers.) 

V o N  

KURT MAHLER 

i n  GRONINGEN.  

In einer bekannten Arbeit (Acta mathematica 4I, (I918), 271--284) zeigte 

h. OSTROWSKL dass ein endlicher algebralscher ZahlkSrper ~ an wesentlich ver- 

schiedenen Bewertungen allein die triviale Bewertung, die den einzelnen zu 

konjugierten KSrpern entsprechenden Absolutbetrag-Bewertuugen und die den 

Primidealen 0 yon ~ entsprechenden O-adischen Bewertu~gen besitzt. 

In der vorliegenden Arbeit behandIe ich die allgemeinere Frage nach den 

sgmtliehen Pseudobewertungen yon ~ und zeige, dass jede solche Pseudobewertu~g 
dquivalent zu einer Summe yon endliehvielen verschiedenen Bewertungen von ~ ist; 
dabei tritt die triviale Bewertung nich~ als Summand auf, wenn die Pseudo- 

bewertung ihr nicht gquivalent ist, 

Die Beweisfiihrung besteht in einer systematlschen Untersuchung der Eigen- 

schaften der Pseudobewertungen yon ~ und beruht vor allem auf einer An- 

wendung yon elementaren :Sgtzen fiber Diophantische Approximationen. Der 

Ostrowskische Satz wir4 nich~ voransgesetzt, sondern ergib~ sich vielmehr als ein 

:Nebenergebnis. 

i. Sei ~ ein endlicher algebraische r ZahlkSrper, etwa vom n-ten Grad; 

yon den n zu ihm algebraisch konjugierten KSrpern 

seien die r 1 ersten 

~(1) ,  ~(2)  . . . .  , ~ (n )  

~(1'), : ~ (2 ) ,  . . ' ,  ~(r~) 
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reell, die i ibr igen 2 r 2 
~ ( r v b l ) ,  ~ ( r l - b2 )  . . . .  , ~ ( n )  

imagin~Lr, und  zwar  seien jeweils 

~(r,+h) und 

zu e inander  komplex  konjugier t .  

wir setzen fe rner  wie iiblich 

~(ra+r~+h) 

Es ist  

r ~ , F  1 q- ;'2 -- I .  

(h = I ,  2 ,  . . . ,  rli ) 

I s t  a i rgend eine Zahl  aus  ~, so bezeichnen wir  mi~ 

a(1) ,  g (2) ,  . . -~ u (n )  

der Reihe  naeh  die hierzu gehSrigen kon jug ie r ten  Zahlen aus den KSrpe rn  

~(1), ,~(2) . . . .  , ~r~(n). 

Deren Absolutbetriige 
~(k) (.) = i.(~)1 (k = i ,  2 , . . . ,  f/) 

definieren dann n Bewer tungen  yon ~, doch ist  nat i i r l ich 

12r (a) = s (',+''~+h) (a) (h = x, 2, . . . ,  r2), 

so dass wir  nur  zu r +  I verschiedenen Bewer tungs funk t ionen  

~(1) (.), ~ c 2 ) ( . ) , . . .  ~(,+, (6) 

gelangen.  Aus e inem spiiteren Hi l f s sa tz  wird sich iibrig~ns ergeben,  dass diese 

sogar  yon e inander  unabh~ng ig  sind. 

2. Sei c ein Idea l  aus 5~, das vom Null ideal  (o) verschieden ist, und 

71, Y~ . . . .  , yn eine Basis desselben. Diese n Zahlen miissen also insbesondere  

l inear  unabh~Lngig sein; daher  l~sst sich jede Zahl  Q aus ~ auf  die F o r m  

Q--r171 + ' " +  rny,~ 

mi t  ra t iona len  Koeff iz ienten rl, r e , . . . ,  rn bringen.  Seien sl, s ~ , . . . ,  s~ ganze 

ra t iona le  Zahlen mi t  

I,.~---,,l_<_ [,  I , . , - ~ , l < -  I ,  . . . ,  i r . - ~ , l _ <  I ,  
2 2 2 
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und werde 
fy = s 1 7 1  + " " + Sn T~  

gesetzt;  dann  ist 

s~r (e _ o) < ~ (I z ( I  + + I t ~  ) I) 

und erst  recht  

~(~) (e - a) -< c 

wenn dabei c die positive Kons tan te  

53 

(k : I, 2 . . . .  , ~7) 

(k = I, 2 . . . . .  ~) 

I r \ 
c otc) = = -  ~ ' ~  ( l~ '7~1§  . . . .  + 1 r  ~) s n  ] 

2 k = l ,  2, . . . ,  n 

bezeichnet.  

3. Die n iehtverschwindende Zahl a a u s  ~ werde als Quot ien t  

Q~ 

zweier ~eilerfremden Ideale al und a., geschrieben. W e n n  % alle Zahlen aus a1 

durchi~Luft, so durehl~uft  *A offeubar alle Zahleu aus %. Unte r  c vers tehen wir  a 

die nach w 2 zum Ideal  c = a., gehSrige positive Kons tan te ,  und wir setzen 

~o = *o (") = m ~ , ,  ( I ,  c). 

Sei g eine zweite Zahl aus ~;  sie geniige den Ungle ichungen 

und lasse sieh als Quot ient  

(k== I, 2 . . . .  ,~)  

zweier n icht  unbeding~ te i le r f remden Ideale  ~1 und ~ darstellen,  so dass 

(al, ~) = I 

ist; falls ~ verschwindet ,  werde un te r  ~1 das uneigent l iche IdeuI (o) und un te r  ~ 

ein ganz beliebiges Ideal  verstanden.  

Da der ~ e n n e r  yon ~ zu al te i le r f remd is~, so gibt es eine ganze Zahl % 

aus ~ mi t  

=- n ( @ ;  
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die allgemeinste LSsung dieser Kongruenz in ganzen Zahlen lautet 

wo ~t alle Zahlen aus a~ durchl~uft. Wir  setzen 

~, ~ - ~  ~-~o  ~ 

und bestimmen die ganze Zahl vt derar~ in a~, so dass die Ungleichungen 

~(~) (~') -< Co (k = ~, 2 , . . . ,  ,~) 

gelten; das ist nach dem Ergebnis des vorigen Paragraphen gewiss mSglich. 

Aus der Kons~ruktion yon ~ ergibt sich, dass ~' in der Form 

! 
~,=~1 

geschrieben werden kann, wo ~ ein neues Ideal bezeichnet. 

Die Bestimmung yon z--~ ~ - - a t '  zeigt noch, dass 

4. Da ~' wieder die gleichen Bedingungen wie ~ erfiillt, so kSnnen wir 

hierauf den vorigen Prozess wiederholenl und diese Berechnung beliebig oft 

durchfiihren. Nach etwa N Wiederholungen kommen wir auf diese Weise zu 

der Formelkette 

und durch Elimination der Zahlen 

~', ~ " . . . ,  ~I~=~/ 

zu tier endlichen Reihenentwicklung 

(I) ~ =  T + aT'  - ] - ' ' "  "~ aN--'IT (2v~'-l) + aN~ (N), 

Dabei geniig~ jede der Zahlen 

ist. 
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t? (~) (~(~>) -< Co 

und li~sst sich als Quotient eines ganzen Ideals ~) dureh ~-2 darstellen: 

~(1) - -  ~ l )  ( l - - - O ,  I ,  . . . ,  ~ ) .  

Verstehen wir unter ~ irgend eine dureh ~ teilbare ganze Zah l  aus ~ ,  die nieht 

gleieh Null ist, so werden also al le Produkte 

~v, g ' v , . . . ,  g(s)~ 

ganz in ~; sie geniigen den Ungleiehungen 

]C = I ,  2,  ., 

1 = o, I, ., ' 

und kSnnen also nur Werte annehmen, die einer endliehen, wohl yon a und ~, 

nieht aber yon N abhiingigen Menge 9)5* angehSren. Dies folgt daraus, dass 

es bekanntlieh n u r  endliehviele ganze Zahlen in ~ geben kann, die saint allen 

Kon.jugierten yon beschriinktem Absolutbetrag sind. Wir erhalten also das Er- 

gebnis, dass die Zahlen 
~, ~ , , . . . ,  ~ (N/ , . . . .  

zu einer wohl yon ~ und ~, nieht aber yon N abhiingigen endliehen Menge 

gehSren. 

Was welter die Zahlen 

, 4~-_~) 

betrifft, so sind sie alle ganz in ~ und geniigen den Ungteiehungen 

~(k) (,~,)) < c0 (, + ~(~1 (~)) 

Wir erhalten also das Ergebnis, dass die Zahlen 

( ~ =  I~ 2, . . . ,  ~ 

l = O ,  I ,  . , 2 V - - I J "  

P 
T ,  $ ~ . . . ~  T ( N - - 1 )  , , , 

sogar zu einer allein yon a, nicht aber yon ~ und N abhiingigen endlichen Menge 

9~ gehSren. 



56 Kurt Mahler. 

5. Nach diesen Vorbereitungen gehen wir zur Untersuchung der Pseudo- 

bewertungen des ZahlkSrpers ~ fiber. 

Sei W(a) eine Pseudobewertung yon ~, die zur trivialen Bewertung 

jlo fiir a = o ,  
W~ ffir a + o ,  

nicht h'quivalent ist. Dann kann W(a) nur ffir a = o versehwinden, da andern- 

falls diese Funktion fiir alle a verschwRnde, was wir auch ausschliessen. 

WeiI W(a) nieht zur trivialen Bewertung ~,iquivalent ist, so gibt es rain- 

destens eine Zahl a aus ~ mit 

~ + o ,  o <  W ( ~ ) <  ,. 

Diese Zahl denken wir uns vorl~ufig beliebig, aber fest ausgew~hlt und auf  die 

Gestalt 
fll 

cr = - - ,  (ai ,  f l ~ ) =  I ,  
(:I,, 

mit zwei teilerfremden Idealen a~ und a~ gebracht: 

Sei alsdann wie in den letzten Paragraphen ~ eine Zahl aus ~, die den 

Ungleichungen 
~(') (~) s Co (k = ,, 2 , . . . ,  , )  

geniigt, und deren Nenner ~ in tier Bruchdarstellung 

~2 

zu a, teilerfremd ist. Es gilt also die Reihenentwicklung 

(i) ~ = ~  + ~ ' + .  + ~N- ,~ I~ - I /+  ~N~/~-/. 

Hierin gehSren aber nach Konstruktion die Koeffizienten 

' $(/v--i) % T ,  . . .~ 

der endlichen Menge ~ an, die yon ~ und N nicht abh~ngt; es gibt daher eine 

allein yon a abh~tngige positive Zahl c~, so dass 

w ( ~ )  -< ~ (~ = o, ~, 2 , . . . )  

ist. Weiter liegen die Zahlen 
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in der endliehen Menge ~ ,  die von N nicht abh~ngt; somit existiert eine nur 
Pt 

yon e und ~ abhgngige positive Zahl co, so dass 

w ( ~ ) )  _< c:' (~ = o, , ,  2, . . . )  
ist. 

Wenden wir jetzt auf die Darstellung yon ~ vermSge (I) die Funktional- 

eigenschaften der Pseudobewertung W(a) an, so ergibt sich die Absch~tzung 

N--1 " 
w ( ~ )  -< ~o w ( ~ )  ~ + eo w ( ~ )  N. 

l=0  

Wegen W(a)< I strebt aber die endiiche Reihe 

N--1 

~ ~, w(~)~ 
l~o  

mit wachsendem N gegen die endliche, allein yon a abh~ngige positive Konstante 

w~hrend das Restglied 

oo 

e~ = c~ (~) = e; F ,  W(.)~, 
l : 0  

gleichzeitig gegen Null konvergierL Es wird somit 

W (.~) -< c., 
and wir haben das Ergebnis: 

Satz 1: Es gibt eine allein yon der Zahl a mit 

fll ~ o, o < W ( ~ )  < , ,  ~ = - , ( a .  a~) = ,  
as 

abhh'ngige positive Konstante el, so dass jede Zahl ~ aus ~, die den Ungleiehungen 

geniigt, und die sich als Quotient 

8 - - 3 6 1 2 2 .  Acta mathematica, 67, I m p r i m 6  le 20 m a r s  1936. 

( k ~  ~ , 2 , . . . , n )  
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zweier Ideale ~1 und ~ darstellen lSsst, wo der Nenner die Bedingung 

I 

e~fiillt, die Eigenschaft 
W <- c, 

besitzt. 

(Bei der Formulierung des Satzes wird benutzt, dass co >--- I ist.) 

6. Der vorige Satz l~sst sieh noeh verschs wenn tiefere Eigenschaften 

der Pseudobewertung W(a) herangezogen werden. Zu diesem Zweck definieren wir: 

Definition 1: Fiir einen Index k mit I ~ k <-- n existiere keine Zahl a aus ,~, 

so dass gleichzeitig 

-(-2 (k) (r162 > I ,  W ( g )  < I 

wit, dass die Bewertung ~2(k).(a) in der Pseudobewertung W(a) ist. Dann sagen 

enthalten ist. 

Wegen 

ist es hinreichend, allein die Bewertungen 

in bezug auf diese Eigenschaft des Enthaltenseins zu betrachten. 

im Folgenden immer an, class 

die s~mtliehen versehiedenen unter ihnen sin(l, die in W(a)enthal ten  sind; dabei 

kann s natiirlieh aueh gleieh Nul l  sein. Wei~er bezeiehnen wir mit 

.Q()") (a), ~c~(22)(a), . . . ,  ~(~(~t)(a) ( I  <~ h i < )~, < " -  "~ Zt --~ "1 + r2) 

diejenigen unter den Bewertungen 

a (1) (a), ~r~ (2) (6t), . . . ,  a (r*+r,) (g), 

die nicht in W(a) enthalten sind; i h r e  Anzahl t - ~ r  1 + r , - - s  kann ebenfalls 

gleieh Null sein. Aus Definition I folgt, dass zu jedem Index 

( h ~  i ,  2, . . . ,  ~'2) 

Wir nehmen 
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mindestens eine Zahl ~ aus ~ existiert, fiir die gleichzeitig 

t~(~)(a~)> ~, W ( ~ )  < 
is~. 

59 

7- Sei ~ol, ~o~,..., con eine Bas'is yon ~; die Linearform 

y = x  leoj + x ~ c % + . . . + x .  co. 

ergibt ulIe Zahlen aus ~, wenn x ~ , x e , . . . ,  x,~ einzeln alle rationalen Zahlen 

durchlaufen, und speziell alle ganzen Zahlen aus ~, wenn x 1, x2 . . . . .  , xn ganz 

rational sin& Die Linearformen mit in bezug auf ~ konjugierten Koeffizienten 

(k-~- I, 2 , . . . , n )  

ergeben fiir rationale xl, x ~ , . . . ,  xn die Kon~ugierten zu y. 

Determinante 
I~I~/1~ , ,=  ~, 2 ....... 

dieser letz~eren Linearformen yon Null verschieden; man 

Gleichungssystem auflSsen und komm~ zu Formeln 

x~ = v ('~ oi') + y(~ oI~) + . . .  + v(~) 0~) 

Bekannflich is~ die 

kann Mso dieses 

( l =  I, 2 , . . . ,  n). 

Dabei werden alle Zahlen x~, x~ . . . .  , Xn reell, wenn 

y(1), y(2) , . . . ,  y(~0 

beliebige reelle Zahlen und 

(y(r,+~), y(r~+~,+~)), (y(r,+~), y(*,+~,+2)),..., (y(r,+~), y(~,+~t~)) 

beliebige Paare komplex konjugierter Zahlen sin& 

Seien speziell 
y(~), ya)  . . . .  , y(~,) 

rl beliebige reelle und 
~TCrt+l), yCrx+2),,,., ~r(r,+~) 

r~ beliebige komplexe Zahlen, ferner 

die zu 
y(r,+h) 

( h =  I, 2 , . , . ,  ~) 

( h =  I, 2 , . . . , ~ )  
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komplex konjugierte Zahl. Alsdann sind also die Zahlen 

x~  = r(~)ol~) + r<~)o?) + . .  + r ( , , )o? )  (1 = i ,  2 , . . . ,  ~) 

reell. Demnach lassen sich rationale Zahlen x~, x 2 , . . . ,  x ,  so bestimmen, dass 

die si~mfliehen Absolutbetr~ige 

I x ,  - ~ I ( 1 - -  i, ~, . . . ,  ,,) 

beliebig klein werden; dies ist selbst noch mSglich, weun wi t  verla,ngen, dass der 

Zghler jeder dieser Zahlen x~, x~ . . . . .  x~ dutch eine vorgegebene ~atiirliche Zahl 

teilbar, ihr gemeinsamer Hauptnen ,er  abet zu einer zweiten vorgegebenen uatiir- 

lichen Zahl  te i le~ 'emd sei. Setzen wit 

ff(~') = X 1 fo(L k) AF X 2 fD(.Z k) -~ " " " "~- X n  fOlk) (]r " - - I ,  2 ,  . . . ,  ~) ,  

so werden y(1), y(~) . . . .  , y(n) die Konjugierten einer Zahl 

y -~ x~ wl + x~ fo2 + " + xn w,~ 

aus ~, und zwar wird der Zghler dieser Zahl durch eine beliebig gegebene natiir- 

liche Zahl teilbar, der Nenner zu einer beliebig gegebenen natiirlichen Zahl teiler- 

fremd; gleichzeitig werden die Absolutbetr~ige 

[ y(k) _ y(k) [ (k---- 1 , 2 , . . . , n )  

beliebig klein. Da jedes Ideal Teller einer natiirlichen Zahl ist, so folgt der Satz: 

Satz 2: Seien 
y(1), y(2> . . . .  , y(r,) 

beliebige reelle und 
y(r,+l), y(r,+2) . . . ,  y0",+~:) 

beliebige komplexe Zahlen, c~ und % zwei Ideale aus ~, die auch iibereinstimmeu 

dii~fen, und ~ eine positive ZahL Dann gibt es ei~e Zahl  y aus ~ mit  den Kon- 

jugierte n y(1), y(2), . . . ,  y(,,), so dass 

[ u(k) _ r l k )  [ <_ ~ (k - i ,  2 , . . . ,  r l  + r,,) 

ist, und so dass in ihrer Darstellung als Idealbruch: 

th 

der ZShler ~ dutch c~ teilbar, der Nenuer t)~ abet zu % teileJ~'emd ist. 
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In diesem Satz ist iibrigen.~ der fi'ffher angek~Tndete 1Yachweis do" Unabhdngig- 

keit der Bewertungen 
~c~ (1) (a),  ~ c 2 ( 2 ) ( a ) , . . . ,  ~-2 (r~+re) (a) 

enthalten. 

8. ,Sei g einer der Indices 

= ~ii )L, . . . .  , ~t, 

also ~2 (~)(a) n icht  in W(a) en tha l ten ;  es gibt  demnach eine Zahl ax aus ~, so dass 

~(~) (~)  > ~, W ( ~ )  < ,  

ist. Sei welter  ~ eine Zahl aus ~, die sieh als Idea lbruch  

mi t  zu dem Ideal  a~ aus Satz I t e i le r f remden Nenner  ~ schreiben lii sst. 

Es liisst sich eine nati ir l iche Zahl f~ mi t  

also auch mit  

tlnden. In  Satz 2 werde 

ai2) f). ' (k =~ ~,; k = I, 2, . . . ,  r l  + r,,) 

gesetzt  und  fiir e > o eine geniigend kleine Zahl, fiir q ~-r eine geni igend hohe 

nati ir l iche Potenz  yon al genommen.  Dann  l iefer t  der Satz die Exis tenz einer  

Zahl '2~ aus ~, die den Ungle ichungen 

und 

I 

t 

~(k) (w3 -< ,  

(k =:~ ~, k : ] ,  2,  . . . ,  ~'1 -~- rg/  

( k :  I, 2, . . . ,  r l  + r~) 

geniigt, deren iqenner z u a l  t e i le r f remd ist, a n d  deren Z~hler sich durch  e i n e  so 

hohe Potenz  yon al  tei len li~sst, so dass der  Nenner  yon a{~ ~Tz zu al ebenfalls 

te i le r f remd wird. Diese Konstruk~ion ergibt  nach Satz I insbesondere die Un- 

gleichung 
w(w. )  -< c,, 
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wegen 

demnach  
w(~:~) <- w(~):~ < ~ 

w (,~:z ~ )  <- c~. 

Man best imme solche zwei Zahlen aft. und V~ fiir jeden der Indizes 

und setze dann  

so dass somit 

Z = )~, ~s, . . . ,  Z~ 

t 

t 
w(~)  < w ( v )  + ~ w( . /~v~)_<  w(v)  + c~t 

gilt. W i t  leRen hieraus eine Absch~tzung fiir W(~) her, indem wir erst  eine 

solche fiir W(~) bestimmen. 

9. Aus den Absch~tzungen fiir die AbsolutbetrRge der Kon jug ie r t en  der 

Zablen aft. ~ und  ~z:~ ~ --  ~ folgt  fiir ~ -- ~ ,  L,, . . . ,  ~t 

t t 

b 
"z'=l 

t 

g = l  

Bedeute  zur Abkiirzung ~2(~) die Funkt ion  

(~) = max (~c~,)(~), ~(~)(~) . . . .  , ~.~)(~)) 

und fiir s ~ - o  die Null. Dann  is~ folglich erst recht  

n ~  (7) -< n (~) + ( k =  I,  2 , . . . ,  n). 

Es gibt eine positive Zahl cl, die allein yon al abhRngt, so dass die kleinste 

nati ir l iche Zahl g, die zu al te i ler f remd und nicht  kleiner  als 

ist, der Ungle ichung 
~(~) + 

g -< ci(~(~) + ~) 
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g 

besi tzt  einen zu al te i le r f remden }~enner, u n d  es gil t  fiir sie 

~-~(k) (~]::) -~  I (]~ = I ,  2 ,  . . . ,  , ) .  

Demnach  ist nach Satz I 
w(~*) -< e~, 

wegen 
w(g) -< g w(~)  <- ~',' (~(~) + ~), (~'; = w(~)  ~i) 

also 
W(V) <-- W(V*) W(g) <-- clc'; (~(~) + ~). 

D~raus folgt 

w (~) <- w (~) + ~ t <- ~ ~'; ( ~ (~) + ~ ) + c~ t <_ e, (2 e'; + t) m ~  ( ~ (~), ~ ), 

und also ergibt  sich der Sa~z: 

Satz 3: Seien 
~(~,) (a), ~ ) ( a ) , . . . ,  ~(~)(a) 

dieienigen unter den Bewertungen 

~(1) (a ) ,  ~r . . . .  , ~ ( rv t - r~) (a ) ,  

die in W(a) enthalten sind, und werde unter t~(~) die Funktion 

bzw. die Null f i ir s = o verstanden. Sei ferner a eine Zahl aus ~ mit 

fll 
f12 

Dann existiert eine nut yon a abhlingige positive Konstante c2, so dass jede Zahl 

aus ~, deren Nenner zu al teilerfi'emd ist, der Ungleichung 

w(~)  -< c,~ ma~ (~  (~), ~) 

geniigt. 

Besonders bemerkenswer~ is~ nach diesem Satz der Fall  s ~ o, in dem sich 

eine konsflante obere Schranke fiir W(~) ergibt.  
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Io. Wird  von diesem Fall  s----o abgesehen, so l~sst sich fiir die Pseudo- 

bewer tung  W(a) auch eine untere  Sehranke herleiten.  

Sei also s--> I. Dann  ist nach Definit ion I stets 

W(~) >-- I f i i r  ~ (~) > I, 

und wir  diirfen daher  ohne Einsehr~nkung annehmen,  dass 

o < ~ (~) -< 

sei. Offenbar gibt  es eine ra t ionale  Zahl q =p/q mit  

deren Nenne r  q zu al te i ler f remd ist, so dass also nach Satz 3 

ist. Setzt  man 

2 Cs 
W(Q) --< e~ max (~ ((~), I)-~ e~lel -< n(~) 

q ~ =  ~*, 

so wird nach Kons t ruk t ion  yon # wegen ~2(~*)= n(~) le l  > x: 

~(~*) > 

und also nach der  vorigen Bemerkung  

Da  aber  

ist, so folgt  demnach 

und also der Satz: 

W(~*) -> I. 

w(~*) < w(z)  w(~) 

w(~*) > , ~ (~.) 
w(~)  >- w ( e )  - 2 e--~ 

Satz 4: Seien 

diejenigen uuter den Bewertungen 
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die in W(a) enthalten sind, ulqd zwar werde s >-- i angenommen. Dann gibt es 

eine allein yon der Pseudobewertung W(a) abhdngige positive Zahl ca, so dass 

f i ir  52 (~) = max (fl(*,)(~), ~ 1  (~) . . . .  , ~(**) (~)) > I 

u . d  fi~'r .q (~) <_ 

ist: 

Dieser Satz zeigt, dass 

w (i) >- 

w (~) >- e~ ~ (~) 

(a) w 

ist; die dureh Definition I gegebene Erkliirung des ~>Enthaltenseins>> yon t](~)(a) 

in W(a) ist also mi~ der allgemeinen Definit ion in Einklang.  

I I. Es werde ein weiterer Begrif[ eingeffihrt:  

Definition 2: Eine Zahl 6 @ o aus ~ heisse W-Zahl, wenn 

lira W (6 ~) = o 
l~ao  

ist, falls 1 alle natiirlichen Zahlen durchlduft. 

Da nach u  W(a) nicht  zur tr ivialen Bewertung Wo (a) ~quivalent 

ist, so gibt es gewiss W-Zahlen, denn es existier~ ja sogar eine Zahl a =~ o m i t  

W(a) < ,. 

ffede -W-Zahl ~ denken wir als gekiirzten Idealbruch 

geschrieben; der ZRhler bl kann dann entweder das Einheitsideal o = (I)oder ein 

beliebiges hiervon versehiedenes Ideal seiu. Es ist klar, dass eine geeignete 

natiirliche Potenz d Z yon d der Ungleichung 

W(d z) < , 

geniigt, also mit  der friiher mi t  ~ bezeichneten Zahl iden~ifiziert werden darf. 

Definition 3: Eine W-Zahl ~, etwa mit der yekiirzten Idealbruch-Darstellung 

~ '  

9--36122, Acta mathematica. 67. Imprim6 le 9 m a i  1936. 
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heisst reduziert, wenn es keine W-Zahl d*, etwa mit der ge]~iirzten Idealbruch-Dar- 

stellung 
r )*  b*, , , 

= ( b , , b , )  = 

gibt, deren Z~hler b* ein echter Teller des ZShlers b~ yon d i s t .  

Auch die Exis tenz  e iner  reduzier ten  W-Zahl ist  Mar, da  es eine W-Zahl  

schlech~hin gibt,  und der  Z~hler  derselben nur  endlichviele Tel ler  enthElt,  m a n  

also nach  endlich oft  wiederhol tem Abspa l ten  eines Teilers schliesslich zum Z~hler 

einer  W-Zahl  ge langen muss,  yon dem sich ke in  F a k t o r  m e h r  abspa l ten  l~sst. 

Gib t  es speziell eine W-Zahl  mi~ dem Zghler  o, so is~ diese W-Zahl  bereits  

reduzier t .  

I2. W i r  zeigen: 

Satz 5: Sei 

b, (b, ,  b~) - -  I, 
d = b ~ '  

eine reduzierte W-Zahl; dann ist der Zh'hler bl entweder gleich L~ oder ein Pro- 

dukt yon lauter verschiedenen endlichvielen Primidealen. 

Zum Beweis geni igt  es anzunehmen,  dass b~ durch mindes tens  ein P r imidea l  

te i lbar  ist; b 1 wird Mso eine P r imidea lze r l egung  

zulassen, wo Pl, P~, . . . ,  l~e 

na~iirliche Zahlen bedeuten.  

l au te r  verschiedene 

W i r  setzen 

Pr imidea le  und dl,  d~, . . . ,  d e 

el = ~1 l~  �9 �9 �9 ~0Q; 

es gib~ dann  nach  bekann ten  Siitzen ein Idea l  e~ in derselben Idea lk lasse  wie r 

das zu r t e i l e r f remd ist, fe rner  eine Zahl  e* aus ,~ mi t  der  Bruchdars te l lung  

e* =: el. (e 1' e~*)= i .  
e~ 

S e i e  eine zu c 1 te i le r f remde na~iirliche Zahl, fe rner  

und  
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e e~ 

W i t  werden den Beweis zum Absehluss bringen,  indem wir zeigen, dass fiir 

geniigend grosses e die neue Zahl e wieder W-Zahl ist; wegen der Eigenschaf t  

yon 8, reduzier t  zu sein, muss also 

sein. 

Zum Beweis setzen wir  

d = max  (dl, d~, . . . ,  de) 
und 

Besitzt  dann ~ die Idea lbruehdars te l lung  

~ ~__ ~ ,  
]2 

so ist ~2 gewiss zu b I te i lerfremd,  denn man ha~ 

(81, 5~) - -  I, 

wird. 

und also 
W(C.) -< cl, 

-< w(0 ) 

Da sich jede nati ir l iche Zahl f in der  F o rm  

f = d g + h  

und  hier  ist ~ ein ganzes Ideal ,  w~ihrend b~ e~ nach Kons t ruk t ion  einen zu bi teiler- 

f remden  Nenner  hat.  Ohne Einschr~nkung diirfen w i r e  bereits so gross an- 

nehmen,  dass 

-~- (~ed )  ~ I  ( ~ =  I, 2 , . . . ,  r I -~ r~) 

ist. 

I n  Satz I werde die Zahl  a nunmehr  mi t  einer geni igend hohen  nati ir l iehen 

Potenz  yon 3 identifizier~, so dass al eine Potenz  yon b l u n d  daher  te i le r f remd 

zu ~ wird. Dann  ergib~ tier Satz, dass fiir jede nati ir l iche Zahl g 
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durstellen l~ss~, wo g eine nichtnegative ganze rat ionale Zahl und  h e i n e  der 

endlichvielen Zahlen 
h ~ o :  i, 2 , . . . , d - - I  

ist, so gilt  also in der Tat  

W (d) <- W (~) W (e" ~) <- cl W (~") W (6'~1 
und de,nnaeh 

lim W(~J) = o, 

da 
lira W(6 :/) = o 

f ~  

und W(r h) fiir alle f beschr~inkt ist. 

13. Die reduzierte W-Zahl 

_ b, (b,, b~) - -  , ,  

werde nunmehr  irgendwie, aber fest, ausgewiihlt. Wei te r  sei 

= ( b ; ,  b : )  = , ,  

eine zweite W-Zahl, die nicht  unbedingt  reduziert  zu sein braucht. 

legen ihren Z~hler in zwei Faktoren 

b* = ~h %, 

Wi r  zer- 

wo b~ das Produkt  derjenigen Pr imfaktoren  von b*, ist, die in b~ aufgehen, % 

dagegen das Produkt  der iibrigen Faktoren.  Demnach geht  b, in einer genii- 

gend hohen Potenz yon b, auf, w~hrend 

(C2, hi) ~ -  I 
ist. 

Bedeute c, ein Ideal  aus derselben Idealklasse wie c~, das zu der Norm 

yon bl tei lerfremd ist und 7* eine Zahl aus ~ mit  der Darstel lung 

7* ~ CA. 
f~ 

Es liisst sich eine geniigend grosse natiirliche Zahl c finden, die durch q teilbar, 

dagegen zu b, tei lerfremd ist, so dass die Zahl 
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den Ungleichungen 

geniigt. Ist  

~:"k - -  C1 
7 - -  

O C 2 C 

~(~) (7) -< 

C ~ C] CS~ 

(k----- i ,  2 ,  . . . ,  ;r 1 + ~-~) 

so erhi~lt 7 die Idealbruch-Darstellung 

C,2 C s 

und sein Nenner wird zu b~ teilerfremd, da c~ und c, also auch cs es sind. 

Wenden wir Satz I auf die natiirlichen Potenzen 7 t yon 7 an, indem wit a mit 

einer geniigend hohen natiirlichen Potenz yon d, demnach a~ mit derselben Po- 

~enz yon b~ gleichsetzen, so ergibt sich die Ungleichung 

also auch 

und demnach 

so dass die Zahl 

W (7 '~) <- c~, 

w( (r  ~*)0 <- e~ w(~*O, 

o --< lim W ((7 d*)t) ~ c~ lim W (d't) -- o, 

# = 7 d *  

wieder eine W-Zahl ist. Ihre Idealbruch-Darstellung lautet 

und zwar ist hier 
# = b~ - ~  r - -  b~ ~ '  

da b* sogar zu ~c2 und r sogar zu b I teilerfremd ist und 5~ nur dureh Prim- 

ideale teilbar sein kann, die auch in bl aufgehen. 

Sei jetzt 6~ das Produkt der ersten Potenzen der verschiedenen Primideale 

die in 5~ aufgehen; demnach ist ~*~ gewiss ein Teiler yon b~. Fails nicht schon 

fl reduzier~ ist, so gib~ es doch eine reduzierte W-Zahl, deren Zihler entweder 

gleich T0* oder gleich einem echten Teiler hiervon ist. Nach u ist 

abet ~ reduzierb und es gibt demnach gewiss keine reduzierte W-Zahl, deren 

Zihler ein echter Teller yon b~ ist. Folglich ist b~ kein echter Teller von bt, 

sondern vielmehr 
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und also 
b, [13, 

und erst recht  

Wenn  aueh 6" reduziert  ist, so ergibt sieh auf  gleiche Weise 

und demnach 
bl = b~. 

Damit ist bewiesen: 

Satz 6: Alle reduzierten W-Zahlen in bezug auf  die Pseudobewertung W(a) 
besitzen in ihrer Darstellung als gekiirzten Idealbruch 

bl (hi' ~2)= I, 
----b~' 

den g(eichen Zdhler bt, und der Zdhler c~ jeder nicht reduzierten W-Zahl 

q (q, c~) ~- t, 7 ~-" r 

ist dutch bj teilbar. 

Der Ziihler der reduzierten W-Zahlen spielt also eine ausgezeichnete Rolle; 

deshalb definieren wir: 

Definition 4: Der allen reduzierten W-Zahlen in bezug auf  W(a) gemein- 

same Zdhler werde mit ~ bezeichnet und heisse der Charakter der Pseudobewertung 

w(a) 
Bei den folgenden Uberlegungen denken wir stets eine reduzierte W-Zahl 

beliebig, aber fest ausgew~hlt. 

r -  e . ,  (~. (~*)= i. 

14. Nach Satz 5 ist der Charakter  (~ entweder gleich o oder ein Produkt  

aus lauter  verschiedenen endlich vielen Primidealen.  Falls (~ = o ist, ist Satz 6 

fiir die allgemeinen W-Zahlen ohne Inhal t ,  da jedes Ideal  durch o teilbar ist. 

Aus diesem Grunde werde vorliiufig angenommen,  dass ~ yon o ver- 

schieden ist und  sich demnach durch mindestens ein Primideal  teilen liisst: Wir  

ordnen alsdann ~ die sogenannte ~-adisehe Pseudobewertung 
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folgendermassen zu: 
t2 (a) 

Definition 5: Sei C > I eine beliebige Konstante. Dann sei 

s2, (o) = o,  

dagegen fiir jede Zahl a 4 = o aus 

~ (~) = (7-/, 

wobei f diejenige ganze rationale Zahl bedeutet, fiir die das au f  gekiirzte IJbrm ge- 

brachte gebrochene Ideal 

(~) ~ _ j  _- ml__, (ml, m~)--- i ,  
m,2 

einen nicht dutch ~ teilbaren Zdhler ml und einen zu ~ teile~fi'emden ]Venner m~ 

besitzt. 

Dass t2r in der Tat eine Pseudobewertung ist, l~sst sich aus dieser 

Definition ohne Schwierigkeit ableiten. Is t  ~ insbesondere ein Primideal p, so 

wird Y2r sogar zu einer Bewertung und zwar gerade gleich der Henselschen 

p-adisehen Bewertung. 

Die dureh Satz 6 gegebene notwendige Bedingung dafiir, damit eine Zahl 7 

W-Zahl ist, liisst sieh mit Hilfe yon ~2r sehr einfuch folgendermassen aus- 

driicken : 

~)Damit eine Zahl 7 

geniigt. ~> 

W-Zahl sei, ist notwendig, dass sie der Ungleichung 

I 5" Naeh dieser Bemerkung ist demnach eine Zahl a mit 

~ (~) -> i 

niemals eine W-Zahl, und folglieh muss fiir sie 

sein, da ja sonst 
w ( ~ ) >  

lira W(t~ ~) = o 

folgte. Wir  wollen jetzt eine 

a = ~ o  aus ~ mit 

herleiten. 

entsprechende 

~ (~) < 

untere Schranke fiir die Zahlen 
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:Nach Definition 

dass gerade 

ist. Wir  setzen 

und haben dann 

5 gibt es zu solchen Zahlen a eine-natiirliche Zahl f, so 

t2~ (a) = C-s 

6 ~--- F f c ~  "* 

~ (~*) = , ,  

so dass a* gewiss keine W-Zahl und also 

ist. Wegen 
W(a*) ~ I 

(6* )  W(6*) I 
w ( 6 )  = w ~ s  >- ] ~ ( ~ )  -> i~7(i=-7) 

ergibt sich demnach folgende hussage: 

Satz 7: Der Charakter (2 von W(a) sei yon o verschieden und es bedeute t~(a) 

die zu ~ gehSrige ~.-adisehe Pseudobewertung. Jede Zahl a aus ~ mit Y2r (a) >-- I 

geniigt dann der Ungleichung 
W (6) >- I . 

Sei dagegen a 4  =o eine Zahl aus ~ mit Y2r I, also mit t~r  ~I ,  wo f 

eine natiirliche Zahl bedeutet; dann ist 

I 

w(6) _> w(~7)' 

wo F die fi'iiher ausgewdhlte reduzierte W-Zahl bezeichnet. 

(Man beaehte, dass fiir t2r (a)-* o gleiehzeitig f fiber alle Grenzen wiichst, 

wegen 

also 
w(,)-< w(r:) w ( r - : : )  

i < w(rs)  
w ( r - s )  - w( i )  

gegen Null konvergiert, wie es sein muss.) 

Nach diesem Satz 7 kann W(a) ffir eine Zahl a aus ~ nur dann klein sein, 

wenn gleichzeitig Y2r (a) einen kleinen Wer t  hat. Demnach besteht die Relation 

~ ( a ) =  W(a). 
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I6. Das letzte Ergebnis und das Schlussergebnis aus w IO fassen wir jetzt 

in eine einzige Formel zusammen. Es seien wieder 

die samtlichen verschiedenen unter den Bewertungen 

die in W(a) enthalten sind, und dann 

( . )  = m a x  (~(~,)(~), ~ ) ( . ) , . . . ,  ~'~)(~)), 
bzw. fiir s -- o 

(~) = o .  

Weiter sei t~e(a) die durch Definition 5 gegebene Pseudobewertung, falls 

ist; fiir ~ = 0 dagegen werde 

gesetzt. Dana ist also 

g) 

(Ii) 

und demnach 

(A) 

.% (~) - -  o 

( . )  = w ( a ) ,  

~ ( . )  = w ( . ) ,  

( . )  + ~ (a) = w ( . ) ,  

wobei fiir s = o oder ~ ~ o Null-Summanden fortgelassen werden kSnnen. 

Unser Ziel ist jetzt der Nachweis, dass auch umgekehrt 

(B) W (a) c ~ (a) + t~r (a) 

und folglich 

(c) 

is~; damit ware also eine zu 

17. Um diesen Nachweis zu fiihren, unterscheiden 

nachst bemerken wir jedoch, dass nicht gleichzeitig 

s ~ o  und ~ - - o  
10--36122. .Acta mathematica.  67. Imprim6 le 9 mai 1936. 

w ( . )  ~ ~ ( . )  + ~ (.) 

W(a) aquivalente Pseudobewertung gefunden. 

wir drei Falle. Zu- 
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sein kann,  du sonst nach Satz 3, wo al durch  o und ~(~) durch o zu ersetzen 

w~re, die Fuuk t ion  W(~) fiir jede Zahl ~ aus ~ beschr~nkt,  wegen 

W(a)--> W fiir ~ + o  

also fiir .iede Zahl a =~ o uus ~ auch grSsser als eine positive Kons tan te  wiire; 

Wi r  verstehen unter  

(a) 8 ~  I, ~ = 0 .  

(b) s = o ,  (~ ~= 0. 

(c) s>__,, 

~1~ ~ (~.~ �9 �9 ' 

eine unendliche Folge yon Zahlen aus .~, die in bezug auf  die Pseudobewertung 

gegen Null strebt;  d .h .  im Fall  a sei 

lim f2 (at) - -  o, 
l~co 

im Fall  b 

lim ~2~ (as) ---- o, 

und im Fall c 
lim ~2 (at) = lira f2~ (at) -~ o. 

Alsdann werden wir zeigen, dass auch 

lira W(a~) ---- o 

ist, und damit  die Richt igkei t  der Behauptung  (B) erweisen. 

Ohne Einschr~nkung der Allgemeinheit  dtirfen wir jedoeh die Annahme 

machen, class keine der Zahlen 

dies widerspricht jedoch der Annahme,  dass W(a) nicht  zur tr ivialen Bewertung 

Wo (a) ~quivalent ist. 

Demnach liegt einer dieser drei F~lle vor: 
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verschwindet, denn es ist ja gleichzeitig 

(o) = o, ~2~ (o) = o ,  W(o) = o. 

Bedeute 1' die ausgewiihlte reduzierfle W-Zahl, fiir die also 

lim W ( F  *) ~ o 
1 ~ o 0  

ist; daher ist naeh Satz 4 im Fall a 

~ ( r ) <  ~, 

nach Satz 7 im Fall b 
~ (r) < ~, 

und nach Satz 4 und Satz 7 im Fa l l  c 

n(r)< ~, n ~ ( r ) <  ~. 

Diese Ungleichungen folgen daraus, class fiir jedes natiirliche 1 

~(1"9 = ~ ( r )  ~, he( tO = n~(r )  ~ 
ist. 

Wlr  denken uns nunmehr 

im Fall a dureh die Forderung 

75 

eine mSglichst grosse ganze rationale Zahl 

if2 (Ctt Z ~/1) ~ I ,  

im Fall b durch die Forderung 

.% (~ r - s  0 <- I, 

und im Fa l l  c dureh die Forderungen 

(-~ r - s 0  < ~, ~ (-, r - J 0  < 

bestimmt; demnaeh ist in allen drei F~illen naeh Satz 3, wenn a mit einer ge- 

niigend hohen Potenz yon 1" und al also mit der gleichen Potenz des Charakters 

gleieh gesetzt wird: 
W(~l F-I0 --< C,,.- 

Auf Grund der vorausgesetzten Limeseigenschaften der Folge 

r C(2~ {~3~ �9 �9 �9 
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wird dann offenbar 2~ mit  wachsendem Index l beliebig gross und strebt gegen 

+ ~ ,  so dass also 

lim W(Fh) -=- o 

ist  und sieh somit  wegen 

w(~,) < w(~, r-:,) w(r~) _< e~ w(rs,) 

die zu beweisende Beziehung 

wirklieh ergibt. 

lim W(al) = o 

I8. Wir  haben damit  bewiesen, dass jede Pseudobewertung des K&Ters ~,  

die nfcht ffquivalent zur trivialen Bewertung ist, einer Pseudobewertung 

5quivalent ist. 

Sei ferner  

d i e  Darstel lung von 

eine solche D a r s t e l h n g  

Seien weiter 

(a) + ~r (a) 

Hier  gilt  nach Definition yon ~2(a): 

$2 (a)~ ~2 (~,) (a) + $2 (~'-) (a) + . . .  + .Q(~,)(a). 

= 0, 0~ �9 �9 . 0, 

als ein Produkt  yon lauter  verschiedenen Primidealen;  

ist nach Satz 5 m5glich, falls nicht  gerade (~ = o ist. 

a~, (.), ~,~ ( a ) , . . . ,  9.,~ (.) 

die den einzelnen Pr imfaktoren yon (~ entsprechenden Henselschen 0-adischen 

Bewertungen.  Dann ist leicht einzusehen, dass eine Zahlfolge 

aus ~', die die Limesgleichung 

erfiillt, auch die Gleichungen 

lim t~r ( a t ) -  o 
l ~ a r  

lira fl~, (at) = l i ra  ~2p~ (a,} . . . . .  lira fl~v (a,) = o 

befriedigt,  und dass umgekehr t  die ers te  Gleichung richtig ist, wenn die letzteren 

Gleichungen gelten. Also ist 
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~ (a)~ ~ ,  (a) + ~ (a) + . . .  + ~ ,  (a), 

und wir erhalten die Aequivalenz 

s t~ 

W(a) ~ Z ~("~)(a) -F Z ~v~ (a), 
o'~1 " ~ 1  

wo rechts als Summanden  nu t  noeh Bewertungen auftreten.  Falls s-~-o ist, 

f~llt auf der rechten Seite die erste Summe for~, und  fiir (~-~ o ist die zweite 

Summe forfzulassen. 

I9. Es ist. jetzt  mSglich zu zeigen, dass die Summanden 

~2 (*,) (a) . . . .  , ~(*,)(a), ~ (a), . . . ,  ~2~0 (a) 

in der vorigen Darstel lung yon W(a) ein unabh~ngiges System bilden, so dass 

es sich hierbei also um eine direkte Summendars te l lung handelt .  

Seien dazu 

Ai, A~ . . . . .  As, cq, a2 . . . .  , av 

irgend s + v Zahlen aus ~;  der Beweis wird erbracht sein, wenn wir zeigen 

kSnnen, dass es Zahlen ~ aus ~ gibe, so dass die Wer te  

gleichzeigig beliebig klein sin& Offenbar daf t  noch ohne E insch r inkung  der 

Allgemeinheit  angenommen werden, dass 

der Reihe nach ganz pl-adiseh, ganz p2 -ad i sch , . . . ,  ganz p,-adisch sind. 

Nach Satz 2 gibt es eine Zahl ~ aus ~ ,  fiir die der Reihe nach 

~(u,) (~ _ AI), ~(x~)(~ _ A~), . . . ,  ~(xs)(~ -- As) 

beliebig klein sind, deren Nenner  zu ( ~ - ~ P l P ~ . . .  Pv tei lerfremd und deren 

Z ih le r  dutch eine beliebig hohe Potenz yon (~ tei lbar ist, so dass 

.% 

also aueh beliebig klein sind. 
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Wegen der Verschiedenheit der Primideale p~, p, . . . . .  , ~ ist es weiter 

bekanntlich fiir jedes noch so grosse nabiirliehe l m5glich, eine ganze Zahl U* 

aus ~.' zu finden, die den Kongruenzen 

genfigt. 

so erfiillt die Zahl 

somit die Rela~ionen 

Bedeutet. h e i n e  geniigend grosse natiirliche Zahl mit 

h ~ I (~t p~ . . .  pt,:), 

in gleicher Weise wie 7*, und es folgk dass die Werte  

beliebig klein sind. Die Zahl 

leistet demnach alles, was verlangt wird. 

20. Die direkte Summe yon mindestens zwei Bewertungen kann gewiss 

nicht wieder eine Bewertung yon ~ sein, da die zugehSrige perfekte Erweiterung 

yon ~ Nullteiler enth~lt. Da aber die Bewertungen yon ~ unter den Pseudo- 

bewertungen dieses KSrpers enthalten sind, und sich nach den letzten Ergeb- 

nissen also auch als direkte Summe 

W ( a )  ~ '~j .Q(~I ( a ) §  ~ s (a) 
a ~ l  ~ i  

darstellen lassen miissen, so ergibt sich, dass in dieser Darstellung nur ein ein- 

ziger Summand auftreten darf, dass jede nichf~riviale Bewertung yon ~ also 

entweder einer Absolutbetragbewertung 

oder einer Henselschen p-adischen Bewertung 

~quivalen~ sein muss. 
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Insgesamt haben unsere Entwicklungen also zu folgendem abschliessenden 

Ergebnis gefiihrt: 

Hauptsatz:  S e i ~  ein endlicher algebraischer Zahlk6rper. Dann ist jede 

Bewertung d~eses Kb'rpers entweder 5quivalent zur trivialen Bewertung Wo (a), oder 

za einer der r~ + r~ verschiedenen Absolutbetragbewertungen ~(k)(a) (k= I, 2 , . . . ,  r~ + r2) , 

oder zu einer der unendlichvielen Henselschen O-adischen Bewertungen 52~ (a), wo p 

dutch alle Primideale des Kb'rpers lSuft. Ferner ist jede Pseudobewertung yon 

entweder iiquivalent zur trivialen Bewertung von ~,  oder dquivalent zu einer di- 

rekten Summe 

von endHdwiden vers&iedenen Bewertungen des K6~ers. 

Unser Beweis gibt aueh, wenigs~ens ~heore~isch, ein Mittel, um diese Zer- 

legung in .~edem einzelnen Fall wirklich auszufiihren; zu diesem Zweck sind die 

nach Definition ~ in der Pseudobewer~ung enfhaltenen s~m~liehen verschiedenen 

Absolu~betragbewertungen 

und ferner der Charakter 

derselben zu bestimmen. 

Krefeld, Januar ~935. 

Zusatz bei der Korrektur: Zu Teil I dieser Arbeit (Acta mathematica 66, 

S. 79--II9)  sind noeh folgende Bemerkungen nachzutragen: 

In  seinem Bericht ,)Algebren>) (Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenz- 

gebiete IV I; Berlin I935) behandelt M. Deuring in Kapitel VI, w Io u. II 

ebenfalls Pseudobewertungen und zwar fiir beliebige hyperkomplexe Systeme; 

u. a. gibt er den Zerlegungssatz aus Teil I, w I5 fiir den Spezialfall nich~ not- 

wendigerweise endlich vieler lJ-adiseher Bewertungen. Die Deuringschen Unter- 

suchungen sind etwas iilter als die meinigen, mir abet erst zu Gesicht gekom- 

men, als Teil I schon gedruckt war. 

Welter  s e i  erwi~hnt, dass meine Vermutung aus Tell I, w 23, Seite I I8 

unten, fiber elementare Ringe falsch i s t .  Z. B. ist der Ring P aUer rationalen 

Zahlen elementar (d. h. jede seiner Pseudobewertungen einer endlichen Summe 
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irreduzibler Pseudobewer~ungen ~quivalent); der durch Adjunktion einer Unbe- 

stimmten z entstehende transzendente ErweiterungskSrper R : P(z) is t  dagegen 

nicht mehr elementar. - -  Eine andere Vermutung an der gleichen Stelle fiber 

die Eindeutigkeit der Darstellung einer Pseudobewertung als direkte Summe 

irreduzibler Pseudobewertungen habe ich dagegen zeigen kSnnen; der Beweis ist 

in den Proceedings der Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam, 

X X X I X  (1936) 57--65, unter dem Titel: t3ber Pseudobewertungen I a (Zerlegungs- 

si~tze) erschienen. 
Groningen, 3. Februar r935. 

K. Mahler. 


