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In w 2I des ers~en Teiles dieser Abhandlung stellte ich die Yermutung auf, 

dass (mit Ausnahme der uneigentlichen und de r  trivialen) jede Pseudobewertung 

W(u) der Hauptordnung J eines endlichen algebraischen ZahlkSrpers K der 

direkten Summe einer endlichen Anzahl yon Absolutbe~rag-Bewertungen, einer 

endlichen Anzahl yon ~-adisehen Bewertungen und einer Restklassenpseudobe- 

wertung ~quivalent sei. Diese Vermutung wird in der vorliegenden Arbeit in 

voUer Allgemeinheit bewiesen. 

Das erste Kapitel besehiftigt sich mit  einer speziellen Klasse yon Pseudo- 

bewertungen W (a I a) yon J, ffir die ein Unabh~ngigkeitssmz bewiesen wird. Die 

drei letzten Kapitel sind dem eingehenden Studium der willkfirlichen Pseudobe- 

wertung W(u) yon J gewidmet. ]~Iit Hilfe klassiseher SRtze fiber Einheiten und 

Ideale eines Zahlk6rpers werden die drei Bestandteile you W(u): eine Summe 

endlichvieler Absolutbetragbewertungen 52(~)(~), eine Summe endlichvieler ~-adischer 

Bewertungen ~ (u )  und eine RestklassemPseudobewertung W~(a)isoliert, und 

alsdann gezeigt, dass deren direkte Summe in der Tat zu W(u) ~quivalent s 

Wesentlich benutzt wird bei diesen Untersuchungen eine obere Abschitzung fiir 

W(u) vermSge gewisser Absolutbetrag-Bewertungen yon J, und diese AbschRtzung 

folgt ihrerseits aus einer Reihenentwickluug der Elemente yon J, die die clirekte 

u der dezimalen Schreibweise reeller Zahlen darstell~. 

Die Untersuchungen sind in mancher ttinsicht verwandt mit denen aus 

Teil I1, w o e s  sich um die Bestimmung der Pseudobewertungen yon K handelte. 
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Ob es jedoch mSglich ist, die beiden Ergebnisse aus Teil I I  und Teil I I I  aus- 

einander herzuleiten, habe ich bisher n ich t  feststellen k5nnen, und dies erscheint 

mir aueh durchaus nicht sicher. 

In sinngem~sser Weise wie in Teil I I  und Teil I I I  lassen sich die Pseudo- 

bewertungen des K5rpers aller rationalen Funktionen und des Ringes aller Poly- 

nome in einer Ver~nderlichen behandeln, falls der Konstantenbereich ein Galois- 

feld ist, und entsprechendes gilt auch noch fiir endliche algebraisehe Erweiterun- 

gen beider Ringe. Weiter  kSnnen mit ~hnlichen Methoden gewisse nichtkom- 

mutative hyperkomplexe Systeme mit endlicher B~sis untersucht werden. - -  

Obwohl die Beweisfiihrungen dieses und des vorangehenden Teiles ohne Schwie- 

rigkeit, wenn aueh dureh ziemlich komplizierte Betrachtungen, zu den gewiinseh- 

ten Ergebnissen fiihren, scheinen sie mir noch nicht die sachgem~issen Methoden 

zu sein. Vielmehr wiire es wiinschenswert, die Probleme als Strukturfragen ~uf- 

zufassen und festzustellen, welche Ringe iiberhaupt perfekte Erweiterungen an- 

derer Ringe in bezug auf Pseudobewertungen sein kSnuen. Vielleicht sind topo- 

logisehe Methoden fiir die LSsung dieser Frage yon Nutzen. 

I~ 

I. Im folgenden ist K ein fester algebraischer ZahlkSrper n-ten Grades. 

Die n ~ r l +  2 r2 zu ihm konjugierten KSrper 

K(1), K(2), . . . ,  K ('~) 

sind derart numeriert, dass etwa die r 1 ersten yon ihnen: 

K(1), K(2), . . . ,  KCr,) 
reell, die iibrigen 2 r~: 

K(r,+l), K(r,+2), . . . ,  K(r,+2r~) 

dagegen imagin~r sind, und zwar sollen jeweils 

K (r,+h) und K (r,+r~+l~) ( h = I ,  2, . . . ,  r~) 

zueinander komplex konjugiert sein. (Es wird nieht ausgeschlossen, dass r I oder 

r~ versehwindet). Welter bedeutet J den Ring aller in K enthaltenen ganzen 

algebraischen Zahlen und entsprechenderweise j(h) fiir h-----I, 2 , . . . ,  ~2 den Ring 

aller ganzen Zahlen aus K (h). Ist ferner a ein beliebiges Element aus J oder K, 

so bezeiehnet a (h) die konjugierte Zahl aus j(h), bzw. aus K (h). 
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Ideale aus J werden durch kleine deutsche Buchstaben a, 5 , . . .  bezeiehnet; 

speziell sei 0 das Ideal aller Zahlen in J,  (o) das nur aus der Null bestehende 

Nullideal, und der Buchstabe ~ werde fiir Primideale reserviert. 

Neben diesen iiblichen endlichen Idealen fiihren wir noch r~§ une~dliche 

Primideale 

ein, wobei fiir h ~ I ,  2 . . . .  , r~ 

~ )  dem KSrper K (h) 

und fiir h = I ,  2 , . . . , r ~  

O~+h) dem K5rperpaar K ('~+~), K (~+~:~+h), 

bzw. d e n  entsprechenden Konjugierten des l~inges J zugeordnet  wird. HShere 

Po~enzen dieser unendlichen Primideale treten nicht auf, wohl aber Produkte yon 

verschiedenen derselben miteinander und mit  endlichen Idealen. Allgemeiner 

betrachten wir formale Potenzprodukte 

in denen die Exponenten der unendiichen Primideale gleich o oder I, die der 

etwaigen endlichen Primideale aber nichtnegative gauze rationale Zahlen oder 

gleich or sind; solche Ausdriicke nennen wit >>PseudoideaZe>). Pseudoideale, die 

in den Primidealen und deren Exponenten iibereinstimmen, wobei natiirlicherweise 

Primideale mit Exponenten o als F~ktoren hinzugenommen oder ~ortgelassen 

werden diirfen, heissen einander gleich; doeh soli ein Pseudoideal, unter  dessen 

F~ktoren jedes unendliche Primideal O~ ), p(~, . . . ,  O(~ ,+~) mit Exponenten I ~or- 

kommt, gleich dem Nullideal gesetzt werden, so dass also insbesondere 

ist. Die endlichen Ideale e yon J sind spezielle Pseudoideale; genau wie fiir 

sie werde auch fiir die allgemeinen Pseudoideale vermSge der Darstellung als 

Produkt  yon Primidealpotenzen jeder der Begriffe >>kleiuste s gemeinsames Viel- 

]'aches>>, >>teilbar>> und >>teile~'emd>> definiert; dabei sollen aber Pseudoideale, deren 

kleinstes gemeiusames Vielfaches gleich (o) ist, hie als teilerfremd gelten. Ins- 

besondere noch heisse das kleinste gemeinsame Vielfache yon endlichvielen paar- 

weise teilerfremden Pseudoidealen deren >>direktes Produ/ct>>. 
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2.  

bewertung yon J zugeordnet werden: 

a: Den beiden IdeMen o und (o) ordnen 

wertung 
w ( ~  1 o) = u (~) = o, 

bzw. die b'iviale Pseudobewertung 

W(~l(~176 fiira-~~ a # o 

ZU. 

b : Den r~ + r~ unendlichen PrimideMen ordnen 

bewertungen 

Jedem Pseudoideal k a n n  bis auf Aequivalenz eindeutig eine Pseudo- 

wir die uneigentliche Pseudobe- 

wir die Absolutbetrag. 

(h=  I, 2 . . . .  , rl + r~) W(~lo~)) = I ~(~) I 
ZU. 

e: Sei ferner ~ ein beliebiges endliehes Primideal yon or. Ist f eine natiir- 

liehe Zahl, so kann der Potenz 0 / die Restklassen-Pseudobewertung 

W ( a l p / ) = { 7  fiir a - - - o (  mod of), 

fiir a ~ o (rood of) 

zugeordnet werden; dagegen ordnen wir der unendliehen Potenz p| die Henselsche 
}-adische Bewertung 

~SO fiir a = O ,  
w(~t~~ [~-~ fiir ~ / o ,  ~ - o  (rood ~,~), ~ o  (moa ~*')  

ZU. 

d: Sei sehliesslich 

ein allgemeines PseudoideM yon J. lndem wir e(f)=o fi~r f - ~ o  und e ( f ) =  I 

ffir f ~  o se~zen, kSnnen wir ~ d i e  Pseudobewer~ung 

r l+r~ t 

h ~ l  ~=1 

zuordnen. 

Es ist evident, dass W(a]5) fiir jedes 5 # (o) eindeutig definiert ist. l~iir 

5 = (o) dagegen l~sst sich nur zeigen, class 
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w (~ I a) ~ W(~l(o)) 

und also je~zt W(a[fi) nur noeh bis auf eine Aequivalenz festgelegt ist. Um 

diese Formel zu beweisen, beaehten wir zunEehst, dgss jedes Pseudoideal ~=(o )  

die Form 

hat, wo das Pseudoideal b hSchstens durch endliche Primideale teilbar ist; man 

hat also 
r14-r u 

w(~l~) = ~ w(~I,(~ )) + w(~l~). 
h : l  

Die r~ + r~ Ungleichungen 

haben nun aber 

(2) 

(h=  I, 2, . . . ,  r~ + r~) 

offenbar keine anderen LSsungen a in J als a = o ;  daher gilt: 

rvkr~ 

w ( ~ l ~ ) ) -  w(~i(o)) 
h ~ l  

3. Man sieht leicht ein, dass keine zwei versehiedenen der unter a, b oder 

c im vorigen Par~graphen zusammengestellten Pseudobewertungen einander ~qui- 

valent sind. Die zum gleichen endlichen Primideal gehSrigen unendlichvielen 

Pseudobewertungen 

w ( ~ l ~ )  ( , f=~,  2, 3, .- . . ,  ~ )  
geniigen dabei den Relationen 

w( . l~ )=  w(~l,'~) ~- w("l€ c ~ w( . l ,~) .  

so dass eine Summe yon endliehvielen dieser W(a]O/) stets ~quivalent zu dem- 

jenigen Summanden mit grSssten f wird. 

Weiter  ergeben sich unsehwer die folgenden zwei Aussagen: 

a: Wenn das Pseudoideal ~ das kleinste gemeinsame Vidfache der endlich- 

vielen Pseudoideale al, a,., . . . ,  ~q darstellt, so ist 

q 

l = l  

und folglieh erst reeht: 

W(~la) ~ W(a l (o ) )+  W ( ~ l b ) -  W(aL(o)). 
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b: Wenn das Pseudoideal a i m  zweiten Pseudoideal ~ aufgeht, so ist  

W ( ~ l a ) =  W( ,[b) .  

Ferner  gilt  noch: 

c: I s t  ~ das direkte Produkt  der t)seudoideale al, ~2 . . . .  , ~q, so ist  die Pseudo- 

bewertung W ( a l ~  ) h'quivalent der direkten Summe der Pseudobewertungen W(al~ll) , 

W ( ~ l a D , . . . ,  W(~l~q). 

Diese Eigenschaft  folg~ in der Tat  sehr leicht aus dem folgenden Satz, der 

in den niichsten Paragraphen bewiesen wird:  

Satz 1: Seien 

h6chstens rl + r , - - I  verschiedene der unendliche~. 1-u vo~ J (s darf  auch 

gleich o sein), ferner  

ig , , . . . ,  

endlichviele Potenzen verschiedener endlicher Primideale von J mi t  Exponenten, die 

entweder natiirliche Zahlen oder gleich or sind (fiir s # o daf t  auch t = o sein). 

Dann  sind die s + t Pseudobewertungen 

, ) )  . . . .  , 

yon einander unabhlingig. 

4. Der Beweis yon Satz I erfordert  einige Hil fsbetrachtungen.  Sei 

i rgend eine Zahl aus K,  die genau yon n-tern Grade ist; sie geniigt also etwa 

der im KSrper der rat ionalen Zahlen irreduziblen Gleichung 

z ~ - -  al z n- i  + as z "-2 - -  + "'" + (- -  I )n  a n  : 0 

mit rat ionalen Koeffizienten, abet  keiner solchen G leichung yon hSchstens 

(n-- i ) - tem Grade. Dabei mSge n >--2 sein, um triviale Ausnahmef~lle auszu- 

schliessen. Unter  ~1, ~,r . . . ,  ~ verstehen wir die n verschiedenen zu ~ konju- 

gierten, ganz wilikiirlich numerier ten Zahlen; ~ selbst ist eine dieser Zahlen. 

Wel te r  bedeute # eine reelle t ranszendente  Zahl, z .B. e, und x0, xl, . . . ,  x~-I 

seien n rat ionale Zahlen, die nicht  alle gleich ~ u l l  sin& 
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Die beiden De~erminanten 

D ~  

I ~1 . . .  ~n - -1  

I ~ n - - 2 . . .  ~n - -2  

I ~n- -1  �9 . * ~n- -1  

X 0 3? 1 , . .  X n - - 1  

und D* -~ 

I ~1 . . .  ~n - -1  
�9 : 

I ~ . .  ~ ' ~  

X 0 X 1 . . .  X n ~ l  

ergeben sich offenbar ~us den Yandermondeschen De~erminunten 

j I ~ - ~ .  t'~-~ 
n - - 1  

I X . , . 5r n - 1  

und A* 

I ~ X n - 1  

indem man diese letzteren als Polynome in x schreibt und  danach x i durch x~ 

ersetzt. Bezeichnen wi t  also mi t  

,~ = C~ + ~ + " + G - ~ ,  o, = ~ C.~ + �9 + C,~-~ C,~-~, �9 . . ,  , ~ - ~  = C~ C~ . .  �9 C , -~  

die e lementarsymmetr ischen Funkt ionen von ~j, ~ ,  . . . ,  ~ , - i ,  und  mit  

die element~rsymmetrischen Funkt ionen  yon ~ ,  ~ ,  . . . ,  ~n_~, ~, und  beriicksich, 

t igen wir die bekannte Darstel lung der Vandermondeschen De~erminanten als 

Differenzenprodukt,  so ergibt sich: 

1 )  -~- (~ (3Cn--1--  G l x n - 2  -~- G 2 x n - 3  - -  + ' ' '  -~- ( - -  I )  n - I G n - l x O )  , 

D *  = a* (Xn--~ - -  ~ x~--~ + n X,,--~ - -  + + ( - -  ~)"--~ ~.--~ Xo), 

wo (~ das Differenzenprodukt yon ~1, ~,  . . . ,  ~ - 1  und  (~" das yon .~1, _~2 . . . . .  

~ -2 ,  r bedeutet;  dabei ist natiirl ich nach unseren Yoraussetzungen: 

~ o,  (~* ~ o. 
Wegen 

(z  ~'-~ - (~, z ~'-~ + ~ z " - 3 -  + . . .  + ( - i )  " - ~  , ~ , ~ - ~ ) ( z -  ~,,) - =  

~ z~ - a~ z ~ - l  + a.2 z "-'~ - + " "  + (-  O" a .  
gilt nun  

37" : -  36122.  A c t a  ma thema t i ca .  67. I m p r i m 6  le 28 n o v e m b r e  1936. 
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a n - x  = a n - - x - - ~ n a n - - 2 + ~ a . - - a - -  + ' "  + ( - - I )  n-1 ~n--, 

also 

D - -  ~ { (x~- l - -a l  x , -2  + a~ x , - s - -  + ' "  + ( - -  i)"-1 a,,-~ Xo) + 

+ ~ ( x ~ - ~ - -  al x , - s  + a~ x~-~- -  + . . .  + (-- ~)n-~ a~-~ Xo) + " "  + C~ -~ (x l - -  ~1 xo) + ~ - ~  xo}. 

Folgl ich stellt  D ein Po lynom in ~ yon hSchstens (n--~)-tem Grade  und mit  ra- 

t ionalen  Koeffizienten,  die nich~ alle verschwinden,  dar  (denn is~ x o -  . . . .  x , ' - l ~ o ,  

x t ~ o ,  so ha t  ~ - ~ - I  einen yon Null  verschiedenen Koeffizienten),  und da ~n 

genau yore Grad  n ist, so ergibt  sich: 

D ~ o .  

Um zu einem analogen Ergebnis  fiir D* zu gelangen,  werde 

fiir die elementarsymme~rischen Funk t ionen  yon ~1, ~, . . . .  , ~n-2 gesetzt.  Als- 

dann is~ 

und  ebenso 

$1 ~ ~ l+&,  $~ ---- ~ + q l  &, sa ---- (~s + ~ &, �9 �9 ~n-~ ---- ~ , - 2 + ~ , - a & ,  ~,,-1 ----~,,-~ &, 

also auch 

I )  = r { ( X n - - l - - e l  Xn--2"]-e~X,n--3-- "~ ' '"  ~- (--  I)n--2 ~n--2 ~1)-- 

- -  ~n--1 (Xn--2--  ~1 Xn--3 + ~ Xn---4-- "{"''" + ( - -  I) n-~ ~n--2 X0)} 
und 

9 "  = ~* { ( x n _ ~ - ~ x ~ _ ~  + ~ , ~ - ~ -  + . . .  + ( -  ~)'~-~ ~ _ ~  x ~ ) -  

- -  O (Xn--2 - -  ~1 Xn--3 + ~ Xn--~:-- -~ ' ' "  -~- ( - -  I )n--2 0n--2 X0)}. 

Aus diesen beiden Formeln  fiir D und  D *  folg~ nun  sofort  die Ungle ichung 

D * ~ o .  
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Denn w~re D* ~ o, so miissten wegen ~* # o und der Transzendenz yon @ die 

zwei Beziehungen 

x n - l - - ~ ,  Xn--2 + e~ Xn--a-- + "" + ( - -  I)  n - 2  0~--2 Xl = O und 

x,~-2--~, xn-a + ~ x n - ~ - -  + "'" + ( - -  I ) n-2 e,,--~ Xo -= 0 

erfiillt sein; daher w~ire erst recht D = o, und das ist falseh. 

5. ,Man kann fiir zwei noch allgemeinere De~erminanten als D und D* 

das Nichtverschwinden nachweisen. 

Seien dazu 
r  ( -02 ,  . .  ,~ ( .On 

n Zahlen aus K, die in bezug auf den KSrper der rationalen Zahlen linear un- 

abh~ngig sin& Es g ib t  also eine quadratische n-reihige 1VIatrix 

a l l  a 1 2  �9 �9 �9 a l n  

a2t a~ . . . .  a2 n 

t~nl ~ n 2 . . .  a n n  

mit nichtversehwindender Determinante, deren si~mtliche Elemente rationale Zah- 

len sind, so dass 

~,h = ah i + a~ 2 ~ + "" + ah n ~ - - 1  ( h =  I, 2 , . . . ,  ~). 

Setzen wir zur Abkiirzung 

und 
Yh = a h l  Xo "4- a h 2 x  1 -4- . . .  -4- a h u x n - - 1  

Oh ~ ah 1 + ah 2 ~ + "'" + aa n ~n--1 

(h.-= i, 2, . . . ,  n) 

( h = I ,  2 , . . . ,  n), 

so sind die n Zahlen Yl, Y2, . . . ,  Y~ gleichzeitig mit den x0, xl, . . . ,  xn-1 alle 

rational und nicht s~mtlich gleich Null, ferner die 01, 82, . . . ,  0, alle reell und 

fiir transzendentes ~ linear unabh~ngig in bezug auf den K5rper der rationalen 

Zahlen. 

Verstehen wit jetzt unter ~1, ~ 2 , . . . ,  ~ i rgend eine Permutation der n 

Zahlen I, 2, . . . ,  n und bezeichnen wit mit ~o~ k) wie friiher die zu cob konju- 

gierte Zahl aus K(~k), so kSnnen wir folgende zwei S~tze aussprechen: 

a: S i n d  Yl, Y~ . . . .  , yn beliebige rationale Zahlen ,  die n ich i  alle gleichzeitig 

verschwinden,  so is t  
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Y l  Y2 . . .  Y~ 

~ o .  

b: Zu eo~, w~, . . . ,  co, gibt es n reelle Zahlen 0~, 0~, . . . ,  0,~ (die sogar linear 

unabh~ngig in bezug auf den KSrper der rationalen Zahlen gew~hlt werden kSn- 

nen) mit der folgenden .Eigenschaft: Sind Yl, Y~ . . . .  , yn beliebige rationale Zaklen, 

die nicht alle gleichzeitig verschwinden, so ist 

01 O~ 

Yt Y~ 

. . .  C0~ x) 

�9 . . co(~ ~ - 2 )  O. 

�9 �9 �9 0 n  

�9 �9 �9 y n  

Diese beiden S~tze folgen sofort, wenn wir beriicksichtigen, dass die zwei in 

ihnen auftretenden Determinanten offenbar aus D und D* durch Multiplikation 

mit der Determinante yon ~ hervorgehen. 

6. Nunmehr kann zum Beweis yon Satz I iibergegangen werden. Nach 

dem ersten Teil dieser Arbeit ist mit einem endlichen System ~on Pseudobe- 

wertungen auch jedes Teilsystem unabhiingig. Ohne Einschr~nkung der Allge- 

meinheit diirfen wir daher annehmen, dass die Anzahl s in Satz I genau gleich 

r 1 + r ~ - I  ist, dass also s~mtliche Absolutbetragbewertungen 

mit Ausnahme yon genau einer, etwa der vom Index )~, I ~ ~ ~ r 1 § r~ beriick- 

sichtig~ werden. Ausser diesen treten noch die Pseudobewertungen 

(~-~ I, 2 , . .  ,, t) 

auf, die zu Potenzen endlicher Primideale mit natiirlichem oder unendlich gros- 

sem Exponenten gehSren. 

Auf Orund der Definition der Unabh~ngigkeit yon Pseudobewertungen und 

der spezieilen Pseudobewertungen W ( a ] ~ ) )  und W(al~/) ist nun klar, dass 

Satz I vollst~ndig gleichwertig ist mit dem folgenden Satz, in dem der Begriff 

~>Pseudobewertung* nieht mehr vorkommt: 
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Satz 1 a: Seien 
I ' h  ( h ~ I ,  2,  . . . ,  ~ , - - I ,  ~ ,+  I ,  . . . ,  r l + r ~ )  

r~+r~--I  beliebige Zahlen, die f i i r h  <-- ri reell, f i ir h>_ r i +  I kompr sind, ferner 

endlichviele verschiedem Primideale in J ,  

7i, 73, " . . ,  7~ 

ebensoviele beliebige Zahlen aus diesem Ring, schliesslich e eine beliebig Meine posi- 

tive und f eine beliebig grosse natiirliche Zahl. Dann gibt es eine Zahl a aus J 

mit  den Konjugierten a (i/, a (2), . . . ,  a (~/, die den folgenden Bedingungen geniigt: 

[~(") - rh l  s ~ ( h = , ,  2 , . . . ,  l - - I ,  l +  ~ , . . . ,  r~+,'~), 

(moo ( ,= I, 2 , . . . ,  0- 

Urn diesen Satz zu beweisen, bemerken wir zuni~chst, dass wegen der Teilev- 

fremdheit der t Primide~lp0tenzen }It' P{, . . ,  p{ die Kongruenzforderungen yon 

S~tz I a in eine einzige Kongruenz 

a ~ 7  (mod c) (c-~pft, pf, ..,~o{), 

wo 7 eine geeignete Zahl ~us J bedeutet, zusummengef~sst werden kSmleu. Es 

geniigt daher, die LSsb~rkeit eines Bedingungssystems 

I ~ / h ) - - r h l s ,  (h=~,2, . . . , i --~, l+~ . . . .  ,r~+,'~), 

------ 7 (moo c) 

n~chzuweisela. Diese LSsb~rkeit ist fiir r ~ + r a - - I ~ o ,  ulso im Fatle des KSrpers 

der rationalen Zahlen ocler eines im~ginir-quudrutischel~ KSrpers sofort klur, 

da ~lsdann did Ungleichungen nicht auftreten. Sei d~her weiterhin r~ + r~-- I > o, 

ulso n --> 2. 

Das Ideal  c h~be eine B~sis 

die vorige Kongruenzforderung li~sst sich ~lso befriedigen durch 

et ~-- a l wi + as ~% + "" + an ~o~ + 7, 
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wo a~, a2, . - . ,  an beliebige ganze rationale Zahlen sin& Es bleibt noch fibrig 

zu zeigen, dass diese Zahlen a so gewghlt  werden kSnnen, dass auch 

]a, co~")+a2w(~h)+ ..,  +a ,w~ ' ) - -dh ] - -< ,  (h- - I ,  2 , . . . ,  ;~--i, g +  i , . . . ,  r l+r2)  

ist; dabei bedeute~ 
,/~ = F ~  - -  7 (~) ( h =  I ,  2 ,  . . . ,  )~-- I, )~ + I, . . . ,  r~ + r~) 

ffir h < rl offenbar eine reeUe, fiir h > r~ + i eine komplexe Zahl. 

und  

Wir  se~zen zur Abkfirzung 

( COhk + $O)h+r~,k 

fiir k = I ,  2, , . . ,  n; I < h < r ~ ,  h#)~, 

fiir k = l ,  2, . . . ,  n; r~+ I < h<r~  +r~, h#)~, 

{ da ffir I < h < rl, h # )~, 

dh+i6h+~, ffir r l +  I < h < r ~ + r ~ ,  h # g ,  

wo alle neuen Zablen 0~hk und dh reell sin& Die vorigen Ungleichungen sind 

dann gewiss erfiillt, wenn wir ganze rationale Zahlen a mit  

[ h = I , 2 , 3 ,  . . . , n  ) 

/ h  # ~ fiir Z----r~, 

\ h # i t  und  # A + r ~  fiir A--_-rl+ I 

best immen kSnnen. Um zu solchen Zahlen zu gelangen, sind zwei Fiille zu un- 

terscheiden. 

7. In  den Kroneckerschen Ergebnissen fiber die n~.herungsweise LSsung 

yon linearen Gleichungen is~ u. a der folgende Satz enthal ten l: 

a: ]Fiir keine n rationale Zahlen Yl, Y~, . . . ,  yn, die nicht alle zugleich Null  

sind, m6ge die Determinante 

mi t  reellen E, lementen 

(~11 el$ 

c~1 e~2 

C n - - l l  O n - - 1 2  

Yl Y~ 

chk verschwinden. 

. �9 �9 e l  n 

�9 �9 �9 C 2  n 

�9 �9 �9 C n - - 1  n 

�9 �9 . y ? ~  

Dann gibt es zu beliebigen n - -  reellen I 

Zahlen cl, c~, . . . ,  on-1 und zu jedem loositiven e n ganze rationale Zahlen xl, x~, 

�9 . . ,  xn mit  

t Siehe L. KRONECKER'S Werke, Bd. III ,  I (I899): ~l~herungsweise  ganzzahlige AuflSsung 
l inearer  Gleichungen,,, S. 4 9 - - I o  9. Die dortigen Buchstaben 2, q, r, r haben bezw. die Werte 
p - ~ n - - I ,  q-=n, r = n - - I ,  r = n - - I  im obigen Hilfsatz. 
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]CalX~+Ch~X2+ "'" + e h n X n - - X h ]  <-- e ( h = I ,  2, . . . ,  n - - l ) :  

I s t  erstens g-----r~, so liefer~ dieser Sutz sogleieh die LSsbarkei~ yon (A). D e n n  

auf  Grund  tier Beziehungen zwischen den (9(~) und den (9~: sind die beiden De- 

term~nanten 

d 1 

0)11  (913  �9 �9 �9 ( 9 1 n  

O ) l - - l l  ( 9 3 . - - 1 2  � 9  (9)~---1# 

( 9 ~ + 1 1  ( 9 2 + 1 2  �9 �9 �9 ( 9 i + l n  

(gnl (9r~2 �9 �9 �9 (gnn  

Yi Y~ . . .  Yn 

und  d 2 = 

(97) (91 > . (,> �9 o , t i t  

�9 , ~ 

. . .  

(~+~) (9~+~) ~ + ~ )  . . .  (9,, 
: - : 

Y~ Y2 . . .  Y~ 

mit  e inander  offenbar durch die Gle ichung 

( - -  2 i) ~ d~ = d~ 

verknfipft ;  n~eh w 5, Hilfssutz ~ ~ber d2 # o a n d  folgl ich auch di ~ o, wenn ffir 

die y beliebige rutionule Zahlen eingesetzt  werdeu,  die n ich t  ~lle gleich Null  sin& 

I s t  zweitens ~ >---r~ + I, so zeigt der K r o n e c k e r s e h e  S~tz sog~r die LSsbar- 

kei t  des erwei ter ten  Ungleichungssystems 

{ a~ (9~ ~ + as (ga ~ + ' "  + a,~ r n--  c~a I --< 2 #- ~. und. # g + r~ 

l a~ O~ + a ,  O, + . . .  + a~ 0 ,  I - <  *-,  
2 

wo 0 ,  0~ . . . .  , 0n n reelle Zahlen sind, fiber die wir  sogleich verfiigen. I n  der 

Ta t  sind die beiden De te rminan ten  

a t =  

0311 C012 �9 �9 �9 ( 9 1 n  
: : : 

( 9 ~ 1 1  ( 9 ~ - - 1 2  �9 �9 �9 (9X--1  n 

( 9 ~ + 1 1  r  �9 �9 �9 r  

: : : 

( 9 ~ + r 2 - - 1 1  ( 9 t + r . z - - 1 2  �9 �9 �9 ( 9 2 + ~ ' s ~ l n  

6 0 ~ , + r ~ + l l  r  . . . ( 9 ~ . + r s + l n  

: : : 

( 9 n l  (9n2 �9 �9 �9 OJnn 

01 O~ . . .  O~ 

Yl Y~ . . .  Y~ 

und d~ = 

. . .  

�9 , o 

�9 " . . .  ix- i)  ~0(1 ~ ' - 1  ) g O ~  - 1  ) ( 9 ~  

�9 ~ 

(9i~, + "~--1  ) (9 i~ + r2 - -1)  i~, + r j - - 1 )  

01 0 2 . . .  0,, 

Yl Y~ . . .  Y~ 
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mi~einander offenbar durch die Gleichung 

(-- 2 i) ~.-~ dl = d~ 

verlmiipft; nach w 5, Hilfssatz b lassen sich die Zahlen 01, 0~ . . . .  , 0,, aber so 

bestimmen, dass d~ und folglich auch d~ niemals gleich Null ist, wenn fiir Yl, 

y, . . . .  , y, beliebige rationale Zahlen, die nicht alle gleichzeitig verschwinden, 

eingesetzt werden. 

Damit ist in beiden Fi~llen Satz I a und also auch Satz I auf Grund des 

Kroneekerschen Satzes a bewiesen; in der Tat geniigt es, diesen mit geeigneten 

Werten fiir die Zahlen Chk und ch und mit *- stat~ , anzuwenden, um der Exi- 
2 

stenz einer LSsung yon (A) sicher zu sein. 

II.  

, 

Gestalt 

Nachdem wir im ersten Kapitel die Pseudobewertungen der speziellen 

w(.la) 

untersueh~ haben, werden wir im folgenden beliebige Pseudobewertungen 

w(~) 

yon J betrachten und versuchen, zu jeder solchen Funktion eine mSglichst ein- 

fache ihr iiquivalente Pseudobewertung zu ermitteln. Dabei ist es jedoch der 

Kiirze halber zweckmiissig, start der bisherigen Bezeichnungen 

und 

u(.) fur w(-Io), 

Wo(~) fur w(~l(o)), 

~(h)(~) fur W(~l~)) 

~(~,) ~r  w(~L~ ~), 

w/(~)  fur W(~l~J) 

( h = i ,  2, . . . ,  rt +r~), 

( f -~  I, 2, 3, . . . )  

zu schreiben; auch werden wir hiiufig das Argument a fortlassen, wenn es sich 

um Beziehung mehrerer Pseudobewertungen zu einander handelt. 

Alle weiteren Entwicklungen beruhen wesentlich auf einer besonderen Art 

yon Reihenentwicklung fiir die Elemente aus J, die gewissermassen die Ver- 
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gewShnlichen dezimalen Darstellung der nati ir l ichen Zahlen 

9. Wi r  beginnen mi t  einem gi l f ssa tz ,  auf dessen Analogie zu Satz I a 

ausdri icklich hingewiesen sei: 

a: Es gibt eine positive Zahl c~, die allein yore Ring J abhS~gt, mit  der fol- 

genden ~igenschaft: Sind 
B 1, B e ,  � 9  Brl+r. ,  

beliebige r 1 + r~ Zahlen, yon denen die r~ ersten reell, die r, letzten aber komplex 

sind, so existiert eine Zahl fl aus J, die den r 1 + r,. Ungleichungen 

ge~iigt. 

Zum Beweis sei 

I ~ '~ - Bh l < c~ 

0)1~ OJe~ . .  ,~ COn 

(h~ I ,  2 ,  . . . ,  ~'1 -]- r e )  

eine Basis yon J ,  so dass jede Zahl a dieses Ringes in der Form 

c r  Ico]-{- q'~e~e -I- - "  + a n  con 

mit  ganzen ra t ionalen Koeff izienten al, ae, . . . ,  a~ dargestel l t  werden kann. 

Offenbar besitzen die Gle ichungen 

' ' h . m~ ~ ) = B ~  ( h - ~ I  2 ,  . r 1 + r e )  rloi~)+r2~o(~) + .. + r ~  , . . ,  

genau eine LSsung in reel len Zahlen r~, r~, . . . ,  r~, Wir  best immen die n 

ganzen rat ionalen Zahlen b~, be, . . . ,  bn, die den Ungle ichungen 

genfigen. Setzen wir dann 

I b~-- rl l  -< ! (h=  I, 2, . . . ,  , )  
2 

f l = b  l w 1+ b~ ~o~ + ... + b,,o~,~ 

und verstehen wir  un te r  e 1 die Kons tan te  

I 
~. = -  ~ ~ ,  ~,m~,~+, (I ~ '~  I .  . ,, + I ~,~'~)I + . . .  + It, 

so is~ in der Ta t  
] ~(") - -  B k [ ~2~ c 1 (h ~ -  I ,  2,  . . . ,  1" 1 "7~ r2), 

3 8 - 3 6 1 2 2 .  Acta mathematica, 67. I m p r i m 6  le  30 n o v e m b r e  1936. 
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In  l=Iilfssa~z a ist insbesondere  enthuRen:  

b: Die  q+ x = r~ + r~ natiirlichen, yon einander verschiedenen Zahlen 

]h, 7~, . . . ,  ~ ,  #,, #~, . . . ,  #~ 

m6gen zusammen die Zahlmenge 

I~  2~  . . .~ r 1 - t-  r ~  

bilden. Dann  gibt es zu jeder Zahl  Q aus K eine Zahl  7 aus J mi t  

17(~)1 _< ~, ( x = z , ,  x~ . . . .  , z~), 

I~(.) _ 7 ( . ) l  _< ~, ( , ~ , = . . . ~ ,  . . . ,  .~). 

xo. Durch l~uf t  Q die E lemente  yon K,  so definieren ~ 

(e) = ma~ le(")l una ~'(e) = ~"~ le<')l, 
).=2t, 2~ . . . .  ,2q t t = l x l ,  1~2, �9 � 9  l~x 

wo die ~L und # dieselbe Bedeu tung  wie im vor igen Hi l f s sa tz  haben,  offenbar  

zwei Pseudobewertungen dieses KSrpers  und also erst  reeh t  yon d. Sei 

~I 

und bezeichne fe rner  ~ ~ o eine Zahl  aus J mi t  

also erst  r ech t  mi t  

W i r  setzen zur Abki i rzung 
(v) < I, v (~) > ~. 

(:~ = e~, q - ~, ~ (v). 

(X=s '~, . . . ,  ~.q), 

( # = # ,  tz~, . . . ,  #,,), 

I s t  a eine beliebige Zahl  aus J mi t  

~ (~) > ~/~, 

so g ib t  es offenbar  eine grSsste ganze ra t ionale  Zahl  g, fi ir  die die Zahl  

aus K der Ungle ichung  

Ffir q = o  sei qb((~)=o fiir alle p. 



genfigt. 

(~) 

und ferner gilt ffir Q die Absehiitzung 

(~) -< c~, 
denn w~re W(q)> C~, so folgte 

~ ( e ) >  A = A ,  

(Yber Pseudobewertungen. HI. 

W(Q) > C, 

Dabei ist der Exponent .q ~ I, denn man hat  

> A = A ,  

entgegen der Maximalannahme fiber g. 

•ach Hilfssutz b des vorigen Paragraphen gibt es eine Zahl 7 aus J mit 

~99 

so dass also insbesondere 

(Y) --< ~"(Q- 7) + W b) -< C, + C. 
ist. Setzen wir 

so besteht ferner die Ungleichung 

(A): W (a 1 q-g) ~< C1. 

Wenn auch noch 

ist, so bedeute g, die grSsste ganze rationale Zahl, ffir die die Zahl 

aus K der Ungleichung 
~(Q,) > A 

geniigt. Wegen (A) ist notwendigerweise 

gi < g; 
ferner folgt wle vorhin 

91 >- ~, ::~ (el): -< vs. 

WeRer sei 7~ eine Zahl  aus 3= mi t  
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also 

und  fe rner  

also 

Is~ auch noch 

(r,) -< c~,  ~ (Q~ - 71) -< c , ,  

( z2  - -  T] g '  (QI - -  ~1) = 6r - -  (r ~g -~ Zl ?pl), 

(~, v -~ , )  -< c~.  

~ ( ~ )  > c~, 

so kSnnen wir das Ver fahren  wiederholen,  usw. Da die Exponen ten  g, gl, . . .  

s~mtlich nati ir l iche Zahlen sind und 

g > g ~ >  . . .  >_  i 

ist, so muss notwendigerweise  einmal ein Index  f auf t re ten ,  fiir den die Zahl 

. s  = v v - ~  ( e s - ,  - r~-~) = - - (r v ~ + r ,  ~ '  + �9 + r s - 1  v , ' s - , )  

der  Ungle ichung 

geniigt;  dabei sind alsdann in dieser Reihenentwicklung die Exponen ten  g~ ab- 

nehmende  nati ir l iche Zahlen, die Koeffizienten 7i dagegen Zahlen aus J mit  

und wenn wir 
(~) = o 

(so dass also O < I ist) und 

c1 
+ c 1 F ,  o J =  i + = c ~  I - - 0  

j=O 

(i=o, i , . . . ,  f - I ) ,  

setzen, so wird gerade fiir Z ~ Z~, ~ 2 , . . . ,  ~q 

f--1 r 
~(k) (~f) ~-- ~~(~)({~) + Z (D(Zi)~)(~)gi ~ ~~(~)(~) .~ Cl ZOJ  ~ C a m a x  (~(~)(c~), I).  

i=o j=o 

Damit  haben wir gezeigt:  

a: I n  J existiere eine Zah l  ~ ~ o m i t  

( Z = Z ~ ,  Z.2 . . . .  , Zq), i~Ia/i < 

wo die q + x - ~  r 1 + r 2 natiirlichen, von einander versehiedenen Zahlen 
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zusammen die endliehe Zahlmenge 

I~ 2~ , . . ~  r 1 -~- r 2 

bilden and z ~-- I i s t .  Dann gibt es drei positive Zahlen C~, C~, C~, die allein yore 

Ring  J und der Zahl V abhh'~ge~, mi t  der folgenden Eigensehaft:  W i r d  f i ir  alle 

fl aus J 

gesetzt, so gibt es zu jeder Zahl  a aus J mit  W (a) > C~ endlichviele natiirliche 

Zahlen g, gl, . . . ,  gf-x mi t  

g > gt > ... > g/_ ,  >-- I, 

ebe~soviele Zahlen 7, 7 ,  . . . ,  ~j-1 aus J mi t  

(~) (7i) ~ C1, [ts (7i) "~ C1 AU (if2 i f = o ,  I , . . . ,  f - - I ) ,  

und sehliesslieh noeh eine Zahl  as aus J mit  

ac~)(~j) _< ca max (a(~)(~), ~) f~r Z -= ~,  ~ . . . .  , 4 ,  

so dass f i ir  ct die Darstellung 

~(,v) -< c.,  

e~ -~7  ~ + 71 ~g' + "'" + 7/-1 ~jg/-1 + et/ 
besteht. 

i i. Von jetzt ab sei W(a) eine willkiirliche Pseudobewertung yon J ;  es 

sol[ versuch~ werden, das in w 8 ges~ellte Problem fiir dieselbe zu 15sen. Dabei 

schliessen wir ~edoch den uninteressanten Fall aus, dass W(a) fiir kein a ~ o 

aus J kleiner als Eins wird, dass also 

W ( ~ ) ! = = ~  fiir a ~ o ,  
! - - I  fiir a ~ o  

Jst; denn alsdann ist die Pseudobewertung W(a)  offenbar i~quivalent zur trivialen 

Pseudobewertung Wo (a). 

Es gib~ also eine Zahl a ~ o aus J mit 

Die Norm dieser Zahl ist gleich 
W ( g )  < I .  
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h=l  

dh ~-  I f i i r  I -~ h ~: r l ,  

! d~ = 2 fiir r~ + I --< h --< r~ + r, 

und natiirlich mindestens vom Absolutbetrag I. Ihre einzelnen Faktoren kSnnen 

bekanntlich allein dann den s~mtlichen Ungleichungen 

(h=I ,  2, . . . ,  r~+r~) 

geniigen, wenn a eine Einheitswurzel ist. Es gibt in diesem Fall eine natiirliche 

Zahl a. so dass 
a " =  I und folglich W ( I ) - -  W(a)" < I 

ist; das a b e r i s ~  attein d a n n  m5glich, wenn W(a) gleich der uneigentlichen 

Pseudobewertung U(a) ist. Auch diesen Ausnahmefall wollen wlr im folgenden 

ausschliessen. 

12. Es gibt somi~ zu W(a) Zahlen a ~ o m i t  

w (~) < ~, 

und jede solche Zahl befriedigt ferner mindestens eine der r 1 + r~ Ungleichungen 

~(h) (~) > X (h= I, 2, . . . ,  rl + r~). 

Definition 1: Die Absolutbetragbewertung ~(h)(a) yon J heisse in der Pseudo- 

bewertung W(a) enthalten, wenn keine Zahl a in J mit 

~o ,  n(~)(~)_>~, w ( ~ ) < i  

dagegen mindeste~s eine solche Zahl, so heisse ~(h) (a) nicht in existiert; gibt es 

W(a) enthalten. 

(Ira ersten Tell dieser Arbeit hatten wir einen anderen Begriff des En~- 

haltenseins eingefiihrt, den man vorl~ufig nicht mit dem vorigen Begriff ver- 

wechseln darf; sparer wird sich die ~bereinstimmung der beiden herausstellen.) 

Aus der vorigen Bemerkung geht hervor, dass ~,~icht alle Bewertungen 

~(~) (~) (h= i, ~ , . . . ,  ,-1 +,.:) 

in W(a) enthalten sin& Wlr wollen mit 
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die siimtlichen in W(~) enthul tenen und mit  

~(~,) (~), ~(~)(~), . . . ,  ~o ) (~)  

die siimtlichen nicht in W ( a ) e n t h a l t e n e n  Absolu tbe t ragbewer tungen bezeichnen;  

dabei ist nati ir l ieh 

und d ie  Zahlen 

bilden zusammen die Zahlfolge 

I~ 2~ . , .~ r I ~ r 2.  

Z u  jedem der Indizes m =:ml ,  m~ . . . .  , mo (aber nabiirlieh zu  k e i n e m d e r  

Indizes 1 ~ l~, l~, . . . ,  l~) existier~ nsch  Definit ion I eine Zahl  ~m aus J mi t  

f~ ~ o, ~(~/(~) > ~, w(~m) < ~. 
Wegen  

~(~)(2 ~ )  = 2 ~ ) ( ~ ) ~ ,  w ( 2  ~) <- 2 v ( ~ )  ~ 

geniigt somit  fiir geniigend grosses natiirl iches k die Zahl 

den sch~rferen Ungle ichungen 

~m ~ o, 

v m = 2 ~  

~(m) (w) > r, w(vm) < i, 

und iiberdies sind ihre siimtlichen Absolutbetri~ge 

ais Eins entweder  grSsser 

verschieden. 

(h---- I, 2 . . . .  , r 1 + r~,) 

oder kleiner uls Eins, jedenfal ls  aber alle yon Eins 

13. Sei wieder %,  ~% . . . .  , w~ eine Basis yon J ,  so dass  also jede Z~hl  e 

uus diesem Ring  ia  der Fo rm 

(~ ~---.a 16o 1 -J- a ] o ) ~  + . . .  -{- a n o n  

mlt  ganzen ra t ionalen Koef f iz ien ten  al ,  a~ . . . . . . . .  a~ dargestel i t  werden kann:  Weft  

f i i r  jede ganze rat ionale  Zahl a und fiir jedes co aus J 
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w ( .  ~) -< I .  I w(~ )  

ist, so folgt hieraus die Ungleiehung 

W(a) <--{ W(tol )+  W ( t % ) +  ... + W(to~)} max ( la t l ,  ]a~], . . . ,  la~]). 

Den linearen Gleichungen 

al ~o(~ h) + a~ w~') + ... + an co (h) : a (h) ( h =  I 2, n) 

fiir die Zahlen a~, a~, . . . ,  a~ en tn immt  man aber leicht die Absch~tzuug 

max ([all,  ]a~], . . . ,  ]an]) <-- ce max ~(a)(a), 
h ~ l ,  2, . . . ,  r l+r.~ 

wo e~ eine aUein yon der gewiihlten Basis und yon der Pseudobewertung W(a) 

abhi~ngige positive Kons tan te  bezeichnet; verstehen wir unter  c,j eine zweite 

Art,  so ergibt sich somit fiir alle Zahlen a aus J die positive Zahl derselben 

Ungleichung 

(3): w (~) -< e~ max ~(h) (.). 
h = l ,  2, . . . ,  r t + r ~  

Es ist wesentlich fiir die weiteren t~berlegungen, dass diese Ungleichung (3) 

sich verschi~rfen l~sst zu folgendem Satz: 

Satz  2: Zu jeder Pseudobewertung W(a) yon J, die weder zur trivialen, noch 

zur uneigentlichen Pseudobewertung dquivalent ist, gibt es eine positive Konstante e 4 

mit  der folgenden Eigensehaft: Sind 

~(~,) (~), ~,,) (~), . . . ,  ~ )  (~) 

die sdmtlichen in W(a) enthaltenen Absolutbetragbewertungen yon J, so ist f i i r  jede 

Zahl a aus J 

W(a) <-- ca max (~%)(a), Y2(~)(a), . . . ,  ~(l,)(a), I). 

Im  Fall  s = o ist das Maximum-Zeichen dabei durch I zu ersetzen. 

14. Beweis yon Satz 2: Sei fiir ~-~--0, I, 2, . . , a  

z ~ ( ~ ) - - - m a x  (~(~,)(~),.., ~'.)(~), ~(~,~(~), . ,  ~(o.~(~)) 

also speziell X o ( a ) = m a x  (Y2{l,)(a) . . . . .  Y2(ls)(a)). Wir  nehmen an, es sei bereits 

gezeigt, dass fiir einen Index �9 ~ I eine Zahl C(~) > o existiert, so dass fiir alle 

aus J 
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(4): W(~) ~< C(~) max (X~(a), :) 

ist (fiir ~ = a trifft  dies mit  C (a) = c s wegen (3) zu). Alsdunn werden wir mittels 

tI i l fssatz a aus ~ Io beweisen, dass auch eine analoge Ungleichung mi{ ~ - -  I 

star{ v und einer Konstanten  C(~- -  I) > o s ta t t  C(,) fiir alle a aus g g i l t ;  dutch 

vollstgndige Indukt ion  folgt  hieraus Satz 2. 

Itt Hilfssatz a w e r d e  ~ = ~],,.~ gesetzt, wo ~.~ die in w ~2 definierte Zahl 

bedeutet.  Dann ist etw,~ 

{s(~{ < : (z=z:, z~, . . . ,  z~), 
I v( , ) l  > i ( , . ~ , 1 ,  ~z.~, . . . ,  ~,s), 

und zwar kommt m~ under den Indizes ~ ,  ~e, . . . ,  #~ vor. Unter  O ( a ) u n d  T(a)  

mSgen die Funkt ionen,  unter  C~, Cs, Ca die Kons tan ten  aus ~ ~o verstanden 

werden. 

Sei hun a eine beliebige Zahl aus J.  Geniigt diese der Ungleichung 

~(~) -< c~, 

so ist auf  Grund yon (4) offenbar 

W ( ~ )  ~ C(T) m a x  (Xv-i(~), C2, 1). (A): 

Sei daher yon nun ~b 

und 

~(~) > Q 

-~-7 ~g + ~ ~g' + "'" + 7f-1 ~i rJf-1 + ~f 

die nach dem Hilfssatz mSgliche R e i h e n e n t w i e k h n g  nach Potenzen yon ~2. Da 

die Koeffizienten 7~ den Ungleichungen 

q) (7,) N C~, T (7~) -- C~ + C~ ( i = o ,  : . . . .  , f - -  :) 

geniigen, so wird fiir sie nach (3) 

w(r,) <- c~(C: + (4) ( /=o ,  i . . . .  , f - i ) .  
Well  ferner 

ist, so ergibt sich nach (4) wegen Ca > I 

w(~j) _< c(~) max (C~ X,_:(~); C~, C~). 
Setzen wir 

W (7) ---- 1/, 
39--3612'2. Acta mathematica. 67. Imprim6 le 30 novembre 1936; 
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so dass also .4 < I isf,, so wird demnach 

fm  I ~o 
W(a) <-- ~, W(y~) W(~)ai + W (cq) ~ ~ ca ( C, + C~) AJ + C(v) max (Ca X,c-1 ({%), ~ ,  q )  

/=o j=0 

und also 

I - - ` 4  
+ C(~)max (C3 X~_l (if), C2, Ca). 

Versteht  man jetzt  unter  C(~- -  I) die Zahl 

G (c, + G) } 
c ' ( , -  i ) - - i  i - . 4  + c(,) ma,~ (G, G), 

so folgt  aus (A) und (B) gerade die zu beweisende Ungleichung 

W(g) ~ C ( T -  i) inax (Xe-1 (a), I) 

und damit  die Behauptung.  

15. Aus Satz 2 l~sst sich die folgende merkwiirdige Aussage ableiten: 

a :  Es gibt eine nichtverschwindende Zahl 7 aus J mit 

w(r )  < ~, 
(l~ll ,  l , , . . . ,  1,), 

(~'t~=~'tl, m2 . . . .  , ~o).  

Zum Beweis sei a , ~ o  eine Zahl aus J m i t  W ( a ) <  I, und k eine so grosse na- 

tiirliche Zahl, dass 

W (~) < I 
C4 

ist. Offenbar gibt es eine Zahl fl aus J mit  

Setzen wir nun  

so wird gerade 

I 
( l=31,  32, . . . ,  3S); (~(m) ([~) > ~(m~)--(($~') 

I 
w ( r )  < w(~ ~) w @  < .... 

e4 
�9 c4 ---- ~; t~(m) (Z) > ~ ;  ff~(1) ()j) <~ ~(1)((Z)k < I, 

wie behaupte~ wurde. 



fJber Pseudobewertungen. III. 307 

I I I .  

I6. In Satz 2 wird W(a) mit der Pseudobewer~ung 

vort J verg!ichen; d~s Ergebnis 

zeigt, class W(a) allein dann gross sein kann, wenn auch ~2(a)gross isL und 

dass insbesondere fiir alle Zahlen a aus J mit ~(a)<~ I stets W(a)<~ c~ ist. 

(Ffir s = o ist unter ~ (a) die uneigentliehe Pseudobewertung U(a) zu verstehen; 

in diesem Fall bleib~ also W(e) fiir a11e e aus J beschr~nkt.) 

Fiir die weiteren Untersuchungen ist wiehtig, da s se s  Einheiten V in J mit 

~2(V) < I gibt, und dass sogar tier folgende sehKrfere Satz gilt: 

a: Falls J nicht der t~i~q aller ganzen rationalen Zahlen oder der Ring aller 

ganzen Zahlen eines imagingr-quadratischen Zahlk6rpers ist, so gibt es zu jeder 

positiven Zahl e eine Ei~hei t  V aus J mit  

Auf einen Beweis dieses Satzes kann verzichtet werden, da er wohlbekannt 

ist; man zeigt ihn beim Beweis des DIRICHL~Tschen Einheitensatzes, entweder 

mit~els des Schubfachschlusses oder mittels des 1Vh~owsKlschen Linearformen- 

satzes, um aus ihm alsdann die Existenz eines unabh~ngiges Systems yon Ein- 

heiten herzuleiten. ~ Satz a bleibt fiir s ~ o natiirlich auch richtig, ist dann 

uber ohne Inhalt. 

17. Wir  definieren : 

Definition 2: Eine Zahl 7 # o aus J heisse W-Zahl, wenn es zu ihr due 

zweite Zahl ~ # o aus J 9ibt, so dass 

lira W (7 j 6) ~ o 

ist. 
Es gibt natiirlich W-Zahlen; denn nach Voraussetzung existieren sogar 

Zahlen ~ # o  aus J m i t  W ( a ) <  I, also mit 

lira W(a~. I ) ~ - o .  
j~oo  
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Die W-Zahien zeichnen sich dureh einige Eigenschaften aus, und yon diesen 

Eigenschaften wird im folgenden Gebrauch gemacht.  

a: Jede W-Zahl  7 geniigt der Ungleichung 

9. (z) < ~. 

Beweis: Nach Definition 2 gibt es zu 7 eine Zahl 6 ~ o aus or, so dass 

lira W(7J 6) = o 
j~Qo 

und folglich aueh ffir jede natfirliehe Zahl d 

lim W(7 j .  d6) = o 
j~r 

ist. Da die Absolutbetritge aller Konjug ie r ten  yon ~ positiv sind, so liisst sieh 

d so ,cross wiihlen, class gleichzeitig 

9-:~) (d~) > ,  (1 ---- 1~, ~, . . . ,  t.) 

ist. WeRer  existiert  nach der letzten Limesgleiehung eine na~iirliehe Zahl j ,  

die der Ungleichung 
w ( ? .  d~) < 

genfigt. Nach Definition I und naeh der Voraussetzung fiber die in W enthal- 

~enen Absolutbetragbewertungen muss folglieh 

und also wirklich 

9-:z) (7) < : 

sein, w .z .b .w .  

b: Is t  7 eine W-Zahl, 7" ~ o dutch 7 teilbar und 

9- (z') < ~, 

so ist  auch 7* eine W-Zahl. 

Beweis: Wir  verstehen unter  {/ die Zahl aus J mi t  

7" -=-- f17 

und ferner unter  6 ~ o eine solche Zahl aus J ,  dass 

l i r a  W(7 ~ ~ ) =  o 

(1 = 11, l~ . . . .  , 1,) 

(l = ll, I~ . . . .  , 1,) 
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Wegen der Vorausse~zungen fiber 7* l~isst sich eine natfirliche Zah l f f inden ,  

so dass die s Ungleichungen 

o~'> (y,:) _< o~'> ~) 

7 " : = 7  "~f7 :-i 
erffillt~ sind. Wegen 

(1 ~ 11, Is . . . . .  l~) 

mtissen somit auch die Ungleichungen 

gelten, so (lass nach Satz 2 ffir jede natiirliche Zahl Jl 

ist. Sei jefzt j ~ f +  I eine natfirliche Zahl und 

J = f J l  + J2 (o <--j~ <--f-- I) 

ihre Zerlegung bei der Division dureh f ;  man hat dann 

also 
w(~*J ~) -< w ( / ,  ~) w (7"~.) w ((y/-,)~,), 

and da yon den Faktoren der rechten SeRe ffir fiber alle Grenzen wachsendesj ,  

d. h. ffir j ~ - o o ,  der erste nach Voraussetzung gegen Null strebt, der zweite 

evidenterweise beschr~nkt bleibt, da 7 *j, nur endlichviele Mfglichkeiten hat, und 

tier dritte nach vorhin kleiner als c~ ist, so folgt 

lira W(7*J ~ ) = o 

und also die Behauptung. 

c: Sind 71 und 73 zwei verschiede~e W-Zahle~, and ist y* ~ o ein Vielfaches 

yon 7 i -  7,2, das der Ungleichung 

~(z*) < ,  

ge,iigt, so stellt auch 7* eine W-Zahl dar. 

Beweis: Sei V eine Einheit aus J mit 

2 
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e ine : so lche  Einhei t  gibt es gewiss nach w I6 ,  Hilfssatz a .  Seien weRer d~ ~ o 

und d 2 ~ o zwei Zahlen aus J mit  

lira W ( 7 ~ , ) =  o, lira W ( 7 r  o. 

Da 7~ und 79 W-Z~hlen sind, so gilt  nach Hilfssa.tz a 

(r,) < n < 
die Zahl 

(r, ~' r~') 

strebt also gegen Null, wenn (gl, g~) eine Folge yon Paaren nichtnegat iver  ganzer 

rat ionaler  Zahlen mit  g~ + g~ ~ ~ durchl~uft.  W~chst  daher  die natiirllche Zahl 

j iiber alle Grenzen und i s t j 0 : [ J ] ,  so dass auch jo gegen Unendlieh strebt, 

so geniigen die beiden Zahlen 

F(j') ~- ~ VJ (--I) '  7.~ o-' 7~ und F~(? I = d 1 vJ ~ (--I)~ 7 j-* y~ -jo-1 
$=0 \$ ] ~=jo+ 1 

2 j d e n  Limesgleichungen 

lira ~ ( n  ')) = o, lim ~ ( n  21) = O, 

und folglich ist erst recht  nach Satz 2 

w(r?) -<  

Aus der IdentW, i.t 

< fiir grosses j .  

folgt  daher  soglelch 

o --< lim W({(7,-- 7~)V}J~Lde) ~ c, lim W (7{-Jo~,) + c41im W(TtO+'~)=-o, 

und also ist ( 7 ~ -  72)~] eine W-Zahl. Jedes Vielfache yon 7 i -  7~ ist aber auch 

durch ( 7 1 -  72)*/ teilbar; wegen Hilfssatz b folgt  daher  die Behauptung.  

I8. Sei nunmehr  c die Menge, die aus der Zahl o und weiter aus allen 

denjenigen Zahlen 7 ~ o aus J besteht, zu denen es eine Einhei t  ~ aus J gibt, 

so dass 77 eine W-Zahl ist. Da W-Zahlen existieren, so besteht r nicht  allein 

aus der Null. 



Ober Pseudobewertungen. III. 311 

Die Bedeutung non c geht hervor aus den folgenden zwei S~ttzen: 

a: Is t  7 ein Element aus c und 7* dutch 7 teilbar, so qehSrt~ aueh y* zu der 

3Ienge c. 

Beweis: Fiir 7 - - 0  oder 7 ' : o  is~ die Behauptung klar; sei also 7 ~ o  

and 7 " ~ o  und etwa 7 *=~f17, wo fl eine Zahl aus J bezeichnet. Es gibt eine 

Einheit V, so dass y~) W-Zahl ist, ferner nach w I5, Hilfssatz ~ e ineEinhe i t  

V* mi~ 
< also n(7* v*) < 

Da 

7*v* = T v  *) 

dureh die W-Zahl 7~ teilbar ist, so folgt aus Hilfssatz b des vorigen Para- 

graphen, dass auch 7*V* eine W-Zahl and folglich 7* ein Element yon c dar- 

stellt, w. z. b. w. 

b: Sind  7~ und 7~ zwei Elemente von c, so gehb'rt auch 7~ ~ 7~ zu c. 

Beweis: Die Behauptung ist klar fiir 71 ~-7~ und  fiir 7~ ~ o oder 72 ~-0;  

sei daher ohne Einschri~nkung 71 ~ 7~, 7~ ~ o, 7~ ~ o. Es g i b t  zwei Einheiten 

Vl uncl ~ aus or, so dass 7~Vl und 7,~7~ W-Zahlen sind, ferner nach dem schon 

mehrfach benutzten Hilfssatz eine Einheit ~ aus J mit 

~ (~) < min (~7~) ~ I-- 7~ ) 

und also mit 

~r (71 ?~) < I, ~r~ (7~ ~) < I, ~ (<71 -- 7~) ~) < I. 

Da nun ausserdem 71~7, bzw. 7s~ Vielfache yon 71~1, bzw. 7 ~  sind, so miissen 

sie nach Bilfssatz b des vorigen Paragraphen W-Zahlen sein, und da welter 

(71 -- Y.~) V ~ Yl V --  7~ V die Differenz zweier W-Zahlen darstellt tmcl 

ist, so folgt aus ttilfssatz c des vorigen Paragraphen, dass (71--7~)~ ~ o . e b e n -  

falls eine W-Zahl definiert, und also gehSrt 7 1 -  7~ in der Tat  zu c, w. z. b. w. 

Aus den vorigen zwei Hilfssh'tzen geht hervor, dass c ein Ideal von ~ :bildet, 

und zwar ist dieses Ideal natiirlich vom Nullideal (o) verschieden, da c, wie wir 

sahen, mlncles~ens ein von Null verschiedenes Element besitzt. Dagegen ist aber 

selbstverst~ndlich nicht ausgeschlossen, class c gleich dem Ideal o aller Elemente 

aus J ist; dieser Fall liegt z. B. bei der Pseudobewertung t2Is) nor. 
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Definition 3: Das Ideal  c, das aus der Zahl  o und weiter aus allen den- 

jenigen Zahlen 7 ~ o aus J besteht, zu denen es eine E inhe i t  ~ yon J gibt, so dass 

77  W-Zahl  ist, heisse der t tauptcharakter  yon W(a).  

Gem~ss dieser Definition l~sst sich jetzt der folgende Satz aussprechen: 

Satz 3: Eine  Zahl  7 aus J ist dann und nu t  dann eine W-Zahl,  wenn sie 

den drei Bedingungen 

7 ~ o, ~2(7) < I, 7 - -  o (mod c) 
geniigt. 

Beweis: Dass die vorigen Forderungen notwendig sind, ergibt sich so: 

Fiir jede W-Zahl 7 ist nach Definition 2 die Ungleichung 7 ~ o erfiillt; da welter 

7 = 7 .  I geschrieben werden kann, so gehSrt 7 nach Definition 3 zu c, und 

schliesslich muss nach w I7, Hilfssatz a auch ~2(7 ) < I sein. - -  Die drei Be- 

dingungen 

7 ~ o ,  ~(7) < I, 7--~o (mod c) 

reiehen auch aus, damit 7 eine W-Zahl ist. Denn da 7 # o zu c gehSrt, so gibt 

es nach Definition 3 eine Einheit ,2 aus J. so dass 7*] eine IV-Zahl darstellt; 

alsdann ist aber 7 durch diese W-Zahl 7V teilbar und ~[7) < I, und folglich 7 

nach w I7, Hilfssatz b selbst eine W-Zahl, w. z. b. w. 

Satz 4: Der Hauptcharakter r yon W(a) ist  quadratfrei,  d. h. durch das 

Quadrat keines Primideals ~ yon J teiIbar. 

Beweis: Wir wollen zeigen, dass, wenn 7 eine W-Zahl mit 

7 -- o (rood p~) 

isk wo ~ ein beliebiges Primideal yon J bedeutet, stets auch eine W-Zahl 7* mit 

7"----~ (modp), aber 7 " ~ o  (modp~) 

existiert; daraus folgt die Behauptung ohne weiteres. 

Um diesen Nachweis zu erbringen, sei ~g die hSchste Potenz yon ~, die in 

7 aufgeht; dabei ist g--> 2; ferner sei 

(7) = ~i q, 

so dass also q zu p teilerfremd ist. Bekanntlich existiert eine Zahl 71 ~ o aus J, 

die durch ~0 q, nicht aber durch p~q teiibar ist; sei 
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(rl) = ~ o r, 

wo jetzt das Ideal r ebenfalls zu p teilerfremd ist. D a n n  wird 

(7~)=V g~'0 g-~r~ undalso 7~=7"fl  

mit einer gewissen Zahl fl aus J,  fiir die (f l)= qg-! r a ist. 

Einheit aus J mit 
1 

313 

(~ # o) 

Bedeute jetzt ~ eine 

and sei 7"=-7,q7. Dann ist 7*g-=fl*7 mi~ ~* =fl~.q und ~( f l*)~  I. 

Verstehen wir nun unter ~ ~ o eine Zahl aus J mi~ 

so wird wegen 

lim W (7~ d' ) --  o, 

~*,6 = ~[~]6 ~*'-[fl~ r[~], w(~.~ 6) ~ w (Y] 6) w ( / -  [~]~) w(a.[fl) 
auch 

lira W(7*J d) = o, 
j~o~ 

da, die Zahlen W(7[~]6) mi~ wachsendem j gegen Null streben, die Zahlen 

W(? *a-[;]g) trivialerweise beschr~nkt bleiben, and die Zahlen W(fl *[.~]) wegen 

$](~* --< I nach Satz 2 der Ungleichung 

[~]) 
W(~* ~ -<e~ 

geniigeu; daraus folgt die Behauptung. 

I9. Definition 4: Eine 

W-Zahl  7 die Limesgleichung 

erfiillt. 

Zahl  6 ~ o aus J heisse w-Zahl,  wenn sie f i i r  jede 

lira W(7  j 6) = o 

Aus dieser Definition folg~ sehr leieht, dass mit 6 anch jedes Vielfache 

6 ~  o hiervon eine w-Zahl ist, und dass ferner, falls 61 und 6~ zwei verschiedene 

w-Za,hlen sind, auch ihre Differenz g l -  d.2 eine w-Zahl darstellt. Zusammen mit 

der Zahl o bilden also die s~mtlichen w-Zahlen ein gewisses Ideal b yon J. 
40--36122. Acta mathemat~ca. 67. Imprim$ le 1 dgcembre 1936. 
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Definition 5: Das Ideal b, das aus allen w-Zahlen und ausserdem aus der 

Zahl  o besteht, heisse der Nebencharakter  der Pseudobewertung W(a).  

Auch dieser Nebencharakter  besitzt einige bemerkenswerte Eigenschaften:  

a: Der Nebencharakter b ist vom Nullideal (o) verschieden. 

B e w e i s :  Bekanntl ich gibt  es zwei Elemente )'1 # o und 7 ,̀ ~ o aus c, so 

dass jedes Element  7 dieses Ideals in der Form 

7 = $1 71 + f12 7', 

mi t  Zahlen ~1 und fl`, aus J geschrieben werden kann.  Da eine solche Darstel- 

lung bestehen bleibt, wenn 71 und 7~ mit  beliebigen Einhei ten multipliziert werden, 

so diirfen 71 und ),`, ohne Einsehrignkung der Allgemeinheit  als lV-Zahlen voraus- 

gesetzt werden; es gibt also zwei Zahlen dl # o und c?~ # o aus d mi t  

lira W(7~ , )  = o, lira W(TJd` , )= o. 

Wir  werden zeigen, dass d----dl d~. in b liegt, dass also fiir jede W-Zahl 7 

ist. 

lim W() ,J~)  = o 
j~0v 

Nach vorhin besteht die Darstel lung 

mi~ zwei gewissen Zahlen ~, und fl.~ aus J .  Sei g eine so grosse natiirliche Zahl, 

dass fl* = fll 7 'q-1 und fl~* =/~`, 7 .q-1 den Ungleichungen 

9 - -  -- 

2 2 

geniigen; wegen ~2 (7) < I gibt es ein solches g. Alsdann ist 

Wird  die beliebige natiirliche 

Gestal t  

Zahl j - - > 2 q + i  durch Division mit  2g  auf  die 

j =  2g j0 + J l  (o--<j~ --< 2 g - -  I) 

mi t  natiirl icheu Zahlen Jo und  Jl gebracht, so ist 

7 j d = 7 j' (~T 71 § ~ 7.2) 2~~ dl d~ ,rod also 7 s d = BJ 1~" 7~ ~ dl + ~ ) "  7~2 d`,, 
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wenn zur Abkiirzung 

2 o?0 "2 jo--b ' B J2) 

gesetzt wird. Wegen  

2jo 

folg~ hieraus leieht 

III. 

~:Jo+ 1 

(~,*) -< [, ~ ( # D  -< ~, 
2 2 

lira t2 (B!.I)) = o,  l ira Y2 (B!?)) 

nueh Satz 2 ist  demn~ch fiir geniigend grosses j 

und  folglich 

(r~) < ~, ~ (r~) < 

= o i  

W(BJ')) --< ~,, W(B?)) --< ~, 

o ~ lira W (~ ~) N c 4 lim W (7{ o d~) + c~ lim W ( ~  d2) ~ o 
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und also wirklieh 

lim W(TJ ~) -~ o. 
j ~  

Es ist  wohl kaum nStig, zu bemerIcen, dass b, das nach dem vorigen Satz 

nieht  nur  aus der Null  besteht, sehr wohl gleich o sein kann und also alle Elemente  

yon J enthal ten darf;  dies ist z. B. der Fall  fiir die Pseudobewertung ~ (a). 

Die Beziehung der beiden IdeMe r und  b zu einander  wird dureh den fol- 

genden Satz erl~utert: 

b: Die beiden Charaktere c und b yon W(a) sind zu einander teile~fi'emd. 

B e w e i s :  Ohne Einschr:,tnkung darf  c ~ o angenommen werden; es geniigt 

zu zeigen, dass es in b eine Zahl gibt, die zu c tei lerfremd ist. 

Nach Hilfssatz a gibt es wenigstens eine w-Zahl ~. Das dami~ gebildete 

Haupt idea l  (~) habe die Zerlegung 

(~) = q 

in zwei IdeMfaktoren q und  ~, so dass q allein durch solChe Primideale tei lbar 

ist, die auch in r aufgehen,  w~hrend ~ zu c tei lerfremd ist. Somit l~sst sich 

eine natiirliche Zahl g bestimmen, dass r a durch q teilbar is~. W i t  verstehen 
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un te r  t~* eine beliebige Zahl aus J ,  die durch r te i lbar  und  zu c und also auch 

zu q te i ler f remd ist; wegen (q, ~:)= 0 gib~ es eine solche Zahl. 

Bedeute t  nun 7 eine ganz beliebige W-Zahl, so is~ 

l i m  W ( T J  ~) = o.  
j ~  

Nach  Satz 3 ist 7 durch c teilbar, folglich 

7 ~ t~* ~ o (modc .q 1:) und al~o 7 ~ t~ ~--- o (mod q r); 

es gibt daher  eine Zahl t aus J ,  so dass 

7 ~  * =: ~ 
ist. Alsdann wird 

o -< lim W(7 j tl*) = lim W(TJ. ~,.q el*) = lira W(7 ~ tl. t) -<- W(t ) l i ra  W(7 ~ tl) = o 
j~0o j ~  j~ao j ~  

und also ist r eine w-Zahl, so dass die Behaup tung  folgt. 

IV. 

auf;  

be t ragbewer tungen  

s~l,~ (~) 

zu erstrecken. Offenbar is~ auch 

S~ (a) ~ W (~ I ~), 

wenn wir un te r  5 das Pseudoideal  

verstehen.  

Sei welter  

20. Bereits  in Satz 2 t r a t  die mit  W(a) eng verkniipfte  Pseudobewer tung  

( , )  = m a x  

dabei war das Maximum fiber die siimtlichen in W enthaRenen Absolut- 

U(a) ffir c = o ,  

pie 

(l  = 11, l ,  . . . . .  ls) 

(d. h. 5 = o  fiir s = o )  
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wo ~ fiber (lie sgmtlichen verschiedenen in c aufgehenden Primideale p erstreckt 

wird; man kunn hierfiir auch schreiben: 

a*(a) = W(~lc~), 

wo r das Pseudoideal bedeutet, welches das formale Produk~ fiber die Potenzen 

mit Exponent ~ s~mtlicher verschiedenen in c aufgehenden Primideale und also 

speziell ffir c = o selbst gleich o ist. 

Schliesslich sei 

( U(a) ffir b = O, 

a**(6)='~ Z w~j (~) ~r  b # L~, 
t J i l b  

wo jetzt ~ iiber die verschiedenen mSglichst hohen i~ b aufgehenden Prim- 
P f  [I b 

ide~lpotenzen ~/ers~reck~ wird; demnach ist auch 

o** (6) = w ( ~  I b). 

Von den drei Pseudoidealen b, c = und b ist /1as ers~e evidenterweise zu den 

zwei letzten teilerfremd, und nach ttilfssatz b des letzten Paragraphen haben 

anch r174 und b keinen gemeinsamen Teller ausser o. Es existier~ also das direkte 

Pro(lukt 
= ~ ~ b (~ # (o)) 

dieser Pseudoideale, und fiir die zugehSrige Pseudobewertung gilt alsdann nach 

w 3, tIilfssatz c die ~quivalenz 

w(~ la )  ~ ~(~)  + a~(~) + ~*~(~), 

wo rechts eine direkte Summe steht. In  diesem Kapitel  soi l  festgestellt werden, 

ob W(a) and W(a]~) einunder gquiwlent  sin& 

2I. Sei im folgenden stets 

~I~ ~2~ t~.5~ �9 " " 

elne beliebige Folge yon Z~hlen aus or, die der Limesbeziehung 

lira W(uj) = o 
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geniigt. Wi r  werden zeigen, dass alsdann auch die drei Gleichungen 

(a): lim ~ (aj) = o, 
j ~  o: 

(b): lim n* (aj) = o, 
j ~  

(c): lim 12 "~'(aj) = o 
j ~  ar 

get ten miissen. 

Wi r  beginnen mi~ dem sehr leichten Beweis yon (a). 

grosse feste natiirliche Zahl. W e g e n  

Sei g eine beliebig 

is~ dann offenbax auch 

w( jg) -< 

lira W (aj g)  = o 

( j = l ,  2, 3, . . . )  

und also gibt  es eine natiirliche Zahl 3"o----Jo (g), so dass 

W (a~. g) < I fiir ~" ~ Jo 

ist. Wegen  Definition I und der Bedeutung yon t2(a) muss daher  

und also 
t~ (aj g) < I fiir j ~ Jo 

f2 (@ < _I ffir j >- Jo 
g 

sein, und da g beliebig gToss sein darf, so folgt  hieraus in der Tat  

lira = o.  

Das so bewiesene Ergebnis besagt  offenbar dasselbe wie die Beziehung 

t 2 c W  

oder auch wie das System yon s Beziehungen 

Y2q) ~ W (l = 11, l, . . . .  , l,). 

Definition I ist somi~ in ~bereins~immung mi~ der al]gemeinen Erkl~rung des 

Begriffes ~Enthaltensein~ aus dem ersten Tell der vorliegenden Arbei~. 
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22. Um auch die Grenzwertauss~gen (b) und (c) beweisen zu kSnnen, machen 

wir Gebrauch yon dem folgenden bekannten Satz: 

a: Zu jedem Ideal e ~ (o) aus J gibt es endlichviele yon (o) verschiedene und 

z~t c teile~fi'emde Ideale 

dieses t~inges, so dass f i i r  jedes Ideal a ~ (o) aus 3 ~ stets mindestens eines der Produkte 

Q~I ,  {~52, "" ", {~SR 
ein Hauptideal ist. 

Dieser Satz folg~ leicht daraus, class die Idealklassen yon J eine endliche 

Gruppe bilden und dass es in ~eder Idealklasse ein zu e teflerfremdes Ideal gibt. 

Fiir die Anznhl H mag die Klassenzahl genommen werden; davon werden wir 

jedoch keinen Gebrauch machen. 

Sei %, a~, a s , . . ,  die Zahlfolge aus J mit 

lira W(t~) ~- o. 
j ~  

Durch die Bildung der grSssten gemeinsamen Teller 

( ~ ,  r b) = a~ (j - -  ~, 2, 3, . . . )  

wird jedem Element aj dieser Folge ein Ideal aj zugeordnet, in dem allein solche 

Primideale aufgehen kSnnen, die Teiler yon c o d e r  b sin& Auf diese Ideale 

werde der vorige Satz a angewandt, und zwar mSge in diesem Satz das Ideal e 

dutch c b teilbar, sonst aber beliebig angenommen werden. Zu jedem Ideal aj 

wird also alsdann ein IdeM 5,j mit x --< tj -<- H zugeordnet, so dass das Produkt 

a~ 5,j = (aj) (j ---- I, 2, 3 , . . . )  

zu einem Hauptideal wird, das wir dutch die Zahl ,,~j ~ o aus o r erzeugr denken. 

Diese Z~hl @j lisst sich allein dutch solche Primideale ~eilen, die in coder  b 

oder in einem der endlichvielen Ideale ~ ,  l~ . . . .  , ~r  aufgehen. 

Es gibt zwei W-Zahlen 7i und 7~ mit 

(Z~, 7~) = c; 

ffir jede natiirliche Zahl j ist demnaeh aueh 

(z~, r~) = cJ. 
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Wei ter  existieren zwei w-Zahlen d: und (I~, so dass 

ist. Folglich ist auch 

und demnach 

(Ol, o~) = b 

c.~ b = (71 ~1, r~ ,~l, 7! ,~, r~ ~) 

(j = I ,  2, 3 , ' "  ")" 

Die Zahl ,9 s ist aber durch aj teilbar und liegt also in aj; es gibt daher  fiinf 

~(n) -(2:) ~(:~) ~J.2~) aus J ,  so dass Zahlen Cj ,~)  ,~ )  , , ~  , 

aj = aj 99j + r[ da ~0J .n) + z~ d, 99J u') + 71/d, ~)-a~) + 7,J ~o8 -(~)n (J = ~, 2, 3 , . . . )  

wird. 

Nach dem schon wiederholt benutzten Hilfssatz a aus w I6 liiss~ sich nun 

fiir jedes j eine Einhei t  ~7i aus J mi~ 

.Q (~j)--< rain (1-~ (~oj) -1, ~ (~0J11)) -I, ~ (~oJ21)) -1, ~ (~9J12)) -1, ~-~ (~0~22)) -1) ( j = I ,  2, 3, . .. ) 

und  also mit  

( j = : ,  2, 3, . . .)  

bestimmen; nach Satz 2 ist daher 

w ('lJ ~ )  - < e,, w ( v s  ~) :::))<e,,- 

Wir  setzen 

und haben alsdann 

( j = ~ ,  2, 3, ...). 

a ('~j ~0~ 12) --~ I, 

(:2) _ W ( ~ j ~ )  ) < e., 

(~,p)~/) ~ x 

w (nj ~)~,/) _< ~, 

( , j= I ,  2, 3 , ' "  "), 
und folglieh 

w(o~) <_ ~ (w(.~) + w(zl  ~,) + w(z l  ~) -+- w ( ~  ~) + w(z':.,~)) 

(.i= ~, 2, 3 , . . . ) ,  
und da die Zahlen 

W%), W(71~), W(z!d,), W(zld~), W(rid~) 
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mit wachsendem j gegen Null streben., so ergibt sich schliesslicht 

lira W ( O i )  - -  o .  
j~o~ 
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Die damit ermittelte neue Zahlfolge 

01, Oe, 0 3 , . . .  

hat ebenso wie die Folge der aj in bezug auf W den  Grenzwer~ o. Ihre Glieder 

haben die Gestalt 

(o~) = (~j, r b ) ~ .  (J = ~, ~, 3 , . . . ) ,  

besitzen also ausser dem wesenilichen Faktor (aj, db) noch den unwesentlichen 

Faktor 3~/, d e r n u r  endlichvieler verschiedenen Werte  f~hig und zu cb teiler- 

fremd ist. 

Die beiden zu beweisenden Behauptungen 

(b): lira $2" (qi) = o, 
j-*-~ 

(c): lim ~2"* (ctj) = o 

besagen nun aber offenbar nur, dass alle aj durch eine beliebig hohe gegebene 

Potenz yon r bzw. du.rch die erste Potenz yon b teilbar sein miissen, sobald der 

Index j geniigend gross ist. Wegen 

(j == I, 2, 3 , "  ") 

sind hiermit die folgenden zwei Aussagen identisch, die sich auf die einfachere 

Folge der 0j beziehen: 

(b'): Alle Zahlen 0j mit geniigend grossem Index j sind durch eine beliebig hohe 

gegebene Potenz yon c teilbar. 

(c'): A11e Zahlen Oj mit geniigend grossem Index  j sind durch b teilbar. 

Diese beiden Behauptungen werden wir der Reihe nach und zwar indirekt beweisen. 

2 3. Zuerst werde angenommen, dass (b') falsch ist, dass also eine unend- 

liche Teilfolge 

o~,, o~.., o j~ , . . .  
41--36122. Acta mathematica. 67. Imprim6 le 1 d6cembre 1936. 
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der Folge Oj existiert, deren Glieder allein durch eine gewisse feste Potenz c~ yon 

c, nicht aber  durch c~+1 teilbar sin& Diese Annahme kann natfirlieh hSchstens 

dann zutreffen, wenn c yon o verschieden und also etwa gleieh 

c =PlP~ �9 �9 �9 PJ 

ist, wo ~1, P ~ , . . . ,  ~3j endlichviele yon einander verschiedene Primzahlen sind. 

Gemiiss unserer Annahme lassen sich die Glieder der vorigen Teilfolge als Ideal- 

produkt 

= b)  .... 3 , . . . )  

schreiben; dabei sind die Exponenten el, ,  e2,, . . . ,  e/, nichtnegative ganze ratio- 

nale Zahlen, die ffir v~ oo ni'cht siimtlich fiber alle Grenzen wachsen. Indem 

wir uns die Folge der tgj, nStigenfalls (ohne .~nderung der Bezeichnung) dutch 

eine unendliche Teilfolge ersetzt und gleichzeitig die PrimideMe Pl, P , , . . . ,  P/ 

geeignet umbenannt denken, dfirfen wit ohne Einschri~nkung der  Allgemeinheit 

voraussetzen, dass die Exponenten 

el ~., e2~,, . . . ,  eg~, 

mit v sitmtlich gegen Unendlich s~reben, die fibrigen Exponen~en 

eg+l~, eg+2~, �9 �9  ef~ 

dagegen fiir a l l ev  beschrgnkt bleiben; dabei ist 

g g f - - I  

und mSglicherweise sogar g = o. 

Das Ideal 
~eg+lv ~eg+2~, 

(a~,, b) ~% ,',+1 ,':1+2 �9 . . O ~ f * '  

hat somit hSchstens endlichviele MSglichkeiten. Indem wir n5tigenfalls die Folge 

der Oj, (wieder ohne ~nderung der Bezeichnung) erneut durch eine unendliche 

Teilfolge ersetzt denken, diirfen wir daher unnehmen, dass sogar ffir a l l ey  

gleich einem festen Ideal i # (o) von J ist. Alsdann wird schliesslich 

(Oi l , ) - - tO el"n e2~' B eg" ( v = I  2, 3 , . . . ) ,  
r  " " " , - g  
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wobei die Exponen ten  e~ ,  e2,, . . . ,  e/~ n ichtnegat ive  ganze rat ionale  Z~hlen sind, 

die fiir v ~ ~ s~imtlich fiber alle Grenzen wachsen. Ffir alle genfigend grossen v 

ist also Oj~ durch eine gegebene beliebig hohe Potenz  des Ideals 

~eilbar. Wel t e r  ist na~iirlich 

und also insbesondere nach w 21 

c* = :Pl P'2 �9 �9 �9 ~O.q 

lim W (Oj,) = o 

( d . i . c * = o  ffir g = o )  

7 i 7: = ;~i ~4 (~) 

und diese Zahl geniigt offenbar der Ungle ichung 

t2 (Zt) -< I, 

nach Satz 2 also auch der Ungle ichung 

W(Z3 -< c~. 

l ira n (0~.) = o. 

Bedeu~e jetz~ 7 # o eine Zahl  aus J mi t  

(7) < i ,  c*l 7, (7, ~g+l ~ g + ~ . . .  ~j) = 0 

und ~ # o eine beliebige durch t tei lbare Zahl dieses Ringes. Sei f e rner  J,(0 ffir 

jede genfigen.d grosse natt ir l iche Z~hl i das grSsste Element  der Folge 

J l ,J~,J~,  �9 . .  

das den s~mflichen Bedingungen 

geniigt. Da  yon einem gewissen i a b  die Zahl  7~v durch jede noch so hohe 

Po tenz  yon c ~ te i lbar  is~ uncl fe rner  die Gle ichung 

lira t2 (7 i ~) = o 

besteht,  so ist  klar, dass  fiir i ~ o  such  J~(;/ fiber alle Grenzen w~chst. Gem~ss 

cler Definit ion yon J~(0 gibt  es aber ein ~ aus J mi t  
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Es wird daher 

und folglich 

o < lim W(7~v) <- c, lim W(Oj,(~)) : o, 

so dass 7 eine W-Zahl sein muss. Das steht aber im Widerspruch zu Satz 3, 

denn 7 is~ nach Konstruktion nicht durch c teilbar. 

24. Von jetzt ab darf also schon benutzt werden, dass die Aussagen (b') 

und (b) wahr sind. Sei dagegen (c') falsch; es gebe also eine unendliche Teilfolge 

o~,, o~.,, o ~ , . . .  

der Folge 8j, deren sgmtliche Elemente nicht durch b teilbar sin& D a b  nur 

endlichviele Teller besitzt, so folg~ also, falls wir uns die Folge der Oj, nStigen- 

falls (ohne ~_nderung der Bezeichnung) durch eine unendliche Teilfolge ersetzt 

denken, dass fiir alle v 

(0~,, b) = (~j,, b) = b* 

ist, wo b* einen echten Teiler yon b bedeutet, d. h. in 

b = b *  b** 

is~ b** yon o verschieden. Somit wird 

(0;~) = b �9 ~,% (.~.,  c j~) (v = I, 2, 3 . . . .  ). 

Fiir alle geniigend ~ossen  v ist Oj, offenbar durch eine gegebene beliebig hohe 

Potenz yon c teilbar; ferner folgt wie im vorigen ParagTaphen, dass 

lim ~ (Oj,) = o 

ist. 

Bedeute nunmehr 7 eine willkiirliche W-Zahl, (~ ~ o eine Zahl aus J mit 

b ~' i)~ ~ . . .  5HI ~, (~, b**) --= o, 

und werde ferner fiir jede geniigend grosse natiirliche Zahl i unterj , (0 die grSsste 

Zahl der Folge 

Jl, j~, J~, . . .  



Uber Pseudobewertungen. III. 325 

verstanden, die gleichzeitig den s~mtlichen Bedingungen 

0j~(~)/r ~ ~, ~(~) (0j~)) >_ ~2(~) (r' ~) (l = 11, 4, . . . ,  l~) 

geniigt. Da yon einem gewissen i a b  die Zahl 7~:~ durch jede noch so hohe 

Potenz yon c teilbar und da ferner  

lira Y2 (7 ~ ~) = o 
i ~ 0 o  

ist, so muss offenbar fiir i ~  :r auch J~(0 fiber alle Grenzen wachsen. Auf  Grund 

der Definition yon j~(/) gibt es aber ein tti aus J mit  

und diese Zahl genfigt offenbar der Ungleichung 

(~)  -< ~, 

nach Satz 2 also auch der Ungleichung 

W(t~) -< c~, 
so dass 

W (7 ~ ,~) <-- e~ W (0~(~)) 
und wegen 

lira W (Oj, (;)) = o 

aueh 

lira W(7~ ~) = o 

ist. Die Zahl ~ stellt daher  eine w-Zahl dar, und das kann nicht  sein, da b nicht  

in r aufgeht .  

2 5, Dami t  ist  auch die Eigenschaf t  (c') oder (c) bewiesen. Otfenbar lassen 

sich die Grenzwertgesetze (b) und  (c) auch kurz in der Form 

t~* c W und 

ausdriicken; zusammen mit  der Relation 

Y 2 c W  
liefern sie die Beziehung 

t2 § t~ ~ + t~**~ W. 



326 Kurt Mahler. 

Als Abschluss dieser Arbei~ werden wir zeigen, dass auch 

und also sogar 

is~. 
Sei dazu 

W ~ + ~ 2 * + ~ ' *  

W ~ ~ 2 + ~ * + ~ 2 " *  

(ZI~ ~ 2 ~  ~ 3 ~  " " �9 

eine unendliche Folge yon Zahlen aus J, die den drei Beziehungen 

lim ~ (aj)  - - -  o ,  lim ~* (aj) ---- o, lim/2"* (aj)  -~- o 

geniigt; es soll bewiesen werden, dass dann auch 

lira W ( , ~ )  = o 

isr Offenbar diirfen wir bei diesem Nachweis ohne Einschrs der Allge- 

meinheit annehmen, dass die s~imtlichen Glieder a j d e r  betrachteten Folge yon 

Null verschieden sind. 

Sei wie bisher c der Hauptcharakter, b der Nebencharakter yon IV. Wegen 

der EndlichkeR der Klassenanzahl yon J gibt es  eine W-Zahl 7, die allein durch 

solche Primideale teilbar ist, die in c aufgehen. Welter sei ~ eine willkiirliche 

w-Zahl und alsdann 

~1, ~ , . . . ,  zf 

ein vollsts Repr~isentantensystem der verschiedenen Restklassen nach dem 

Modul (~); dieses System ist natiirlich endlich. 

Nach Voraussetzung streben die Zahlen ~(aj) fiir j - - ~  gegen Null; ferner 

sind die Zahlen a I fiir geniigend grosses j durch beliebig hohe Potenzen yon r 

und also auch durch solche Potenzen yon 7 teilbar; endlich sind sie alle yon 

einem gewissen j ab durch b teilbar. Unter i(j) werde die gr5sste natiirliche 

Zahl verstanden, fiir die gleichzeitig 

/(J)  I ~ ,  n<'~ (7'(J)) > n(~)(=j) (1 = ll, l~,. .  ,, l,) 

ist; es ist also klar, dass diese Zahl gleiehzeitig mit j fiber alie Grenzen wiichst. 

Setzen wir 
aj = 71 (j) Qj, 
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so sind die Quotienten Qj yon Null verschiedene Zahlen aus J, die fiir hinreichend 

grosses j dutch b teilbar sind und der Ungleichung 

a (~) -< 

geniigen. Jeder einzelne yon ihnen [~sst sich schrelben in der Form: 

Qj = d aj -{- T (j), 

wo die a 5 gewisse Zahlen uus J, die ~(J) aber jeweils Elemente des Reprfisentan- 

tensystems 
~ 1 ,  ~ .~ ,  �9 � 9  ~ : f  

sin& Da (~ nicht verschwindet und 

ist, so bleiben die ZahIen 

~(a j )  ( j  = I, 2, 3 , . . . )  

und folglich nach Satz 2 auch die Zuhlen 

w(~j) (j = ~, 2, 3 , . .  ) 

unger einer festen posi~iven Schranke. Well ferner d und fiir hinreichend grosses 

j auch (~j dureh b teilbar isk so wird auch ~(J) yon einem j ab durch b teilbar 

und also eine w-Zahl oder gleich o. Well ,(J) nur endliehvieler Werte fiihig ist, 

gilt somit auf jeden Fall 

lim W (7 ~ (~) ~:li~)) _= o, 

und weiter ist natiirlieh auch 

lim W (7 i (2 (~) = o .  
j ~  

w(~) ~ w(7~) ~) w(qj) + w(7 ~j) r 

und der Beschriinktheit der W(aj )  folgt daraus die Behaup~ung 

lim W ( @  ---" o. 

Da,mit isfl der Beweis der ~quivalenz 

W ~ $ 2 +  1 2 " + / ~ *  
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zu Ende gefiihrb. Nach w 20 1/isst sie sich anch in der Form 

w(~)~ w(~ l a) 
schreiben, wo ~ das Pseudoideal 

bezeichnet, das durch die Pseudobewertung W(a) eindeutig bestimmt ist. Der 

Beweis setzte voraus, dass W(a) nicht zur trivi~len Bseudobewertung oder zur 

uneigentlichen Pseudobewertung /iquivalent ist. In diesen Ausnahmefgllen ist 

aber in der Bezeichnung des ersten Kapitels 

w(~)-  W(.l(o)), b~w. w(~)-  W(.lo), 

so dass man zu einem formal gleichlautenden Ergebnis kommt. Wir kSnnen also 

als abschliessendes Ergebnis den folgenden Satz aussprechen: 

~ Zu jeder Pseudobewertu~g IV(a) yon J gibt es ein _Pseudoideal ~, so dass 

w ( . )  - w ( .  ! a), 

wo W(a l~  ) die zu ~ geh6rige ,~pezielle Pseudobewertung bedeutet, ist. Wird yon den 

beiden AusnahmefSllen 

=(o)  u.d f i = o  
abgesehen, so wird 

fi=~c| 

und zwar bedeut~t dabei b alas ProduCt der sh'mtlichen unendlichen Primideale p~), 

f l i t  die die zugehSrige Absolutbetragbewertung ~(o(a) in W(a) enthalten ist, c den 

Hauptcharakter und b den Nebencharakter yon W(a).~) 

Groningen, Oktober I935. 

Kurt Mahler. 


