UBER PSEUDOBEWERTUNGEN. III.

(Die Pseudobewertungen der Hauptordnung eines endlichen
algebraischen Zahlkérpers.)

Von

KURT MAHLER,

in KREFELD.

In § 21 des ersten Teiles dieser Abhandlung stellte ich die Vermutung auf,
dass (mit Ausnahme der uneigentlichen und der trivialen) jede Pseudobewertung
W(e) der Hauptordnung J eines endlichen algebraischen Zahlkorpers K der
direkten Summe einer endlichen Anzahl von Absolutbetrag-Bewertungen, einer
endlichen Anzahl von p-adischen Bewertungen und einer Restklassenpseudobe-
wertung #dquivalent sei. Diese Vermutung wird in der vorliegenden Arbeit in
voller Allgemeinheit bewiesen.

Das erste Kapitel beschiiftigt sich mit einer speziellen Klasse von Pseudo-
bewertungen W (z|a) von J, fiir die ein Unabhingigkeitssatz bewiesen wird. Die
drei letzten Kapitel sind dem eingehenden Studium der willkiirlichen Pseudobe-
wertung W(a) von J gewidmet. Mit Hilfe klassischer Sitze tiber Einheiten und
Ideale eines Zahlkorpers werden die drei Bestandteile von W(a): eine Summe
endlichvieler Absolutbetragbewertungen 2% (a), eine Summe endlichvieler p-adischer
Bewertungen ,(¢) und eine Restklassen-Pseudobewertung Wi (e) isoliert, und
alsdann gezeigt, dass deren direkte Summe in der Tat zu W () dquivalent ist.
Wesentlich benutzt wird bei diesen Untersuchungen eine obere Abschitzung fiir
W («) vermoge gewisser Absolutbetrag-Bewertungen von J, und diese Abschitzung
folgt ihrerseits aus einer Reihenentwicklung der Elemente von J, die die direkte
Verallgemeinerung der dezimalen Schreibweise reeller Zahlen darstellt.

Die Untersuchungen sind in mancher Hinsicht verwandt mit denen aus
Teil 11, wo es sich um die Bestimmung der Pseudobewertungen von K handelte.
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Ob es jedoch moglich ist, die beiden Ergebnisse aus Teil II und Teil III aus-
einander herzuleiten, habe ich bisher nicht feststellen kénnen, und dies erscheint
mir auch durchaus nicht sicher.

In sinngemisser Weise wie in Teil IT und Teil IIT lassen sich die Pseudo-
bewertungen des Korpers aller rationalen Funktionen und des Ringes aller Poly-
nome in einer Veridnderlichen behandeln, falls der Konstantenbereich ein Galois-
feld ist, und entsprechendes gilt auch noch fiir endliche algebraische Erweiterun-
gen beider Ringe. Weiter konnen mit dhnlichen Methoden gewisse nichtkom-
mutative hyperkomplexe Systeme mit endlicher Basis untersucht werden. —

Obwohl die Beweisfithrungen dieses und des vorangehenden Teiles ohne Schwie-
rigkeit, wenn auch durch ziemlich komplizierte Betrachtungen, zu den gewiinsch-
ten Ergebnissen fiihren, scheinen sie mir noch nicht die sachgemissen Methoden
zu sein. Vielmehr wire es wiinschenswert, die Probleme als Strukturfragen auf-
zufassen und festzustellen, welche Ringe iiberhaupt perfekte Erweiterungen an-
derer Ringe in bezug auf Pseudobewertungen sein konnen. Vielleicht sind topo-
logische Methoden fiir die Losung dieser Frage von Nutzen.

I.

1. Im folgenden ist K ein fester algebraischer Zahlkorper n-ten Grades.
Die #=1r, + 27, zu ihm konjugierten Kérper

KO K® . KW
sind derart numeriert, dass etwa die 7, ersten von ihnen:

o KW K@ . K
reell, die iibrigen 2r,:

K("H’l), K(7'1+2), Ce K(ri+2r)
dagegen imaginédr sind, und zwar sollen jeweils
Krth gpd  Kltr+h (h=1, 2, ..., 19

zueinander komplex konjugiert sein. (Es wird nicht ausgeschlossen, dass », oder
7y verschwindet). Weiter bedeutet J den Ring aller in K enthaltenen ganzen
algebraischen Zahlen und entsprechenderweise J* fiir h=1, 2, ..., n den Ring
aller ganzen Zahlen aus KW, Ist ferner « ein beliebiges Element aus J oder K,
so bezeichnet o die konjugierte Zahl aus J®, bzw. aus K®.
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TIdeale aus J werden durch kleine deutsche Buchstaben q, b, . . . bezeichnet;
speziell sei o das Ideal aller Zahlen in J, (0) das nur aus der Null bestehende
Nullideal, und der Buchstabe p werde fiir Primideale reserviert.

Neben diesen iiblichen endlichen Idealen fithren wir noch 2 -+, unendliche

Primedeale

p(i)’ p(i)’ . p(;’ﬁfz)
ein, wobei fir h=1, 2,.. ., 7,

p# dem Kéorper K®
und fir h=1,2,.. .7,

Dgﬁ'h) dem Kﬁrperpa}a}r K("x‘]‘k), Krstr +h)’

bzw. den entsprechenden Konjugierten des Ringes J zugeordnet. wird. Hohere
Potenzen dieser unendlichen Primideale treten nicht auf, wohl aber Produkte von
verschiedenen derselben miteinander und mit endlichen Idealen. Allgemeiner
betrachten wir formale Potenzprodukte

~ 1) 2) (ratra)
a=ppsWpis® g s b,

in denen die Exponenten der unendlichen Primideale gleich o oder 1, die der
etwaigen endlichen Primideale aber nichtnegative ganze rationale Zahlen oder
gleich o gind; solche Ausdriicke nennen wir »Pseudoideale». Pseudoideale, die
in den Primidealen und deren Exponenten uibereinstimmen, wobei natiirlicherweise
Primideale mit Exponenten o als Faktoren hinzugenommen oder fortgelassen
werden diirfen, heissen einander gleich; doch soll ein Pseudoideal, unter dessen
Faktoren jedes unendliche Primideal p'V), p, .. . p+7 mit Bxponenten 1 vor-
kommt, gle‘ich dem Nullideal gesetzt werden, so dass also insbesondere

(1) PR Y ..t = (o)

ist. Die endlichen Ideale a von J sind spezielle Pseudoideale; genau wie fiir
sie werde auch fiir die allgemeinen Pseudoideale vermoge der Darstellung als
Produkt von Primidealpotenzen jeder der Begriffe »kleinstes gemeinsames Viel-
Jaches», steilbar> und »teilerfremd> definiert; dabei sollen aber Pseudoideale, deren
kleinstes gemeinsames Vielfaches gleich (o) ist, nie als teilerfremd gelten. Ims-
besondere noch heisse das kleinste gemeinsame Vielfache von endlichvielen paar-
weise teilerfremden Pseudoidealen deren »derektes Produkts.
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2. Jedem Pseudoideal kann bis auf Aequivalenz eindeutig eine Pseudo-
bewertung von J zugeordnet werden:

a: Den beiden Idealen o und (0) ordnen wir die wneigentliche Pseudobe-

wertung
W(a|o) = Ule) = o,

bzw. die triviale Pseudobewertung

o fir ¢=o,

W (el(0) = Wo@:{l fiir @ # 0

Zu.
b: Den »,+r, unendlichen Primidealen ordnen wir die Absolutbetrag-

bewertungen
W (a|pl) = |a®] (h=1,2, ..., 7y +my)
zu.
¢: Sei ferner p ein beliebiges endliches Primideal von J. Ist f eine natiir-

liche Zahl, so kann der Potenz p’/ die Restklassen-Pseudobewertung

W(alpf)={o fir ¢ =0 (mod Y/),
1 fir ¢ 0 (mod p/)

zugeordnet werden; dagegen ordnen wir der unendlichen Potenz p* die Henselsche
y-adische Bewertuny

:Io filr « = o,

W (] p®
(a1p) &9 fiir @ % 0, e =0 (mod §9), e =0 (mod ps+?)

Zu.
d: Sei schliesslich

~ 1 (2) (rytry)
a= pg)f( )pg)f . pgr’"‘a)f ritr p{: jp{z RN p{t

ein allgemeines Pseudoideal von J. Indem wir e(f)=o0 fiir f=o0 und e(f)=1
fir f# o setzen, konnen wir @ die Pseudobewertung

Wiald) = 3 o(f®) W alp®) + Se(f) W(elps)

zuordnen,
Es ist evident, dass W(e|a) fiir jedes a 7 (0) eindeutig definiert ist. Fiir
@ = (o) dagegen lisst sich nur zeigen, dass
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W (a|a) ~ W(e|(o)

und also jetzt W (e|a) nur noch bis auf eine Aequivalenz festgelegt ist. Um
diese Formel zu beweisen, beachten wir zuniichst, dass jedes Pseudoideal &=(0)
die Form

G=ppt e

hat, wo das Pseudoideal b hochstens durch endliche Primideale teilbar ist; man
hat also

r1+1y

Wald)= 3, Wlals®) + Walb).

Die »;+r; Ungleichungen
W (e|p®) < 1 (=1, 2, ..., 17 +7)

haben nun aber offenbar keine anderen Losungen ¢ in J als e=o0; daher gilt:

71472

(2) SUW (alpl) ~ W (ello)

h=1

und folglich erst recht:
W(eld) ~ W(al(o) + Wielt) ~ W(el(o)).

3. Man sieht leicht ein, dass keine zwei verschiedenen der unter a, b oder
¢ im vorigen Paragraphen zusammengestellten Pseudobewertungen einander dqui-
valent sind. Die zum gleichen endlichen Primideal gehdrigen unendlichvielen
Pseudobewertungen

W(elp’) (f=1,2,3, ..., »)

geniigen dabei den Relationen
Wie|p)e Wielpt)= Wielpt)= - = W(a|p™),

so dass eine Summe von endlichvielen dieser W («|p/) stets Hquivalent zu dem-
jenigen Summanden mit grossten f wird.
Weiter ergeben sich unschwer die folgenden zwei Aussagen:

a: Wenn das Pseudoideal & das kleinste gemeinsame Vielfache der endlich-
vielen Pseudoideale @y, g, . . ., & darstellt, so ist

Z Welt) ~ Wia|d).
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b: Wenn das Pseudoideal o im zweiten Pseudoideal b aufgeht, so ist

Wie|d)= W(ab).
Ferner gilt noch:

c: Ist a das direkte Produkt der Pseudoideale @y, @y, . . ., g, S0 ¢st die Pseudo-
bewertung W (a|a) dquivalent der direkten Summe der Pseudobewertungen W (e!d,),
Wielay), ..., Wie|ay)

Diese Eigenschaft folgt in der Tat sehr leicht aus dem folgenden Satz, der
in den niichsten Paragraphen bewiesen wird:

Satz 1: Seien
p(oﬁl)) pg2)7 - p(iS)

hiochstens r,+1rs—1 verschiedene der wunendlichen Primideale wvon J (s darf auch

gleich o sein), ferner
bl pE, .., bt

endlichviele Potenzen verschiedener endlicher Primideale von J mit Exponenten, die
entweder natiirliche Zahlen oder gleich « sind (fiir s o darf auch t= 0 sein).
Dann sind die s+t Pseudobewertungen

W (a|pd)), W(a|pd), ..., Wielpls, Wie|pl), Wielpf), ..., Wialpf)

von etnander unabhingig.

4. Der Beweis von Satz 1 erfordert einige Hilfsbetrachtungen. Sei {
irgend eine Zahl aus K, die genau von n-tem Grade ist; sie geniigt also etwa
der im Korper der rationalen Zahlen irreduziblen Gleichung

el ag et — 4 o+ (—1)'an=0

mit rationalen Koeffizienten, aber keiner solchen Gleichung von hdchstens
(n—1)tem Grade. Dabei mdge 7% =2 sein, um triviale Ausnahmefille auszu-
schliessen. Unter ,, §;, ..., {n verstehen wir die » verschiedenen zu { konju-
gierten, ganz willkiirlich numerierten Zahlen; { selbst ist eine dieser Zahlen.
Weiter bedeute 9 eine reelle transzendente Zahl, z. B. ¢, und z,, y, . .., Tr—
seien 7 rationale Zahlen, die nicht alle gleich Null sind.
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Die beiden Determinanten

—1 —1
Do o : -
D= 1 Cn—Q <o bp—s und Dt = 1 Cn__z v Sps
I fpo1 ... 0070 Y S A
n—~1
Ly Xy v . Tnay Ty Ty Lot

ergeben sich offenbar aus den Vandermondeschen Determinanten

PL o PG o
J - 1 Cn—-2 PN Z:; un d d* — 1 Cn—-‘z [ Z:; ,

S I R A Y R,

1 2 ...t 1 x R

indem man diese letzteren als Polynome in 2 schreibt und danach « durch a;

ersetzt. Bezeichnen wir also mit

oy =0+ 8t o+l 06=00+ +6ali—t, . 1 =58 Ln

die elementarsymmetrischen Funktionen von {,, &, ..., {r—1, und mit
'51=C1+C2+"'+’3', 72=C1C2+"'+Cn—-2’l9',.-., Tn—]_:;ng...‘g'
die elementarsymmetrischen Funktionen von {;, &, ..., {n—s, &, und beriicksich-

tigen wir die bekannte Darstellung der Vandermondeschen Determinanten als

Differenzenprodukt, so ergibt sich:
D = d (xn—l - O" Xn—g + 02 il)n—s - + e + (_ I)n—l Op—1 xo),
D* =" (gn— — 2 Zn—z + Ty s — + - + (— 1) Lo 1),

wo ¢ das Differenzenprodukt von &, &, ..., {—1 und &% das von §;, &, .. .,
fn—s, ¥ bedeutet; dabei ist natiirlich nach unseren Voraussetzungen:

0520, 0o
Wegen

(zw—l_gj Zn—2+62 23 ... +(__ I)n—-l O'n—l) (Z—Cn) =
=—g Tt — 4+ (__ ])n an

gilt nun
3738122, Acta mathematica. 67. Imprimé le 28 novembre 1936,
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0y = ay—8n, O3 =ay—Lna;+0n, O3 =ag—Lnay+lna;—Ga, . . .,
On—1= Gn—1—Cn Gn—a + {n ns—+ - - +(— I)"_1 Cz—l,
also
.D = 6 {(xn—l'_‘al xn—2+a2 In—s— + e +(—"I)n*1 an—1 xo)+
+ Cn(@n—2—a; Bn—s+ By Lnu— + - H(— 1) R ) + - + T2 @y —ay @) + L )

Folglich stellt g— ein Polynom in {, von hochstens (n—1)-tem Grade und mit ra-

tionalen Koeffizienten, die nicht alle verschwinden, dar (denn ist z,=- -+ =x;—1=0,
x;7#0, so hat {"~! einen von Null verschiedenen Koeffizienten), und da {»

genau vom Grad #» ist, so ergibt sich:
D #o.

Um zu einem analogen Ergebnis fiir D* zu gelangen, werde
g ,

o=0+8+ b, =050+ +lislia ..., n2a=0G .. Lo
fiir die elementarsymmetrischen Funktionen von §;, {,, ..., fn— gesetzt. Als-
dann ist

0; = 0, + 81, Oy =03+ 01 Ln—1, 03 =03+ 03 8n-1, . .

On—3 = On—2+ On—3 Cn—l, Op—1 = Qn—2 gn—l
und ebenso

7= 91+3; Ty = 03T 0, &, Ty= 0+ e:d, ..., 2= On—2t On—3d, Th—m = 9:1—2\9',
also auch

D =0 {(xn—1—0, Xn~at 0s Xn—s— + - +(—1)" 2 gp0z,)—

=1 (Tn—2—0; Tn—s + @ Xn—s— + -+ +{(—1)"2 @z 2,)}
und

D* = 0" {({@n1—0y Znat @ ns— + - H(— 1) O 2))—
— 3 (Xn—2—0, Tn—s + 02 Tn—s— + -+ +(—1)" 2 on—a %)}

Aus diesen beiden Formeln fiir D und D* folgt nun sofort die Ungleichung

D* s o,
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Denn wire D* =0, so missten wegen ¢* % 0 und der Transzendenz von 9 die
zwei Beziehungen
Lp—1—0y Xp—2+ Qg Ln—3— + - +("‘ I)"'—2 @rn—2x; = O und

Lp—2— 01 Tn—3 + Qo Lpo—g ™ + -t (_' I)n‘z On—a Ly = o
erfilllt sein; daher wire erst recht DD = 0, und das ist falsch.

5. Man kann fiir zwei noch allgemeinere Determinanten als D and D*
das Nichtverschwinden nachweisen.

Seien dazu
Wy, Wy, + . ., Wn

n Zahlen aus K, die in bezug auf den Korper der rationalen Zahlen linear un-
abhiingig sind. Es gibt also eine quadratische n-reihige Matrix

au a12 e aln
Q —_ a?,_ a%g ‘e e d2n
apn1 QAn2... Qun

mit nichtverschwindender Determinante, deren simtliche Elemente rationale Zah-
len sind, so dass
wr=ap1+ an2§ + - + aral"? (h=1, 2, ..., n).

Setzen wir zur Abkiirzung

Y= an1%y + ana®y + -+ + ApaZr— (h=1,2,..., 1)

und
Oh=an: + a2 ¥ + - + apn 9" * (h=1, 2, .. ., n),
so sind die n Zahlen y,, ¥, ..., ¥s gleichzeitig mit den =y, z, ..., Zn— alle
rational und nicht simtlich gleich Null, ferner die 6,, 6,, ..., 0, alle reell und

fiir transzendentes J linear unabhiingig in bezug auf den Korper der rationalen
Zahlen.
Verstehen wir jetzt unter Ay, 4, ..., 4, irgend eine Permutation der »

Zahlen 1, 2, ..., » und bezeichnen wir mit w&f’a wie frither die zu w; konju-
gierte Zahl aus K(*#), so konnen wir folgende zwei Sitze aussprechen:

a: Stnd Yy Ya .. .. Yo belicbige rationale Zahlen, die nicht alle gleichzeitig
verschwinden, so ist
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ol ol el
w(lh"_l) w(;"_l) Ce wg"‘l) 7 0.
Y1 Y2 s Yn
b: Zu w,, @y ... . gibt es n reelle Zahlen 0y, 8, . . ., 0, (die sogar linear

unabhiingig in bezug auf den Korper der rationalen Zahlen gewihlt werden kon-
nen) mit der folgenden Eigenschaft: Sind yy, s, ..., Yn belicbige rationale Zaklen,
die nicht alle gleichzeitig verschwinden, so ist

o) ol L

wg:ln—2) w(;n-—2) . .. . wgn.ln—ﬂ # 0.
6, 6  ...6

Y1 Ya coo Yn

Diese beiden Sitze folgen sofort, wenn wir beriicksichtigen, dass die zwei in
ihnen auftretenden Determinanten offenbar aus D und D* durch Multiplikation
mit der Determinante von @ hervorgehen.

6. Nunmehr kann zum Beweis von Satz 1 iibergegangen werden. Nach
dem ersten Teil dieser Arbeit ist mit einem endlichen System von Pseudobe-
wertungen auch jedes Teilsystem unabhingig. Ohne Einschrinkung der Allge-
meinheit diirfen wir daher annehmen, dass die Anzahl s in Satz 1 genau gleich
7, +7r,—1 ist, dass also simtliche Absolutbetragbewertungen

We[pl) (h=1,2,..., 1y+7)

mit Ausnahme von genau einer, etwa der vom Index 4, 1 <1 < r;+r; beriick-
sichtigt werden. Ausser diesen treten noch die Pseudobewertungen

W (a|pf) (t=1,2,..,1

auf, die zu Potenzen endlicher Primideale mit natiirlichem oder unendlich gros-
sem Exponenten gehoren.

Auf Grund der Definition der Unabhingigkeit von Pseudobewertungen und
der speziellen Pseudobewertungen W (e|p®) und W(e|p/) ist nun klar, dass
Satz 1 vollstétﬁdig gleichwertig ist mit dem folgenden Satz, in dem der Begriff
» Pseudobewertung» nicht mehr vorkommt:
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Satz 1a: Seien
I (h=1,2,...,A—1,A+1,..., 7 +7)

ry+ry—1 beliebige Zahlen, die fiir h = r; reell, fiir h = r,+ 1 komplex sind, ferner
pls p2a L Dz
endlichviele verschiedene Primideale tn J,

T Ve - Pt

ebensoviele beliebige Zahlen aus diesem Ring, schliesslich ¢ eine beliebig kleine posi-
tive und f eine beliebig grosse natiirliche Zahl. Dann gibt es eine Zahl ¢ aus J
mit den Komjugierten e, ¢, .. ., ), die den folgenden Bedingungen gewiigt:

le® — | <e  (h=1,2,.. ., 4—1,A+1, .., 7 +7),
o=y, (mod p/) (z=1,2,..., 9.

Um diesen Satz zu beweisen, bemerken wir zuniichst, dass wegen der Teiler-
fremdheit der ¢ Primidealpotenzen pf, pi, ..., p/ die Kongruenzforderungen von

Satz 1a in eine einzige Kongruenz
o=y (mod ¢ (c=0{,p{, .. . ¥{),

wo y eine geeignete Zahl aus J bedeutet, zusammengefasst werden konnen. KEs
geniigt daher, die Losbarkeit eines Bedingungssystems

Jo — Tl <6 (h=1,2,...,4—1,A+1, ..., 7+,
a=y (mod ¢

nachzuweisen. Diese Losharkeit ist fiir +,+7,—1=0, also im Falle des Korpers
der rationalen Zahlen oder eines imaginir-quadratischen Korpers sofort klar,
da alsdann die Ungleichungen nicht auftreten. Sei daher weiterhin vy +9,—1>0,
also n = 2.

Das Tdeal ¢ habe eine Basis

Wy, Wy ..., Wy,
die vorige Kongruenzforderung lisst sich also befriedigen durch

a=a1w1+a2w2+ ot +anwn+7,
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WO ay, G, ... Gn beliebige ganze rationale Zahlen sind. Es bleibt noch ibrig
zu zeigen, dass diese Zahlen a so gewihlt werden konnen, dass auch

layoP+ageP + - a0l —a| <6 (h=1,2,..., =1, +1, .., 0 +7,)

ist; dabei bedeutet
Ah=Tr—y"  (h=1,2,.. ., A—1,4+1,..., 7 +7)

fiir & <, offenbar eine reelle, fiir 2 =, 4+ 1 eine komplexe Zahl
Wir setzen zur Abkiirzung

w(/»):{“””‘ fiir k=1, 2, ,.., n; I<h<<r,, h#%1,
Wt tWhyr e fir k=1 2,..., 82,1+ 1=Sh<r 4+, h#%1,
und
Jh={6h firi<h<ry, h+#1,
On+20ntr, fir ri+1=Sh<pr +r, b4,

wo alle neuen Zablen wp; und J, reell sind. Die vorigen Ungleichungen sind
dann gewiss erfiillt, wenn wir ganze rationale Zahlen ¢ mit

h=1,2,3,..., 7
h#}t fﬁr l="1,
h#Aund #A+ry fir Ai=r +1

€

(A): |a1wh1+a2whg+---+anwnn—6h|5;
bestimmen konnen. Um zu solchen Zahlen zu gelangen, sind zwei Fiille zu un-
terscheiden.

7. In den Kroneckerschen Ergebnissen tiber die ndherungsweise Losung
von linearen Gleichungen ist u.a der folgende Satz enthalten®:

a: Fliir keine n rationale Zahlen y,, ¥s, . . ., Yn, die nicht alle zugleich Null
sind, moge die Determinante

011 012 e C],n

021 022 PRI CQn

Cn—11 Cn—12 .+ Cn—in

Y Y o Yn
mit reellen Elementen cyy verschwinden. Dann gibt es zu beliebigen n—1 reellen
Zahlen ¢, 5, . .., Ca—1 und zu jedem positiven ¢ n ganee ralionale Zahlen x, x,,
e Xn met

! Sieche L. KRONECKER's Werke, Bd. III, 1 (1899): »Niherungsweise ganzzahlige Aufiosung
linearer Gleichungen», 8. 49—1I09. Die dortigen Buchstaben p, ¢, v, t haben bezw. die Werte
p=n—1I, g=n, r=n—1, t=n—1I im obigen Hilfsatz.
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leniz +enamet - tennta—an]| < e (h=1,2,...,n—1).
Ist erstens 4 <7y, so liefert dieser Satz sogleich die Losbarkeit von (A). Denn

auf Grund der Beziehungen zwischen den w{! und den wsy sind die beiden De-

terminanten
1y W2 . W1n w(}) m(;) . mf’:)
U;l—u 0).1—12 . a;,z,_ln a;(li—l) a;(z%—l) L a;g:l—-l)
di=|witn Wr+12 ... 0410 | wnd  dy=| @V @Pt) . @+
Ot Onz . Wan om o w(ﬂn)
Y1 Y2 o Yn Y, Ys e Yn

mit einander offenbar durch die Gleichung
(—22yd, =d,

verkniipft; nach § 5, Hilfssatz a aber d, 7% o und folglich auch d; £ o, wenn fiir
die y beliebige rationale Zahlen eingesetzt werdeun, die nicht alle gleich Null sind.
Ist zweitens A =, + 1, so zeigt der Kroneckersche Satz sogar die Losbar-
keit des erweiterten Ungleichungssystems
|a, w1+ aswpa+ - + an wpn—0a| _<_§ (Z:;’uzr;d ;é);.:rg)’
la, 0, + a; 0, + -+ + 46, S%,

wo 0, 0,5, ..., 0, n reelle Zahlen sind, itber die wir sogleich verfiigen. In der
Tat sind die beiden Determinanten
w4 Wy . Win w'l ol o)
W2~11 Wi—12 . Wi—1q w(ll_“l) w(zl“l) s wg.——l)
Wi+11 W +12 . Wit1n w(ll+1) w({“) . wif“’
d=| @itr—1 Oibn—12 - Oabr—tn | ogng g = A R
Witryt1l Widrt12 - -« Qitr+in et it gty
W1 Wn 2 . Wnpn w(ln) w(zn) . w;”)
0, 0, . 0, 0, 0, Oy
Y1 Y2 < Yn Y1 Y < Yn
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miteinander offenbar durch die Gleichung
(—22y1dy=da

verkniipft; nach § 5, Hilfssatz b lassen sich die Zahlen 6, 6,, ..., 0, aber so
bestimmen, dass di und folglich auch d; niemals gleich Null ist, wenn fiir y,,
Ys - - - Y beliebige rationale Zahlen, die nicht alle gleichzeitie verschwinden,
eingesetzt werden.

Damit ist in beiden Fillen Satz 1 a und also auch Satz 1 auf Grund des
Kroneckerschen Satzes a bewiesen; in der Tat geniigt es, diesen mit geeigneten

Werten fiir die Zahlen ¢p; und ¢, und mit Z— statt ¢ anzuwenden, um der Exi-

stenz einer Losung von (A) sicher zu sein.

II.

8. Nachdem wir im ersten Kapitel die Pseudobewertungen der speziellen

Gestalt .
W (e|a)

untersucht haben, werden wir im folgenden beliebige Pseudobewertungen
W (e)

von J betrachten und versuchen, zu jeder solchen Funktion eine moglichst ein-
fache ihr idquivalente Pseudobewertung zu ermitteln. Dabei ist es jedoch der
Kiirze halber zweckmissig, statt der bisherigen Bezeichnungen

Ule) ftir W{e|v),
Wola) fir Wi(e|(0)),

QM () fir Wie|p®) (h=1, 2, ..., 7 +7y),
Q(e) fir Wie|p®),

W,ile) fir Wialp/) (f=1,2,3...)

und

zu schreiben; auch werden wir hiufig das Argument o« fortlassen, wenn es sich
um Beziehung mehrerer Pseudobewertungen zu einander handelt.

Alle weiteren Entwicklungen beruhen wesentlich auf einer besonderen Art
von Reihenentwicklung fiir die Elemente aus J, die gewissermassen die Ver-



Uber Pseudobewertungen. II1. 297

allgemeinerung der gewohnlichen dezemalen Darstellung der natiirlichen Zahlen
bildet.

9. Wir beginnen mit einem Hilfssatz, auf dessen Analogie zu Satz 1a
aunsdriicklich hingewiesen sei:

a: Fs gibt eine positive Zahl c,, die allein vom Ring J abhdangt, mit der fol-

genden Figenschaft: Sind
Bla B27 coe Brx+7'z

beliebige ry+ry Zahlen, von denen die r, ersten reell, die ry letzten aber komplex
sind, so existiert eine Zahl 8 aus J, die den r,+r. Ungleichungen

i llg(h)_Bhlscl (h=I72;"'1 7‘]_l"TQ)
geniigt.

Zum Beweis sei
Wy, Wy, ..., Wy
eine Basis von J, so dass jede Zahl ¢ dieses Ringes in der Form

O==0y 0 + dywy + - + Gy w,

mit ganzen rationalen Koeffizienten a,, a5 ..., a. dargestellt werden kann.
Offenbar besitzen die Gleichungen

rno® + el + - 410 =B, (h=1, 2, ..., 7,+79)
genau eine Losung in reellen Zahlen 7, 79, ..., 7. Wir bestimmen die =
ganzen rationalen Zahlen b,, b,, ..., b, die den Ungleichungen
I
|bh—1~ﬁl|s£ (h=1,2,..., 7

genligen. Setzen wir dann
B=biw + bywy+ - + buon

und verstehen wir unter ¢, die Konstante

I
1 . )
> oy max ([P T+ o4+ ],

so ist in der Tat
19— Bl =, (b=t )

38—388122. Acta mathematica, 7. Imprimé le 30 novembre 1936.
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In Hilfssatz a ist insbesondere enthalten:
b: Die q+x = r,+r, natiirlichen, von einander verschiedenen Zahlen
Ay Aoy ooy Agy My, Mgy o - ., fin
magen zusammen die Zahlmenge
‘ I, 2, ..., 7+ 7
bilden. Dann gibt es zu jeder Zahl ¢ aus K eine Zahl y aus J mit
| 7] < e, (A=4,, Ay o Aq),
le¥ —yif<e¢ (e=py, pa, - . - )
10. Durchliuft ¢ die Elemente von K, so definieren®

Plg)= max |¢®] und Fg= max |¢¥],

A=2y, 29, ..., }‘(] H=Hy, oy - -y

wo die 2 und u dieselbe Bedeutung wie im vorigen Hilfssatz haben, offenbar
zwei Pseudobewertungen dieses Koérpers und also erst recht von J. Sei

® =1
und bezeichne ferner 7 7 o eine Zahl aus J mit
| 7@ <1 A=Ay, A3, . . ., Ag),
[7*] > 1 (=, pa, - - .,
also erst recht mit

D)<, P(n) > 1.
Wir setzen zur Abkiirzung

C=¢, Cy=1¢, ¥ (n).
Ist « eine beliebige Zahl aus J mit
Y (a) > O,
s0 gibt es offenbar eine griosste ganze rationale Zahl g, fiir die die Zahl

e=an’
ans K der Ungleichung

L Fiir q=0 sei @(p)=o0 fiir alle o.
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o) > C,

geniigh. Dabei ist der Exponent ¢ = 1, denn man hat

' ¥ () C,
—1 > 2 =
e =gy~ 0.0~ %
und ferner gilt fiir ¢ die Abschitzung
o) < Cy,
denn wiire ¥ (9) > C,, so folgte
¥ (o) Cy
Flon )= > e = (),
(97? ) (77) Cg . 01 1

entgegen der Maximalannahme tber g¢.
Nach Hilfssatz b des vorigen Paragraphen gibt. es eine Zahl y aus J mit

Oy)=C, Fl—y=0,
so dass also insbesondere

F)=¥le—n)+F@=0C + G
ist. Setzen wir
a;=nlle —y)=a—yf,

80 bestebt ferner die Umngleichung
(A): a9 < C,.

‘Wenn auch noch
Ele,) > O,

ist, so bedeute g, die grosste ganze rationale Zahl, fiir die die Zahl

o =oayn
aus K der Ungleichung
o) > C

geniigt. Wegen (A) ist notwendigerweise
91<9;
ferner folgt wie vorhin «
=1, Tl =G,

Weiter sei y, eine-Zahl aus J mit
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Dy, = C, P (o, — ) = 0y,

also
iF(?ﬁ) =0+ Gy,
und ferner
@ =y —y)=a— '+ y19%),
also

¥ (ay "]_g’) = (.
Ist auch noch
q; (0!2) > C2v

so konnen wir das Verfahren wiederholen, usw. Da die Exponenten g, g, ...
siimtlich natiirliche Zahlen sind nnd

g=>g, > =1
ist, so muss notwendigerweise einmal ein Index f auftreten, fiir den die Zahl

@ =n=tlgm —y)=a = (' + g + o+ yan)

der Ungleichung

geniigt; dabei sind alsdann in dieser Reihenentwicklung die Exponenten g; ab-
nehmende natiirliche Zahlen, die Koeffizienten y; dagegen Zahlen aus J mit

Q) =0, Fl)=<C+C, (=0, 1,..., f—1),
und wenn wir
O(n) =0
(so dass also 6 < 1 ist) und
@0 o 01 .
1+ 01.2 67 3 A
Jj=0
setzen, so wird gerade fiir A=1,, 45, ..., 4
J—1 @
QW (af) < QW (a 2 O () @ ()i < QN (a) + O, D67 < Cy max (W (e), 1).
=0
Damit haben wir gezeigt:
a: In J existiere esne Zahl n 5 o mat
|77m| <1 (z‘:lla 121 ey }'Q):
|7 > 1 (=p1, pa, - - - Py

wo die q + x =, -+ r, natirlichen, von einander verschiedenen Zahlen
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}“17 ]'27 RS} l(]’ Wy Mgy - - o Ua
zusammen die endliche Zahlmenge

I, 2, ..., 1+ 71y

‘bilden und » =1 4st. Dann gibt es drei positive Zahlen Cy, C,, C,, die allein vom
Ring J wund der Zahl v abhingen, mit der folgenden Eigenschaft: Wird fiir alle
8 aus J

@B = max QUG wund ¥ = max QW(G)

A==dy, kg oo ey 1q M=y, Yoy ooy Yy

gesetzt, so gibt es zu jeder Zahl « aus J mit ¥(e) > O, endlichviele natirliche

Zahlen g, gy, . . ., gr— mit
g>9,> g1 =1,
ebensoviele  Zahlen y, 7., . . ., yr—1 aus J mit
D)< 0, Fly)<0C + (t=0, 1, ..., f—1),

und schliesslich noch eine Zahl oy aus J wmat
QN () < Cy max (QW (), 1) fiir A=12y, 4y, . . ., &g, Fla) =< C,,
so dass fiir « die Darstellung

a=yn/ +yn®t ok ppani1+ oo
besteht.

11. Von jetzt ab sei W(a) eine willkiirliche Pseudobewertung von J; es
soll versucht werden, das in § 8 gestellte Problem fiir dieselbe zu 16sen. Dabei
schliessen wir jedoch den uninteressanten Fall aus, dass W(e) fiir kein & %o
aus J kleiner als Bins wird, dass also

W (o) =0 fiir «=o0,
=1 fur eso0

ist; denn alsdann ist die Pseudobewertung W (a) offenbar dquivalent zur trivialen
Pseudobewertung W (e).
Es gibt also eine Zahl ¢ £ 0 aus J mit

Wia) < 1.
Die Norm dieser Zahl ist gleich
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h=1 dr=2 fir n,+1=h=<y +r

und natiirlich mindestens vom Absolutbetrag 1. Ihre einzelnen Faktoren kénnen
bekanntlich allein dann den simtlichen Ungleichungen

QW (g) < 1 (h=1, 2, ..., 1 +1y)

geniigen, wenn ¢ eine Einheitswurzel ist. Es gibt in diesem Fall eine natiirliche

Zahl a, so dass
e*=1 und folglich W (1)< Wi(e)* < 1

ist; das aber "ist allein dann moglich, wenn W (a) gleich der uneigentlichen
Pseudobewertung U(e) ist. Auch diesen Ausnahmefall wollen wir im folgenden
ausschliessen.

12. Es gibt somit zu W (a) Zahlen a % 0 mit
Wie) <1,
und jede solche Zahl befriedigt ferner mindestens eine der »; + r, Ungleichungen
QW (g) > 1 (h=1, 2, ..., 7, +7y).

Definition 1: Die Absolutbetragbewertung QW () von J heisse in der Pseudo-
bewertung W (e) enthalten, wenn keine Zahl e in J mit

a#0, QWN)=1, W()<I1

existiert; gibt es dagegen mindestens eine solche Zahl, so heisse QM (a) nicht in
W () enthalten.

(Im ersten Teil dieser Arbeit hatten wir einen anderen Begriff des Ent-
haltenseins eingefithrt, den man vorliufig nicht mit dem vorigen Begriff ver-
wechseln darf; spiter wird sich die Ubereinstimmung der beiden herausstellen.)

Aus der vorigen Bemerkung geht hervor, dass nécht alle Bewertungen

Q) (@) (h=1, 2, ..., 1 +nr)
in W(e) enthalten sind. Wir wollen mit

Q) (a), QB (a), . . ., A)(a)
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die siimtlichen in W (¢) enthaltenen und mit
Q) (), Qima (o) . Q"o){e)

die simtlichen nicht in W (e) enthaltenen Absolutbetraghewertungen bezeichnen;
dabei ist natiirlich

s+o=r +r, O=s=r+r,—1, 1=0=1 +7,,

und die Zahlen
Ly by oo ley, my, My, ..., Mo

bilden zusammen die Zahlfolge

I, 2, .00y 1y + 1.
Zu jedem der Indizes m = my, ms,. .., ms (aber natiiﬂich zu keinem. der
Indizes I =1, I, ..., ;) existiert nach Definition 1 eine Zahl &, aus J mit

Ens20, 2M(E)=1, W(En) <1.

Wegen
Qml (2 E) =2 QM (E ) W (288) < 2 W (L)
geniigt somit fiir gentigend grosses natiirliches % die Zahl

Nm = 2 §¢n
den schiirferen Ungleichungen

T 70, QM) >1, Wigs) <1,

und iiberdies sind ihre simtlichen Absolutbetrige

Q) (1) (h=1, 2, ..., ri+7ry
entweder grosser als Eins oder kleiner als Eins, jedenfalls aber alle von Eins
verschieden.

13. Sel wieder wy, wy, ..., w, eine Basis von o/, so dass also jede Zahl «

aus diesem Ring in der Form
o=a,0;+ aw;+ - + anpw,

mit ganzen rationalen Koeffizienten a,; a,, . . ., an dargestellt werden kann. Weil
fiir jede ganze rationale Zahl ¢ und fir jedes w aus J
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Wlaw)<|al W(w)
ist, so folgt hieraus die Ungleichung
W) < {Ww) + W(w,) + -+ + W(wa)} max (Ja,], |as], .. ., |ax])

Den linearen Gleichungen

a o) + ag0 + - + ap ol = (h=1,2,...,m)
fir die Zahlen a,, a,, ..., @, entnimmt man aber leicht die Abschitzung
max (|a,], |asl, ..., |l&]) =< e max Q" (a),
h=1,2, ..., 1+

wo ¢, eine allein von der gewihlten Basis und von der Pseudobewertung Wi(e)
abhingige positive Konstante bezeichnet; verstehen wir unter ¢; eine zweite
positive Zahl derselben Art, so ergibt sich somit fiir alle Zahlen ¢ aus J die
Ungleichung
(3): We) <c max QW (a).
h=1,2, ..., ritrs

Es ist wesentlich fiir die weiteren Uberlegungen, dass diese Ungleichung (3)

sich verschirfen lisst zu folgendem Satz:

Satz 2: Zu jeder Pseudobewertung W (a) von J, die weder zur trivialen, noch
zur uneigentlichen Pseudobewertung dquivalent ist, gibt es eine posttive Konstante c,
mit der folgenden Eigenschaft: Sind

0ol (a), 0lls) (a)’ Cn ) ((Z)

die samtlichen <n W (a) enthaltenen Absolutbetragbewertungen von J, so ist fiir jede
Zahl o aus J
W(e) < ¢, max (Q"') (), Q® (), ..., QW (a), I).

Im Fall s =0 ist das Maximum-Zeichen dabei durch 1 zu ersetzen.
14. Beweis von Satz 2: Sei fiir t=o0,1,2,...,0

X, (a) = max (2% (a), . . ., Q% (a), Qm(a), . .., Q) (o)

also speziell X, (e) = max (Q”l) (@), ..., QW& (a)). Wir nehmen an, es sei bereits
gezeigt, dass fiir einen Index 7= 1 eine Zahl C(z) > o existiert, so dass fiir alle
a aus J
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(4): W (e) < C(v) max (X, (), 1)

ist (fir 7= ¢ trifft dies mit C(o) =c¢; wegen (3) zu). Alsdann werden wir mittels
Hilfssatz a aus § 10 beweisen, dass auch eine analoge Ungleichung mit 7z — 1
statt = und einer Konstanten C(z — 1) > o statt C(z) fiir alle @ aus J gilt; durch
vollstindige Induktion folgt hieraus Satz 2.

In Hilfssatz a werde 1 =y, gesetzt, wo 7, die in § 12 definierte Zahl
bedeutet. Dann ist etwa

79 <1 A=Ay, Ay, ..., Ao,
ln(ﬂ)l > 1 (y,:y,h Hay o o oy ‘LL;;),
und zwar kommt m, unter den Indizes u;, us, ..., ux vor. Unter @ (o) und ¥ (a)

mogen die Funktionen, unter C), C,, C; die Konstanten aus § 10 verstanden
werden.
Sei nun o eine beliebige Zahl aus J. Geniigt diese der Ungleichung

ZP.(O‘) = 02»
so ist auf Grund von (4) offenbar
(A): W) < C{7) max (X,_.l (), Cs, 1).

Sei daher von nun ab
Pa) > C,
und
=yttt Ty

die nach dem Hilfssatz mogliche Reihenentwicklung nach Potenzen von 7. Da
die Koeffizienten y; den Ungleichungen

(D(Vt)g 013 11:;(71)'<—C'J.+02 (Z':O’ I7"':f—l)
geniigen, so wird fiir sie nach (3)

W (y) < e (C) + Cy) (=0, 1, ..., f—1).
‘Weil ferner

QW (a) < Cy max (QW (), 1) fir A=243, 4y, . . ., 4g; Fla) =< G
ist, so ergibt sich nach (4) wegen C; > 1

W) < Clz) max (03 Xiale), Gy, Os)-
Setzen wir

39—36122. Acta mathematica. 67. Imprimé le 30 novembre 1936.
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so dass also 4 < 1 ist, so wird demnach

W) < filW(yi) Wny: + W) < i‘, ¢y (0, + Cy) 47 + C(7) max (C’3 X~ (), C,, 03)
und also

. e (Cy + Cj)
(B): Wle) < e i C(7) max (03 Xy (a), G, Cs).

Versteht man jetzt unter C(z — 1) die Zahl

Ot — 1)== {%(IOL—-'_AO?) + C(r)} max (C;, Cy),

so folgt aus (A) und (B) gerade die zu beweisende Ungleichung
W) < Clz— 1) max (X,— (a), 1)
und damit die Behauptung.

15. Aus Satz 2 lisst sich die folgende merkwiirdige Aussage ableiten:

a: Fs gebt esne nichtverschwindende Zahl y aus J mit

Q0 (y) <1 (=l &, ..., 1),

Wiy <1,
) Qm(y) > 1 (m=my, my, ..., m,).

Zum Beweis sei ¢ % 0 eine Zahl aus J mit W(e) < 1, und % eine so grosse na-

tirliche Zahl, dass
e
Wiet) < 04

ist. Offenbar gibt es eine Zahl 8 aus J mit

1
Q(l) (ﬂ) =1 (l:Zh l2> cee ls); _Q(m) (ﬂ) > W*((‘x‘k) (m=m1, Mg, o\ oy ”lg).

Setzen wir nun
y=d"B,
so wird gerade
WS W) WE < o=1; Qmp)>1; QUH)<QUef<r,

¢y

wie behauptet wurde.
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I1L

16. In Satz 2 wird W (e) mit der Pseudobewertung

Q2(a) = max (2% (), 2 (q), . .y R0 (a))
von. J verglichen; das Ergebnis
W (e) < ¢; max (2 (a), 1)

zeigt, dass W(e) allein dann gross sein kann, wenn auch Q(¢) gross ist, und
dass insbesondere fiir alle Zahlen « aus J mit Q(¢) <1 stets Wi(e) < ¢, ist.
(Fiir s =0 ist unter 2(¢) die uneigentliche Pseudobewertung U(e) zu verstehen;
in diesem Fall bleibt also W(«) fiir alle « aus J beschriinkt.)

Fiir die weiteren Untersuchungen ist wichtig, dass es Einbeiten % in J mit
Q(n) < 1 gibt, und dass sogar der folgende schiirfere Satz gilt:

a: Falls J micht der Ring aller ganzen rationalen Zahlen oder der Ring aller
ganzen Zahlen eines imagindr-quadratischen Zahlkorpers ist, so gibt es zu jeder
positiven Zahl ¢ eine Einheit 1 aus J mit

Q(n) =e¢.

Auf einen Bewels dieses Satzes kann verzichtet werden, da er wohlbekannt
ist; man zeigt ihn beim Beweis des Diricrnerschen Einheitensatzes, entweder
mittels des Schubfachschlusses oder mittels des Minkowskischen Linearformen-
satzes, um aus ihm alsdann die Existenz eines unabhingiges Systems von Ein-
heiten herzuleiten. — Satz a bleibt fiir s= o natiirlich auch richtig, ist dann
aber ohne Inhalt.

17. Wir definieren:

Definition 2: Eine Zahl y = 0 aus J heisse W-Zahl, wenn es zu thr erne
zwerte Zahl 6 ¥ o aus J gibt, so dass
lim W(yid)=o
ist. T
Bs gibt natiirlich W-Zahlen; denn nach Voraussetzung existieren sogar
Zahlen « 5% 0 aus J mit W{e) < 1, also mit

lim W(el - 1) =o.

j-»ao
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Die W-Zahlen zeichnen sich durch einige Eigenschaften aus, und von diesen
Eigenschaften wird im folgenden Gebraunch gemacht.

a: Jede W-Zahl y geniigt der Ungleichung
Q) < 1.
Beweis: Nach Definition 2 gibt es zu y eine Zahl J # o0 aus J, so dass

lim W(#d)=o

Jj—o >

und folglich auch fiir jede natiirliche Zahl d

lim Wy - dd)==o

j> o

ist. Da die Absolutbetriige aller Konjugierten von ¢ positiv sind, so ldsst sich

d so gross wihlen, dass gleichzeitig
QU(dé) = 1 (=1, b, .., 1)

ist. Weiter existiert nach der letzten Limnesgleichung eine natiirliche Zahl j,

die der Ungleichung
Wiy -dd) <1

geniigt. Nach Definition 1 und nach der Voraussetzung iiber die in W enthal-
tenen Absolutbetragbewertungen muss folglich

QU - dd) < 1 (=1,1 ...,k
und also wirklich

QU(y) <1 (I=1U,1...,0)
sein, w.z. b. w.

b: Ist y etne W-Zahl, y* 5% 0 durch y teilbar und

Q@) <1,
so ist auch y* eine W-Zahl.

Beweis: Wir verstehen unter 8 die Zahl aus J mit
7 =87
und ferner unter ¢ 3 o eine solche Zahl aus oJ, dass

lim W(pd)=o0

o
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ist. Wegen der Voraussetzungen iiber y* lisst sich eine natiirliche Zahl f finden,
50 dass die s Ungleichungen

QO (*7) = V() (=1l ... 0
erfiillt sind. Wegen

7*f =y ‘@fyf_“l
miissen somit auch die Ungleichungen

QOB =1 (=1l ... 0
gelten, so-dass nach Satz 2 fir jede natiirliche Zahl j,

W(g 1Y) = o
ist. Sei jetzt j = f+1 eine natiirliche Zahl und

J=Si+J o=ji=f—1)

ihre Zerlegung bei der Division durch f; man hat dann

;/*j J= ij J- 7*]5 . (ﬂfyf“‘l)ji,
also

W (y*3 8) < W (yh 8) W (y*5) W ((87 /=3,
und da von den Faktoren der rechten Seite fiir tiber alle Grenzen wachsendes j,
d. h. fiir j;~ o, der erste nach Voraussetzung gegen Null strebt, der zweite
evidenterweise beschrinkt bleibt, da y*% nur endlichviele Moglichkeiten hat, und
der dritte nach vorhin kleiner als ¢, ist, so folgt
lim W(y*d)=o
J— ®
und also die Behauptung.
c: Sind y, und y, zwei verschiedene W-Zahlen, und ist y* % 0 ein Vielfaches
von y; — s, das der Ungleichung
Q0" <1

gentigt, so stellt auch y* eine W-Zahl dar.
Beweis: Sei 7 eine Binheit aus J mit

?

Q) =

N
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eine. solche Einheit gibt es gewiss nach § 16, Hilfssatz a. Seien weiter d; < o
und d, 7 0 zwei Zahlen aus J mit

lim W(yid,)=o, lim Wy{d,) = o.

] jrx
Da y, und y, W-Zahlen sind, so gilt nach Hilfssatz a

Qly) <1, Q)<
die Zahl

Q7

strebt also gegen Null, wenn (g,, ;) eine Folge von Paaren nichtnegativer ganzer
rationaler Zahlen mit g, + g,~ © durchliunft. Wichst daher die natiirliche Zahl

j tber alle Grenzen und ist j, = [—22], so dass auch j, gegen Unendlich strebt,

so geniigen die beiden Zahlen

J

Jo 4 .
1"‘;’1) = 62 /,7.7' Z («7) (__ I)L 7{0—l 7 und 11‘1('2) — 61 1?.7' 2 (‘Z) (_ I)L },{—L 71{—Jo—1

[2

=0 t=fo+1
J j )
wegen (L) = 2/ den Limesgleichungen
=<0
lim Q ()= o, lim Q(Ir¥)=o,
jo+>® Jo®
und folglich ist erst recht nach Satz 2
W) < ¢, W(re) <e, fiir grosses j.

Aus der Identitit
((71 — 75 W)idl dy = I}(-l) yTh 6, + 11](‘2) Cyhtld,
folgt daher sogleich

0 =< lim W({(71"" 72) ¥ 6, 62) < ¢ lim W (4~ d)) + ¢, lim W (ypt1dy)=o,

joe ' j o j
und also ist (y, —y;)n eine W-Zahl. Jedes Vielfache von y, — y, ist aber auch
durch (y; — y,) 5 teilbar; wegen Hilfssatz b folgt daher die Behauptung.

18. Sei nunmehr ¢ die Menge, die aus der Zahl o und weiter aus allen
denjenigen Zahlen y % o aus J besteht, zu denen es eine Einheit 5 aus J gibt,
so dass yn eine W-Zahl ist. Da W-Zahlen existieren, so besteht ¢ nicht allein
aus der Null.
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Die Bedeutung von ¢ geht hervor aus den folgenden zwei Sétzen:
a: Ist y esn Element aus ¢ und y* durch y teilbar, so gehirt auch y* zu der
Menge <.

Beweis: Fur y =0 oder y* =0 ist die Behauptung klar; sei also y o0
und y* %0 und etwa y* == By, wo f eine Zahl aus J bezeichnet. Es gibt eine
Einheit 5, so dass yy W-Zahl ist, ferner nach § 16, Hilfssatz a eine Einheit
7* mit

QN <1, also L@ y*)<1.
Da
ot =yn @y’
durch die W-Zahl y7n teilbar ist, so folgt aus Hilfssatz b des vorigen Para-
graphen, dass auch »* n“‘t eine W-Zahl und folgliéil y* ein Element von ¢ dar-

stellt, w.z. b. w.
b: Sind y, und y, ewei Elemente von ¢, so gehort auch y, — vy 2u C.

Beweis: Die Behauptung ist klar fiir y, =y, und fiir y;, = 0 oder y, =0;
sei daher ohne Einschriinkung y, 54 %, ¥, 50, 7, 7% 0. BEs gibt zwei Einheitéh_
7; und 9, aus J, so dass p,7n, und y,u, W-Zahlen sind, ferner nach dem schon
mehrfach benutzten Hilfssatz eine Kinheit 1 aus J mit

Q(n) < min ( ! . : )
7 9(71) Q (?’2) Q(y, ‘72)
und also mit

Ly <1, Qly,m) < 1, Qi —rydm) < 1.

Da nun ausserdem 7,7, bzw. 7,4 Vielfache von y, 7, bzw. y,74, sind, so miissen
sie nach Hilfssatz b des vorigen Paragraphen W-Zahlen sein, und da weiter
(yy — y2)y =y, m — yon die Differenz zweier W-Zahlen darstellt und

Q((y; — ”s) "7) <1

ist, so folgt aus Hilfssatz ¢ des vorigen Paragraphen, dass (y, — y,) 9 5% 0-eben-
falls eine W-Zahl definiert, und also gehdrt y, — y, in der Tat zu ¢, w.z b. w.
Aus den vorigen zwei Hilfssdtzen geht hervor, dass ¢ ein Ideal von .J-:bildet,
und zwar ist dieses Ideal natiirlich vom Nullideal (0) verschieden, da ¢, wie wir
sahen, mindestens ein von Null verschiedenes Element besitzt. Dagegen ist aber
selbstverstindlich nicht ausgeschlossen, dass ¢ gleich dem Ideal o aller Elemente

aus o ist; dieser Fall liegt z. B. bei der Pseudobewertung Q{c) vor.
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Definition 3: Das Ideal ¢, das aus der Zahl o und weiter aus allen den-
Jenigen Zahlen y # o aus J besteht, zu denen es eine Einheit v von J gibt, so dass
yn W-Zahl st, heisse der Hauptcharakter von W (q).

Gemiss dieser Definition ldsst sich jetzt der folgende Satz aussprechen:

Satz 3: Eine Zahl y aus J ist dann wund nur dann eine W-Zahl, wenn sie
den dres Bedingungen

y # 0, Q@) <1, y =0 (mod ¢

geniigt.
Beweis: Dass die vorigen Forderungen notwendig sind, ergibt sich so:

Fiir jede W-Zahl y ist nach Definition 2 die Ungleichung y 5 o erfiillt; da weiter
y=1y.1 geschriecben werden kann, so gehort y nach Definition 3 zu ¢, und
schliesslich muss nach § 17, Hilfssatz a auch Q(y) <1 sein. — Die drei Be-
dingungen

y # 0, Qy)<1, y=o0 (mod ¢

reichen auch aus, damit y eine W-Zahl ist. Denn da y 7 0 zu ¢ gehort, so gibt
es nach Definition 3 eine Einheit 5 aus J. so dass y7 eine W-Zahl darstellt;
alsdann ist aber y durch diese W-Zahl y75 teilbar und Q(y) < 1, und folglich y
nach § 17, Hilfssatz b selbst eine W-Zahl, w.z. b. w.

Satz 4: Der Hauptcharakter ¢ von W(a) ist quadratfrer, d. h. durch das
Quadrat keines Primideals p von J teilbar.

Beweis: Wir wollen zeigen, dass, wenn y eine W-Zahl mit
7 =0 (mod p?)
ist, wo p ein beliebiges Primideal von J bedeutet, stets auch eine W-Zahl y* mit
7* =0 (mod p), aber »*==0 (mod p?

existiert; daraus folgt die Behauptung ohne weiteres.
Um diesen Nachweis zu erbringen, sei p? die hochste Potenz von p, die in
y aufgeht; dabei ist ¢ = 2; ferner sei
() =¥v’aq,

so dass also q zu p teilerfremd ist. Bekanntlich existiert eine Zahl y, £ 0 aus J,
die durch pq, nicht aber durch pZq teilbar ist; sei
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(r) =9par,
wo jetzt das Ideal v ebenfalls zu p teilerfremd ist. Dann. wird
()=v7g-q° 1! wund also =y 8 (8 # o)

mit einer gewissen Zahl 8 aus .J, fiir die () = q#'1¢ ist. Bedeute jetzt % eine

Einheit aus J mit
1

Qi =92 7, also LEyY) =T,

und sei ¥* = ;. Dann ist y*9 = g*y mit §* = g7 und Q") < 1.
Verstehen wir nun unter d ¢ o eine Zahl aus J mit

lim W (y/ d) == o,

jr ®
so wird wegen

g . g J N ] g
P = 7[5] 6" [E]g .ﬁ*[g‘], Wy d) < W(;,[E] &) Wi [E]g) W(ﬁ*[g])

auch

lim W{p*d)=o,

jr»

g

da die Zahlen W(yl91d) mit wachsendem j gegen Null streben, die Zahlen

— g
Wy [g]y) trivialerweise beschrinkt bleiben, und die Zahlen T/V(ﬁ*[g]) wegen

i
Q(ﬂ*[g]) =< 1 nach Satz 2 der Ungleichung

geniigen; daraus folgt die Behauptung.

19. Definition 4: FEine Zahl 8 # o aus J heisse w-Zahl, wenn sie fiir jede

W-Zahl y die Limesgleichung
lim W(yd)=o

erfillh. "

Aus dieser Definition folgt sehr leicht, dass mit ¢ auch jedes Vielfache
0" # o hiervon eine w-Zahl ist, und dass ferner, falls §, und d, zwei verschiedene
w-Zahlen sind, auch ihre Differenz d§, — d, eine w-Zahl darstellt. Zusammen mit
der Zahl o bilden also die simtlichen w-Zahlen ein gewisses Ideal D von .

40—36122. Acta mathematica. 67. Imprimé le 1 décembre 1936,
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Definition 5: Das Ideal b, das aus allen w-Zahlen und ausserdem aus der
Zahl o besteht, heisse der Nebencharakter der Pseudobewertung W ().

Auch dieser Nebencharakter besitzt einige bemerkenswerte Eigenschaften:

a: Der Nebencharakter D ist vom Nullideal (0) verschieden.

Beweis: Bekanntlich gibt es zwei Elemente y; 70 und 7, ¥ 0 aus ¢, 80
dass jedes Element y dieses Ideals in der Form

=8yt B

mit Zahlen 8, und 8, aus J geschrieben werden kann. Da eine solche Darstel-
lung bestehen bleibt, wenn y; und y, mit beliebigen Einheiten multipliziert werden,
so diirfen y; und y, ohne Einschrinkung der Allgemeinheit als W-Zahlen voraus-
gesetzt werden; es gibt also zwei Zahlen J, ¥ 0 und 6y # 0 aus J mit

lim W(yid,)=o, lim W (y{d,)=o.

] j—+ ©
Wir werden zeigen, dass J = 0, dy in D liegt, dass also fiir jede W-Zahl y

lim W(y7d)=o

jr®
ist.
Nach vorhin besteht die Darstellung

y =01y + Bsevs

mit zwei gewissen Zahlen 8, und 8, aus J. Sei g eine so grosse natiirliche Zahl,
dass 8 =B,y und 8; = B,/ den Ungleichungen

o 1 o 1
Q(ﬁl)g'z’ 9(15'2)3‘2‘

geniigen; wegen 2(y) < 1 gibt es ein solches g. Alsdann ist

79 =81r + 837

Wird die beliebige natiirliche Zahl j = 2g¢ + 1 durch Division mit 2 ¢ auf die
Gestalt
J=20J +h o=j=2g9—1)

mit natiirlichen Zahlen j, und j, gebracht, so ist

yio=yh(Bly, + B1y)*% 0,6, und also = Bj(}) yhd Bj(-z) 7% 0,
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wenn zur Abkiirzung

Jo : 2o :
. 2 . . ’ . 2 . . .
Bl =y d, 3 (PP g gresien, By, 3 (PR) g prgtiet
1=0 t=jo+1

gesetzt wird. Wegen

2 Jo .
S ()= o=t e@sl eki<i eb)<
=0
folgt hieraus leicht
lim Q(B{) = o, lim Q(BP) = o;
Jjo j—o®

nach Satz 2 ist demnach fiir geniigend grosses j

W (B <¢,, W(BY) < ¢,
und folglich
o =lim W (y70) < ¢, lim W (ypod,) + ¢, lim Wy d,) = o0

jo > jo > j—>

und also wirklich
lim W(y7d)=o.
g
Es ist wohl kaum notig, 2u bemerken, dass b, das nach dem vorigen Satz
nicht nur aus der Null besteht, sehr wohl gleich v sein kann und also alle Elemente
von J enthalten darf; dies ist z. B. der Fall fiir die Pseudobewertung 2 ().
Die Bezichung der beiden Ideale ¢ und b zu einander wird durch den fol-
genden Satz erldutert:

b: Die beiden Charaktere ¢ und d von W(a) sind zu einander teilerfremd.

Beweis: Ohne EBinschrinkung darf ¢ 3 p angenommen werden; es geniigt
zu zeigen, dass es in D eine Zabl gibt, die zu ¢ teilerfremd ist.
Nach MHilfssatz a gibt es wenigstens eine w-Zahl . Das damit gebildete

Hauptideal (6) habe die Zerlegung
@)=ar
in zwei Idealfaktoren q und r, so dass q allein durch solche Primideale teilbar

ist, die auch in ¢ aufgehen, wihrend t zu ¢ teilerfremd ist. Somit ldsst sich
eine natiirliche Zahl g bestimmen, dass ¢ durch g teilbar ist. Wir verstehen



316 Kurt Mahler.

unter ¢* eine beliebige Zahl aus J, die durch t teilbar und zu ¢ und also auch
zu q teilerfremd ist; wegen (g, r) =0 gibt es eine solche Zahl.
Bedeutet nun y eine ganz beliebige W-Zahl, so ist

lim W (y7d) = o.

jorw
Nach Satz 3 ist ¥ durch ¢ teilbar, folglich
770" =0 (mod ¢/tr) wund also ?d=o0 (mod q1);
es gibt daher eine Zahl ¢ aus J, so dass

0" =4de
ist. Alsdann wird

o=<lim W d*)=1lim W(y/ y7d*) =lim W(yid-¢) < W(e)lim W(yé)=o0
j—o> o

j—> > jr® jo>

und also ist d* eine w-Zahl, so dass die Behauptung folgt.

Iv.

20. Bereits in Satz 2 trat die mit W(e) eng verkniipfte Pseudobewertung
Q(e) = max (AW (a), Q@ (a),... Q% (a))

auf; dabei war das Maximum iiber die simtlichen in W enthaltenen Absolut-

betragbewertungen
.Q(l) (0() (l = Il’ lg, T lg)

zu erstrecken. Offenbar ist auch
Qe) ~ W(alb),
wenn wir unter b das Pseudoideal
b=pwpt . ph (@. h. b= fiir s =0)

verstehen.
Sei weiter
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wo Z itber die simtlichen verschiedenen in ¢ aufgehenden Primideale p erstreckt
»le
wird; man kann hierfiir auch schreiben:

Q*(a) = W(e|c=),

wo ¢* das Pseudoideal bedeutet, welches das formale Produkt tiber die Potenzen
mit Exponent « simtlicher verschiedenen in ¢ aufgehenden Primideale und also
speziell fiir ¢ = o selbst gleich o ist.
Schliesslich sei
Ule) fiir D=0,
A=) S W, (a) fir d~0,

/i

wo jetzt Z ither die verschiedenen moglichst hohen in b aufgehenden Prim-
il
idealpotenzen P/ erstreckt wird; demnach ist auch

Q% (@) = W(a|D).

Von den drei Pseudoidealen 5, ¢® und D ist das erste evidenterweise zu den
zwel letzten teilerfremd, und nach Hilfssatz b des letzten Paragraphen haben
auch ¢ und D keinen gemeinsamen Teiler ausser v. Hs existiert also das direkte

Produkt B
a="bed (@ ## (o))

dieser Pseudoideale, und fiir die zugehorige Pseudobewertung gilt alsdann nach
§ 3, Hilfssatz ¢ die Aquivalenz

Wiela) ~ 2(c) + 2% (a) + 2**(a),

wo rechts eine direkte Summe steht. In diesem Kapitel soll festgestellt werden,
ob W{(e) und Wi(e|a) einander dquivalent sind.

21. Sei im folgenden stets
Qy, Oy, Ogy . « .
eine beliebige Folge von Zahlen aus oJ, die der Limesbeziechung

lim W(Otj) =0

j-»m
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geniigh. Wir werden zeigen, dass alsdann auch die drei Gleichungen

(a): lim £ (e} = o,
j—» o

(b): lim Q* (ej) = o,
j—>

(e): lim 2**(¢) =0
jr o

gelten miissen.
Wir beginnen mit dem sehr leichten Beweis von (a). Sei g eine beliebig
grosse feste mnatiirliche Zahl. Wegen

Wejg) < Wiey) Wg) (j=1,2,3,...)
ist dann offenbar auch
lim Weg) =o0
jr
und also gibt es eine natiirliche Zahl j, = j,(g), so dass
Wigg) <1 fiir § = 7,

ist. Wegen Definition 1 und der Bedeutung von £(a) muss daher

Q(ajg)<1 fur_yZyo
und also

Qo) < !-; fiir j = j,
gein, und da g beliebig gross sein darf, so folgt hieraus in der Tat

lim 2(e;) = o.

j—=> w
Das so bewiesene Ergebnis besagt offenbar dasselbe wie die Beziehung
Qe W
oder anch wie das System von s Beziehungen

Qe W (=11 ... L.

Definition 1 ist somit in Ubereinstimmung mit der allgemeinen Erklirung des
Begriffes » Enthaltensein> aus dem ersten Teil der vorliegenden Arbeit.
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22. Um auch die Grenzwertaussagen (b) und (¢) beweisen zu knnen, machen
wir Gebrauch von dem folgenden bekannten Satz:

a: Zu jedem Ideal ¢ #~ (o) aus J gibt es endlichviele von (0) wverschiedene und
zu ¢ teilerfremde Ideale
Bl’ ‘bz, o ey [)H
dieses Ringes, so dass fiir jedes Ideal a5 (0) aus J stets mindestens eines der Produkte

ab,, ab,, ..., aby
etn Hauptideal 7st.

Dieser Satz folgt leicht daraus, dass die Idealklassen von J eine endliche
Gruppe bilden und dass es in jeder ldealklasse ein zu ¢ teilerfremdes Ideal gibt.
Fir die Anzahl H mag die Klassenzahl genommen werden; davon werden wir
jedoch keinen Gebrauch machen.

Sei oy, oy, ¢, ... die Zahlfolge aus J mit
lim W(e) = o.
j—> o

Durch die Bildung der grissten gemeinsamen Teiler
(a7, ¢7D) = q (G=1,2,3..)

wird jedem Element «; dieser Folge ein Ideal a; zugeordnet, in dem allein solche
Primideale aufgehen konnen, die Teiler von ¢ oder b sind. Auf diese Ideale
werde der vorige Satz a angewandt, und zwar moge in diesem Satz das Ideal ¢
durch cbd teilbar, sonst aber beliebig angenommen werden. Zu jedem Ideal qj
wird also alsdann ein Ideal b, mit 1< < H zugeordnet, so dass das Produkt

ajbf,:':(aj) (j=1727 3:)

zu einem Hauptideal wird, das wir durch die Zahl ; 0 aus .J erzeugt denken.
Diese Zahl 9; lisst sich allein durch solche Primideale teilen, die in ¢ oder d
oder in einem der endlichvielen Ideale b,, b, ..., by aufgehen.

Bs gibt zwei W-Zahlen y, und v, mit

(yli 72) =
fir jede natiirliche Zahl j ist demnach auch

(rd, yd) = ol
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Weiter existieren zwei w-Zahlen J, und d,, so dass

(dn 52) =D
ist. Folglich ist auch
o= (yid;, yid,, yids, yid,)
und demnach
0= (a5, yidy, y10,, 7{ 0y, ¥idy) (=1,2,3,...)

Die Zahl 9; ist aber durch q; teilbar und liegt also in q;; es gibt daher fiinf
Zahlen g;, gi', g, @i, i) aus J, so dass

¥ =aj@i+ yI0, g + p{d, g + i, g + Py oY (j=1,2,3,..)
wird.

Nach dem schon wiederholt benutzten Hilfssatz a aus § 16 ldsst sich nun

fiir jedes j eine Einheit n; aus J mit
Q(m;) < min (2(p)™, 2, 2(P)7, Q) QeP))  (i=1,2,3,...)
und also mit
Qg =1, RinpiM) <1, Q) <1, Qg!? <1, Qne?) <1
(j=1,2,3...)

bestimmen; nach Satz 2 ist daher

W) e, Wnigi)<e, Winigt)<e, Wne)<e, W(gep)<ec,

(1=1,2,3,....
Wir setzen )
795 =0 UG=1,2,3...)

und haben alsdann
O =qj-m@it 0, - ny @+ pidy - m @V + pids - my g+ pi 0y -y g
(:7.: I7 29 3’ .. ‘)7
und folglich
W6) < e (W(e) + W(pid,) + W(yid) + W(id) + W(yd)

('7.:]’ 2) 3’ M ")7
und da die Zahlen

Wie), Wyid), W(yid,), Wyid,), Wi(yids)



Uber Pseudobewertungen. III. 321

mit wachsendem j gegen Null streben, so ergibt sich schliesslich:

jo®
Die damit ermittelte neue Zahlfolge
0,0, 0, ...

hat ebenso wie die Folge der «; in bezug auf W den Grenzwert o. Ihre Glieder
haben die Gestalt
(65) = (e, @) by, (j=1,2,3,...),

besitzen also ausser dem wesentlichen Faktor (éj, ¢D) noch den unwesentlichen
Faktor fhj, der nur enﬂlichvieler verschiedenen Werte fihig und zu ¢d teiler-
fremd ist.

Die beiden zu beweisenden Behauptungen

(b): lim 2 () = o,
-

(e): lim Q%% () = o
.7—’ o0

besagen nun aber offenbar nur, dass alle ¢; durch eine beliebig hohe gegebene
Potenz von ¢, bzw. durch die erste Potenz von b teilbar sein miissen, sobald der

Index j geniigend gross ist. Wegen
(65) = (a7, &) b,; = (a7, &) (e, D) b, (j==1,2,3,...)

sind hiermit die folgenden zwei Aussagen identisch, die sich auf die einfachere
Folge der 6; beziehen:

(b’): Alle Zahlen 6; mit geniigend grossem Index j sind durch eine beliebig hohe
gegebene Potenz von ¢ teilbar.

(¢): Alle Zahlen 6; mit geniigend grossem Index 5 sind durch D teilbar.

Diese beiden Behauptungen werden wir der Reihe nach und zwar indirekt beweisen.

23. Zuerst werde angenommen, dass (b’) falsch ist, dass also eine unend-
liche Teilfolge
0j17 0]‘25 0]'3, [

41—36122. Acta mathematica. 67. Imprimé le 1 décembre 1936.
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der Folge 6; existiert, deren Glieder allein durch eine gewisse feste Poteuz ¢® von
¢, nicht aber durch ¢®*! teilbar sind. Diese Annahme kann natiirlich hochstens
dann zutreffen, wenn ¢ von o verschieden und also etwa gleich

L= Py by

ist, wo 9y, s, ..., 9y endlichviele von einander verschiedene Primzahlen sind.
Gemiiss unserer Annahme lassen sich die Glieder der vorigen Teilfolge als Ideal-
produkt

6;,) = (e, D) by PR .. p) v=1,2,3,...)
schreiben; dabei sind die Exponenten ei,, €., ... ¢/, nichtnegative ganze ratio-

nale Zahlen, die fiir »- «© nicht simtlich {iber alle Grenzen wachsen. Indem
wir uns die Folge der 6 notigenfalls (ohne Anderung der Bezeichnung) durch
eine unendliche Teilfolge ersetzt und gleichzeitig die Primideale b, pg, ..., 9y
geeignet umbenannt denken, diirfen wir ohne Einschriinkung der Allgemeinheit
voraussetzen, dass die Exponenten

1y, €2y, . . o Eyo
mit » simtlich gegen Unendlich streben, die iibrigen Exponenten
Co+1v, €g+2v, - . ., €fv

dagegen fiir alle » beschrinkt bleiben; dabei ist

g=f—1
und moglicherweise sogar g = o.
Das Ideal
A ' Cg+1v plg+2w v
(ah, b) bij pgﬁ-l » D(/(Zr? LA foo

hat somit hochstens endlichviele Moglichkeiten. Indem wir notigenfalls die Folge
der 6;, (wieder ohne Anderung der Bezeichnung) erneut durch eine unendliche

Teilfolge ersetzt denken, diirfen wir daher annehmen, dass sogar fiir alle »

€e €, . e
(5, 0) by IRV P AT =t

gleich einem festen Ideal t# (0) von J ist. Alsdann wird schliesslich

(0jv)=tpel”p?”...p_f]g” v=1,2,3,...),
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wobei die Exponenten ey,, €,, ..., ¢, nichtnegative ganze rationale Zahlen sind,
die fiir »~oo simtlich iiber alle Grenzen wachsen. Fiir alle geniigend grossen »
ist also 6; durch eine gegebene beliebig hohe Potenz des Ideals

F = Py... Py (d.i. ¢* = fiir g =0)
teilbar. Weiter ist natiirlich

lim W(0jw) =0

und also insbesondere nach § 21
lim 2 (0]'1,) = 0.

P> ®

Bedeute jetzt y 7% 0 eine Zahl aus J mit

Qy)<r1, &y, (¢, Pgr1Pgra...p) =0

und z # o eine beliebige durch t teilbare Zahl dieses Ringes. Sei ferner j,( fir
jede geniigend grosse natiirliche Zahl ¢ das grosste Element der Folge

j1>j2:j3: e
das den sidmtlichen Bedingungen

O | 77, R20(6;,)) = Q0 (y7) =0l . 0L

geniigt. Da von einem gewissen ¢ ab die Zahl "7 durch jede noch so hohe
Potenz von ¢* teilbar ist und ferner die Gleichung

lim 2(y'z)=o0

i ®

besteht, so ist klar, dass filr z—~c auch j, 4 iber alle Grenzen wichst. Gemiss
der Definition von j,(y gibt es aber ein 4; aus J mit

;’i T = li ojv @)

und diese Zahl geniigt offenbar der Ungleichung
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Es wird daher
W(yi 7‘—) =W (ejv(i))
und folglich
0 = lim W(;'e) < ¢, lim W(6;,;) = o,
so dass y eine W-Zahl sein muss. Das steht aber im Widerspruch zu Satz 3,
denn y ist nach Konstruktion nicht durch ¢ teilbar.

24. Von jetzt ab darf also schon benutzt werden, dass die Aussagen (b’)
und (b) wahr sind. Sei dagegen (c’) falsch; es gebe also eine unendliche Teilfolge

0jn 0j2> 0.7'3’ v

der Folge 0;, deren simtliche Elemente nicht durch D teilbar sind. Da d nur
endlichviele Teiler besitzt, so folgt also, falls wir uns die Folge der 6; nétigen-
falls (ohne Anderung der Bezeichnung) durch eine unendliche Teilfolge ersetzt

denken, dass fiir alle »
(ejw b) = (ajw b) ="

ist, wo D" einen echten Teiler von » bedeutet, d. h. in
b = p*p**
ist 9** von o verschieden. Somit wird
@;,) =5b* B% (o, , ) v=1,23,...)
Fiir alle gentigend grossen » ist 6 offenbar durch eine gegebene beliebig hohe

Potenz von ¢ teilbar; ferner folgt wie im vorigen Paragraphen, dass

lim 2(6;,) = o

ist.
Bedeute nunmehr y eine willkiirliche W-Zahl, d # o eine Zahl aus J mit

86, 6,...01]8, (8,0 =0,

und werde ferner fiir jede geniigend grosse natiirliche Zahl 7 unter j,(;) die grosste
Zahl der Folge
jl7 j2> js: e
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verstanden, die gleichzeitig den sdmtlichen Bedingungen

0]'4, ® \ 77:65 -0 (01'4, (i)) = Qv (7i 6) (l =l ..., ls)

geniigt. Da von einem gewissen 7 ab die Zahl y’d durch jede noch so hohe

Potenz von ¢ teilbar und da ferner

lim (') =o0

> ®

ist, so muss offenbar fiir ¢~ c© auch j,(; iiber alle Grenzen wachsen. Auf Grund

der Definition von j,(; gibt es aber ein u; aus J mit
o= g“'igj,,(i)v
und diese Zahl geniigt offenbar der Ungleichung
Q) =1,

nach Satz 2 also auch der Ungleichung

W(Au’l) S 04,
so dass
W(y'é) < ¢, W (6;,,)
und wegen
1im W(ejv (l.)) =0
auch

lim W(}/; 6) =0

ist. Die Zahl J stellt daher eine w-Zahl dar, und das kann nicht sein, da b nicht
in ¢ aufgeht.

23. Damit ist auch die Eigenschaft (¢') oder (¢) bewiesen. Offenbar lassen
sich die Grenzwertgesetze (b) und (¢) auch kurz in der Form

PracW und Q< W

ausdriicken; zusammen mit der Relation

Qe W
liefern sie die Beziehung
Q+ Q + Q%< W,
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Als Abschluss dieser Arbeit werden wir zeigen, dass auch

We Q + Q° + Q%
und also sogar
W~ 80+ Q0+ Q%
ist.
Sei dazu
Uy, Ogy Ogy o0

eine unendliche Folge von Zahlen aus J, die den drei Beziehungen

lim (¢} =0, limQ*(e)=0, limQ*(¢)=0

j—r® = o jr®
geniigh; es soll bewiesen werden, dass dann auch

lim W(e)=o

j—
ist. Offenbar diirfen wir bei diesem Nachweis ohne Einschrinkung der Allge-
meinheit annehmen, dass die sdmtlichen Glieder «; der betrachteten Folge von
Null verschieden sind.

Sei wie bisher ¢ der Hauptcharakter, b der Nebencharakter von W. Wegen
der Endlichkeit der Klassenanzahl von J gibt es eine W-Zahl y, die allein durch
solche Primideale teilbar ist, die in ¢ aufgehen. Weiter sei d eine willkiirliche
w-Zahl und alsdann

T1, Tgy o o o Tf

ein vollstindiges Reprisentantensystem der verschiedenen Restklassen nach dem
Modul (d); dieses System ist natiirlich endlich.

Nach Voraussetzung streben die Zahlen Q(e;) fiir j—~ © gegen Null; ferner
sind die Zahlen ¢; fiir geniigend grosses j durch beliebig hohe Potenzen von ¢
und also auch durch solche Potenzen von y teilbar; endlich sind sie alle von
einem gewissen j ab durch D teilbar. Unter ¢(j) werde die grosste matiirliche
Zahl verstanden, fiir die gleichzeitig

P9, Q040)= 9(e) =1ty by 10

ist; es ist also klar, dass diese Zahl gleichzeitig mit j iiber alle Grenzen wichst.
Setzen wir

4=y g,
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so sind die Quotienten ¢; von Null verschiedene Zahlen aus J, die fiir hinreichend

grosses j durch D teilbar sind und der Ungleichung
Q(e) =1
geniigen. Jeder einzelne von ihnen lisst sich schreiben in der Form:
¢ =1do; + 7Y,

wo die g; gewisse Zahlen aus J, die ¢/ aber jeweils Elemente des Repriisentan-
tensystems
Tiy Tay -+ 0 Uf

sind. Da § nicht verschwindet und

QV(8) 2(q) < V() + 2(2) (=1l .. 1o
ist, so bleiben die Zahlen
'Q(O:]) (jzl,27 37)

und folglich nach Satz 2z auch die Zahlen
W (a3) U=123..)

unter einer festen positiven Schranke. Weil ferner d und fiir hinreichend grosses
j auch g; durch D teilbar ist, so wird auch 7 von einem j ab durch d teilbar
und also eine w-Zahl oder gleich 0. Weil 7 nur endlichvieler Werte fiihig ist,
gilt somit auf jeden Fall

lim W (4@ 79 = o,

o
und weiter ist natiirlich auch

lim W{y*V) d) = o.

j>®
Ty \45\-11
Wiag) < W9 8) Wia) + W (') 4l9)
und der Beschriinktheit der W{g) folgt daraus die Behauptung

lim W (e) = o.

Jj—o
Damit ist der Beweis der Aquivalenz

W~8+ 9+ Q%
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zu Ende gefithrt. Nach § 20 ldsst sie sich auch in der Form

W(a)~ Wi(e|a)
schreiben, wo @ das Pseudoideal
G="bc=d

bezeichnet, das durch die Pseudobewertung W (e) eindeutig bestimmt ist. Der
Beweis setzte voraus, dass W(e) nicht zur trivialen Pseudobewertung oder zur
uneigentlichen Pseudobewertung Hquivalent ist. In diesen Ausnahmefillen ist
aber in der Bezeichnung des ersten Kapitels

Wi(a)~ Wie|(0), bzw. Wa)~ Wi(aivn),

so dass man zu einem formal gleichlautenden Ergebnis kommt. Wir kénnen also
als abschliessendes Ergebnis den folgenden Satz aussprechen:
» Zu jeder Pseudobewertung W{a) von J gibt es ein Pseudoideal &, so dass

Wa)~ We!a),

wo Wie|®) die zu @ gehorige spezielle Pseudobewertung bedeutet, ist. Wird von den
beiden Ausnahmefillen

abgesehen, so wird

und zwar bedeutet dabei b das Produkt der simtlichen unendlichen Primideale po,
Siir die die zugehiorige Absolutbetragbewertung QU () in W () enthalten ist, ¢ den
Hauptcharakter und b den Nebencharakter von W(e).»

Groningen, Oktober 1933.
Kurt Mahler.



