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(i) 

Fiir die Integralgleichung 

b 

w(~, ~) - ~ f ~ (t, 
a 

x, y),,~ (t, ~) d t = f(x,  y), 

wo f (x ,  y) und ~ (t, x, y) fiir a ~ x, y, t _--__ b ste~ige reelle gunktionen seien, hat 

Herr  RO~ANOVSKr 1 durch Entwicklung einer der urspriinglichen F~EDHOLM'schen 

Theorie nachgebildeten Theorie die Giiltigkeit s~mtlicher S~tze bewiesen, die 

nach FREDHOLM fiir gewShnliche lineare Integralgleichungen gelten. Zweck der 

vorliegenden Note ist es, die wichtigsten dieser S~tze, die sog. determinanten- 

freien S~tze, durch Zuriickfiihrung auf die entsprechenden S~itze in der Theorie 

tier gewShnlichen Integralgleichungen in kurzer Form herzuleiten, und zwar im 

Anschluss a n  eine friiher erschienene Arbeit des u ~ Es sind dies die folgen- 

den vier S~tze: 

I. Alternative. a) Entweder besitzt die homogene Gleichung 

5 

(2) Uo(X, y) -- )~ t qD(t, x, y)uo(t, x )d t  - o 
a 
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nur die LSsung Uo(X, y ) - -o ;  dann besitzt die inhomogene Gleichung (I) eine und 

nur eine LSsung; 

b) oder die homogene Gleichung (2) hat eine LSsung uo(x, y ) ~ o ;  dann besitzt 

(I) im allgemeinen keine L6sung. [[n diesem Falle nennen  wir ~ einen Eigenwert  

des Kernes  q~ (t, x, y)]. 

2. Die Eigenwerte hh:ufen sieh nicht in der endlichen komplexen LEbene. 

3. Fiir .]eden Weft ~ i s t  die Anzahl der linear unabhdngigen L6sungen von 

(2) beschrSnkt und gleich der Anzahl der linear unabhdngigen LSsu~gen der adjun- 

gierten homogenen Gleiehung 
b 

(3) Vo (x, y) -- ~ I q~ (x, U, t) v o (V, t) dt ----- o. 
a ]  

a 

4. Ist ~ ein JEigenwert, so ist Gleichung (i) dann und nut dann 16sbar, wenn 

f ( x ,  y) zu allen Eigenfunktionen von (3) orthogonal ist. 

Der Beweis dieser S~ttze l~isst sieh so erbringen:  

I. Setzt man den Ausdruck (2) fiir uo (x, y) (n--I)-mul h in tere inander  unter  

dem Integralzeichen in (2) ein, so ents teht  

b b 

(4) %(x. y ) -  . y. t)no( , t)d dt- o 
(L a 

mi~ dem sog. n-ten i~erierten Kern  

b b 

= ~ (6, ~, u) ~ (t,, t,, x) q~ (t~, t,, t,) q~ (t,, t~, t , ) . . .  
a a 

~o(s, t, t,-2)dtxdt2 . . .  dr,,-2. 

Fiir n >= 2 ist (4) eine gewShnliehe l ineare homogene Integralgleiehung.  - -  In 

gleieher Weise erhMten wir ~us (3) 

b h 

(6) v~ Y ) -  2".1 -- ~ I q~(")(s, t, x, y) Vo(S , t) d s d t =  O~ 

a a 

also gerade die zu (4) adjungier te  homogene Integralgleichung.  

Jede  Eigenfunkt ion  Uo(X, y) yon (2) ist Eigenfunkt ion  yon (4). Abet  uueh 

jede Eigenfunkt ion u,(x,  y) v0n 
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b 

(7) .~(x,y)-<z f ~(t,=,v)u~(t,x)dt=o (~--o ,  ~,~,, . . .-~) 
a 

2~'/~ 2 7 / :  n =  
i s t  E i g e n f u n k t i o n  y o n  (4), w e n n  ~ = cos  - -  + i s in  - -  g e s e t z t  wird,  a l so  e,~ I. 

U m g e k e h r t  b e w e i s t  m a n  n a e h  E. SCH1~ID~r 1 l e ieht ,  dass  j ede  E i g e n f u n k t i o n  u(x, y) 
y o n  (4) dars te l lbar  ist  als  e ine  S u m m e  

n- -1  

(s) u (x, v) = F,  - ,  (x, v), 
v = 0  

w o  u~(x, y) E i g e n f u n k t i o n  y o n  (7) ist .  M a n  bi lde  dazu  d ie  k u s d r f i e k e  

(9) 

b 

u~(x, v)= u(x, v) + <z  f ~(t, x, ~)~(t, x)dt + 
a 

b b b b 

ff ff + (e~;t) ~ qp(2)(x, y, s, t)u(s, t )dsdt  + (~Z) 3 9p(a)(x, y, s, t)u(s, t )dsdt  + "~ + 
a a a a 

b b 

+ (e~X)"-l f f o~('-l)(x, y, s, t)u(s, t )dsdt  
a a 

S u m m a t i o n  fiber v erg ib t  

( I O )  

( ' P =  O~ I~ :2~ . . . ~ - - I ) ,  

n- -1  

u (x, y) = y ,  u , ( x ,  v), 

da  al le  e~ W u r z e l n  der  G l e i c h u n g  ~'~ - -  I ----- o s ind,  m i t h i n  ihre  I., ~., . . .  ( n - -  I )4e  

n- -1  

P o t e n z s u m m e  v e r s c h w i n d e t ,  d. h. ~ ,  e~"= o ffir 0 = I, 2, . . .  n - -  I. G l e i c h u n g  (I o) 
~v~0 

zeig~,  dass  n i c h t  al le  U , ( x ,  y ) i d e n t i s c h  v e r s c h w i n d e n  k S n n e n .  S c h r e i b t  m a n  (9) 

m i t  den  u  t, x s~att  x, y, m u l t i p l i z i e r t  m i t  ~ q~ (t, x, y)dt, i n t e g r i e r t  u n d  

z i e h t  die e n t s t e h e n d e  G l e i c h u n g  y o n  (9) ab, so erhii l t  m a n  u n t e r  B e a c h t u n g  y o n  (5) 

b 

~J, (x, y ) - ~ : z f  ~(,, x, y) u,(t, x)dt--o; 
a 

1 ERHARD SCHMIDT, Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen, I. Tell, 
Math. Ann. 63 (I9O7) , S. 433--476. 
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U, (x, y) ist also Eigenfunktion yon (7). - -  In gleicher Weise ist jede Eigen- 

funktion v~ (x, y) y o n  
b j. (,=o, 

(1 

aueh Eigenfunktion yon (6), und jede Eigenfunktion v (., y) yon (6) ist darstellbar 

in der Form 
n - - 1  

~ = 0  

II .  Satz 2. beweist sich jetzt einfach so: W~re )~* ein l-l~ufungspunkt yon 

Eigenwerten yon (2), so wiire s H~ufungspunkt yon Eigenwerten der Gleichung 

(4) mit n = 2; das geht nieh~ an, da (4) eine gewShnliche lineare Integral- 

gleichung ist. 

I I I .  In gleieher Weise erledigt sich der erste Tell yon Satz 3 ,  dass n~m- 

lieh die Anzahl der linear unabh~ngigen LSsungen yon (2) beschr~nkt ist. Sei 

r die Anzahl der unabhgngigen LSsungen yon (2), (~ die entsprechende Anzahl 

fiir Gleiehung (3).  Wi t  miissen dann, um Satz 3. vollst~ndig zu beweisen, nur 

noch zeigen: r =  q. Ohne Besehrgnkung der Allgemeinheit kSnnen wir r ~ Q 

annehmen und miissen die Giiltigkeit des Kleinerzeichens ad absurdum fiihren. 

Wiire in der Tat r <  Q, so h~itte nach I. Gleiehung (6) fiir jedes n mindestens 0 

linear unabhiingige LSsungen, das Gleiche gilt dann auch fiir die dazu adjungierte 

Gleiehung (4). Da Gleichung (2) nur r < 0 Eigenfunktionen zu (4) beitr~gt, muss 

also mindestens ein ~)~ mit I ~ n - - I  Eigenwert yon r  sein fiir 

jedes u. Lgsst man n z.B. die Folge der Primzahlen durchlaufen, so wiirde man 

unendlich viele Eigenwerte yon ~(t, x, y) auf dem Kreis vom Radius I~1 finden, 

was dem schon in II.  bewiesenen Satz 2. widerspricht. 

IV. Sehon Herr  RO~ANOVSKY hat darauf hingewiesen, dass die durch ein- 

maliges Einsetzen yon (I) in sich selbst entstehende Integralgleiehung 

b b 

a a 

mit 
b 

(I4) F(x, y)= f(x, y) + ~ f 9D (t, x, y)f(t, x)dt 
L I  

a 
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mi~ (1) ident~isch ist, solange ~ nicht  Eigenwer t  yon 99 (2) (x, y, s, t) ist. 

LSsung w (x, y) 

einfachsten so: 

Funkt ion  

333 

Dass jede 

yon (I) auch (I3) erfiillt, ist trivial. Die U m k e h r u n g  folgt am 

Man verifiziert durch  Einsetzen, dass neben w(x, y)auch die 

b 

(,5) v)=f(x v)§ v)w(, x)dt 
a 

LSsung yon (I 3) ist. Da ~ kein Eigenwer t  von q9 (2) (x, y, s, t) ist, folgt mithin  

w ( . ,  v ) -  w*(~, v), a . h .  aas ~ ,r f~ i l t se i .  yon  (~). 

V. Um Satz I ~. vollstgndig zu beweisen, miissen wir noch folgendes 

zeigen: (2) habe nur  die LSsung uo(x, y)~o, aber u,(x, y)sei nicht  identisch 

verschwindende LSsung yon 

auch dunn ist (I) eindeutig ]Ssbar. In  diesem Fall ist ~ Eigenwer t  yon ~v(2)(x, y, s, t). 

Sei v(x, y) beliebige Eigenfunkt ion  yon (6) f i i r n  : 2. Dann  is~ nach I I I .  v(x, y) 
Eigenfunkt ion  zu --s y, t). Daher  rechnet  sich nach (I4) 

b b b b 

f f  ff (x,,)v .+ (~ 7) F(x ,  y) v (x, y) dx  dy = (x, y) dx  dy 
a a a a 

b b b 

+ 

a a a 

b b b 

.)+,f 
a (l, a 

x, y) f ( t ,  x) v (.,  v) d t d .  dy  

qD(x, y, t)v(y, t)dt}dxdy= O. 

Gleichung (I3) besitzt also eine LSsung w(x ,y) .  Bilden wir wieder nach (I5) 

die zugeh5rige Funkt ion  w* (x, y), so folgt jetzt  

( I8 )  w ( . ,  v) - w* (~, v) = ,~ (~, v), 

wo ut (x, y) (bekannte) Eigenfunkt ion  yon 
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(~9) 
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b b 

a a 

y ,  s, t) u l ( s ,  t) d s d t =  o 

is~, also auch (I6) zu Recht  besteht.  Nunmehr  verifiziert man  leicht  an (I5), dass 

~(x, y ) -  ~.~(x, ~) = ~(w(x, y) + w'(x, y)) 

LSsung yon (I) ist. Dass die LSsung eindeutig is~, folgt  daraus, dass die Diffe- 

renz zweier LSsungen yon (I) der Gleiehung (2) geniigt. 

u  Der  Beweis des einzig noch ausstehenden Satzes 4., der ja  I b. ent- 

h~lt, verl~uft  in analoger Weise.  (I3) ist ja  dann und nu t  dann 15sbar, wenn 

F ( x ,  y)  or~hogonal ist zu allen Eigenfunkt ionen  v ( x ,  y)  yon (6) fiir n - ~  2, d .h .  

nach I. zu allen Eigenfunkt ionen v , ( x ,  y )  yon (1I) f i i r n  ~ 2 m i t r  - ~ o  und v~-  I. 

Fiir ~----I folgt  die Orthogonaliti~t wie unter  V., Gleichung (I7). Fiir v = o  

wird nach (I7) 

b b 

ff 
b b 

,)dxd,=. f f 
fL (L 

Dies verschwindet  dann und nur  dann, wenn f ( x ,  y)  zu jedem v o(x, y) or thogonal  

ist. In  diesem Falle ist also (I3) wieder 15sbar. Man gelangt  wieder zu (I8) 

und verifiziert durch Einsetzen, dass die mit (I5) gebildete Funkt ion 'w*(x ,  y) 

- - w ( x ,  y) der Gleichung (I5) geniigt. Daher  finder man wie am Schluss yon 

V., dass 

i ~ (~ (x, w* (x, y)) w (x, y) - ~ u, (x, y) = y) + 

LSsung yon (I) is~; hierzu k~nn eine beliebige Eigenfunkt ion  Uo(X , y ) y o n  (2) 

hinzugefiigt  werden. 

VII .  Es sei noch bemerk~, dass sich in gleicher Weise  die auch yon I te r rn  

RO~ANOVSKr behandelte  Gleichung 

b 

u(x,, . . . x ~ ) -  ~ f ~(t, 
a 

x l ,  . . . x m ) u ( t ,  x ,  . . . x m - i ) d t  ~ -  f ( x l ,  . . . xm) 
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mit dem 

Form 
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~u r  in den ~ummern IV . - -u  hat man start (I3) die Integralgleichung 

m-ten iterierten Kern heranzuziehen. 1 Auch Integralgleichungen der 

b b 

a a 

und ~hnliche Verallgemeinerungen lassen sich auf diesem Wege behandeln. Des 

weiteren kann man die Annahme der Stetigkei~ des Kerns durch weniger ein- 

schr~nkende Annahmen ersetzen, wie sie in der Theorie der gewShnlichen Inte- 

gralgleichungen iiblich sind; es geniig~ z.B., erst vom n t e n  iterierten Kern 

Stetigkeit vorauszusetzen. 

' Vgl. die un te r  Anm. 2 .  S. 329 zitierte Arbeit.  


