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DURCH PERIODISCHE ALGORITHMEN. 

Vo.Y 

KURT MAHLER 
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Herrn Prof. Dr. E. LANDAU zum 60. Geburtstag gewidmet. 

In engem Anschluss an zwei klassische Arbeiten yon Minkowski 1 werden 

in der vorliegenden ArbeR gewisse Algorithmen untersuch~, durch die sich die 

Zahlen eines vorgegebenen algebraischen ZahlkSrpers ~ vom Grad n :> 2 fiber 

dem KSrper ~R der rationalen Zahlen ann~hern lassen. Aus Grfnden der Ein- 

fachheit und Durchsichtigkeit wird dabei das Problem in einer mSglichs~ allge- 

meinen und symmetrischen Form gestellt und weder eine Zahl, noch eine Be- 

wertung yon ~ vor der andern ausgezeichnet. 

Unter p = Pl, P~, P3, . . .  seien die s~mtlichen verschiedenen endlichen und 

unendlichen Primideale yon ~, unter Y2(~ p) die zugehSrigen Bewertungen ver- 

standen; letztere denken wir so normiert, dass ffir ~ =~ o 

H a(~ V).,,/~,l = 

ist, wo g(~) den Grad der perfekten ErweRerung yon ~: in bezug auf ~(~]~) 

fiber der gleiehen Erweiterung yon ~R darstellt. Weiter  bedeutet eine LFunktion 

)-0(V), bzw. eine /-Funktion l(~) eine ffir jedes ~ eindeutig bestimmte positive Zahl, 

die nut  fiir endlichviele p yon I verschieden ist, an endlichen Prim.stellen als 

Funktionswert der zugehSrigen Bewertung auftreten kann und die der Gleichung 

II = b w. H ~ I  

p 

H. Minkowski, Gesammelte Abhandlungen,  I, 293--3I  5 und 357--37t. 
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geniig~; dabei ist 7 > I eine gewisse KSrperkonstante .  Alle Ausdriieke 

~(~) = Zo(~)l(p) ~ (1~ = o, ~, z, . . . )  

sind offenbar ebenfalls LFunkt ionen ;  sie bilden die (go, l)-Folge. 

In  einer Reihe yon Einzelsiitzen wird gezeigt, dass jedem Element  Zk(p) 

einer solchen (~o,/)-Folge ein System 

@l: = 151,  5 2  . . . .  , ~kn} 

yon n KSrperzahlen ~ i  �9 o mit den folgenden Eigenseh~ften zugeordne~ werden 

ka.nn: a) Die Glieder ~kl, ~k2 , . . . ,  ~,~ von ~ sind linear unabh~ngig in bezug 

auf  ~l. - -  b) Fiir jedes PrimideM 1~ gelgen die Ungleiehungen 

g~ ~) liegen in einer endliehen, nur  vom KSr- c) Die Quotienten ~ j  ( i , j  = I, 2 , . . . ,  

per  abhiingigen Menge. - -  d) Fiir jedes ]~ gibt  es eine eindeutig best immte Matrix 

mit rat ionalen Elementen und niehtversehwindender  Determinante ,  so dass 

j=l \i----- I, 2 , . .  ,,~ 

ist. - -  e) Die >>Matrixkette~> ()o, /71, [~ . . . .  besteht  aus nur endliehvielen ver- 

sehiedenen Gliedern. - -  f) Isg fiir Mle endliehen Primideale  l(p)--< I, so liegen 

die Haupgnenner  aller Elemente der Matrizes Uk unterhalb einer nur yon ~{' ab- 

hiingigen Sehranke;  ist fiir alle endliehen Primstel len aueh noeh ~o(P) -< I, so 

sind die Glieder ~ki ~ jedes Systems ~e ganze Zahlen aus ~ . -  g ) Z u r  (~0, l)-Folge 

~k(P) gibt  es dann und nur  dann eine Systemfolge {~.} mit  periodiseher Matrix- 

ket te  U0, U~, U ~ , . . . ,  wenn eine Zahl e ~= o aus ~ und eine natiirliehe Zahl K 

existieren, so dass an allen Primstel len 

is~. 

Eine willkiirliche l-Funktiou wird na~iirlich im ullgemeinen keinem Glei- 

chungssystem dieser Ar t  geniigen. Jedoeh  liisst sich dutch  eine einfache An- 

wendung der Dirichletschen Methode zeigen, dass auch im allgemeinen Fall  sich 
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dieses Gleichungssystem wenigstens noch n[iherungsweise und zwar beliebig genau 

erfiillen l~iss~. Man kann also die Approximationssch~irfe an den einzeluen 

Primstellen wenigstens angen~herfi vorschreiben, wenn man sich auf periodische 

Algorithmen beschr~nkt. Ein spezieller Fall des so erhaltenen Satzes lautet 

folgendermassen: >>Der K5rper ~ sei yore Grad ~, ~> 2 und nich~ imaginfir-quadra- 

tisch; je nachdem er reel] oder imagin~ir ist, werde a - -  i oder a :  2 gesetzt. 

Ffir jede ganze Zahl ~ aus ~ bezeichne die HShe H(~) das Maximum der Ab- 

solutbetrs aller Konjugierten yon ~; ferner sei 3 > 0 eine beliebig kleine posi- 

tive Zahl. Dann existiert eine (~o,/)-Folge ~(p) und eine zugeh6rige Folge yon 

Systemen ~1=~-{~k~, ~k2, . . . ,  ~:~ } (k=o,  I, 2 . . . .  ) aus lau~er ganzen K6rperzahlen mit 

_ n - - ~  

[~k~ I <- FH(~k~) ~ , lim H(~.~)= ~ ,  
k ~  ov 

wo F >  o nicht yon k und i abh~ngt, derart, dass die hierzu geh5rige Matrix- 

kette U0, U~, U,,, . . .  yon einer Stelle ab periodisch ist.~> 

Dieses Ergebnis ist im wesentliehen das bestm5gliche; denn naeh einem 

Satze der zweiten Minkowskischen Arbeit ~ kann d : o gewiss nut  fiir spezielle 

KSrper vom Grad ,n--< 6 sein. ~ 

Die Beweise in dieser Arbei~ machen wesentliehen Gebraueh yon dem 

Minkowskischen Satz fiber die sukzessiven Minima konvexer K5rper ~, ferner von 

den klassisehen Eigenschaften der algebraisehen ZahlkSrper und ihrer Einheiten 

und Ideale. Es sei auf die Analogie der Funk[ionen l(p) mit den gewShnliehen 

algebraisehen Funktionen f ( x )  einer VerEnderlichen aufmerksam gemaeht; ge- 

nauer entspricht log l(p) der Ordnung des Versehwindens yon f ( x )  in den ss 

lichen unendlieh vielen Punk~en der zugehSrigen Riemannschen Fl~tche. Man 

kann demnaeh die l-Funk~ionen als Analoga der Divisoren in der Theorie der 

algebraisehen Funktionen-K5rper auffassen. 

K a p i t e l  I. 

w ~. Die normier ten  Bewertungen yon .~L 

Im folgenden sei .~ ein endlicher algebraischer ZahlkSrper vom Grad n--> 2 

fiber dem KSrper ~ der rationalen Zahlen. 

1 Siehe Seite Io9, Note I. 
2 H. Minkowski, Geometrie der Zahlen, w 53. 
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Dieser letztere KSrper ~ besitzt bekanntl ich t an nichtBquivalenten Be- 

wergungen allein die Absolutbetragbewertu~ig Ix I, fiir die wir der Analogie hal- 

ber auch 
Ixb,~ 

schreiben, indem wir ihr die unendliche Primzahl p~ zuordnen, weiter zu jeder 

natiirl ichen Primzahl  p die HeJlselsehe p-adi,~che Bewertu~g 

Ixlp{ 
= o fiir x = o, und  sonst 

: p ~  mit  dem ganzen rat ionalen u, fiir das der gekiirzte Bruch p'~x zu p 

teilerfremden Z~hler und Nenner  erh:,ilt, 

und schliesslich die tri~,iale Bewert,u~g 

J = o  fiir x = o ,  
I xl0 i - -  I fiir x # o .  

Zwisehen diesen Bewertungen besteht die Vollstdndigkeitsrelatio, 

(,): I I l ~ l , ~ - -  I~1o, 
P 

wo das Produkt  fiber alle Pr imzahlen einschliesslich der unendlichen erstreckt wird. 

Wird  yon ~ zu ~ fibergegangen, so setzen sich die Bewertungen yon ~ in 

solche yon ~ fort,  und zwar sind dabei im allgemeinen I x]p~ und I Xlp mehrerer 

verschiedenen Fortsetzungen f~hig, je nach dem Zerfallen yon p~ und ~v in 2.  

Wir  beginnen mit  den Fortsetzungen yon I xlp~. Von den ~ zu .~ kon- 

jugier ten KSrpern ,~1), ~(~) . . . .  , .~[(") seien die r~ ersten 

.~{(1) .~[(2), . .  ", .~[(r 0 

reell, die zr.2 letzten (1" 1 + 2r._, = ~) aber zu Paaren 

.~(h), .i~(h+,.~) (h = r~ + ~, r~ + 2, . . . ,  r~ + r~) 

konjugier t  komplex. Wie  fiblich ordnen wir jedem tier reellen KSrper ~(1,) 

(h = I, 2 , . . . ,  r~) und jedem der komplexen KSrperpaare ~:lh), ~ih+~,) (h = r~ + I, 

r~ + 2 , . . . ,  r~ + r~) je ein unendliches Pr imideal  F:~ ) zu, bezeichnen ferner das zu 

einer Zahl ~ aus .~ konjugier te  Element  aus .(~,:h) mit  ~(h). Dann definieren die 

rt + r~. Absobttbeb'dge 
.q(~ ,~)) = I ~(',)l (h = ~, 2 . . . .  , ,.~ + ,.~) 

A. Ostrowski,  Acta mathemat ica  41 (I918), 271--284. 
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gerade die sdmtlichen nicht-{iquivalenten For tse tzungen yon ]Xlp ~ in ~, und sie 

fallen ffir Zahlen aus ~ hiermit  zusammen. Bedeute t  g(p~)) den Grad der per- 

fekten Erwei terung yon ~ in bezug uuf /}(~:p(h)~ ~ fiber dem K5rper  der reellen 

Zahlen: 
[---- I fiir h---- I, 2, . . . ,  TI, 

g(P~')) [ = 2 fiir h - - r  1 -~ I ,  r I -J- 2 ,  . .  . ,  "1 -~- r.,,. 

so dass also 
r l + r ~  

It ~ 1 

is~, so besteht  zwischen ]xlp ~ und diesen For tse tzungen die Gleichung 1 

r l+rX 

h : l  

Sei zweitens p eine natiirliche Primzuhl und p = I I P  (i)d#)) ihre Primideal- 
i ~ 1  

zerlegung in ~:; dabei ist e(p (~)) gleich der  Ordnung des zugehSrigen Primideuls 

p(0. W i r  definieren die normierte  Henselsche p(~)-adische Bew~ ' tung  ffir i---- I, 2, 

�9 . . , z  durch 

[=o fill" ~ - - o ,  und sonst  

.q(~! p(i))] =p,,/e(~(i)) mit  dem ganzen rat ionalen u, ffir das das gebrochene Ideal  

I pl~),, (~) zu 0(i) te i lerfremden Zithler und Nenner  erh{ilt. 

Die so definierten z Bewer tungen  bi lden die siimtlichen nicht-~quivalenten Fort- 

setzungen yon I x]v  in .~, und sie fallen fiir Zahlen aus ~ hiermit  zusammen. 

Bedeute t  g(p(t)) den Grad der perfekten Erwei terung yon .~r in bezug auf s (~')) 

fiber dem KSrper der  p-adischen Z~hlen, ist also 

g(p(i)) = e(p(i))f(~)(,)), 

wo f(p(")) den Grad yon p(':), d .h .  die.ienige natfirliche Zuhl mit N(p (i)) =pf(,(i)) 

bezeiehnet,  so wird 

= . .  

i ~ 1  

Folglich bes teht  zwischen Ix  b) und seinen For tse tzungen die Gleichung 

i Wie iiblich, bedeutet N(~), bzw. N(a) die Norm einer Zahl oder. eines Ideals aus .~. 
15--36808. Aeta mathematica. 68. Imprim6 le 9 avril 1937. 
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i ~ l  

Endlieh besitzt .~ noeh die triviale Beu, ert'm~9 

[ - - o  ffir ~ o ,  
~2(~:o)~ ~_ I fiir ~ + o ,  

die die einzig-mSgliche Fortsetzung yon ]xl0 in ,@ darstellt und hiermit durch die 

triviale Beziehung 

(4): I lv( )Io = 

verkniipft ist. Nach dem bereits zitierten Satz von Ostrowski t ist jede weitere 

Bewertung yon ,@ zu einer der hier geuannten ~tquivalent. Dies finder seinen 

Ausdruck in tier trollsti&digkeitsrelation 

H 
P 

in tier das Produkt  fiber alle unendiichen und endliehen Primideate zu erstreeken 

isL Diese Relation folgt aus der entsprechenden Beziehung (i) fiir ~ mittels 

(2), (3) u n d  (4). 

w 2. Einige Bezeiehnungen und Definitionen. 

Im folgenden bezeichnen wir die unendlichen Primideale yon ~ in irgend 

einer Reihenfolge mit q = q~, q~ , . . . ,  qr,+r_., die endliehen mit r = r l ,  r2, r 3 , . . . ,  

wi~hrend p ~ Pl, P~, l~a . . . .  , alle Primideale ohne Rficksicht auf Endlichkeit oder 

Unendlichkeit durehlaufe. Operationszeiehen wie l-I,  I I ,  I [  sollen fiber alle p, 
p q r 

bzw. q, bzw. r erstreckt werden, dagegen z.B. I I  nur fiber alle yon p* versehie- 

denen p. Der >>Exponent>> g(~0) yon p sei wie in w I definiert; ferner bedeute 

wieder p(r) die zu r gehSrige natfirliche Primzahl, e(r) die Ordnung und f(r)den 
Grad yon r. 

Unter einer ~-Konstanten wird weiterhin jedes Symbol verstanden, das allein 

yore K6rper .~, nicht aber yon anderen Ver~nderlichen abh~tngt. Demnaeh sind 

1 S i ehe  Se i t e  t t2 ,  N o t e  I.  
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also n, r~ und r,~ solche ,l~-Konstanten, f e rner  die KSrperdiskr iminante  d und die 

hieraus abgelei tete  Zahl ~ 

Bedeutet  weiter  h(r) fiir jedes: r die n iehtnegat ive  ganze rat ionale Zahl 

[e(r) log 7"] 

so dass it(r) wegen c ( r ) g  n hSchstens fiir endlichviele r von Null  verschieden ist, 

so stellen das ganze Ideal  

C-~ l ~ r  h(r) und seine Norm c - - ~ ( t ' )  

beide offenbar ~ -Kons tan ten  dar. 

AUe weiteren O b e r l e g u n g e n  betreffen die B e g r i f f e  d e r , L F u n k t i o n ,  der 

LZahl  und ,  der )~-Basis. 

Def in i t ion  1" ~ine  fib" jedes Primideal  p yon ~, eindeutig definierte po~itiv - 

reelle Zahl  2(p) heisse eine ),-Funktion, wenn ihre lVerte an den einzelnen Prim- 

stellen folgende Eigenschaften besitzen: 

a: Die Funktionswerte s dibfeu willkiirliche positive ZahleJ~ seil~. 

b: Fib" endliche Primideale ist 

wo v(r) eine yon r abhSngige willkiirliche ganze rationale Zahl  bezeiehnet. 

c: Z(O) ist hSehstens fiYr endlichviele O con I, ~(r) also hSchstens f i i r  endlich- 

vide r you o verschiede~L 

d: Es besteht die Beziehung ~ 

I I  - 
P 

Auf Grund  dieser Defini t ion exist ieren alle drei P roduk te  

q r p 

x Nach H. Minkowski, Geometrie der Zahlen, w 41 ist 7 > I ; dies folgt aueh leicht aus den 
spiiteren Ergebnissen. 

Diese Einschriinkung ist nicht sehr wesentlich, vereinfacht aber alle weiteren Uberlegungen 
bedeutend. L~isst nmn sie fullen, so kommt man doch nicht zu ullgemeineren Ergebnissen. 
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ferner das gebroehene Ideal 

aus ~{ und seine Norm 

~1 -~ IF[ l:''(r) 

Definition 2: Elite Zahl ~ 4 = o a u s  ~ heisst LZahl,  weJm sie de~'t shnfflichen 

Ungleichungen 

~(~ i ~) <- X(~) (V = Pl, ~ ,  ~ ,  . . . )  
ge~iigt. 

Definition 3: Ei~t ~ s t em  

�9 �9 �9 ~ % a ~  

yon n in bezug au f  ~ linear-m~abhiingigen ).-Zahlen heisst ei,ne ~-Basis. 

Wir werden spgter beweisen, dass zu jeder ~-Funktion eine )~-Basis, also 

erst recht eine LZahl existiert; die beiden letzten Definitionen sind also sinnvoll. 

w 3. Eigenschaften der  ~-Zahlen. 

Satz 1: Eine ~-Zahl ~ getdc'gt deJ~ siimtlichcn U~gleich~q~gen 

-'~(~ ~) >-- F"~.(~) (~ = ~'1, ~.,., P~, . . . ) .  

Beweis: Da ~ nach Definition nicht verschwindet, so ist 

. o . ( f : o )  = 

demnach auf Grund der Vollst~ndigkeitsrelation (5) 

und folglich 
P 

p ~ - p *  

wenn ~* irgend ein Primideal yon ~ bedeutet. Die einzelnen Fak~oren der 

rechten SeRe dieser Gleichung lassen sich gemiiss Def. 2 nach unten absch~itzen; 

wegen Def. i, Forderung d, folg~ dadurch 
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p:#p* 

und damit die Behauptung. 

S&t~. 2: Ist ~ eine ~-Zahl, so ist 

(~) = ~ ,  

wo ~ ein ganzes Ideal bedeutet, das in der ~LKonsta~ten c aufgeht; die 5"orm yon 

ist demnach ein Teiler der ~-Konstanten c. 

Beweis: Das gebrochene Itauptideal (~) besitze die PrimideaLZerlegung 

(~) = H ~!,i. 
t" 

dabei sind die Exponenten j(~) gewisse, ausser yon ~ noch von r abh~ngige ganze 

rationale Zahlen, yon denen nur endlichviele nicht verschwinden. ~ach  Def. 2, 

bzw. nach Satz I i s t  nun 

7-'~z(~) -< -o-(~ir) -< ~(~) (r = ~ ,  ~.~, ~ , . . . ) ,  

also nach Definition der p-adischen Bewertungen und tier Funktion ~t(p) 

7-,~p(r)-~(,)/~,:,) <_ p(r)-~(~)/~(,I <_ p(~)-~c,!/~<,) (~ = r , ,  r.~, r~, . , .) 

und folglich wegen der G~nzheit yon j(r) und v(r) 

~(~) -<j(r) -< ~(r) + [ Vo~p(~) ] = 

Demnach ist in der Tat a ein Teller yon (~) und (~) ein Teller yon ac, so d~ss 

die beiden Behauptungen folgen. 

~t .~ 3: Es gibt eine ~Vkonsta~te e~,dliche ~]lenge ~ yon Zahlen aus ~ mit 

der folgenden Eige~,sehaft." Existieren z,o: gleichen Z-Funktion Z(p)z.wei (gleiche 

oder verschiede~,e) Z-Zahlen ~t ,u~d ~., so liegt dere~ Quotient ~: i~, M. 

Bewei.~: l~ach Satz 2 is~ 

(~,) - -  , ~ ,  ( ~ ) -  ~ , , ,  

wo $~ unr ~ zwei ganze Ideale sind, die in c aufgehen. Demnach ist uuch 

c C ~ 
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ein ganzes Ideal und folglich 

Kurt Mahler. 

~J 

eine ganze KSrperzahl. 5Tach Def. 2, bzw. nach Satz I i s t  aber 

.q(~1:q) --< Z(q), ~ ( ~  q) >-- ~,-'~Z(q) (q = q,, q ~ , . . . ,  qr,+,.~), 

und demnach geniigen die Konjugierten zu ~ den Ungleichungen 

I l = <- + ,.,,) 

und gehSren daher einer endlichen, allein yon ,i~ abh~tngigen Menge an. Indem 

wir ~ durch die ~-Konstante e teilen, folgt die Behauptung. 

Bemerkllng: Der vorige Beweis gibt ein Mittel, um die Menge M zu be- 

stimmen; sie bestehe etwa aus den Elementen 

,tt I ~ I~ ~t2~ . . .~ ~/im. 

Wenn nun ~ irgend eine zu Z(I~) gehSrige Z-Zahl ist, so miissen nach Satz 3 alle 

iiberhaupt hierzu existierenden ~-Zahlen in der Menge 

enthalten sein; insbesondere liegt also ihre Anzahl unter der ~LKonstanten m. 

w 4. Eigenschaften der ~-Basen. 

In dem vorigen Satz 3 ist insbesondere enthalten: 

Satz 4: 1st ~ = {~1, ~2, - . . ,  ~,~} eine k-Basis, so gehb'ren die Quotienten 

der ~lenge M au 1. 

Bemerkmag: Aus der Anmerkung zu Satz 3 geht noch hervor, dass es 

h5chs~ens m '~ verschiedene ~-Basen zu 4(0) geben kann. 

Satz 5: Das einer k-Basis ~ ~-{~l, ~2 , . . . ,  ~,,} zugehb)'ige Ideal 

besitzt die Gestalt 

t t i e r i n  is~ d e r  M i n k o w s k i s c h e  E n d l i c h k e i t s s a t z  a u s  d e r  e r s t e n  A r b e i t  ( S e i t e  IO9, N o t e  ! 

e n t h a l t e n .  
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mit einem ga~zen, in c aufgehenden Ideal ~; erst recht ist demnach 

~(~) = lv(a)x,  

wobei die ganze rationale Zahl x = N(~) ein Teller yon c ist. 

Beweis :  Iqach Satz 2 hat man 

mit gewissen n ganzen Idealen ~ ,  L~, . . . ,  ~n, die in c aufgehen; wegen 

= (~1, L. ,  . . . ,  ~,,) 

folgt daher die Behauptung. 
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w 5. Der  E x i s t e n z s a t z .  

Sat~ 6: Zu jeder ~-Funktion ~(p) existiert zumindest eine ~-Basis ~ =  

Beweis :  Sei e~, a 2 , . . . ,  ~,~ eine Basis yon a; die zu ihren Elementen kon- 

jugierten Zahlen seien wie in w I durch obere Indizes gekennzeichnet. Die 

Funktion 
(' a(") _(h),) Ix1 1 + " "  + x ~ n  

IXI a X 

der reellen Ver~nderlichen xt, x 2 , . . . ,  x,, besitzt offenbar die folgenden Eigen- 

schaften: 
n 

F(o ,  . . . ,  o) = o, F ( x , ,  . . . ,  ~ , , )  > o f~r y ~  > o, 
j=l 

F ( t x , ,  . . . .  tx,,) = I tl F ( x ~ , . . . ,  x,,) fiir reene~ t, 

v ( x ,  + ~/1, . . . ,  x~ + ~.t,) < F ( x l ,  . . . , x n )  + F(.v~, . . . ,  y~);  

ferner besitzt der Bereich 

den Inhal t  ~ 

F ( x , ,  . . . ,  x,,) --< I 

z =  I d,/~ IN(a) - ~ " z ~ - "  

wie mun ohne Miihe dutch Ausintegrieren zeigt. 

1 Wegen dieser Integration siehe Geometrie der Zahlen, w 39 und 4 o. 
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W e nde t  man auf  F den Minkowskischen Satz 1 fiber die sukzessiven Minima 

konvexer K6rper  an, so folgt  die Existenz yon n ~ ganzen rat ionalen Zahlen x~.j 

(i, j = I, 2, . . . ,  n), deren Determinante .  

x - -  l x , : j l , . , j : , , ~  . . . . .  ,~ 

nicht  verschwindek w~hrend zugleich die hiermit  gebildeten Funkt ionswerte  

F i :  l '~ (Xi l  . . . .  , x i , , )  ( i =  I ,  2 , . . . ,  q~) 

positiv sind und d e r  Ungleichung 

(6): F ,  1 , 2 . . .  ]'~ ~ Z - ( n - l )  

geniigen. W i r  setzen 

~ i =  Xi l~ t  -~ "'" "[- Xin(t,t ( i :  I, 2, . . . ,  ~?) 

und behaupten, dass ~ = {~l, ~.,, c �9 �9 5,,}_ eine Z-Basis darstellt.  

In  der Ta t  is t  wegen x =~ o klar, class die n Zahlen ~l, ~-2 . . . .  , ~ l inear 

unabh~ngig in bezug auf  R u n d  folglich erst recht  yon Null  verschieden sind. 

Es bleibt folglieh nur  noch iibrig, zu zeigen, dass die Ungleichungen 

(: ) . e ( ~  ~) _< z(~) ~' ~' ' "  ~ 
ql, q~, �9 �9 qr~+r~ 

(7): 

und 

(s): (: ) 
--- ~I ,  1:2, 1:3, �9 �9 ' 

erffillt werden. Die Ungleichungen (8) folgen sofort  daraus, dass die ~i wegen der 

Ganzzahligkeit  tier Koeffizienten x~j im Ideal  a liegen. An Stelle yon (7)erhElt 

man dagegen auf  Grund der Definition tier Funk t ion  F(x l , . . . ,  x , ) u n d  der 

Zahlen F,- und  ~i zuniichst nur  die Absch~itzungen 

(9): ~ (~ : , )  ~ Fi).(q) ( : =  I, 2, . .  ., n t" 
q l ,  qe,  �9 � 9  q~ ,+ r~ l  

Weo.en (8), bzw. (9) ist jedoch nach Definition von A~ and  A~ 

und 

Siehe Sei te  Io9, Note  I. 

I I  .o.(~; q)~,!~:, < 1 , "A - -  i 1 

q 

1" 

( i - -  1 , 2 , . . . , n )  

(i = I, 2, . . . ,  n), 
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[ [  _< F " - ,  " , - -  ( r F , ) "  ( i  = 2, . . . ,  
P 

und da die linke Seite dieser Ungleichung wegen ~i ~= o auf Grund der Vollstitn- 

digkeitsrelation (5) den Wer t  I hat, so folgt die Schranke 

F i ~  7 - 1  (i  = I ,  2 . . . .  , n ) .  

Sehiitzen wir jetzt beliebige n -  I Faktoren der linken Seite yon (6) vermSge 

dieser Abschiitzung nach unten ab, so ergibt sieh fiir den noch iibrig bleibenden 

Faktor die obere Schranke 

./fi ~ I ( i =  I ,  2, . . ,  ~,) 

und also wegen (9) in der Tat das noeh zu beweisende Ungleiehungssystem (7). 

Das Zahlsystem ~ ist also wirklich eine ).-Basis in bezug auf i(l~). 

w 6. Beziehungen zwischen ~-Zahlen und ~-Basen. 

Satz 7: Z u  jeder i -Zahl  ~ in bezug a u f  l(p) gibt es eine L-Basis ~ * =  

= { VL, 72, �9 �9 V,, } in bezug a u f  dieselbe i-Funktio~, derart dass deren erstes Glied 

~1 -~ ~ ist. 

Beweis: Nach Satz 6 gibt es wenigstens eine i-Basis ~ = {~j, ~2 . . . .  , ~,,} in 

bezug auf L(p). Die n Elemente ~1, ~2,-- . ,  ~n derselben sind nach Definition 3 

linear unabhiingig in bezug auf 9~. Da nach Definition 2 auch V =b o ist, so 

muss es also n -  I der Zahlen ~i geben, etwa ohne Einschrinkung der Allge- 

meinhei~ ~2, ~,c .. -, ~n, so (lass auch 

linear unabhiingig in bezug auf den KSrper der rationalen Zahlen werden. Die 

so definierten n Zahlen rj1, V-~, . - . ,  rt,, sind aber i.Zahlen; folglich stellt |  

~-{W, *L~,-.., '2,,} nach Def. 3 in der Tat eine ).-Basis dar. 

Bemerkung: Durch den letzten Satz wird ein wesentlicher Teil der Theorie 

der LBasen auf die der i-Zahlen zuriickgefiihrt. Um zu einer willkiirlich gege- 

benen L-Funktion ).(p) alle iiberhaupt existierenden i -Basen zu erhalten, geniigt 

es, eine einzige beliebige LZahl ~ hierzu zu kennen: eine solche gibt es natiir- 

lich nach dem Existenzsatz. Man bildet mittels ~ alle m Zahlen 

16--'~6808. Acta mathematiCa. 68. Imprim6 le 9 avril 1937. 
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wo tq, tt~ . . . .  , lt~ die Elemente yon M sind; sucht man jetzt unter diesen Zahlen 

Mle Systeme yon je n in bezug auf ~ linear unabhiingigen LZahlen aus, so 

kommt man gerade zu allen mSglichen )~-Basen. - -  Es werde schliesslich noch 

bemerkt, dass jede Zahl ~ aus .~', die nicht Null ist, eine ):Zahl in bezug a u f  

eine geeignete LFunkt ion darstellt; in der Tat geniigt es, )~(~) dutch 

~(q) = ~ . e ( ~ l q )  (q = q~, q.., . . . ,  q~,+,..), 

z(r)  = ~(~i~) (~ = ~ ,  ~-~, r ~ , . . . )  

zu definieren. Dagegen ist ein System yon n linear unabhiingigen Zahlen aus 

.~ natiirlieh im allgemeinen keine LBasis, was auch Z(O) sei. 

Kapitel IL 

w 7. Bezeiehnungen und Definitionen. 

Die bisherigen 13berlegungen gingen von einer einzelnen Z-Funktion aus 

und betrafen Eigenschaften der zugehSrigen Z-Zahlen und )~-Basen. In diesem 

Kupitel solien start dessen Beziehungen zwischen solchen Zahlen und Basen be- 

trachtet werden, die zu verschiedenen Funktionen gehSren. Dabei werden wir 

die auftretenden Z-FunkCionen yon einander durch geeignete Indizes unterschei- 

den und der Klarheit halber z. B. eine zu der LFunktion Zk(p) gehSrige LZahl, 

bzw. Z-Basis als eine ~iZahl, bzw. Zk-Basis bezeichnen. 

Definition 4: Eine fiir jedes Pvimideal ~ :yon ~ eindeutig definierte positiv- 

reelle Zahl l(o) heisse eine 1-Funktion, wemz ihre lVerte an den einzdnen Prim- 

stellen .fol.qende Eigenschaften besitze~: 

u: Die Fanktionswerte l(q) diilfen willkiirliche positive Zahlen sein. 

b: Fib" emlliehe Primldeale ist 

t(~) = l , ( r ) - , ~  ), 

wo O(r) dne yon r abhdl~gige willkiirliehe ganze ratiomde Zahl bezeieh~2et. 

e: l(p) ist h6ehstens ~'ir endliehviele IJ yon I, 0(r) also hSehstens fiir endlieh- 

viele r you o versehieden. 

d: Es besteht die Beziehu~g 

I [  l(~,):,(~') = ~, 
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Gemiiss d i e se r  Def ini t ion bilden offenbar die l-Funktionen bei Multiptika: 

tion eine Abelsche Gruppe. Ferner ist das Produkt  einer LFunkt ion  mit  einer 

l-Funktion wieder eine Z-Funktion, der Quotient zweier Z-Funktionen aber eine 

/-Funktion. 

Definition 5: /.st ito(1) ) eine LFut&tion und l(~) eine 1-~m~ktzon, so heisse die 

Folge der ~-Fu~dctionen 

~k(~)) ~--- ~0(0)/(~)) k (~ = O, I, 2, . . . )  

die (~to, 1)-Folge. 

Entsprechend zu bisher sei etwa fiir Mle l: 

~0(r) --p(r) -''o(r)/e(~) und l(r) =- p(r) -'(~')/~(t') 

und folglich 

Zk(r)--p(r)-~k(t)f e(~') mit  rk(r)= ~o(r) + kQ(r) (k = O, I, 2 , . . . ) .  

Zur Abkiirzung und analog der friiheren Bezeichnung setzen wir 

( [ k =  Hl~"k(r) (~ = O, I, 2 , . . . ) ,  l lnd  ~ ~- Hl~'~ 

so dass also 

ak = aol, ~ (k = o ,  I ,  z ,  . . .)  

wird. Perner denken wir jeder einzelnen Funktion Zk(~) der (~o,/)-Folge auf 

Grund des Existenzsatzes 6 eine ~tk-Basis 

~ k =  {~kl, ~k2 . . . .  , ~kn} ( ~ =  O, I, 2, . . . )  

willkiirlich, aber fest zugeordnet. 

Definition 6: Das System Co, ~ ,  ~ . ,  . . .  aller dieser Basen heisse eine zur 

(Z o, 1)-Folge geh&ige Basiskette. 

w 8. Endlichkeit der ['Tbergangsmatrizes. 

Satz 8: Seien 

~ k =  {~xi, ~k2, . . . ,  ~a.,~} und ~k+x-= {~k+ll, ~k+12,.. . ,  ~k+ln} 

zwei aufeinander folgend e Glieder einer zur (40, l)-FoOe geh6rigen Basiskette. Dann 

liegen die Quotient'en 

~k+li ( i , j  = I, 2 , . . . ,  n) Vijk ~ ~kj 
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in einer endlichen Menge N(I), die allein vom K6rper ~ und der 

tion l(1)) abhiingt. 

Beweis: ~Naeh Satz 2 ist fiir alle Indexwerte i, j ,  k 

(~kj) = {llJk~k.j ulld (~k+l/)= (l['k-kl~k q-li, 

wo ~kj und gk+li ganze, in c aufgehende Ideale sind, folglich 

Wahl der 1-Funk- 

und also lieg~ ~ijk ill dem gebrochenen Ideal {~. 
C 

nach Satz I 

und d a h e r  

Ferner ist nach Def. 2, bzw. 

~(~+ , , I , )  -< Zo(q)l(@ +1 und a(~;lq) -> r-"zo(~)z(@ 

",jk, ~ g~j ~ )  < 7"1(~)) (h = I, z , . . . ,  r, + r,). 

Aus diesen beiden Eigenschaften yon *]~jk folgt die Behauptung. 

Nach Def. 3 sind die Elemente der beiden Basen 

~ k - - - { ~ k l ,  ~k2, . . . ,  ~kn} a n d  ~k+ l  = {~k+11, ~ k + 1 2 , . . . ,  ~k+lu} 

jedesmal linear unabhiingig in bezug auf den KSrper der rationalen Zahlen. Auf 

Grund bekannter KSrpereigenschaften muss es demnach eindeutig festgelegte 

Matrizes 
Uk --- (Ui jk) i , j=l ,  2 . . . . . . .  (lg = O, I ,  2 , . . . )  

aus rationalen Elementen U,'jk und mit niehtversehwindender Determinante 

U k = i U , j k l i ,  j = l ,  2 . . . . .  , ( k = O ,  I, 2 , . . . )  

geben, so dass 

ist. 

gk+,* = ~ uijk~kr 
j= l  = I, 2, .. I 

Definition 7: Uk heisse die Ubergangsmatrix yon ~k zu ~k+l, die Folge Uo, 

U 1 , . . .  eine zur (~o, 1)-Folge gehiidge Matrixkette. 

Satz 9: Die Matrz:~es Uo, U1, Us, .. �9 einer zur (Zo, 1)-Folge geh6rigen kIatrix- 

kette liegen aUe in einer endlichen Menge H(l), die nur yore K6rper ~ und der 

Wahl der 1-Funktion l(p) abhh'ngt. 
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Beweis: Nach Definition von Uk ist 

(I O): ~k+li ~kj 
- G "  j = l  

Da die n Zahlen 
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~kl ~k2 ~kn 

fiir .]eden Wef t  von lc linear unabh~ingig in bezug auf ~ sind, so bestimmt jedes 

Gleichungssystem (I o) zu gegebenen Quotienten 

~kj und ~k+!~ 

die rationale Matrix Uk auf eindeutige Weise. Weiter liegen n~ch Satz 4 (lie 

~k " ~ + l i  ~3 Zahlen ~ in 1~/ und naeh Satz 8 die Zahlen - ~  in N(1)und es entstehen daher 

nur endliehviele versehiedene Gleichungssysteme (Io); deren Anzahl hgngt dabei 

allein yon ~ und der Wahl  yon l(o) ab. Also folgt die Behauptung. 

Bemerkung:  Dieser Beweis ergibt noch, dass die Anzahl der Elemente yon 

H(1) nicht grSsser als re:N(1) ist, wo N(l) die Anzahl der verschiedenen Zahlen 

aus N(1) bedeutet. 

w 9. Weitere  Eigenschaften der  Ubergangsmatrizes.  

Die Glieder 'u~jk yon 

lassen sich daher als Briiche 

Uk sind naeh Konstruktion rationale Zahlen. Sie 

v i i k  
uij k --  

Vk 

mit dem gemeinsamen H auptnenner vk--> I sehreiben; dieser 5Tenner und die 

Z~hler v~'jk (i, j ~- I, z, . . . ,  u) sind alsdann zu einander teilerfremde ganze ratio- 

nale Zahlen. 

Satz 10: Sei b(l) die klcinste ~aliirliche Zahl, so dass 

(1) 
t: 

ein ga~zes Ideal ist. Dann geht der Hauptnenner vk der Elemente ,uijk yon Uk in 

a.f. 
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B e w e i s :  Offenbar ist 

= - t , - ,  

wo b* ein gewisses ganzes Ideal  bezeiehnet.  Auf Grund  yon Satz 2 wird also 

_ i = {- " t'tb1:+l~:+~ = b*~t:.Hiftb~c, 

wobei ~e+li das gleiehe ganze Ideal  wie beim Beweis des vorigen Satzes bedeutet .  

Andrersei ts  ist nach Satz 5 

mit  einem ganzen Ideal  ~k, das in c aufgeht .  Folglieh ist ~ ein Teiler von 

ab~c und erst  recht  ein Teller des Haupt idea ls  (b(1)~k+l,). Die Zahl b(1)~kr l iegt 

daher  in ~k und besitzt  somit  eine Dars te l lung  

7~ 

j=l 

mi t  gewissen ganzen ra t ionalen Koeff izienten w~jk. Eine solche Formel  gil t  fiir 

alle Indexwer te  i .... I ,  2 . . . .  , n ;  indem wir die Koeff iz ienten 

b(I), w,.~k (i, j - -  x, 2 , . . . ,  ,~) 

durch ihren grSssten gemeinsamen Teller  dividieren, folgt  wegen der Eindeutig-  

kei t  yon l;~ gerade die Behauptung .  

Maehen wir die Annahme,  dass das der Funkt ion  l(o) zuge- B e m e r k u n g :  

ordnete  Ideal  

~1 : n l:'~ (r) 
r 

ganz ist, so ergibt  sich aus Satz 1o, dass der H a u p t n e n n e r  Vk der Elemente  yon 

Uk in der ~-Konskanten c aufgeht .  

Sa tz  11: Die Elemente der Matrix Uk geniigen den Ungleichungen 

]uijk[ <-- C max l(q) ( k~-o ,  ,, 2 , . . .  / '  
q ~ i , j =  I, 2, . , n  / 

wo C eine positive ~-Kon,~tante bezeichnet. 
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Bemerkung:  A u f . d e n  Beweis dieses Satzes kann verzichtet werden, da er 

im folgenden nicht  verwendet wird. Offenbar folgt Satz 9 aus ihm und Satz 

io auf triviale Weise. 

Satz 12: Die Determinante uk der lfbergangsmatrix Lrk besitzt den Wert  

uk-- ~ N ( ~ , ) x ~ ,  
Xk 

wo xk und x~+i zwei in der ~-Konstanten e aufgehende natiiJ:liche Zahlen sind. 

Beweis: Es ist nach bekannten Normens~itzen 

uk = -4 N (  :~k+~ t , 

wo '31: und entsprechenderweise ~k+l wie beim Beweis yon Satz ~o definiert ist; 

mittels Satz 5 folgt daraus die Behauptung. 

io. Der Periodizitiitssatz. 

Definition 8: Die l-Funktion l(o) heisse singulh)', wenJ~ eine ~mtiirliche Zahl  

K und eine Zahl  ~ ~= o aus ~ existiert, so dass f i i r  alle ~) 

l( ')  '~ = ~(~ I~) 

ist. 

Definition 9: Eine zur  (~o, 1)-Folge gehSrige Matrixkette Uo, U1, U ~ , . . .  

heisse periodisch, wenn es eine natilrliche Zahl  a gibt, so dass f/Jr alle geniigend 

grossen Indizes  k 

ist. 

U~+a ~ gk  

Satz 13: Zur  (),o, l)-Folge 

= ( k = o ,  I, 2. : . . )  

gibt es dam* u n d m w  dann eine periodisehe kIatrixkette Uo, L~, U,_ . . . .  , wenn 

l(p) eine singuliire 1.Funktion lot. 

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass die Bedingung der Singularit~t von /(p) 

hinreicht, und danach, dass sie auch no~wendig ist. 

a: Sei l(p) singul~tr, also nach Def. 8 fiir alle 

i ( # ' =  -q(~ I ~), 
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w o  K eine natiirliche Zahl und e ~= o eine Zahl aus .g bedeutet.  Der Index k 

werde auf  die Form 

k=ko  + k~K 

gebraeht, wo Ico eine der Zahlen o, I, . . . ,  K - -  I u n d  k~ eine niehtnegat ive ganze 

rat ionale Zahl ist; diese Darstel lung ist eindeutig. Alsdann set 

~ k  = {~kl, ~k2 . . . .  , ~knl  

fiir k~ = o eine willktirliche ~k-Basis, dagegen fiir /~--> I das durch 

~ = ~ % . ,  (i = I, 2 , . . . ,  ~) 

definierte Zahlsystem. Gemiiss dieser Definition sind offenbar fiir jedes k die 

Elemente yon ~i: l inear unabhiingig in bezug auf ~ ;  da ausserdem an si~mt- 

lichen Primstel len p 

~(~,1~) = P4~l~)~"~(~'o~ ~) = l(~)~"~'~(,%;l~) -< l(P)~"~'~'o(~) = ~(P) 

ist, so stellt ~k fiir jeden Indexwer t  eine )~k-Basis und somit ~o, ~J ,  ~ ,  �9 . .  eine 

Basiskette in bezug anf  die 0~o,/)-Folge dar. Die hierzu gehgrige Matr ixket te  

Uo, U~, b ~ , . . ,  hat  die Periodizit~tseigenschaft  

Uk+K = Uk, 

denn naeh Definition von ~k ist 

~kTK, i = E~ki,  ~k~-l(+l,i  = 8gk4-1i. 

Also folgt  die erste Hi~lfte von Satz 13. 

b: Die Matr ixket te  Uo, U ,  U2, . . .  set periodisch; es gebe also eine natiir- 

liche Zahl a, so dass fiir alle geniigend grossen Indizes /c 

( I I ) :  U k + a =  Uk 

ist. Unter  

werde die Produktmat r ix  

1|'5~ = Uk+(I--1 Uk-ba--2 �9 . .  l.~k+l ~)rk 

verstanden; demnaeh ist fiir jedes k 

~t 

j : l  

( t " = o ,  I, 2 , . . . )  

( i =  I ,  2, . . . ,  ?~). 
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W e g e n  (i ~) muss  offenbar  fiir alle geni igend grossen Indizes  auch  

W k §  = WI:  

sein; denn die Fak to ren  von IVj:+, s t immen mi t  denen yon lVk der Reihe nach  

iiberein. Es gib~ somit  eine nat i i r l iche Zahl  xo, so dass fiir alle nat i i r l ichen 

Zahlen z--> z o die Mat r ix  I]~,, den k o n s t a n t e n  W e r t  

W = (wo) i ,  j = l ,  2 . . . . .  . 

hat ,  der  yon z nicht  m e h r  abh~ngt ;  en tsprechenderweise  ist auch  

n 

~ a ( z + l ) , i  ~-~ Z 't)ij ~az, j (Z "= ZO, Z 0 -~ I,  ZO-~ 2, . . .). 
j = l  

Bedeute t  a l lgemeiner  z '  eine willkiirliche nat i i r l iche Zahl  und 

.(~') . . W~, ' = (w u ) , , j : ~ , ' ~  . . . . .  , 

die z ' - te  Po tenz  von IV, so ist  fiir z ~> z o und jedes z '  

9~ 

~a(u+*'), i ~ W baz, j .  
j = l  

N u n  l iegen abe t  nach  Satz 4 fiir jedes k alle Quot ien ten  

kl  ~/cl ~kl 

in tier endl ichen Menge  M. Folgl ich g ib t  es zwei nat i i r l iche Zahlen ~ > z o und 
- !  
z ,  so dass fiir i = I ,  2 ,  . . . ,  n gleichzei t ig 

~.(~+~'), i = ~.~., i 

ist, und zwar  muss  dabei ~ als Quot ien t  yon Z-Zahlen eine you Nul l  verschiedene 

ZahI  aus ~ sein. W i r  setzen zur Abki i rzung 

az = / " b ,  az '  --- K ,  IV* '  = (~ij)i, j = l ,  o . . ,  ;,,, 

so dass K >  I ist, und haben  dann  

~Z'o+ K,i  : ~t:oi ( i  ~-- I ,  2 . . . .  , I~), 

fe rner  

~/"o+ (,~',+I)K, i = Z , ~ i j ~ l : o + l , : ,  h ' , j  
j = l  = I ,  2 ,  . . . ,  

17 - -36808 .  Acta mathematlca. 68. I m p r i m 5  le 9 avrH 1937. 
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und somit durch Sehluss yon k, auf  k~ + I: 

~k, ~" 
~ko+k, l ( ,  i " ~  c ~I:oi 

also fiir jedes Pr imideal  p 

-q(~o+~', ~', ~!~) = ~(~l~)~" P-(~'o;l~) �9 

Andrersei ts  ha t  man nach Def. 2, Satz I und Def. 5 

F,,~.o(,)Z(,)~', ~" _< .o.(~o+~. ~-lp ) _< ~.o(,)l(p)~, ~', 
folglich 

~--,,//.', ~k ~ (0)l/k, Z(~))/( ~ .Q (~ !~)) -Q (~k oi ].~))l/k, ~ )~1:o (0) l/k1 [(0)K, 

(ki~= O, I, 2, ...,. ) ,  
-- 'I~ 2~. 

und wenn t:~ fiber alle Grenzen wiichst: 

t( ')  ~ ' =  -q(~ i ') 

so dass auch die zweite H:,tlfte yon Satz I3 folgt. 

(~ = ~,, ~,,  ~ 3 , . . . ) ,  

w II. Zusittze zum Periodizitittssatz. 

Satz 13 besagt  zwar, dass fiir singuliires 1(1~) zur ()~o, /)-Folge mindestens 

eine periodische Matr ixket te  geh5rt,  nicht  aber, dass jede zugeh5ri~e Ket te  peri- 

odisch ist. Dies ist in der Tat  falsch. Denn ist T o, r T2 , . . .  eine beliebige 

Folge aus lauter  Gliedern ~-- I, so stellt offenbar mit l/o, U~, Us, . . .  gleichzeitig 

aueh %Uo, % U1, ~ Us . . . .  eine ]Ylatrixkette in bezug auf  die gleiche (X0,/)-Folge 

dar;  dutch  geeignete Wah l  der Vorzeichen l:,tsst sich aber immer erreichen, dass 

diese zweite Folge nicht  periodisch ist. 

Weniger  trivial sind die beiden folgenden Aussagen:  

Satz 14: Ist ~ imagi.Mir-quadratisch, so gibt es zu jeder (Xo, 1)-Folge eS~e 

periodische Matrixketle. 

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass ]ede /-Funktion l(l)) yon ~ singuliir ist. 

Sei H die Klassenanzahl  yon ,q, [~ das zu l(10) gehSrige Ideal. Es gibt  hierzu 

eine Zahl fl ~= o aus .~ mit ( f l )~ 5 H, da {,H der Hauptk lasse  angehSrt.  Offenbur 

ist fiir alle r 

z(r)" =  (fli 

Da .@ nur ein einziges unendliches Pr imideal  1)~ und zwar mit g(O| 2 besitzt, 

so ist %rner  nach der Vollsti indigkeitsrelation (5) 
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] I  - 

und entsprechend hierzu nach Def. 4, Forderung d 

Also muss auch noch 

sein, und somit ist l(p) in der Tat singular und zwar mit K :  H, ~--f t .  

Satz 15: Ist  S[ ~icht imaginiir-quadratisch und n ~ 2, so gibt es (~0, l).I, blgen, 

zu denen keine einzige 2eriodische ]Iatrixkette existiert. 

Beweis: Der KSrper ~ hat mindestens zwei verschiedene unendliche Prim- 

stellen; auf Grund yon Def. 4 ist es daher mSglich, eine /-Funktion l(p) anzu- 

geben, die an eider unendlichen Primstelle einen willkiirlich vorgeschriebenen 

Wert  a annimmt. Nehmen wir fiir a eine beliebige transzendente Zahl, so kann 

aber l(p) gewiss nicht singul~tr sein, denn die Absolutbetr~ge s~mtlicher Kon- 

jugierten einer jeden Zahl aus $~ sind algebraisch. Also folgt die Behauptung. 

Kapitel III. 

I 2 .  Bezeichnung und Fragestellung. 

Nachdem im vorigen Kapi~el die Frage entschieden wurde, wann eine 

Matrixkette in bezug auf eine (~o,/)-Folge periodisch sein kann, sollen yon jetzt 

ab nur noch periodische Matrixketten betrachtet und ihr Zusammenhang mit 

Diophantischen Approximationen untersucht werden. Der Kiirze halber benutzen 

wir dabei folgende Bezeichnung: 

Definition 10: ~u zur (~u, 1)-l~'olge gehSrige Basiskette Co, ~1, ~.~, �9 �9 �9 heisse 

periodisch, wenn die zugehSrige Jlatrixkette periodisch ist. 

Sei | = {~1, _~-~ . . . .  , ~,~ } das allgemeine Glied einer solchen periodischen 

Basiskette. Ist  gem~tss Satz 13 und Def. 8 

und wird wieder k auf die Form 

k = ~ o +  k~K 
k o, k 1 ganz rational t 

o - - < k o ~ K - -  I / 
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gebracht, so geniigen die Elemente yon ~ :  an allen Primstellen 0 den Un- 

gleichungen 
< -< 

Demnach h~ngt ffir k--* r162 das asymptotische Verhalten si~mtlicher Bewertungen 

der ~ ab yon der GrSsse der verschiedenen Bewertungen von a. Daher wird 

es nun unser n:~tchstes Ziel sein, Angaben fiber die MSglichkeiten der Zahlenfolge 

. . . . .  

zu gewinnen, wenn e # o  in ~[ liegt. 

Ein wiehtiges Resultat in dieser Richtung stammt bereits yon Minkowski; 

er bestimmte alle KSrper, in denen es eine Einheit e m i t  

gib~ und fand, dass nur gewisse sechs Klassen yon KSrpern und zwar von den 

Graden n ~-2, 3, 4 und 6 diese Eigenschaft haben. 1 Allein in diesen ZahlkSr- 

pern gibt es demnach periodische Basisket.ten ~1, ~.,, ~ . . . .  , deren Glieder 

~k = {~kl, ~k2, . . . ,  ~k~} aus ganzen Zahlen ~kl aus ~[ bestehen, derar~, dass fiir 
]c --~ or 

n--g(q,) 

q q 

ist; eine gewisse Konjugierte s~imtlieher ~i strebt also mSglichst schnell gegen 

Null, w~hrend die fibrigen Konjugierten mSglichs~ langsam und notwendiger- 

weise yon gleicher GrSssenordnung gegen Unendlich wachsen. 

Wir  werden zeigen, dass ein nur wenig schw~cheres Ergebnis ffir jeden 

ZahlkSrper ~ mit n >--2 gilt; dabei werden wir aber im Gegensatz zu l~Iinkowski 

keine Bewertung yon ~ vor der anderen auszeichnen, ganz entsprechend wie 

schon bisher. Dadurch wird es mSglich, zu einem sehr allgemeinen Resultat zu 

gelangen. 

w 13. Ein Existenzsatz. 

Satz 16: Sei 1(~) ei~e willkiirliche 1.Fu~ktion yon ~ u~d ~ > o eine beliebi9 

kleine Zahl. Dann gibt es ei~e Zahl ~ # o aus ~ und eine natiirliche Zahl K,  

derart, dass an allen endlichen Primstellen 

1 S i e h e  d i e  z w e i t e  A r b e i t  S e i t e  1o9, ,Note I. 
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und  aa allen m~endlichcn Pr ims te l l en  

~-:'l(~) '~ _< .o.(~l q) _< ~+,~t(,)~ 
ist .  

Bewei.q: Sei H die Kl~ssenanzahl  you ~, [) das der Funkt ion  l(O) zugeord- 

nete Ideal,  fl :~ o eine KSrperzahl mi~ (~) -~ 1) u, und V~, V.,, . . . ,  ~,.,+,.~-~ ein System 

unabh~tngiger erzeugender Einhei ten yon ~. Unter x ,  x~, x,~, . . . ,  x,.,+r~-~ verstehen 

wir r~ + r~ ganze rat ionale Ver~nderliche, und wir setzen fiir jedes Primideal  

rl + r2--1 

�9 ( ~ ) = x 0 o ~  ~(~1~1- H l o ~  l(~)) + ~, xh lo~ .q(,~,,]~). 
h = l  

Da offenbar fiir alle endlichen Prilnideale r 

.Q(~]I~) = ~(r~) H, ~ ( ~ l [ r ) =  .Q(~72117) . . . . .  .Q(~]r ,+r~-l! l : )  = I 

ist, so gelten die Gleiehungen 

(~21: ~ ( r ) - o  

Weiter  ist wegen der Volls~iindigkeitsrelation (5) 

P P 

unfl naeh Definigion der /-Funktionen 

, p 

also aueh 

und wegen_(IZ) 

( I 3 ) :  

F~ g(~)~(~) = o 
P 

(r-~ rl ,  r~, %, . . .). 

F~ g(~) ~(~) = o. 
q 

Die r~ + r~--  I Funkt ionswerte  

stellen offenbar ebensoviele Linearformen mit  reellen Koeffizienten in den r~ + r 2 

Ver/inderlichen x, x~ . . . .  , x~,+~_~ dar. Mittels des Dirichletschen Schubfach- 
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sehlusses l~sst sieh daher  auf bekannte Weise 1 zeigen, dass zu jedem noch so 

kleinen # > o immer diese Ver~nderliehen als solche ganzen rat ionalen Zahlen, 

die nicht  alle Null sind, gew~hlt werden kSnnen, so dass gleichzeitig 

wegen (I3) also erst recht 

ist. 

l 'D(q,,) l -<  -- q~ 
(h= I, 2, . . . ,  I~ ~- ~ '2- -  I ) ,  

I a, I -< a ( q - - - - - q l ,  q.~, - - . ,  q,' ,+, '~) 

Es sind nun zwei Fglle mSglich. 

lichen Zahlen 

(I 5): log .Q(l~i~) -- H log l(~) 

verschwinden. Dann  ist aber fiir alle 

Erstens kann es geschehen, dass die s~mt- 

(q ~ -  q l ,  qs ,  �9 � 9  q , ' ,+ r . )  

und die Behauptung  in evidenter Weise mit  ~ f l ,  K : H  erfiillt. Zweitens 

sei wenigstens eine der Zahlen (I5) yon Null  verschieden. Wenn alsdann x ~ o 

w~re, so erg~ben sich aus (I4) die Ungleichungen 

1 ,1+~-1 x,, log ~(,],,!q) ~ ~ (0 = "1, % , . . . ,  q,',+,'..), 
h : l  

so dass ffir hinreichend kleines ~ wegen der Unabh~ingigkeit der Einhei ten W, 

alle Zahlen xh versehwinden miissten, was offenbar falsch ist. Da aber ohne 

Einschr~nkung der Allgemeinheit  ~ durch jede .kleinere positive Zahl ersetzt 

werden daft ,  so k5nnen wir demnach immer erreichen, dass x ~ o und sogar 

x > o ist. Setzen wir dann 

= fl~V;' v/%+,,-1 K = x H ,  
�9 " " J r , + r 2 - - 1  

so ist K -  I, und  auch in diesem Fall  ist die Behauptung  zutreffend, wie aus 

der Definition yon q) und aus (I2) und (I4) folgt. 

w I4. Der Approximat ionssatz .  

Aus dem letzten Satz kSnnen wir je tzt  das folgende, sehon angekiindigte 

Resul ta t  ableiten: 

i Siehe z. B. das erste Kapitel yon H. Minkowski, Diophantische Approximationen. 
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~&t~. 17: Sei ~ ein algebraiseher Zahlk&per yore Grad n >--~, l(o) eine will- 

kiirliche 1-Funktion und )~o(~) eine ~-Funktion yon .~', ferner ,~ > o eine beliebig 

kleine Zahl. Dann gibt es eine singuldre 1-Funktion l*(o), zu der (;~o, l*).Folge 

eine periodische Basiskette ~o, ~ , ,  ~ .~ , . - .  mit dem allgemeinen Element ~ = -  

= { ~ ,  ~ ,  . . . ,  ~ }  und ei~e ~atih'liche Zahl  K,  derart, dass f i i r  alle Indizes k und 

fiTr alle unendliehen und endliehen Primideale die Ungleiehungen 

bestehen. 

_< 

< _< 
( i =  I,  2, . . . ,  n,) 

Beweis: Zur Funk~ion l(p) und zur Zahl ~ werde eine KSrperzahl ~ =~ o 

gem~iss Satz I6 ausgew~hlt und alsdann die l-Funktion l*(o) durch 

= p_ ! , )  (~ = ~1, ~ ,  ~ ,  �9 �9 

definiert; sie ist nach Def. 8 also singular. Folglich existiert nach Satz 13 zur 

(~o, l*)-Folge eine periodische Basiskette ~o, ~1, ~ ,  . . . ;  wenden wit auf deren 

Glieder die durch Def. 2 und Satz z gelieferten Ungleichungen an, so folgr 

nach den Schranken fiir die verschiedenen Bewertungen yon ~ aus Satz I6 die 

Behauptung. 

~. I ~. Zwei Anwendungen des Approximationssatzes. 

Definition 11: Fiir jede ga~ze Zahl  ~ aus ~ werde 

U(~) = max s q) 
q 

gesetzt und die Hb'he yon ~ genannt. 

S a ~  18: Sei ~ ein algebraischer Zahlk&per mit  mindesteus zwei verschie- 

denen unendlichen Primidealen und (J > o eine beliebig kleine Zahl. Dann  gibt 

es ei~e periodisehe Basiskette ~o, ~1, ~2, . . . ,  dereu allgemeines Element ~k  = 

= {~1:1, ~k2, ..., ~k~} aus ganzen Kb'~'perzahlen besteht, die f i ir  k---) ~r und i =  z, 2, ..., n 

den ['orderungen 
_ n _  --.a(~,) + ~ 

gemTgen, wo F > o nicht von k oder i abh&~gt. 
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Beweis: Der  letzte Satz werde angewandt  mi t  

n--g(q~) 

/(q,) = e "("') , /(q,_,) =/(q:~) . . . . .  /(q~,+r~) --~ e, l(r) = ~ fiir alle r 

und 
Zo(O,) - -  Zo(q~) . . . . .  Zo(q~,+~,~) = 7, Zo(r) ---- I fiir alle r. 

Beide Sl)ezialisierungen sind offenbar wegen ~ g ( q ) - - - - n  nach Def. ~ und 4 er- 
q 

laubt.  Bedeute  je tz t  l*(p) die zu #,  l(p) und Zo(p ) gehSrige singul~re/-Funkfiion,  

~o,  ~ ,  ~ , ,  �9 �9 �9 die zur (Zo, l*)-Folge gehSrige periodische Basiskette mi~ allge- 

meinem Glied ~ - ~ { ~ k ~ ,  ~ . ,  . - . ,  ~k,} und K die zugehSrige n~tiirliehe Zahl. 

Dann  ist an den endlichen Primstel len 

.o.(r _< Zo(r)~(r),,-,r = ~, 

und also sind alle ~.~ in der Ta t  ganze KSrperzahlen.  We i t e r  ha t  nian an den 

unendl ichen Pr imste l len  
/ ~ _,~-.o(~,) j,_~k 

b ~ w  

~ ( ~ ; : q , , )  -> z - " Z o ( ~ ) ( ~ - ~ z ( q , , ) ~ )  '~ - z - ~ " - ' ) ( ~ - ' ~ + ' ~ )  ~ (h = ~, 3, . . . ,  ,~), 

und falls # schon geniigend klein und  k geniigend gross ist, demnaeh 

H ( ~ )  >-- z - ("- l ) (~-~+  ~) '~ 

Aus dieser und der vorletzten Ungle ichung ergibt  sich leieht  die Behauptung,  

indem man $ als eine geeignete Funk t ion  yon ~ w~ihlt. 

Satz 19: Sei  ~ ein algebraischer ZahlkS~Ter yore Grad  n ~ 2 und  ~ > o eine 

beliebig Heine  Zahl .  D a n n  gibt  es eine periodische Basisl:ette ~ o , ~ ,  ~ . , , . . . ,  

deren allgemeines E l e m e n t  ~ k  = { ~kl, ~k~., �9 �9  ~k, } aus ga~zen Kb'rperzahlen besteht, 

die f i i r  k - *  ~ und  i =  1, 2, . . . ,  n den Forderungen  

?~ 

genffgen, wo z l  > o nicht  yon k oder i abMingt. 

Beweis: Diesmal wenden wir Satz ]7 an mit  

und 

Z0(t]l) = ~O(q2) . . . . .  ~0(q",§ 7 ,  Z0(•) = I ftil" a l | e  I:. 
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Auch diese Spezialisierungen sind offenbar wieder zul~issig. Bedeute nun l*(p) 
die zu #,  l(0) und ~o(0) gehSrige singul~re /-Funktion, Co, ~ j ,  ~2 . . . .  die zur 

(~o,/*)-Folge gehSrige periodische Matrixkette mit dem allgemeinen Glied ~k = 

-~ {g~l, ~ 2 , . . . ,  ~n} und K die zugehSrige natiirliche Zahl. Dann is~ an den 

endlichen Primstellen 

~(~i]~)  -< Zo(~)z(~) ~ = ~ e- '~" f ~  ~ = ~,, 
I fiir r ~ r 2 ,  ra, r a , . . .  

und also sind insbesondere wieder alle ~k~ ganz. WeRer hat man 

H ( ~ , )  = ~ a ~  ~(~, ' :  r ~ F%(r  -Z-( '~- ' ) (~-~+~(~,~")  ~. 
q 

Indem man jetzt ,~ wieder als eine geeignete Funktion yon ci wiihlt, folgt aus 

dieser und der vorigen Ungleiehung die Behauptung. - -  

Die beiden letzten S~tze bringen die angekiindigte Verallgemeinerung des 

Minkowskisehen Satzes. Aus dem letz~eren geht hervor, dass Satz ~8 im allge- 

meinen nieht wesentlieh verseh~ff~ werden kann. In wieweit sieh Satz '9 ver- 

bessern liisst, d.h.  fiir welehe KSrper bei diesem Satz ~ dureh Null ersetz~ wer- 

den darf und also die seh~trferen Formeln 

/ Z  

~2(g,.]r~) < coast.  H(g~;) :'(",), H(~;)- - ,  

bei geeigneten periodischen Basisketten noch gelten kSnnen, habe ich bisher noch 

nicht entschieden. Krefeld, im Herbst ~935. 

Anhang. 

l.) Um die allgemeinen tTberlegungen der vorliegenden Arbeit verst~nd- 

licher zu machen, sollen ffir einen speziellen kubischen ZahlkSrper periodische 

Algorithmen mit den durch die beiden letzten S~tze gegebenen Eigenschaften 

explizit konstruiert werden. 

Unter ~ - ~  ~(~)werde  der durch die Gleichung 

definierte KSrper verstanden. Offenbar ist R im KSrper f-----~R(~) der siebten 

Einheitswurzeln enthalten, der durch die Gleichung 

18--36808. Acta mathematica 68. Imprim6 le 14 avril  1937. 
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erzeugt wird; zwischen )~ und ,9 besteht dabei etwa die Beziehung 

I 
) . = , ~  + ,9~ -=,~ + - .  

7 

Da bekannt l ieh die Zahlen 

I, ~, ,9-", 4k 3, ,~,  ~s 

eine Basis yon [ darstellen, so besitzt .(~ die Basis 

I ,  ~, )2 

und folglich die Diskr iminante  

d : : :  + 49. 

Da ferner ~ offenbar total-reell mad also r~ =-o  ist, so wird 

z - -  l a l  ' / ' =  7. 

Um die Reihenfolge der drei zu ~ konjugier ten KSrper S-t' 1/, ~('.,), .t~.!3) 2.) 
und damit  die drei zugehSrigen Absolutbetrag-Bewer~ungen 

festzulegen, werde ohne Einschri inkung der Allgemeinhei t 

2hzr 
).(h) ~ 2 cos - -- 

7 

angenommen;  vermiige der Basisdarstellung 

-- a o + al). + a~_). "z 

sind dadureh gleiehzeitig die Konjugier ten  

~(h) = ao + al)(h] q_ a~(t,)~ 

(h-~ 1,2, 3) 

( h =  I~ 2, 3) 

(a,), a , ,  a., in ~) 

(h = i, 2, 3) 

jeder KSrperzahl ~ festgelegt. D e r  Kiirze halber sei noch _q,:= p~-(1), q~ ~ i~(~!, 

qa ~ IJ/~ ), w~hrend unter  rt, ):.,, r.~, . . .  die endlichen Primideale yon ~ in irgend 

einer Reihenfolge verstanden seien. 

Offenbar ist 
).(Z - -  l)(J~ -~- 2) "~- I ;  

die drei Zahlen )., ) , -  x und )~ + 2 aus .q' sind also Einhei ten des KSrpers und 

gewiss keine Einheitswurzeln. Von ihnen sind ). und ) . -  I sogar unabhiingige 
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Einhei ten.  Denn bes t immt man die dekadischen Logar i th lnen der zugehSrigen 

Bewer tungen  ~, so erhiilt man 

log ~2(;Uq~) = + 0,0959; log ~2(~iqs) =- - -  0 ,3516 ;  log ~2(~iq.~ ) = + o,2sST, 

log s - -  I q~) = - -  0:6074 ; 1Off ~ ( i  - -  i [ q2 )  - - + 0 , , 5 9 9 ;  log s - -  1%) -- + 0 ,4475 ,  

und hier  ist jede der drei Determinanten ,  die man bilden kann, evidenterweise 

yon Null  verschieden. 

3.) Nach  dem schon mehrfach  erw~ihnten Satz yon Minkowski gibt es keine 

periodische Basiskette ~k = {~kl, ~.o., ~k3} (k = O, I, 2 . . . .  ) mit  

-Q(~k,lqj) < eonst. 1t(~,) -2, H(~k, )=  l n a x  f~ (~k i i (~b)4  oo fiir k--,  oo; 
h--2,  3 

ersetz~ man dagegen den Exponenten  - -  2 durch --  2 + ~, wo d eine beliebig 

kteine positive Zahl bedeutet~, so gibt es solche Ke t t en  nach Satz I8. Man ge- 

L~ng4. zu diesen, indem man Einhei ten  

= ~ ( ~ .  _ ,), ,  

mit  ganzen ra t ionalen Exponen ten  x und y (x- '+  y " >  o) bestimmt, fiir die die 

beiden Zahlen 

log ~2(~!q.~) . . . .  0,35,637 -F 0,i599Y und 10g s ---- A- 0,2557x + 0,447SY 

einander  mSglichs~-gleich sind, d. h. die Zahl 

log -(-2-(e iq3) - -  log ~(e.q~) = 0 , 6 o 7 3 x  -i- o,2876y 

mSgliehst  kleinen Absolutbetrag hat.  "Nimmt man x . . . .  I, y - -  2, so wird ge rade  

log ~2(e!qj)= " 1,31o7; log ~2(eiq, ) = + O , 6 7 ~ 4 ;  log ~2(~[qs)= + 0 , 6 3 9 3 ,  

~Iso 

~(~ q,) _< H ( ~ )  - ~  + ~,, 

Wegen 7 - 7  ist es nun erlaubt,  die Annahme  

[ 7 f ~ r  ~ = Q, ,  q.o, q:, " ~ o  = {Go, ,  ~0~,  ~ ' ' 
)'0()9) - -  '[ I ffir O = r~, r_~, % . . . .  ' ~o3~ = { I ,  ~, ) . '} 

i Da  es be i  a l len fo lgenden  R e c h n u n g e n  n u r  a u f  die  Verhi i l tn i sse  der  L o g a r i t h m e n  a n k o m m t ,  

so i s t  es a u s  B e q u e m l i c h k e i t s g r i i n d e n  a n g e b r a c h t ,  L o g a r i t h m e n  zu r  Basis  Io  s t a t s  na t i i r l i cher  Loga- 

r i t h m e n  z u  v e r w e n d e n .  
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zu machen;  ferner kSnnen wir 

~(,) = ~ ( ~ , )  

setzen und kommen dann also zu der periodischen Basiskette 

mit  

-(-2-(~,IEI,) --< const. H(~k~') -~ 

Wegen 

(k = 0 ,  I ,  2, . . . )  

=g-l().__ i)2=)fl+ 2Z--4 

lauten die (~bergangsgleichungen hierfiir: 

~k+l~ = - - 4 f k 1  + 2f~.~ + ~k~; i~+~.  = ~ - -  2 ~  + _~k~; ~ + .  = ~k~ + 3~k~ - -  3fk~.  

Ein noch bedeutend schgrferer Algori thmus liisst sich iibrigens gewinnen, 

indem man e = ~ -9 (~_  i)19 wi~hlt; die Ausfi ihrung bleibe dem Leser iiberlassen. 

4.) Als weiteres Beispiel werde die zmn Primideal  

h --(Z + 3) 

gehSrige I=[enselsche rl-adische Bewer tung  betrachtet .  Dass rj in der Ta t  ein 

Primideal  und zwar ein Haupt ideal  ist, ergibt sich aus der Gleichung 

N(I~t) ~_ (j~(1) + 3)(~(2) + 3)(~(3) + 3) = 27 + 9(--  I) + 3(-- 2) + I = I 3. 

Es ist offenbar 

log ~2(~ + 3[q~) = + o,628I; log ~2()~ + 3]q~) = + 0,4074; log ~2(s + 31q8) = + 0,0785. 

Um zu einem mSgliehst gu~en Approximations-Algori thmus in bezug auf  dieses 

Pr imideal  zu kommen, miissen wir ganze rationale Zahlen x, y, z, die nieht  alle 

gleich Null sind, finden, fiir die die Absolutbetri~ge yon 

-- Z~'(Z -- ~)v(Z + 3L 

d. h. die drei Ausdriicke 

log ~2(~iql) = + 0,o959x -- 0,6o74y + 0,62siz, 

log ..q(~jq~) - -- 0,35~6x + 0,i599y --]- 0,4o74g, 

log ~(8]q3)~ + O,2557x + O,4475Y + O,o785g 

mSgliehsg wenig yon einander  versehiedene Zahlwer~e haben. Eine einfaehe 
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Rechnung zeigt, dass die kleinen Zahlen x =-2, y = 3, z - - 6  dies leisten, dean 

dann ist fiir die Zahl r .= -4 - ' (4 -  ~)~(4 + 3)6: 

log g2(rlOz)-- + 2,t382; log s + 3,2209; log ~2(rq3) -- + 2,3269. 

Ausserdem bekommt man natiirlich 

log .q(rlr,) = --  6 log 13 = - 6,6836. 

Wiihlen wir also 1~o(1~), l(I~) und ~o wie im vorigen Paragraphen,  also aueh 

und setzen wir wieder 

H ( ~ , )  = m a x  ~ ( ~ k ,  ~"~)), 
h ~ 1 , 2 , 3  

so strebt diese HShe mit  wachsendem k gegen + ~ und es wird zugleich 

Wegen 

P-(~k,lr,)-<- const .  H(~I: , )  - '~  + ,/7 

t ~ 4~()~ - i)'~(4 + 3) 6 .... 48)'-' + I41) . - -  1I 3 

lauten die •bergangsgleichungen zwischen den auf einander  folgenden Basen: 

~ + 1 1 =  - I t3~.1  + t 4 ~ k 2  + 48~k3; ~k+l~. == 4 8 ~ -  I 7 ~ 2  + 93~k3; 

~k+~3 - 93g~'x + 234gk'_, - -  I IO~:.3. 

5.) Es werde noch ein weiteres Primideal,  niimlich 

r .  = (Z - 2)  

erw~hnt, fiir das man  zu trivialen Ergebnissen gelangt.  Es ist nSmlich 

(4 - ~ ) ~ =  - 7 ( z  - ~)-', 

also 

r~ = ( 7 ) ,  

und folglich kann man diesmal 

- - -  7 

setzen. Bei gleicher Wah l  yon 4o(~), l(p) und Co wie bisher wird 

| {~k~, ~k2, ~k:~} = { f ,  7kZ, 7k4~}, 

und man ha t  ~k+l , i=  7~ki ( i -  I, 2, 3) und 
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~2(~i11:2) < e o n s t .  H(~(.i)-', 

wo die HShe H(~ki) wie im vorigen Paragraphen definiert ist. Zum Untersehied 

yon den bisherigen Ergebnissen bekommt man also diesmal ein extrem scharfes 

Approximationsgesetz. Dies wird offenbar in jedem ZahlkSrper ~' bei einer 

r-adischen Bewertung der Fall sein, wenn die zugehSrige natiirliche Primzahl 

eine reine Potenz yon t i s t .  - -  

6.) Ich mSchte diesen Anhang mit einer Bemerkung sehliessen, d ie  zwar 

nicht gerade tief ist, aber vielleicht als Verallgemeinerung der Ergebnisse dieser 

Arbeit ein wenig Interesse hat. Dabei beschr~nke ich reich wieder auf die Be- 

trachtung der Approximation in bezug auf eine einzelne der ~ +-r~ Absolutbe- 

tragbewertungen, etwa in bezug auf O(~[q~), und setze dabei r 1 + r~--> 2 voraus. 

Zu jedem noch so kleinen d > o l:~tsst sich dann, wie wir im dritten Kapitel 

sahen, eine ZahI~ # o aus ~ mit 

und 

2Y(~) ~ -  3r- I ,  ~"~(~II~i)< I 

~(~ l q,) ~ { max 
h = 2 ~  3, . . . ,  n 

n--g(~,)  
_ _ _  + 

angeben. Sei nun  w~,. ..... w, eine willkiirliehe Basis yon 

Indizes k-----o, I, 2 , . . .  das _Zahlsystem 

~ k -  {gkx, g ~ : , . . . ,  .~ ,}  = {~%,,, ~ o ~ ,  : . . ,  ~ , , ] ,  

und ~$ fiir die 

Seine n Element~ sind linear 

Ungleichungen 

u n a b h ~ n g i g i n  bezug auf R und genfigen den 

,~--.q (q3 
o(~;Iq , )  -< eonst. H(~k~) .(.,) 

- - - - - - + d  
mit H ( 5 ~ ) =  max s ) 

h-" lj 2, .. ., n 

fiir alle i und fiir k--* 0r Es gelten yon k unabh~ingige Beziehungen 

und zwar ist dabei 

11 

~k + l i  = ~ U i j ~ k j  

j = l  

U = ( u u ) , ,  j = 1 .2  . . . . .  ,, 

( i =  I, 2 , . . . , u )  

eine Matrix aus lauter ganzen rati0n~len Elementen, deren Determinante den 
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~Arert �9 ~ I hat, da e eine Einheit  yon ~ darstellt. 

sich?abei-bel~anntlich als ein endliches Produkt 

U = E ~ - I  E,t-~_ . . .  E115o 

yon 'sOg. E~emen~armatrizes 

e i f ler  d e r d r e i  Gestalten 

- - I  O 

7. 

:O I 
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Eine solche Matrix U liisst 

schreiben; hierunter verstehen 

0 0 .I 

I 0 

I 

m 

I + I  

0 I 

wir: Matrizes yon 

0 I 

0 

0 I 

bzw. hieraus durch Indexwechsel hervorgehende analoge Matrizes. 

zur Abkiirzung 

E k d + l  "~- (ekd+l,  i j ) i , j = l ,  2 . . . . .  n = E l  

Sei allgemein 

( k l = ~  1 ' 2 ' " "  ) ,  
~ 0 ,  I ,  . . . ,  d - - I  

definier~, so dass also ~ e -  ~k ist, SO bestehen die sich mit der Periode d wieder- 

holenden ]~bergangstransformationen 

(2k): Tx+I, i = .2, e., ;j z~i, 
j = l  

und es ist ferner leicht einzusehen, dass fiir k--*~r 

(B): 
erfiillt sin& 

Ungleichungen 

n--g(q,) + $ 
g (ql) 

Wird jetzt eine Folge von Zahlsystemen 

~ •  = {Txl, T x 2 , . . . ,  Zxn} mit ~ i  = ~ tx, i j W j  

j = l  

T k o + l  = E l - l E I - 2  . . . E I E o  Uz" und T k d  = U k. 

also 

ferner To die Einheitsmatrix und fiir x = I, 2, 3 , . . .  

T~ = E~_~ I ' : ~ - 2 . . .  E ,  Eo  = (t,, ;s);, .i = ~, '-' . . . . . . . .  
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Damit ist also gezeigt, dass es fiir jeden ZahlkSrper mit rl § r~ ~ 2 stets 

verallgemeinerte Basisfolgen ~0, ~ 1 , . . .  gibt, deren Glieder auseinander dutch 

die sich periodiseh wiederholenden Transformationen (A) hervorgehen, wobei 

obendrein diese Transformationen durch Elementarmatrizes erzeugt sind, w~ihrend 

andrerseits die Glieder der einzelnen Basen ~ in bezug auf ~ linear unabh~ingige 

ganze Zahlen aus ~ sind, die den bis auf den Zuwachs (i im Exponenten extrem 

guten Ungleichungen (B) geniigen. Fiir einen reelbquadratischen ZahlkSrper 

kann z.B. sogar $ ~ o genommen werden; alsdann ist in diesem Ergebnis ge- 

rade die Aussage enthalten, dass sich eine reell quadratische Irrationalzahl in 

einen periodischen regelmiissigen Kettenbruch entwickeln l~isst. 

Krefeld, Februar I937. 

Kurt Mahler. 


