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w 1. I n t r o d u c t i o n .  

Le probl~me. 

A route suite de nombres r6els (y): 

( I )  I < y :  < y~ < - . .  < y~ < -- 

on peut  associer une suite nouvelle (x): 

(2) I < xl -< x~ -< ...  -< x~ -< - . -  

form6e par  l 'ensemble des produits 

(3) x -~yn ,  yn~'"yn,,, n: <ns<_ . . .  <_n,,, v>_ I 

avec la convention que tou t  hombre x figure dans (2) au tan t  de fois qu'il  y a de 

reprdsentations (3) distinctes. Nous appellerons (y) les nombres premiers de la 

suite (x) et ddsignerons par ~ (x) le nombre des yn--< x et par _N (x) le hombre 

des xn--< x. Si (y) s'identifie avee l 'ensemble des hombres premiers ordinaires 2, 

3, 5, 7, I I , . . .  on obtient pour (x) la suite des nombres naturels supdrieurs ~ I 

et on aura  

(4) /Y (x) = x + O (I) 

et, d'aprSs le th6orSme c618bre de MM. HADA~ARD et DE LA VALL~E-PoussI~, 
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(5) . ( x ) ~  log x 

Si l 'on supprime de la suite 2, 3, 5, 7 , . - .  un nombre fini de premiers p~, p~, 

. . . ,p~,  on aura ~videmment 

�9 ( + 

1 

tandis que (5) est inchang& Nous allons dans ee mdmoire 6tudier quelques traits 

de ce probl~me g~n~ral: N(x) $tant eonnu, au moins ~ une certaine erreur pros, 

d~terminer si possible une fonetion ~quivalant gt z (x), c'est-&dire une fonction 19 (x) 

telle que p 

Surtout, nous chercherons ?s r~soudre le problbme particulier suivant, qui 

constitue le point de d~par~ tout naturel dans l'dtude du probl~me g~n~ral: De 

quelle mani~re ~ (x) doit-il eonverger vers zdro quand x tend vers l'infini, pour que 

l' hypoth~se 

N (x) = x (A + e (x)), A = eonst. > o, 

entra~ne la loi asymptotique (5)? 

Remarquons dbs maintenant que par la transformation (x a Ix) on peut nor- 

m e r l e  problbme g~n~ral. 

que ~ (x x') -~ ~p (x) ~0 (x'). 

telles qne 

La fonetion ~o ( x ) =  x a est multiplicative en ce sens 

Par  cons6quent, si l 'ou part  des suites (y) et (x) 

log N(x) ~ a log x, 

off a est un eonstante positive, on arrive par la transformation x'----x a, ~ deux 

suites (y') et (x') li6es l'une ~ l 'autre de la mSme manibre que (y )e t  ( x ) e t  

relies que 

(6) log N (x) ~ log x. 

Dans ee qui suit la relation (6) sera toujours v~rifi6e. 

La fonction ~ (s) de Riemann et le produit d'Euler. 

Rappelons les notions et les proe~d~s qui fondent la th6orie analytique des 

hombres premiers ordin~res. A route suite (x) on peut assoeier unefonetion ~ (s) 

de Riemann d~finie par la s~rie de Diriehlet 
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(7) ~ ( 8 ) - -  I -[- X 7  s -~- X ~  s § . . . .  I § / x - S d . ~ ( x )  

1 

qui, dans la condit ion (6), converge absolument  dans le demi-plan o : ~ ( s )>  I. 

Le produit d'Euler correspondant ~ la suite (y) s'~crit 

I 

] I  , _ y ; , .  
1 

Ce produit  converge de m6me absolument pour a > Iet donne naissance s cette 

formule fondamentale:  

co 
I 

(s) H i - y - ,  
I n 

- I I  (~ + yT" + y : "  + ) = 1 + x : ,  + x 7  ~ + . . . .  ~ (8) 
1 

qui t radui t  en termes analytiques la relat ion entre les nombres xn et ses pre- 

miers yn. En vertu de la convergence absolue pour a > I, en obtient de plus 

(9) 

co 

lo.- ~(~)= ~ log 
1 

off nous avons pos~ 

( ~ o )  

cc co co 
I y~-28 __I ~ ~i__~ 8 + . . . .  i _ ~ y : ~  + ~ + 3  ~ ' ~  

I - -  y n  ~ 1 1 1 

ao 

= f x- '  d • (x), 

' § H (x)= ~ (x) + ~ ~ . . .  
3 

On est ainsi conduit  s cette nouvelle representat ion de ~(s), 

co 

x--Sdll(x) 

( I I )  ~ ( 8 )  = e l  

La fonetion II(x) est 6videmment non d~croissante et  s 'annule comme z ( x ) p o u r  

x < yl; de la relat ion (6) et de l 'in6galit6 triviale z(x)--~ N(x) on tire 

33--  36808. 

10g z ]  

2 
Aeta mathematlca. 68. I m p r l m $  le 9 ao f l t  1937. 
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I1 s 'ensuit  que ~r(x)~ I I (x )  si l 'on a log I I ( x ) ~  log x, et cette derniSre relation 

sera toujours v6rifi6e dans le cas que nous traiterons. Dans la suite nous con- 

sid~rons aussi I I (x)  au lieu de z(x).  

Pour  gagner  en g~n6ralit6 et  en uniformit4 nous entendrons dans ce m6moire 

par fonct ion de Riemann et ddsignerons par ~(s) non seulement une s6rie de 

Dirichlet (7) mais aussi toute fonction analytique ayant dans le demi-plan o > I la 

representation (I I), o~ I I (x)  est une fonction non d6croissante qui rend l'int6grale 

convergente laour a > i. Toute fonction ~(s) est aussi pour a > I, comme on le 

conclut  facilement,  representable par une int6grale 

(12) 
1 

off N(x) est une fonction non d~croissante, uniquement  d&ermin6e par H(x)  si 

l 'on ajoute la condit ion N ( I ) ~  H(I )~--o .  Cela &ant,  notre problSme devient:  

Si pour une fonction ~ (s) on conna~t N (x), d6terminer une fonction 6quivalant ~ H (x). 

R6sum~ des r~sultats. 

Pour  plus de clart6, nous donnerons d~jg dans cette introduct ion un aper~u 

de la m&hode et des r~sultats principaux. Commen~ons par  donner  quelques 

d~finitions. Comme lien entre N(x) et H (x), la fonetion 

v (t) = -- lim arg ~ (a + i t), 
a ~ l + O  

suppos~e existante, va jouer un r61e dominant  dans cette &ude. Nous emploi- 

erons la notat ion v (a, t) = --  arg ~ (I + a + i t), off la fonction harmonique v (a, t) 

est uniquement  d&erminde dans le demi-plan a > o par la convention v (a, o) = o. 

~Tous dirons par  d6finition que cette fonction harmonique,  ainsi que la fonction 

de Riemann ~(s), sat isfai t  ~ la condition (A~) si pour a--) + o, - -  4 <-- t <-- 4, v(a, t) 

converge, en res tant  borne, vers une fonct ion limite v ( t ) q u i  est g, variat ion 

born6e sur l ' intervalle ( - -4 ,  4). Pa r  la nota t ion (A)nous entendrons la condition 

prdc6dente satisfaite pour tout  nombre 4 fini. De plus, si une condition (Az) 

est remplie, le point I + i t ,  - - 4 < t < 4 ,  sera dit  un p61e d 'ordre Q ou un z6ro 

d'ordre a de ~(s) si l 'on a respectivement 
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(I3) I (v(t + 0 ) - -  v ( t - -  OI)=Q > O, 

I. 259 

(14) I_ (v (t __ O) __ V (t + O ) ) = a  > 0 .  
//7 

Une fonction ~ (s) ayant au point s = I un pble d'ordre @ sera appell6e elle-m@me 

d'ordre @. Pour le logarithme int6gral, d6sign6 duns ce m6moire par la lettre 

L, nous remarquons cette relation 

(I5) 

X 

, L (x,§ = p. foo ,  log(t lOgx x) 
0 

d x =  

x t sin (t log x) + cos (t log x) 
log x I + t ~ 

{ x / 
+ o (~ + I t l ) l o g ' ~  

rulable uniform6men~ pour x -- x o > I, t ~ o. Faisons aussi remarquer que la 

relation formelle entre les fonctions / /(x) et v(t) est 

(I6) 

0o 

.(x) = ~ f ~/L (x'§ § const, 
0 

valable dans certaines conditions qui ne sont cependant jamuis remplies par une 

fonction ~(s) d6finie par une s6rie de Dirichlet. 

Cela 6rant, nous allons 6noncer trois th6or~mes qui constituen~ ensemble 

le fondement d'une th@orie g6n6rale des fonc~ions de Riemann d'ordre positif 

et fini. 

Th@or~me I. Soit ~(s) une fonetion de Biemann satisfaisant ~ la condition 

(A) et de l'ordre pos i t i f  Soit 

v (t) = ~,~ (t) + ~ (t) + v~ (t) 

la d~eomposition de v e n  une fonction absolument continue vl, une fonction des sauts 

v~. et une >>fonetion singuli~re>> v a. On a alors 

(,7) u(~)-~ [ ~ {~(x,+,,)} d [v~ (t) + v~ (t)] 
0 
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condition que cette int6grale converge absolument, ce qui revient h supposer que 

(is) I d [~,~ (t) + v~ (t)] I < ~ .  

1 

Th~or~me II .  Pour une fonction ~ (s) de l'ordre q, satisfaisant ~ la condition 

(A) et n'admettant sur a = I aucun p~le autre que s = I,  >)le hombre total,) des zdros 

I + i t ,  t > o, est inf~rieur ou 6gal ~ q/2 en ce sens que 

(I9) ~ , a ( t )  <-- Q-, 
2 

t>O  

oh a (t) d6signe l'ordre du zdro I + i t. 

Th~or~me I I I .  Si ~ (s) satisfait  ~ une condition (A~), Z > o, et si l'ordre q 

est positif ,  lea constantes de Tchebyscheff a et b d6finiea par lea relations 

(20) a = lim H(x)  log x ,  b = lim I I (x )  log x 
x=oo X x=r  X 

sont finies et positives. 

Ces trois th6or~mes sont, par  leur contenu,  li6s respectivement; aux noms 

de RiEMANN, de M. HADA•ARD ef de TOHEBYSCfIEFF. Le Th6or~me I a 6t6 in- 

spir6 par  les reeherehes  impor tantes  de M. WIENER e x p o s e e s  dans son livre in- 

t i tul6 ~The Four ie r  in tegra l  and cer ta in  of its applications~. Le  Th6or~me I I  

sera d6montr6 par  une am61ioration d 'un  proc6d6 du s lV[. HADAMARD, e~ aussi 

par  une m6thode nouvelle.  Le troisi~me th6or~me n 'es t  au fond  qu 'un cas pardi- 

culler du p r e m i e r .  

Tirons  ma in tenan t  quelques conclusions des Th6or~mes I e t  I I .  Si N(x)  

sat isfai t  s certaines condit ions de r6gulari t6 e~ si N (x) ~ A x loge -1  x ,  Q > o ,  A > o ,  

on peu~ affirmer que ~(s) es~ une fonct ion  de l 'ordre Q n ' ayan t  sur a = I aucun 

p61e au~re que s---~ I ,  et de plus que v(t) ne cont ien t  pas de par t ie  singuli~re 

vs(t ). Done, si ~(s) ne poss~de aucun z6ro I + i t  d 'ordre  posi~if, on aura  

d'apr~s (I 7) 

x 

(2 i) rr(x)  - ~ L (x) ~ e Fog x'  
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et nous parlerons d 'une distribution lI(x) r6guli&e. Si d 'autre  par t  il y a des 

z6ros I+i t r ,  d'ordre posifif, on aura d'aprbs (I7) et (I5), 

(22) 

II(x) ~ v. p. J l o ~ ,  x dx, 
0 

~0 (x) = Q --  2 ~ a (tr) cos (tr log x). 
tr>O 

9(x) est une fonct ion presque-pdriodiqne de la variable log x,  e~ non n6gative 

en vertu de (19). En no tan t  que II(x) es~ non d6croissant, on reconnalt  ais6- 

ment  par la formule ci-dessus que l 'in6galit6 (19) du Th6or~me I I  est 6troitem6nt 

li6e ?r la relat ion asymptotique (I7) du Th6or~me 1. Pa r  une application de (15) 

on trouve que la relat ion (22) ~quivaut s la suivante 

x( 
,r ofiTt: 

t g O , = t , ,  o<Or<~, 
2 

_ _  cos (try -- 0r)) 

off nous avons pos6 y = l o g x .  En ee cas la distribution II(x)sera appel6e 

presque-p&iodique. De la relation (23) r6sulten~ ces in6galit6s int6ressantes pour 

les constantes de Tchebyscheff: 

a > 

b___< 

(24) 

Q(I--2Z~)' 
tr> 0 

off l'6galit6 a lieu, d'apr~s le th6orbme de "K'RONECKER, si les nombres tr son~ 

Iin6airement ind6pendants.  Observons de plus que si ~ (s) ne poss~de sur le seg- 

ment  a = I, - -  Z < t < Z, aucun z6ro d'ordre positif, on aura 

a - > e  I V l+ -z ' 
(25) 

b N  0 I +  
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A l 'aide des Th~or~mes I et I I  on obflient la solution, 

point  essentiel, du problSme particulier pos~: 

au moins en un 

Th6or~me IV. 

(26) 

enlra~ne 

L ' hypoth~.se 

A = c o n s t .  > O, 

x 

(27) H(x )  log x 

8i 7 > 3/2, mais n'entrab~e pas cette relation s i y  = 3/2. 

Pour  glueider In relat ion entre N(x)  et H (x ) ,  nous allons comparer N(x)  

avee eertaines fonetions ~ er0issance r6gulibre. Dans ee but nous ddsignons par 

A e (x) une fonet ion de 1~ forme 

n 

(28) Ae (x) = x ~ ,  A, log e*-1 x, 
1 

off ~ = (h > qe > "'" > Q,~, le coefficient A 1 dtant  positif  et A~, A a , . . .  arbitraires. 

Cela ~tant, le th~or~me precedent admet  eette gdn6ralisation: 

Th~or~me V. 

(29) 

entra$ne 

(30) 

Pour i <~ q < 2 l'hypoth~se 

+ 1 

x 
I I (x )  ~ Q log x 

si 7 > I + Q/2, mais n'entra~ne pas eette relation si 7 -~ I + Q/2. 

Ce thdor~me reste aussi vrai pour o < Q < I, mais la d~monstrat ion exige 

des proe~d~s plus avane~s que eeux qui eonduisent au Th6or~me I et nous n'in- 

sisterons plus. C e p e n d a n t ,  par la mdthode employde, on m o n t r e  que (3o) a lieu 

mSme pour o < (~ < I darts la condit ion (29) avee 7 > 3/2 .  Dans les eas Q >-- 2 

d 'autre  part, le probl~me prdsente un ehangement  capital: 

Th6or~me VI. Pour Q >-- 2 l'hypoth~se 

(30 iV(x) = A,o(x) + 
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n'entra~ne pas (3o), tandis que la condition (29) avee 7 > I + @/2 entraine l'existenee 

- -  mais  non pas  la d6termination ~ de q - ~  [(~/2] hombres r6els 

parmi  lesquels tous ou quelques.uns peuvent #identif ier avee + ~ ,  tels que 

(32) n(x) v.p. e - 2  cos(t, logx 
1 

o~ l'on pose cos (t, log x) ~-- o pour t, = ~ .  

Nous sommes main tenan t  en mesure d'6noncer ce principe g6ndral: si la 

croissance de N(x) se trouve dans le champ x log v x, - - I  < p  < I, et si N(x) 

satisfait  s certaines conditions de r6gularit~, la relat ion entre hr(x) et H ( x )  est 

stable en ce sens que l 'ordre de grandeur  de N ( x )  d6termine uniquement  une 

fonction 6quivalant s II(x) .  Si d 'autre  part  N ( x )  crolt comme x log x o u  plus 

rite, la relat ion est instable en ce sens que la connaissance de N ( x ) ~  une erreur 

pros, qui reste born~e ou qui tend m~me vers zdro, ne suffit pas pour la d6ter- 

minat ion unique d 'une fonetion dquivalant s I I (x) .  

Dans cette premiere partie nous avons essay6 de d~velopper les propri~tds 

dl~mentaires des fonctions ~(s) d'ordre positif. Dans une seconde parole n o u s  

allons 4tudier des questions plus compliqu6es, surtout  la relat ion entre les deux 

fonctions R 1 (x) et R 2 (x) d~finies par les formules 

~T (X) = A X -~ E 1 (X), A = const. > o, 

n ( x )  = L (x) + (x). 

w 2. Pr@liminaires. 

Quelques propri@t~s des fonctions ~ variation born~e. 

Une fonction v(t) qui est ~ variation totale finie sur l ' intervalle ( ' ~ ,  ~ )  

peut, dans le  cas g6ndral, @ire d6compos6e en trois par~ies 

v (t) ---- v, (t) + v~ (t) + v8 (t) 

dont  chacune est s variation totale finie sur ( - - ~ ,  ~ ) ;  vl grant absolument 
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continue,  v~ une fonct ion  des sauts  et v 8 une *fonct ion singulibre>) caract6ris6 par  

sa cont inui t6 et poss6dant  presque pa r t ou t  une d6riv6e s ' annulan t .  Posons  

-]-0o 

f ,  (x) = f d (t), ' v =  I, 2, 3. 

Quelle est  l ' a l lure  s l ' infini de ces trois  fonet ions  f , ( x ) ?  P a r  un th6orbme fonda- 

men t a l  de M. LEBESGUE ~ appel6 g6n6ra lement  th6or~me de Riemann-Lebesgue  

- -  on sai~ que 

Quant ~ f~ (x), on a 

l im fx ( x )  = O.  

off t~ ddsigne les points  de sauts  de v~ (t), et  off A,  ~ v2 (t, + o) - -  v 2 (t, - -  o). Oette 

fonct ion a p p a r t i e n t  s une classe par t icu l i6rement  s imple des fonct ions  presque- 

p6riodiques,  et ses propri6tds sont  bien connues.  En se r appe l an t  la  re la t ion  

b 

(33) b--a=| b --I ~ flf~(~)l~a~=~lA~l ~, 
a 

on reeonna l t  que 

l im IA (~)1 > o 

moins  que f~ ( x ) -  o. Nos eonnaissanees  sur  l ' a l lure  d 'une  fone t ion  f~ (x) sont  

tr~s incompl6tes.  On sal t  en r6sum6: I ~ pa r  des exemples  donn6s pa r  MM. n iEsz  1 

et C~RLE~AN 2 qu' i l  y a des ,>fonctions singuli~res>> vs(t)  telles que 

(34) lira IA (x) l > o; 

2 ~ pa r  des exemples  const rui ts  par  MM. MENCHOFF s et  LITTLEWOOD 4 que la l imi te  

(34) peu t  s ' annu le r  sans que va(t) - -  const.; 3 ~ pa r  un th6or~me de M. WIENER ~ que 

i Math. Zeitschrift, t. 2, p. 312, (I918). 
Sur les dquations int6grales etc., p. 225. Uppsala universitets drsskrift (1923). 
C. R.  de l'Ac. de Sc., t. I63 p. 433, (1916). 

4 Quart. d. Math. (I936). 
5 The Fourier integral etc., p. 146, Cambridge 0933). Les propri6t6s 20 et 3 ~ 6nonc6es 

dans le texte ne se trouvent pas explicitement darts les travaux cit6s mais en sont des cons6quences 
imm6diates. 
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+ T  

(35) lim I ; i f a ( x ) l ,  d x = o .  
T = ~  , ]  

- - T  

Donc, mSme si la limite (34) est positive, la relation (35) exprime que la densit6 

des valeurs off Ira (x)[ -> ~ > o est petite en moyenne. 

Lemme I. Soit v (t) r6el et impair et en cons6quence 

f,(x)----2 /-cos xtdv,( t) ,  v : 2 ,  3. 
0 

Alors, l'hypothOse 

(3 6 ) 

entra~ne 

(37) 

Oette propri6t6 

lim (fl (x) + f~ (x) + fs (x)) >--- o 
x =  oo 

Borne f2 (x) --> O. 

est une cons6quence de la relation (35) et de la th6orie 

g6n6rale des fonct ions presque-p6riodiques. Rappelons qu'une fonction 9 (x) est 

presque-p6riodique au sens de M. BOHR si l 'on peut associer s tout  , > o un 

nombre fini l = l ( , ) >  o tel que tout  intervalle de longueur 1 contienne un num- 

bre , pour lequel 
I~(x + . ) -  ~(x) l-<~, x.~o 

Pour qu'une fonction presque-p6riodique ne s 'annule pas indentiquement,  il faut  

que la limite (33) soit positive. Cela 6rant, supposons que la fonction f~(x) du 
p . 

lemme soil susceptible des valeurs negahves. 

satisfait g l'in6galit6 

La fonction 

o, f ,  (~) >- o, 
f r ( x )  -" 

A (x), A (~) <- o, 

I f ; ( x  + . ) - / ; ( x ) l - <  IA(x + ~) -A(x)l,  

qui montre que f v ( x )  aussi est presque-p6riodique. Doric, si la proposition (37) 

~tait fautive, on aurraSt f - i - (x )~  o et en cons6quence 

T 

(38) lim I f T=| ~ { fT(x)}*dx 
- - T  

34 - -38808 .  Aeta matheraatiea. 68. Impr im6 le 9 aofit  1937. 

> O .  
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Notons aussi que r o n  a, d'apr~s le th6or~me de Riemaun-Lebesgue, 

(39) lim (f~ (x) + f3 (x)) --> o. 

Or, les trois relations (35), (38) et (39)sont  incompatibles, d'ofi r6sulte no~re 

proposition. Remarquons enfin que ce lemme ainsi que la th6orie des fonctions 

presque-p6riodiques et le th6or~me de M. Wiener  sont dispensables pour les 

r6sultats 6nonc6s duns l ' introduction.  Cependant  le Lemme I nous fourni t  une 

d6mons~ration simple du Th~or~me I [  que nous allons 6tablir aussi par une 

m6thode 616mentaire. 

Un facteur  de convergence .  

Supposons que f(t) soit une fonction d6finie pour -- ~ < t < ~ par l'in~d- 

grale de Fourier  

f(t) -~- f e'~tg (x)d x, 

o~ g (x) est sommable sur (-- ~ ,  ~ ). Si f(t) n'est  pus sommable sur ( - - ~ ,  ~ ) ,  

il s 'agit  de donner un sens ~ l ' int6grale 

I = J f(t) d t. 
- - r  

Soit dans ce but  h(t) une fonction continue et non n6gative, sommable sur 

(-- ~ ,  ~ )  et sat isfaisant  s la condit ion h (o)--~ I. Posons 

off Z est un  param~tre positif. II  est 6vident que l 'on obtient une m6thode 

r6guli~re de sommation en posant  par definition 

I = lim I (,~) 

si cette limite existe. Supposons main tenant  que la fonction r~ciproque H(x) 
de h (t), 
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+ao 

~*e i x t H(x)  h ( t ) d t ,  

- - o o  

soit de m6me sommable sur (--o0, 0r d'ofi r6sulte d'apr~s les formules de 

Fourier 

(40) 

l +r 
+oo 

i 
h = - -  ; e - i t x ~ H ( ~ x )  d x .  

Pour 1(4) on obtient donc la repr6sentation 

+~o +00 

�9 (,)=f fe, ,gi )h 
+ o o  

d x  d t = / ~  H(~ x) 

- -  ao 

g (x) d x,  

off le changement de l 'ordre de l'int~gration est 16gitime en vertu de la conver- 

gence absolue. Par cette formule on voR que l'existence de la limite / ainsi 

que sa Valeur d6pendent de certaines propri6t6s, faciles s c~ des fonc- 

tions g (x) et H(x ) .  

La puissance de la m6thode dont nous venons de d6crire les traits essen- 

tiels, est raise en lumi~re par les recherches importantes de M. WIEN~I~ relatives 

aux int6grales de Fourier. La libert6 avec laquelle le facteur de convergence 

h (t) peut ~tre choisi, constitue un avantage notable, dont nous n'avons d'ailleurs 

nullement, darts cette 6rude, fir6 tout le profit possible. Nous aurons besoin 

d'une fonction paire h(t) qui satisfasse, avec sa fonction r6ciproque H(x),  paire 

eUe aussi, aux trois conditions suivantes: 

I ~ h(t) est continu et d~cro~t monotonement de I dt o quand t cro~t de o ~ I 

ct s'anmlle constamme~t pour t > I. 

2 ~ H ( x )  est posi t i f  et ddcro~t ~nonotonement vers z&'o quand x cro~t de o ~ oo. 

3 ~ L'intdgrale 
oo 

f xH(x) dx 
0 

est convergente. 
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Remarquons  d~s maintenant5 que la condit ion 3 ~ entralne que h (t) poss~de 

une d6riv6e continue. Dans  le but  de former  une telle fonction h (t), dont  l'exi- 

stence n 'est  point  6vidente, nous partons de la fonction 

qui donne 

k ( t )  = 
( i - I t l )  ~, Itl < I ,  

o , I r i s >  i ,  

+ ~  1 f f 4 ( s i n x )  K ( x ) =  e i t ~ k ( t ) d t = 2  ( i - - t ) ~ c o s t x d t = ~  I -- . 

Cette fonct ion K(x) est positive, et un calcul 616mentaire montre  que K ' ( x ) <  o 
pour  x positif. Posons  main tenant  

+0o 

kx (t) = f k (t -- s) k(s) ds. 

On voit faci lement  que k 1 (t) est une fonct ion paire, qui s 'annule pour  t > 2 et 

qui d6crolt monotonement  quand t crolt  de o ~ 2. On a de plus 

f e it~ k 1 (t) a t = / ~  (x). 

I1 s 'ensuit  que la fonct ion 

et sa fonction r6ciproque 

h (t) - -  k~ (2 t )  5 kt (2 t) 
k~(o) 2 

H (x) = 2 x - -  2 sin 

r6pondent  aux trois condit ions pos6es. Nous  supposerons dans tout  ce m6moire 

que h e t  H d6signent les fonctions ainsi d6finies. 

Quelques propri6t~s des fonctions harmoniques dans un demi-plan. 

Supposons que u(a,  t) soit une fonct ion paire de t et  harmonique dans le 

demi-plan a > o. Dans ces conditions, la fonct ion 
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t 

(" t) = f - ( "  ') a t 
0 

est aussi harmonique pour 0 > o. La  condit ion (A~) ou (A) 6tant  satisfaite par 

v (0, t), nous dirons par ddfinition que u (s, t) vdrifie la conditiou (B~) ou (B). Pour  

que u(o, t) satisfasse ~ la condit ion (B), il fau t  et il suffit, d'apr~s une propridt6 

bien connue des fonctions harmoniques,  que l 'on air pour tout  it fini 

+~ 

l i m  ( l u ( o , t ) l d t  < ~ .  
o = + o  d 

--). 

Une condition (A~) 6taut  remplie, on a 

+~, 

v (o, t) = o ~ + ( t - . ) ' ~  
--Z 

off R (s, t) est une fonction harmonique pour o > o, s ' annulant  sur le segment  

ouver~ (--i t ,  it) de l 'axe t, et off 

(4I) v(t)  = lim v(a, t). 
o '~+0 

On en conclut que 

+~ 

,, (,,, t) = o ~ + ( t -  ~)' 

oh R 1 est une fonetion de la m~me esp~ce que R.  

Pour  v (a, t) = - -  arg ~ ( I "4- O -]- i t) on aura  

0 
u (o , t )  o a l o g l ~ ( i  + o + i t ) [ ,  

&off l 'on t ire faei lement eerie proposition: S i  ~(s) sa t i s fa i t  ~ une condition (A~), 

on aura pour  - -  it < t < ]r 

(42) lira log [ ~(0 + i t)[ = I_ (v (t + o) - -  v (t --  o)). 
I :7~ 

~=1+0 l ~  I 



270 Arne Beurling. 

w 3. Sur l'int~grale de Laplace pour une elasse de fonctions harmoniques. 

Soit u (a, t) une fonetion harmonique cl~finie clans le clemi-plan a > o par 

l 'int~gra]e absolument  convergente 

ao 

,,(~, t)= J ~. cos x t d , ( x ) ,  

0 

off re(x) est une fonction non d6croissante et r e (o )=  o. Dans ce paragraphe nous 

allons, s l 'aide de la m~thode de sommatiou signal~e, dtuclier ce probl~me: Une 

condition (B) ou (B~) 6taut remplie par u (a, t), ddterminer tt (x) et ses propri6tds en 

partant de la fonction v(t) d6finie par (4I) et suppos6e connue. 

Si u(a, t) r6poncl s la condit ion (B~), nous formons la fonction harmonique 

uz(a, t) cldfinie pour a > o par l ' int~grale de Poisson-Stieltjes 

En no tan t  que 

on obtien~ 

f Tg ). 

o * + ( t -  .)~ 
m ~  

+,~ +~o 

a ~ O ,  

d x d v ( , ) .  

Par  un changement  de l 'ordre de l ' int6gration et en posant 

on aura 

d'ofl les formules 

~ ~ (~) - ~ 

- -a 0 

cos  x ~ d v (~), 

-I-oo 

I / e_,~l ~ l_~.xt u, ~ u~ (o, t) = ~ (x) d x ,  

- - r  
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(43) I 
n, (~, ,) = f e - o ~  cos x ,  d , ,  (x) 

o 

0 

Cherchons main tenant  la relation entre tt2(x) et tt(x). Si l 'on d6finit tt(x) 

pour x < o par la condition tt ( - - x ) : - - r e ( x ) ,  on peut 6crire 

if 
- - o o  

e l - ; , e d ~ ( ~ ) ,  ~ > o,  

d'ofi, 
+ 2  + 2  + ~  

- - 2  - - 2  - - ~  

Cet~te int~grale double converge absolument pour a >  o, et l 'on obtient, en 

changeant  l 'ordre de l ' int6grat ion et en no tan t  (4o), 

- - 2  - - m  

Faisons main tenan t  tendre a v e r s  o. Le premier membre de (44) est 6gal g 

2 

0 0 

int6grale qui, en vertu d 'un th6or~me de M. LEBESGUE, converge pour a---~ + o  vers 

(45) 

2 
2 

7g 

0 

cos  x t d v (t) = , ' 2  (x). 

Quant  au second membre de (44), il est g remarquer  que e --~1~1 en croissant 

tend vers I pour a ~ + o, que H (x) es~ positif  et tt (x) non d6croissant. On en 

conclut que l ' int6grale consid&6e tend, en croissant, vers la limite 
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2 ~  

et en cons6quence que 

(46) 

Tirons de cette relation quelques conclusions impor~antes. Si d est un hombre 

positif, le second membre de (46) est sup6rieur on 6gal g 

x + 4  

I fzH(z.-ze)a~(e) 
x- -8  

_> z _ / t ( z  ~) (~ (~ + ~) - ~ (x - a)), 
2 : r ~  

tandis que l'on obtient pour le premier membre 

2 2 

12=- f,, (~-)~o~ ,= ~,(,)]___ ~-2fld~(t)l, 
0 0 

et, par une application du th6or~me de Riemann-Lebesgue, 

2 Z 

15f(3 '1 f' lim h cos t x d v (t _< _2 d [v, (t) 

0 0 

+ va (t)] I, 

0tl Vl, V 2 et  v a o n t  la s ign i f i cat ion  d6jg introdui te .  I1 en  r & u l t e  les  in6gal i t6s  

(* + ~) - t* (~ - ~) -< 

2 

4  f,dvc,,i, H(Z ~) 
0 

l ira (/~ (x + ~) - - / ~  (x - -  ~)) < 4 I 
~=.  - H (z ,~) z 

d'ofi l'on tire cette proposition: 

I ~ Une condition (B~.), 2o > o, entra~ne 

2 

- - -  f I d [.~ (t) + v. (t)] I, 
0 

(47) I , , (*  + g ) -  t * ( : 4 1 - < A ( ~  + Igl) ,  
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2 

(48) lim l i m ( ~ u ( x + ~ ) - - / z ( x ) ) <  4 Borne I f ~=+o~=| - - H ( o )  o<2~a Z Id[v2(t)+v3(t)]l, 
0 

o~ A est une eertaine constante positive et finie. 
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Tirons d~s main tenant  une autre conclusion impor tante  de la relat ion (46). 

Supposons que u (a, t) satisfasse g la condit ion (B) et que v (t) poss~de an point  

t - - o  un saut  posit if  a o = V ( +  o) --  v (--  o). D6signons par  al, a., . . . .  les 

sauts positifs et par  bl, b~, . . .  les valeurs num6riques des sauts n6gatifs de 

v(t) pour  t > o. 

2 ~ Si la somme des sauts positifs est finie, la somme des sauts n~gatifs est 

aussi finie et 

(49) Z b, --< a o + Z a,. 
2 

En effet, H &an t  posit if  et  # non d6croissant, on a d'aprbs (46) 

2 

3 h it cos t x d v, ( t ) - -  (x) > o,  
1 0 1 

d'ofi r6sulte, en vertu du Lemme I, que f~(o)>--o. Or on a 

2 

0 < / ~ < 2  0 < t '  < 2  
0 

off t, et  t" d6signent les points correspondant  aux sauts a,  e t -  b,. Done 

O < t  t < 2  0 < t ~ < 2  

d'ofi l ' in6galit6 (49), si l 'on fair tendre s vers l'infini. 

3 ~ Une condition (Ba), ~ > o, entra~ne que la limite 

G (;~) = lim I ~  (x) - -  # (x) l 

est finie. 

4 ~ Si  la condition (B) est remplie et si 
35--36808. Aaa ~ t h e m ~ t i c a .  68. I m p r i m 6  le 9 ao~lt 1937. 
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Z 

(5o) lim ~ d [v~ (t) 
) . = a o  

0 

0 n  a 

(5-1) lim G ( 2 ) =  o. 
2 = o 0  

+ v8 (t)]! = o, 

Pour d6montrer ces propositions nous int6grons les deux membres de (46) 

de o s x > o. En tenant eompte de (45), on obtient 

(52) 

oh nous avons pos6 

Observons que 

--~oo 

(x) = f K x) d/, 
- - o o  

K(~, x)----- f ZH(Zx - z~) a~.  
o 

O K  
(53) lim ~K(~, x) --~ o; - - =  - z H ( z . - z ~ ) +  Z H ( - -  Z~). 

I1 rdsul~e de (47) et (53) qu'une int6gration par~ielle dans (52) est 16gitime. 

obtient done, en notant que H ( - - ~ )  est pair et /,(~) impair, 

(54) ,~(x)= 2~I f Z H(Z~ -- Z e),(~) a ~. 
~ 0 o  

Si, dans ,cette 

compte de la relation 

int6grale, on fair la substitution ( x -  ~ ] -  ~) 

=J-oo 

f ZH(Z~)d~=h(o)= i, 
2 ~  

- - o o  

on aura 

m (x) - ~ (x) = 2 ~  • f z ~x(z ~) (~(~ 
- - o o  

d'o~ r6sulte, par une application de (47), 

+oo 

A fZH(Z~)(I I ,,,,~ (~)  - ,,,, (~)1 -<  

+ ~) --/~ (x)) d ~, 

+ I~l)d~,  

On 

et si l'on tient 

in6galit6 qui met en gvidence la proposition 3 ~ 
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Pour  d6montrer  4 ~ nous raisons remarquer  que 

z/(~) =- l im I~' (= + ~) - -  ~' (~)1 

es~ une fonction paire qui, en vertu de (50) et  (48), jouR de cette propridt& 

lim d (g) = o .  
~=o 

D'apr~s 

forme A( I  + I~1). 
B E S G U E ,  que 

(47), la diff6rence I # (x + ~) - - /~ (x) l poss6de une majoran te  fixe de la 

I1 s 'ensuit,  en ver tu d 'un th6or6me fondamenta l  de M. LE- 

G(Z) -< 2=~fZH(Z~)d(~)d~ 

Par  un proc6d6 bien connu, on d6montre ensuite que 

+ ~  

lim ]im J (~ )  --~ o ,  
2 = |  2 : r t :  ~=o 

- - a o  

ce qui 6gablit la proposit ion 4 ~ 

5 ~ Los deux conditions (Bao), 2 o > o  , et v ( + o ) > o  entra~nent l'existencede 

trois eonstantes positives et finies ~, B et C telles que, pour tout x suffisamment 

grand: 

(55) B < ~ , ( x +  ~) - -  ~,(x) < C. 

En  effet, d6terminons d 'abord ;t, o < $ -  ;t0, si peti t  que 

2 

fl d [ v , ( t )  + v,(t)] I < v(+o____) 
2 

q-o 

En eonsid6rant  la relat ion (45), on obt ient  par  un proc6d6 ddjs employ6 

2 

,=| ~,',(x)-< ~fld[,,(t) § v~(t)] I <3v(+= o). 



276 Arne Beurling. 

D6terminons ensuite ~ si grand que 

.v(+ o) 
. . . .  > 2 G (~,). 

71; 

Cela 6rant, l ' in6galit6 (55) devient v6rifi6e si 

B ~v(+ o) - -  2 G (~), 
7/: 

C -  3 .~v(+ o) 
]t" 

+ : (; (x), 

d~s que x d6passe une eertaine limite finie. 

6 ~ S i  la condition (B) est remplie et si  l ' intdgrale 

(56) 

ao 

f }l,I ,I,l§ 
1 

converge, on a pour  x --* ~ , 

(57) 
0 0 

+ o(I), 

dtant une  constante posi t ive  quelco~que. 

Rappelons  d 'abord que la convergence de (56) entraine 

(5 8 )  lim,=| }fld[vo_(t)+ v~(t)]  I = o. 

0 

D6signons par  v(x) la somme des deux int6grales clans (57) et  soit 

g (/~) = l im Iv (x) - -  #x (x) l. 

On a done pour  tout  ~ > o 

lira [/~ (x) - -  v (x)] --< G (~) + g (~), 
9 3 ~  

et  la relation (57) est 6tablie si l 'on peut  prouver  que G (~) + g (~) --* o pour  ~ --, ~ .  

Or, d'apr~s (58) et  (5I), G(~) s 'annule pour  ~--* ~ ,  et  il suffit done de mont re r  

qu'il en est de m6me pour  g (~). In t roduisons  s cet  effet la fonetion V(t) 6gale 



converge absolument dans le 

supposer que la fonction g (s) - -  f (s )  

a ~-- I (8 = r excluJ. 
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g v(t) dans l'intervalle (o, 8) et 6gale g v1(8 ) + v~(t)+ va( t )pour  t--> 8, et no- 

tons que 
2 

(59) ~ (x) ,a  (x) ' J"  - ~ -  i - - h ( t ) ) s i n x t "  ~ f  ( ~ ) s i n x t  z ~ ~ ~ V(t) - -  h ~ dv,( t ) .  

o 8 

La fonction h (t) ~tant diff4rentiable, on a 

t 
a s  o--<t--<~ 

off a est une certaine constante. Cela &ant, on obtient, en appliquant de nouveau 

le th4or~me de Riemann-Lebesgue g la derniSre intdgrale dans (59), 

2 'o/, 
-< d r( t ) !  + - I d 7 ( t )  l, 

o 2 

ee qui met en &idenee que g (~,) eonverge vers zgro pour ~ ~ ~ .  

Remarque. Grgee g des reeherehes I faites surtout par ~31. LANDAU, HARDY 

et LITrLEWOOD e~ r~eemment par 3I. WI~NER et ses 61~ves, on eonnalt une 

suite de th~or~mes importants rattaeh~s au probl~me trait6 dans ee paragraphe. 

Les r4sultats que nous venons d'obtenir conduisent g des propositions plus g4nd- 

rales et plus pr4cises que celles d~j~t connues. Cela r&ulte en premier lieu de 

l 'avantage important qu'on obtient en consid&ant la fonction harmonique u(a, t) 

au lieu de la fonetion analytique f (s)  qui a u (a, t) pour partie r~elle. Remar- 

quons en particulier le th~or~me de 31. I~XnXR~: Soit a(x) une fonction non dd- 

croissante telle que l'i~#dgrale 

f (s) = -- t "  x - "  d a (x) 

1 

demi-plan a >  I. Pour que a ( x ) ~ A x ,  il suffit  de 

A 
soit continue sur le demi-plan fermd 

8 - - I  

Voir la b ib l iographie  dans  WIENER: Tauberian Theorems (Ann. o f  ,~Iath. t. 33, I933). 
Voir aussi  BOCHNER: Ein  Satz yon Landau und Tkehara (Math. Zeitschr. t. 37, I933), LANDAU und 
HEILBRONN: Bemerkung zur vorstehenden Arbeit, ibid.,  Ein Satz i, ber l~otenzreihen, ibid.,  Anvendung 
der Wienerschen Methode, ibid.,  KARAMATA: Weiterfi&rung der 2V. Wienerschen Methode, ibid.,  

t. 38, 1934. 
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A l 'aide de la proposition 6 ~ on d6duit, d'apr~s queiques t ransformations,  

qu'il  suffit de snpposer que u ( a , t ) : ~ ( f ( I  + a + it)) satisfait  s la condit ion (B) 

et que la fonction v (t) est absolument continue s l 'exception d 'un  saut  6gal 

z A pour t : o. Or on d6montre ais6ment que ces conditions sont remplies (en 

particulier) si pour tout  ~t fini on a 

+~, 

l im 
=1+0 

--2 

§ i t ) l d t <  oo. 

w 4. Les Th6orbmes I, II  et l l I .  

Consid6rons d 'abord quelques trunsformations.  En  posant I I (y)=II (eY)  

on aura  

oo / (60) log C(8) = e- '~dlZ(y) ,  ~ > 

0 

et si l 'on remplace ici s par I + s et qu'on pose 

y 

j ' e _ y  d * (y) = ~ ( ~ 1 ,  
0 

la formule (60) devient 

(6i) ,og c(t + 8)= re-'y d.(y), 
0 

q~O. 

On obtient par cons6quent 

(62) v (a, t) -~-- / e -o r  sin y t d v (y), 

0 

q > O ,  

(63) o t  --~ v(~' t) = j ' e - ~ y  oos y t d , ( y ) ,  
o 

o" :> O~ 

off 
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Y Y 

f f tt (y) = y d v (y) = y e --v d H (y). 

0 o 

Les fonetions l I ( y ) ,  v ( y )  et re(y) sont non d6croissantes et les int6grales (6~), (62) 

et (63) convergent absolument dans les demi-plans indiqu6s. Remarquons aussi 

cette formule d' inversion 
Y 

---- y > y o _ > O .  

Yo 

Cela 6tant, les Th6or~mes I, I I  et I I I  r6sultent direc~ement des proposi- 

t ions du w 3 appliqu6es s la fonct ion O v O-t de la relat ion (53). Commen?ons par  

le Th6or~me I I I .  D'apr~s la proposition 5 ~ nos hypotheses ent ra lnent  l 'existence 

de trois constantes positives et finies ~, B et C telles que pour y > Y0 on air 

B < tt(y + ~ ) - - t t ( y ) <  C. Pa r  un proe6d6 6vident on en d6duit ~ l 'aide de 

(64) que 

~ l ( y ) y  > B e - ~  
(65) a = lira - -  

e y - -  I - -  e - ~  y = o o  

(66) b = lim U(y) y < C 
y =  ~ e y I - -  e - 5 ,  

Le Th6or~me I r6sulte de lu proposition 6 ~ En  effet, on obtient  d'apr~s 

(57) la d6composigion tt (y) = tq (Y) +/*~ (Y) + t t s  (Y), off 

/~l (Y) = 2 f sin y t d ---7-[v~ (t) 
o 

c? 

2 / ' s i n y t  j 
~(Y) = v .J  ~ : - . . , ( t ) ,  

o 

+ v3 (t)], 

g3 (Y) 6tant  une fonction inconnue qui s 'annule pour y--~ ~ .  Done 

Y Y 

I (;) (';;) - -  d ~3 (y) ----- o - -  d = o  �9 
3 Y  
Yo Yo 
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Pa r  une application du th6orSme de Riemann-Lebesgue on voit que la d6riv6e 

/z' 2 (y) s 'annule pour  y--* ~ ,  d'ofi r6sulte que 

Y 

f (o;) 
Yo 

Ces deux relations, ainsi que (65), ent ra lnent  

(67) 

Y 

* f eY 

Yo 

Or on d6montre faci lement  que la condition (I8) rend 16gitime cette op6ration: 

Yo 0 0 Yo 

En notan t  cette relation, off le dernier terme ne d6pand pas de y, 

on aura  enfin 

Y 

Yo 

c o  

f H(y)  2 ~{L(eU+ivO}d[v~(t) + %(t)]. 

0 

Le th6orSme I I  n 'es t  qu 'un cas part iculier  de la proposit ion 2 ~ Pa r  une 

m6thode 616mentaire due s hi. "~ADAMARD nOUS d6montrerons maintenant  une 

forme plus g6n6rale, eL d'ailleurs plus commode dans les applications, de ce 
p 

theoreme. 

Th~or~me II ' .  Posons 

(68) # = lim log I~(a) l 
O=1+0 log I 

a - -  I 

(69) fl (t) = lira log I ~ (a + i t) l 
o=1+0 log ( a -  I) 

et supposons que fl(t) >--o pour t > o. Da,ns ees conditions on a 
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(70) ~ fl (t) --< q-, 
2 

t>0  

olt la somme est 6tendue ~ l 'ensemble des hombres t > o pour  lesquels fl(t) est pos i t i f .  

Cette proposi t ion cont ient  le Thdor~me I I .  Si en effet~ la condi t ion (A) est 

remplie,  on a d'aprSs (42) 

(t) - -  ~ (v (t - o) - v (t + o)) = .  (t), 

et l 'ordre q ddfini dans l ' in t roduct ion  coincide avee q d~flni par  (68). Le th~or~me 

prgc~dent, d 'au t re  part,  repose sur ce 1creme: 

Lemme II .  ~ t a n t  donn6 un hombre k, o < k < 2~ et une sui te  f in ie  de 

hombres rdels pos i t i f s  et dis t incts  entre eux, t~, t, . . . .  , t~, on peu t  toujours d6terminer 

une suite f in ie  de hombres r6els ne s 'annulan t  pas,  tn+l, t,+2 . . . .  , t~, et des hombres 

posi t i fs ,  a,+l,  an+2, . . . ,  a~., tels que 

n 2V 

P(y ) - -~ I  + k Z  c o s t l y +  Z a ' c ~  t , y ~ o .  
1 n + l  

P a r t a n t  du d6veloppement  

1 - -  r $ + ~  

x - - 2 r c o s y +  r " =  ~ ' r l " l c ~  O < r <  I, 

eL de la formule  

cos Yl cos Y2 �9 �9 �9 cos yp ~ 2 -p  ~ cos (+__ Yl +-- Y2 +-- "'" +-- Yp), 

off la somme est dtendue ~ routes les combinaisons des signes +_, on obt ient  

I - -  r 2 

IIi_ r osy,+ 1= Z Z r l ' ,  I +. . -  + I "p I cos (~1 Y~ + "'" + *p Yp). 

Si les nombres t,, t ~ , . . . ,  t,, ne sont pas l in~airement  ind~pendants,  on peut  

toujours  t rouver  une suite de hombres sl, s2, . . . ,  sp l in~airement inddpendants  

et tels que 

t ~ =  Z a~ ' l~S~ '  ~ =  I ,  2~ . . . ,  n~ 

/ ~ 1  

36--36808. Acta mathematlca. 68. Imprim~ le 10 aofit 1937. 
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off a,,~ sont  des entiers; si t~, t ~ , . . . ,  tn sont  l in6airement ind6pendants  nous 

posons s, ~ t, et en cons6quence a , , ,  ----- I e t  a,,~ = o pour  v # /~ .  Posons 

/*=p 

= M a x .  Y, la, , , ,I ,  
*,=l, 2 , . . . p F = l  

et d6terminons o < Q < x tel que 

k 
0" -> - ,  

2 

k 4tant  la constante  

n~ > n 1 de sorte que 

Le polyn6me 

dans l '6nonc6 du lemme. D6terminons ensuite un entier 

Z Qlnl+ ""  +1",1-< { i -  el, 
\~ + e l  I n l + " "  +],p[>~, 

P(Y) = Z O  I ' l +  ' "  +l 'p l  cos (,,,s, + .-- + ,,psp)y 

I , , l +  . . .  + l , p l ~ , ,  

est, d 'apr~s ce qui pr6c~de, non n4gatif ,  le terme constant  est 6gal s I, ses 

coefficients sont  positifs et la somme des coefficients de cos t , x  et c o s -  t , x  

est sup6rieure ou 6gale ~ k pour  v = I, 2, . . . ,  n. On en d6duR que P ( y ) r e m p l i t  

les conditions 4nonc6es. 

Re tournons  au Th6or~me I I '  e~ supposons que /~(t) soit posit if  pour  t = t,, 

v = I, 2 . . . .  , n. So i t  o < k < 2 e~ P(y)  le polyn6me dont  nous venons de prouver  

l 'existence. La fonct ion /~/(y) 6rant non d6croissante et P ( y ) n o n  n6gatif  on 

aura  pour  I ( q ~ 2,  

0_< 

oo 

( e-~ P(-Y) dh(y)=log IC(,,)I 
0 J log I log I 

0 " - - I  I - - f f  

_ ~ ~ log I ~ (,, + i t,) ] ~" lo~ I C (,, + i t,) I 
lo~ ( , , -  ,) - 2 ]  "~ log ( , , -  ~) " 

1 n + l  

En prenant  la limite supdrieure du second membre pour  a--* I + o, on obtient,  

en no tan t  que a, > o et f l ( t , )> o, 
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~t 2~ r n 

o _< e - k ~ #(t,) - 2 ;  a ,#( t , )  _< e - k2~  #(e l ,  
i n + l  1 

d 'o~ l ' on  t i re  (70) pa r  un r a i sonnemen t  6vident.  

I. 283 

w 5. Les Th6ori~mes IV, V et VI. 

Propr i~ t~s  de  ~(s) et de N ( x )  e n t r a i n a n t  une distribution r6guli~re pour o < e < 2 

et une distribution presque-p6riodique pour e -> 2. 

Le nombre  z 6rant  posi t i f  et non entier,  nous  dirons q 'une  fonc t ion  holo- 

morphe  f ( s )  sa t i s fa i t  s la condition infinit6simale (x) sur  un domaine  D si l 'on  a, 

dans  le cas o < x <  I, sur  D 

[f(s~) - - f ( s , )  [ -< CI s~ - -  s, [ ~, 

off C est  une cons tan te  fixe, et, dans le cas x > I, si f ( s )  ainsi que ses d6riv6es 

jusqu ' s  l 'o rdre  n = [x] sont  un i fo rm6men t  cont inues  sur  D et  si 

I ~  "~ (~,) - f " ~  (~,)1 -< c l  , ,  - ~, I "-r'J. 

Cela ~tant ,  consid6rons une fonct ion ~ (s) d ' o rd re  # > o jou issant  de ces propri~t6s:  

I ~ ~(s) satisfai t  dans toute demi-couronne a >  i, ~ < [ s - -  i[ <-- i/~, ~ une 

condition infinit6simale (z) avec x > Q/2. 

2 ~ ~ ( s ) ( s -  i)e est continu sur le demi-plan ferm6 a >  I ( S =  oo exclu) et se 

rdduit sur cr = I (t une fonction absolument continue qui ne s'annule pas au point s =  I. 

Dans  la sui te  nous dirons pour  abr6ger  que ~ (s) sa t i s fa i t  ~ la  condi t ion  

(u, Q) avee z > 0/2 t si les condi t ions pr6c6dentes I ~ et 2 ~  vdrifi6es. D6mon,  

t rons  d ' abo rd  que cet te  condi t ion  en t ra lne  la  d i s t r ibu t ion  r6guli~re (21) dana 

le champ o < # < 2 .  Eu  6gard  au Th6orbme I ,  il suffit  de p rouver  que v ( a , t )  

r6pond ~ la condi t ion (A) et que v(t) est  abso lument  cont inu  s l ' except ion  

d 'un  saut  6gal ~ z e au po in t  t = o .  Or  v(a, t) j oa i t  6v idemment  de ces pro- 

pri6t6s si la  fonct ion log ~ ( s ) ( s - - i ) e  converge  pour  a--~ I + o, en r e s t an t  born6e 

quand  t est  born6, vers une fonct ion  abso lument  continue.  Ce fa i r  est  ~ son 

tour  une  consdquence de 2 ~ si [~(s ) ( s - - I ) r  possbde sur  totl t  demi-circle a > I, 

i Darts tousles calculs on suppose aussi 0r < [0/2] + I. 



284 Arne Beurling. 

I s - -  I I -< R, une borne inf6rieure positive, ce qui revient  s prouver  que ~(I + it)4=0. 

Cette derni~re propri&6 est enfin une cons6quence de la condit ion I ~ et du 

Th6orbme I I .  En  effet, si ~(I + i t o ) - = o  on a.uruit 

(71 ) fl(to) --~ X > g ,  
2 

ce qui est eontradie toi re  a.u Thgor~me II ' .  La. rela.tion (21) est ainsi 6ta.blie. 

Pa.ssons a.u cas Q--> 2. Posons 

et  ddmontrons que la. condi t ion (x, Q) a.vee x > (~/2 entrulne l 'existence de q nombres 

positifs tl, t ~ , . . . ,  tq, pa.rmi lesquels tous ou quelques-uns peuvent  s ' identifier 

a.vec + oo, tels que la re la t ion (32) air lieu. Lu fonct ion  ~(s) possMe par  hypo- 

thbse des d6riv6es jusqu's  l 'ordre  q, cont inues sur le demi-pla.n ferm6 ~ > I (s = I 

et s = ~ exelus). En ce cus la fonct ion ~ (s) peut  s 'annuler  sur o = I ; eependant  

elle ne peut  pa.s s'a.nnuler a.vcc ses q premieres  d6rivges en un  poin t  I + i to, 

car  on a.uruit en ver tu  de I ~ 

fl(to) >-- x > s  
2 

indgalit6 contradic toi re  au Thdor~me II ' .  L'ordre  fl d 'un  z6ro I + i t  est done 

un  nombre nature l  inf6rieur  ou 6gal s q. Le Th60r~me I I '  nous dit  a.ussi que 

lu somme des z6ros I + i t ,  t > o, compt6s avec multiplicit6, est inf6rieure ou 

6gale ~ q. On peut  par  cons6quent  d6signer ces z6ros par  I +i t s ,  v = I ,  2, . . . ,  q, 

off chaque z6ro fini appara l t  fl(t,) fois et off 1'on pose au besoin tq-~tq-1 . . . .  + Qo. 

Cela. pos6, on d6duit  faci lement  de ce qui pr6c~de et des condit ions I ~ et 2 ~ 

f ( s )  = ~ (s) (s - -  I). ~ 
( (s- ilq 

f i  i+\ t, I I  \ 
1 

est cont inue sur tou t  demi-cercle (r >_ I, I s - -  I I < R, que son module y poss~de 

une  borne inf6rieure positive et  de plus, que duns le voisina.ge d 'un  z6ro I +its ,  

o n  $~ 
I / '  (s)l-< c o n s t .  I s -  1 - i t ,  I a, . > _  i, 

off a = o  pour  f l ( t , ) < q  et  a = x - - q - - I  pour  f i ( t , ) = q .  On en conclut  d 'une 

que la. fonct ion 
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par t  que f ( i  + i t) est  absolument  eon~inu, et  d 'autre  part,  par le mSme rais0nne- 

ment  qu 'au cas a < Q < 2, que v(a, t) joui t  des propri6t6s qui, conformgment  au 

Th6orSme i,  correspondent  ~ la dis tr ibut ion 6nonc6e. 

Nous  allons d6duire maintenant  les condit ions qu'on dolt imposer s N(x) 

pour  que les r6sultats pr6c6dents soient  applicables. Supposons duns ce but  qu 'on 

puisse effectuer une d6composition, N ( x ) =  A (x)+ a(x), telle que la *partie r6- 

guliSre,) A(x) jouisse d 'une certaine propri6t6 de r6gularit6 et que la ))partie ir- 

r6guliSre)) a(x) satisfasse h une condit ion 

(7:) ~(x)= o (lo~x) 

Nous  supposons aussi que A(x) est nulle pour  x < e. Posons  

(y) = N(eY), 2] (y) = A (eV), a (y) = a (eV), 

1 

et observons que 

oo 

f . f ( s ) =  e-" ~(v)dv, ~ > ~, 

0 

f " f " ~(s) I =  e-USdN(y) = s  e-V~N(y)dy.  

0 0 

A la d6composRion de _Y(x) correspond donc une d6composit ion de ~(s): 

(s) = ~ + s FCs) + s f ( s ) ,  

o5 sF(s) est la ~>partie reguhere* et sf(s) la >>partie lrreguhere de ~(s). D6- 

montrons  maintenant  eette proposit ion:  

Si l'on peut d~composer N(x) ~ A(x) + a(x), de sorte que F(s) satisfasse h 

la condition (x, e), x > Q/2, et que 7 soit sup&'ieur au plus grand des hombres 3/2 

et I + Q/z, la fonction ~ (s) v~rifie elle-m~me la condition (x, e), z > e/2. La di- 

stribution H(x) est en consdquence rdguli~re pour 0 < e < 2 et presque-p~riodique 

d'apr~s la relation (32) pour Q ~> 2. 
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I1 existe par hypoth~se une constante C telle que 

C e y 
[a(y)[ < (I + y~r'j Y > o. 

Done, s i y  > I, l ' int6grale qui d6finit f t s )  converge absolument et uniform6ment  

pour a ~ I; f ( s )  est par  suite continu sur le demi-plan ferm6 a ~ I. De plus, 

si I < 7 < 2, f ( s )  satisfaR dans a --> I ~ la condit ion de Lipschitz 

If(s2) - f ( s , ) l  < const.  [s~ - s~ I ~-~. 

En effe$, si l 'on pose [ s ~ -  s l [ =  d on aura pour a > 1 

4 e - V d y ,  d y g  i ,  
I e--~,v _ e-~V I < 

4e-V , dye>  I, 

d'ofi 

1 

Si d 'autre  par t  7 est un nombre non entier sup6rieur s 2, les int6grales qui re- 

pr6sentent f ( s )  et ses d~riv6es jusqu's  l 'ordre v = [ 7 -  I] convergent uniform6- 

ment  et absolument pour a ~ I e t  la d6riv~e f(')(s) satisfait ,  d'apr~s ce qui pr6- 

e~de, s une condition de Lipschitz ~ l 'exposant 7 -  [7]. Done, si 7 > I + Q/2, la 

fonction f (s)  satisfait duns le demi-plan a ~ i & une condition infinitdsimale (x) avec 

x > e l2 .  
$ 

Supposons main teuan t  que a (y) y e - y  soi~ ~ earr6 sommable sur (oi oo), et 

remarquons que 

oo 

/ f (a + it)---- - -  e - " V - i t V y a ( y ) d y ,  

o 

O" :>  I .  

En vertu de la relation de Parseval  pour la t ransformat ion de Fourier,  on a 

. -Ir~ 

f ,  �9 
I ja(a q- i t ) [ ~ d t =  e_qYya(y))~dy ' 

2 ~  

~ 0 

t r >  l 
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ou bien 

+ o o  

i f l f (~  
2 7 g  �9 

- - o o  

/((e-~" * + i t ) -  f ' ( a '  + i t ) l ~ d t =  --e-~ 

0 

Or, dans l 'hypoth~se qui vient d '&re f a r e ,  on a 

, 

lira {(e -~u --  e - r  u) y a (y)}* d y = O, 
a ~ l + O  

a ' ~ l - } - O  0 

d'ofi r6sulte, d'aprSs le th6orSme de Flscs~R-Ri~sz,  que f (a + i t) pour a--* I + o 

converge en moyenne vers une fonction s carrd sommable. On en conclut: 8i 
7 > 3/2, f(s) se r~duit pour a ~ I ~ une fonction absolument continue. De ces deux 

propri&~s de f(s) on d6duit la proposition dnonc6e, en no tan t  que s F(s) et sf(s) 
poss~dent la mSme r6gularit6 infinit6simale que F(s) et f(s),  et de plus que 

s(s ~ i)ef(s) est absolument continu sur le bord a---- I en mSme temps~lue  f(s). 
Montrons enfin que le th6orSme que nous venons de prouver s'applique aux 

propositions ~nonc6es dans l ' introduction.  Pour  s'en assurer il suffit de montrer  

que la condit ion (z,Q), u > 0/2, est satisfaite par F(s), qui correspond au type 

de fonction A ( x ) :  Ar (x) qui entre dans les Th6orSmes IV, V e t  VI. Posons 

s cet effet 

~ (8) = r (e)  (8 - ,)-~, ::~ O, - -  I ,  - -  2 , . . .  

(-- I)Q (8 -- I)--Q log I 
~ (~) - -  r ( ,  - Q) ~ '  

~ ) ~ 0 , -  I , - -  2 , . . .  

et remarquons cette relation, ais6ment vdrifi6e: 

j e-uS+Uye-ldy = q~e(s) + fonct, enti~re de s. 

1 

On aura  par cons6quent 

F(s) = ~ A, ~e, (s) + fonct, enti~re de s, 
1 
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et cette fonction rdpond visiblement s la condition dont il s 'agit  si le plus grand 

des nombres Q~ ainsi que le coefficient A,  correspondan~ sont positifs. 

Exemples 61~mentaires montrant que les bornes obtenues sont les meiUeures. 

Considgrons la fonct ion 

n 

off o ~ t~ ~ t~ ~ . . .  < tn, e t  off les a~ sont des nombres positifs tels que 

n 

2 Z g . v  
1 

-~Q. 

La  fonction 

v (t) : lim -- arg q~ (s) 
o'~1-{-0 

pr~sente pour t ~  o un sau~ positif ~gal s 7~Q et pour t -~  t, un saut n~gatif  

~gal s z a , ;  tandis que v( t )  reste constant  dans les intervalles (o, t l ) , ( t l , t~ ) ,  

. . . , ( t~ ,  r162 On d~montre facilement que 

off 

log ~ (s) = ] ~ - ,  d n (x) 

/ (  . 
U ( x ) =  e -  2 ~ , c o s ( t ,  logx) logx" 

1 1 

Cette fonction TI(x )  est croissante, et q~(s) est en consdquence une fonction de 

Riemann d'apr~s la ddfinition gdn~rale posde dans l ' introduction. La  fonction 
@ 

_~(y) = N(e.~) qui correspond s ~(s) satisfait ~ cette relation 

a + i ~  

* I f q~(s) - -  I eYSds ,  ~ > I 
N(y)  - : ~ i ~ 
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Si Yon d6signe par 1~ (a + i t) le chemin d ' int6grat ion dont  la distance g la eoupure 

(-- or + i t ,  a + i t )  reste constamment  dgale g e > o, on aura  pour y > o, 

f { f  + f ! } * I 99(8 -- ieysd8 + ~, I~_. 99(8 - -  1 
N ( y ) - -  2 ~ i  - -- eY~ds ' 

~(~) ~ ~(~-.,,) tdl+it. ) 

oh l ' int6gration est prise duns le sens positif par rapport  aux coupures enferm6es. 

D6signons d~ns cette formule la premibre int6grale par A (y) et la somme des 

autres par a(y). Observons que l ' int6grale qui correspond au ehemin 1~(I + i t , )  

s 'annule si a, est un  hombre entier, et de plus qu'elle est 6gale 

(73) 
: f99(*) y,. 

2 ~ i  - ~ - e  as, 
J 

lo(l+it,) 

off 10(I + i t , )  d6signe les deux bords de la coupure. Notons aussi que (73) admet  

comme majorante  

( eonst, e y e -~y a ~, d a = 0 �9 

0 

Donc, si 99(s) est une fonction rutionnelle, a ( y ) s ' a n n u l e  ident iquement;  si d 'autre  

part  il y a parmi les a~ des nombres non entiers et si a e s t  leur minimum, on a 

�9 
a (y) = o 

Par  un calcul un peu plus d6taill6, on trouve aussi que cet ordre de grandeur  est 

a t te in t  par les valeurs positives ainsi que par les valeurs n~gatives pour y - ~  or 

Consid&ons main tenan t  le terme .~(y); supposons dans ce but  que les 

hombres An soient d6finis par la s&ie de Taylor suivante 

99(*) ~ , n t : / ' ~ ' =  i 
~ -  = (8 - -  I) "~ " 8 "  H {(8 - -  I) 2 + (8 - -  I)q A n ( 8  - -  I) n. 

1 

$ 

Cela pos~, on d~montre faci lement que A ( y )  est asymptot iquement  repr&ent6 par 

cette s~rie divergente 
37--36808. Aeta mathematica. 68. Imprim~ le 10 aofit 1937. 
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f o t~(1) 

oo An I 
= eYY~ Z I ' (Q - -  ~ ) y n '  

o 

et de plus, si q est un nombre entier, que .~ (y) se r6duit  s la somme de r~sidus 

e--1 An I 
2 (y) = e u ye-X Z I '(# --  n)y n 

o 
+ ~o ( o ) -  ~. 

La fonetion consid~r~e q~(s) 61ueide plusieurs questions trait6es dans ee 

m6moire. En  premier lieu elle fourni t  une d~eomposition route naturelle de 

N(x) en >>partie r6guliSre~ A ( x ) e t  >>partie irr~guliSre>> a(x), qui met  en ~vidence 

la relat ion entre a (x) et les z6ros d 'ordre non entier. On volt aussi que l'in6- 

galit6 (I9) du Th6orSme I I  ne peut 8tre am61ior6e, ce qui est d'ailleurs assez 

6vident. Les cas partieuliers suivants:  

(74) 

(8)={I q- ~8-- I1 J 

//(X) = ; I  -- COSlog(ttxlOg x) dx 

1 

(75) 

f I -- cos (tl log X) dx  
/1F(x) = q log x 

1 

A .  i 
N(x)  = x log~- '  x ~ r ( 0  - - )  log-  x 

o 

o < Q < 2 ,  Q ~ I  

+ 

montren t  que la condition 7 > i + #/2 dans les Th6orbmes IV et Y ne peut 

8tre remplac6e par  7 = I + Q/2. Si # est un hombre entier sup6rieur ou 6gal 

2, u n e  fonction q~(s) rat ionnelle met  en ~vidence que l 'hypoth~se 
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2V(x) = A e ( x  ) + 0 ( I )  

n ' e n t r a l n e  pas  ~( I  + i t ) #  o. Des  e x e m p l e s  u n  peu  p lu s  c o m p l i q u 6 e s  m o n t r e n t  

que  c e t t e  p r o p r i 6 t 6  s u b s i s t e  p o u r  t o u t  n o m b r e  Q > 2. 
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