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Introduction. 

Dans le remarquable M6moire sur les hombres ddrivds des fonctions continues, 

premiere pattie de son grand travail Sur la d6rivation et son ealcul inverse I, 

M. Arnaud Denjoy a obtenu des r6sultats d'une simplicit6 inattendue. En voici 

l'essentiel d'aprbs l 'Auteur lui-m~me: 

,,Considdrons la courbe C d'6quation y -~ f (x ) .  En un de  ses points ~I, 

figurons les angles d6riv6s (contingents de M. Boul igand)A (s droite), A' ('2 

gauche) de sommet commun M, form6s par les positions limites de la demi- 

droite M M '  quand M'  (x', y') ddcrivant C tend vers M(x'  > x pour A, x' < x 

pour A'). En un point M particulier les angles A et A' peuvent ~tre quel- 

conques, mais si on n6glige ce qui se passe sur un ensemble de mesure nuUe, il ne 

reste de possible que les trois cas suivants (effectivement r6alisables tous trois): 

ou bien A et A' se rdduisent respectivement s deux demi-droites inclin6es 

se prolongeant (d6riv6e bilat~rale finie). 

ou bien A et A' sont adjacents et suppl6mentaires, le c6tg commun 6rant 

parall~le s Oy (darts le sens positif ou dans le sens n6gatif) (un ddriv6 bilat6ral 

fini, les deux autres ddriv6s infinis de signe contraire). 

1 Premiere partie: Mdmoire sur les hombres ddrivds des fonctions continues, Journal  de Mathd- 
matiques pures et appliqudes, (7) 1, I9t5, IO5--24o. 

Deuxi~me partie: Sur les .fonctions d6riv6es sommables, Bulletin de la Soci6td Mathdmatiquc 
de France, 43, I915, 161--248. 

Troisi~me partie: Mdmob'e sur la totalisation des ~.omb~'es d6riv6s nou sommables, Annales 
scientifiques de l 'Ecole Normale Supdrieure, (31 33, I916 , I27--222 et (3) 34, 1917, I81--238. 
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ou bien A et A'  valent chacun deux droits, ils sont adjacents suivant O y 

(d~riv~s bilat6raux + ~ et --  ~).>> 

(Extrait  de la Notice sur les Travaux scieut(fiques de M. Arnaud Denjoy, Paris, 

Hermann,  I934, p. I4). 

Si l 'on porte plus sp6cialement l ' a t tent ion sur les droites passant par M 

dont  une demi-droite appar t ient  ~ 1'angle d6riv~ A et l 'autre s A' (droites repre- 

sentatives des hombres ddriv6s bilat6raux), en un point M non exceptionnel, ou 

bien ces droites forment  la totalit6 du plan (3 i~mr cas de M. Denjoy), ou bien 

il n 'y  en a qu'une D (2 i~me et I ier cas); dans cette derni~re 6ventualit6 les demi- 

droites qui appar t iennent  s A ou A' sans qu'il en soit ainsi de leurs oppos~es, 

ou bien forment  un demi-plan limit~ ~ D (2 i~m~ cas), ou bien n 'existent  pas (d ~r 

cas: la courbe C admet D pour tangente  en M);  et si l 'on veut bien convenir 

que route droite s distance r d 'un point 0 >>touche>> aussi bien le cercle de centre 

0 et de rayon r que la circonf6rence de ce cercle, on peut dire que D, accom- 

pagn6e ou non d 'un demi-plan, est la tangente  s C en M e n  un sens 61argi. 

Ainsi, saul en des points qui se projet tent  parall~lement ~ O y (par exemple sur 

Ox) en un ensemble de mesure nulle, en l 'un de ses points ~I, sous la seule 

condition qu'il  y passe une droite qui ne soit pas, par chacune de ses deux demi- 

droites, position limite de demi-s~cantes M M ' ,  la courbe C admet une tangente  

au sens large D (droite unique dont  les deux demi-droites sont positions limites 

de demi-s~cantes), en dehors de laquelle les positions limites de demi-s6cantes, 

s'il en existe, forment  un demi-plan limit~ ~ elle; enfin cette tangente  au sens 

large est inclin6e sur 0 y. 

Rat tacher  ees propri6t6s tangentiel les des courbes repr6sentatives de fonc- 

tions continues d 'une variable ~ celles des ensembles de points tout  s fair arbi- 

traires d 'un espace euclidien s un hombre quelconque de dimensions, tel est 

l 'objet  du pr6sent travail.  En un point d 'un  tel ensemble, sauf en certains dont  

je precise la rarer6, sous la seule condition qu'on y puisse mener une vari6t6 

lin6aire dont  aucune droite passant par lui ne soit, par chacune de ses deux 

demi-droites, position limite de demi-s~cantes ~, j '6tablis l 'existence d 'une vari6t6 

lin~aire compl6mentaire, faisceau des droites dont  les deux demi-droites sont posi- 

t ions limites de demi-sdcantes, et je montre qu'en dehors de cette vari6t6 lin6aire 

t a n g e n t e  en un sens 61argi, les positions limites de demi-s6cantes, s'il en existe, 

se r~partissent en demi-vari~tds lin~aires s une dimension de plus qu'elle et 

Le lec teur  es t  prid de faire u n e  f igure pour  l ' espace  h t ro is  d i m e n s i o n s  dans  le cas off cet tc  
vari(itd l in~aire es t  1 o) une  droi te  2o~, u n  p lan .  



Les propri6t6s tangentielles des ensembles euctidiens de points. 101 

limit6es s elle, dont aucun couple ne forme une vari6t6 lin6aire complete; enfin 

j '6tudie la rarer6 en projection ~ partir d'un point fixe, des points off la vari6t6 

lin6aire tangente au sens large passe par le point fixe. Ainsi, la notion de tan- 

genre et de plan tangent, plus g~n&'alement de vari~t~ lin~aire tangente, n'est pas 

spdciale aux courbes et surfaces, ou varidtds: convenablement dlargie, elle se rdv~le 

comme dtant de toute premiere importance pour les ensembles euclidiens de points" 

les plus gdn&'aux. I1 s'y joint la notion de systdme de demi-varidtds lindaires ?~ une 

dimension de plus que la vari~t6 lindaire tangente au seas large et limit~es 5 elle, 

dont aucun couple ne forme de varidt~ lin~aire complete. D'ai[leurs nne telle no~ion 

se rencontre dSs les ~l~ments quand, an lieu de consid~rer les courbes et surfaces 

dans leur totalitd, on envisage ce qui se passe aux points frontiSres de leurs 

portions. 

Comme applications de ces propridt~s, j'insiste sur le cas de respaee ~ trois 

dimensions, puis je donne un critbre de d&'ivabilitd presqne partont d'une fonc- 

tion complexe arbitraire de variable complexe, surtout j 'dtudie comment nne 

fonction arbitraire dont l 'argument est un point d'un espace euclidien mais la 

fonction nn 8ire de nature beaucoup plus g~n~rale, atteint en un point ses limites. 

Les principaux r~sultats de ce travail ont dt~ communiquds ~ l'Acad~mie 

des Sciences en deux Notes insdr~es anx Comptes-Rendus des s~ances (~2 Novem- 

bre ~935, 201, 87~ , pour le caract8re lindaire de la r~partition des positions 

limites de demi-s~cantes - -  voir aussi C.R.  202, 377 1 ;  27 Avril ~936, 202, 

~4o3, pour les applications - -  voir aussi C. R. 203, I3[~ --). Dans cette 5tude 

il n'est question qne de contact du premier ordre; les contacts d'ordre sup~rienr 

feront l 'objet d'une autre dtnde qui, pareillement s la premiSre, tire son origine 

et le plus souvent 1'esprit de ses m~thodes des profonds travaux de M. Denjoy. 

Qu'il me soit permis de lni exprimer ici ma grande reconnaissance pour le bien- 

veillant intgrSt et les pr~cieux conseils dont je lui reste si redevable. 

C H A P I T R E  I. 

Notions pr liminaires. 
S e c t i o n  I: Faisceau d~riv~. 

Plagons-nous dans l'espace euclidien [E] ~ n dimensions. Un point M est 

point d'aecumulation d'un ensemble E de points si tout ensemble ouvert conte- 

Depuis lors M. S. SAKS a publi6 aux Fundamenta Mathemalicae (26, 1936 , 234--24o) un 
int6ressant Article donnant pour le plan des r6sultats analogues ~ ceux que j'avais indiqu6s. 
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nant M contient au moins un point de E different de M. I1 suffit d'ailleurs 

qu'il en soit ainsi des spheres ouvertes Si g n dimensions d'une famille ddnom- 

brable partout dense. Afin de caract6riser en un point M les directions dans 

lesquelles s'accumnle un ensemble E, je dirai qu'une demi-droite M J  est rayon 

d'accumulation de E en M si, quel que soit le faisceau ouvert de demi-droites 

issues de M contenant M J ,  la partie de  E qui s'y trouve admet M pour point 

d'accumulation. Ici encore il suffit qu'il en soit ainsi des demi-cSnes ouverts de 

r~volution Fj(M) g n dimensions de sommet M, d~duits par la translation O M  

de ceux d'une famille ddnombrable partout dense autour du point 0 arbitrairement 

fix~. Autrement dit M J  est rayon d'aecumulation de E en M si, quels que 

soient Si contenant M e t  Fj (M) contenant M J ,  l 'intersection St A Fj (M) A E 

n'est pas vide. Dans le cas contraire, on pent trouver un couple d'indiees io, Jo 

(et d'ailleurs une infinit~) tel que Sio contienne M, Fjo(M ) contienne M d ,  et 

vdrifient Sio A F,io(M) A ,E ~-o; d'ofi rdsulte qu'aucnne demi-droite de l~o(M ) ne 

peut 8tre rayon d'aceumulation et qu'ancun point d'accumulation de E n e  peut 

appartenir g l'ensemble ouvert S;0/~ I)o (M). 

DSs lors, en un mOme point J[, les rayons d'accumulation d'un e~semble E 

jbrment un faisceau fermd de demi-droites issues de M, OE(M), le mOme pour l'en- 

semble que pour sa fermeture. Malgr~ tout le patti qu'en a d6j~ tir~ M. Bonligand 

sons le nora de ,) contingent,) , je pr~f~re, rant par analogie avec l'expression d'en- 

semble d~riv~ que par extension de la notion d'angle d~rivS, introduite dSs I915 

par M. Den]oy ,  l'appeler faiseeau ddrivd de l'ensemble E au point M. C'est mani- 

festement une g~n~ralisation de la tangente ?t une courbe et du plan tangent & 

une surface quand on les considSre comme faisceau des positions limites de demi- 

s~cantes. Mais il est bon de remarquer que le contact avec l'ensemble d'un rayon 

int~rieur au faiscean d~rivd, s'il en existe, ne pent 8tre rompu par une variation 

arbitrairement faible de l 'orientation de ce rayon. 

Consid~rons un faisceau term4 q)(M) de demi-droites issues de M, dtrangkres 

au faisceau ddrivd OE(M). A chacune d'elles on peut faire correspondre un 

couple %, Jo et, d'aprSs un thdorSme de MM. Borel et Lebesgue, recouvrir q ) ( M )  

au moyen d'un nombre f ini de Fjo(21l ), auquel correspond un hombre fini de Sio 

qui, ayant en commun M, ont en commun une sphSre S/,o: S . , , o / ~ / ) ( M )  /~ E==o, 
(J)o 

la sommation ~tant ~tendue g la combinaison (J)o des indices jo en nombre fini 

correspondant au recouvrement de ~(M).  Par suite q)(M) /~ E n'admet pas M 

pour point d'accumulation. Cet~e proprietY, qui fa i t  du faisceau d&'ivg un vd~qtable 
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diagramme d'existence locale de l'ensemble, n'a d6j~ plus lieu dans l'espace de 

Hilbert. C'est ee qui me fair, au moins provisoirement, limiter le champ du 

faiseeau d~riv~ aux espaces euclidiens s un nombre quelconque mais fini de 

dimensions. En particulier le faisceau ddrivd, dont la d~finition ne permet l'exis- 

tence qu'aux points d'accumulation de l'ensemble, existe e{fectivement en chaque 
point d' accumulation. 1 

Ainsi les points M de la fermeture E en chacun desquels on peut attacher 

un faisceau ferm6 de demi-droites issues de M, �9 (M) (arbitrairemen~ variable 

d'un point M ?~ l'autre) qui soit dtranger au faisceau d~rivd q)E (M), se r~partissent 

en au plus une infinit~ ddnombrable d'ensembles caractgris~s chacun par un indice 

i 0 et une combinaison finie (J)o tels que Sio contienne ~/, ~_j F i l m  ) recouvre q~ (M), 
tJ)o 

et v6rifient S/0/~ ~, Fj (M) /~ E : o. Un tel ensemble fair pattie de l'ensemble 
(J)o 

E o inclus dans ~'o/~ E et v6rifiant, en chacun de ses points ~]I, ~S~.o A ~ F.i(M)A 
(J)o 

/~ E ~  o. E o est fermd car il en est ainsi de l'ensemble de tous les points 3 I  

de l'espace qui v~rifient cette derniSre relation. En effet, pour un point 2[/' du 

eompl~mentaire, E poss~,de un point darts Sio/~ __~ F3' (M'), donc ~ distanee posi- 
{J)o 

t ire d de la frontiSre de t'ensemble ouvert ~ Fj(M'); et tout  point distant de M '  
(J)o 

de moins de d appartient encore s ce compl~mentaire qui, par suite, est ouvert. 

De plus, des relations que v~rifie E o r~sulte Z F j ( M ) / ~  E o :  o; en sorte que, 
(J)o 

F) (M) d~signant l'opposd par le sommet de Fj (M), la r~ciprocitd entre les points 

/1/ de 1~'o ne permet pas ~ F] (M)A J~o ~ o. Par  suite, non seulement ~o (3I) 
(J)o 

mais encore son opposd q)~ (M) est ~tranger au faiseeau ddriv~ q~Eo(M). Ce qui 

conduit ~ accorder aux rayons d'aecumulation de E en M dont les opposes ne 

sont plus rayons d'accumulation, une importance moindre qu'aux autres. Ces 

derniers forment un faisceau ferm~ de droites passant par M, intersection de 

q)~(M) et de son oppos~ q)~(M), que j'appellerai partie bilat&'ale dufaisceau 

1 Au  contraire ,  dans  l ' espace  de Hi lber t ,  la  su i t e  de po in t s  don t  le _pibme es t  su r  le pibme 

axe  de coordonndes,  ~ la d i s tance  I/p de l 'or igine,  a d m e t  ce dern ie r  po in t  pou r  po in t  d ' a ccumula -  

t ion  s ans  y a d m e t t r e  a u c u n  r ayon  d ' accumula t ion .  
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ddrivd de l'ensemble E au point ~I. ~ F(M)  ~tant un faisceau fermd de droites 

passan~ par ~1[, dtranger s cette partie bilat~rale, le faisceau fermd de demi- 

droites q ) ( M ) :  F ( M ) A  q)~.(M) est 6.tranger au faisceau d~riv~ q)~(M); par suite 

son oppos6 q) ' (M)-~ F ( M ) / 5  @F~(M) est ~tranger au faisceau ddriv~ @~0(M) 

consid6r6 plus haut, lequel est inelus duns q)~(M)identique h O~(M); donc F(M) 

est 6tranger ~ Oz0(M). 

Th~oreme I. - -  Etant do~nd un e~semble de points dans un espace euclidien, 

les points M de sa fermeture e~ chacun desquels on peut attacher ~tn faisceau ]~rmd 

de droites passant par M, F(M)  (arbitrairement variable d'un point M ~ l'autre) 

qui soit dtranger ~ la partie bilat&'ale du faisceau ddriv~ de l'ensemble en M ,  se 

r~partisse,t sur au plus une infinitd d~nombrable d'eusembles fermds dont le faisceau 

d&'ivd propre, en chaque point ~]I, est en entier db'auger ~ F(M).  

En par~iculier les poi,  ts de la .fermeture oh le faisceau ddriv~ de l'ensemble 

n'a pas de partie bilat&'ale forment un ensemble au plus ddnombrable car il en est 

ainsi des ensembles compos6s de points isol6s. 

S e c t i o n  z: V a r i ~ t ~ s  l i p s c h i t z i e n n e s .  

Por~ons plus spdcialement l 'attention sur le cas off le faisceau F ( M ) e s t  une 

varidtd lindaire L (M) ~ ~ - - p  dimensions. Les ensembles du th~or~me I ~tunt 

ranges en une suite, soit k 0 l'indice de celui qui contient un tel point M: L(M)  

est ~tranger "au faisceau ddriv~ r ). On peut alors trouver un indice i 0 et 

une combinaison finie (J)0 tels que Si0 contienne M, ~ ,F j (M)recouvre  L(M),  
(J)o 

et v:rifient Sr ~, I ) (M) /5  E~.o : o. D'apr~s les valeurs de ces diff~rents in- 
(J)o 

dices, les points M e n  question se r~partissent en au plus une infinit4 dd~om- 

brable d'ensembles. Celui E 0 qui correspond aux valeurs pr:c~dentes, du fair 

qu'il appartient s Sio/~ E~.0, vdrifie, en chacun de ses points M, ~ Fj (M) /5 E o : o .  
(J)0 

1 Dans  le cas off r e n s e m b l e  E est  ordonnd, en ce sens  qu'entrc deux  quetconques  de ses  
po ints  il  ex i s t e  une  relat ion d'ordre asym~tr ique  (M'  post~rieur ,h M entraine M antdrieur '~ M') 
et trans i t ive  (M'  post5rieur '~ M, M" post~rieur ~ M '  entra inent  M 'p post~rieur "~ M),  on p e a t  
d~finir en un po int  M le  faisceau d~riv~ post~rleur (on ant~rieur) c o m m e  te faiseeau d~riv~ ordi- 
naire de l ' ensemble  des  points  de E postdrieurs (on antdrieurs) h M et le  faisceau ddrird bilaldral 
eomme le faisceau des droites  dont  une  demi-droite appart ient  au faiseeau d~riv~ post~rieur et  
l 'autre au faiseeau d~rivd antSrieur et  faire J0uer h ce faisceau d~riv(~ bi lateral  le  r61e que ya  jouer 
dans le cas gdn~ral la part ie  bilat(~rale du faisceau d~riv6. 
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310 d6signant  un point  par t icul ier  de /~o et co la distance angulaire  de L (Mo) 
, x  

la f ront lere  de ~,  I).(Mo) , route  s6cante 3 / M '  s l 'ensemble E o fair  avec L(MO) 
(J)o 

un angle au moins 6gal s co. La  correspondance de E o ~ sa project ion e o fai te  

parall~lemen~ s L (Mo) sur une vari6t6 l in6aire  or thogonale  et compl6mentaire  [e], 

d6finit alors une fonction gdomdtrique u , i forme M =  f (m)  v&'ifiant une condition de 

Lipsehitz  M M '  <_ __1 m m'. 
sin eo 

Dans un syst~me d'axes rectangulaires  dont  les p premiers sont pris dans 

[e], les n - - p  derni~res coordonn6es d 'un  point  M de E o sont  desfonetions numd- 

riques rdelles des p premieres,  ou plus bri~vement du point  m, v6rifiant afor t ior i  

la condit ion de Lipschitz [ x~ (m') --  x~ (m) [ ~ m m'/sin co (7 = P + 1, p + 2, . . . ,  n) .  

I1 est possible d'en prolonger la ddfinition hors de e o tou t  en leur conservant  cet te  

propri6t6. En  effet, pour  chaque valeur de 7, en un point  tt de [e] 6 t ranger  s 

eo, quels que soient les points m et m' de eo, les segments ( ferm6s)de ttx~ relatifs  
/ r \  _~_ ~ ' /  �9 chacun d'eux, respect ivement  d6finis par  x~, (m) + # m/sin co et x~ tm ) _  tern/sin w, 

ont  en eommun au moins un point  car sinon I x . / ( m ' ) -  x 7 (m)[ serait  sup6rieur 

(re m + tt m')/sin w donc h m m'/sin ~o ; d'ofi r6sulte que les segments  analogues 

relatifs s chacun des points de e o ont  en commun au moins un point,  don t  on 

pent  prendre  la coordonn6e pour  x:,(#). Dbs lors, 6rant donn6e une suite partout 

dense de points de [el, sur ceux qui n ' appar t i ennen t  pas ~ eo et en les y adjoi- 

gnan t  au fur  et s mesure, on pent  de proche en proche prolonger  chacune des 

n - - p  fonct ions x~/(m). Le pro longement  s'ach~ve par tout  ailleurs par continuitd. 

L'ensemble  repr6senta t i f  de ce syst~me de fonct ions correspond alors d 'une mani~re 

univoque et cont inue dans les deux sens, s la vari6t6 lin6aire [e] s p dimen- 

sions; c 'est  la d6finition m~me d 'une varidtd it p dimensions (courbe, surface 

pour  p = 1, 2, quand n = 3). E t  cette vari6t6 v6rifie la condit ion de Lipsehitz 

M M '  <-- ] In  . . . . .  - -  P mm' .  
sin o 

Th6or6me I I  (z ~'~ pattie). - -  E tan t  donnd u~'~ e~semble de points dans l'espace 

euclidien ~t n dimensions, les points M de sa fermeture en chaeun desquels on pent 

mener une varidtd lindaire (~ n - - p  dimensions (arbitrairement variable d'un point  

M ~ l'autre) qui soit dtrano~re h la pat t ie  bilat&'ale du faiseeau ddrivd de l'en- 

semble en M, se rdpartissent sur au p l u s  une infinild ddnombrable de varidt~s lips- 

chitziennes ~ p dimensions2 

L e  l e e t e u r  e s t  p r i 6  d ' e n v i s a g e r  l e s  e a s  p a r t i c n l i e r s  n = 3, _P = 2 e t  n = 3, jo = I .  

1 4 - - 3 7 5 3 4 .  Acta mathematica. 69. I m p r i m 6  ]e 13 d(~eembre 1937. 
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S e c t i o n  3: Mesure p -d imens ionne l l e  darts l 'espace eucl idien ~ n d imensions .  

Placons-nous d 'abord dans un espace [(~] assujetti  ':t la seule condition qu'il 

y existe une mesure ext~;rieure (au sens de M. Carathdodory), c'est-s une 

fonction num~rique r~elle non ndgative (~ventuellement infinie) et non constante 

#((2) , ddfinie pour tout  ensemble (2 d'~l~ments de [(2!, v~rifiant la condition: 

~c *c 

quand (2 < ~ (2~., !'((2) -<- ~ tt((2~). 
k -1 k - - 1  

Avec M. Carath~odory~, appelons ~esurable-,u (de mesure !t((2) en supprimant  le 

mot  ext~rieur) tout  ensemble (2 qui poss~de la propridt6: 

pour tout  ensemble 71 de (2, # (?{) == ~t (?[ A (2) + tt (~[ A (~ (2), 

($ d~signant le compl~mentaire l)ar rapport  's [(2!. On d~montre alors que la 

f a m i l l e  des ensembles mesurables-/t contient,  en m6me temps que deux ensembles, 

leur difference, et en m~me temps que des ensembles en au plus une infinit6 

d~nombrable, leur r~union (par suite aussi lenr intersection), ainsi que les en- 

sembles annulan t  tt (et par suite leurs sons-ensembles); et que, sur cette famille, 

la fonction d'ensemble #((2) joui t  de l 'additivit(; con~pl~te." 

quand les (2k, deux ~ deux disjoints, sont mesurables-!t, 

= 

k - - 1  k --1 

Cette mani~re d ' introduire  une mesure est l~gitime. En effet, soit a pr ior i  

une mesure duns l'espace [~], c'est-'~-dire une fonction num~rique r~elle non n~gative, 

non constamment  nulle ou infinie et compl~tement additive ~ ((2"), d~finie pour les 

ensembles (2* (dits mesm'ables) d'une f a m i l l e  contenant  en m~me temps que deux en- 

sembles, lear diffdrence, et en m~me temps que des ensembles en au plus une infinitd 

ddnombrable, leur r~union, ainsi que tout  sous-ensemble d'ensemble annulan t  m. 

La  fonction d'ensemble m ((2) ddfinie pour tout  ensemble ~ de [(2] comme la borne 

infdrieure des mesures m((2*) des ensembles mesurables (2* contenant  (2, ou § 

quand il n'existe pas de tels ensembles, pr~sente tous les  caract~res d 'une mesure 

1 Cf. C. C,tRATHi:ODORY, Uber das lineare Mass yon .Punklmengc~t - -ei~" Verallgcmeiner*~.n!l 
des Ldrtge~degriffs, Nachrichten yon der Gesellschaft der Wissens(,haften zu GSttingen, Mathematisch- 
physikalische Klasse, 1914, 4o4--426. 

Voir aussi R. D~ POSSEL, ~Yotion gt;7~dralc de JJtes,re el d'intdgr(de, Sdminaire de Math~matiques 
de M. Julia, 2, I934--~935, A. 
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extdrieure; et l 'on ddmontre que tout  ensemble mesurable donnd (~* (pour lequel 

dvidemment m = m) poss~de la propridtd de M. Carath~odory relat ivement ~ cette 

mesure extdrieure ~n. 

Part icularisons maintenunt  l 'espace [(~] en le supposaut ~trisable, c'est-s 

off l 'on peut introduire une distance, fonct ion numdrique rdelle non ndgative et 

symdtrique de deux dldments quelconques de [(~], nulle duns le seul cas de l ' identitd 

de ces deux dldments et satisfaisant '2 l ' indgalitd du triangle.  E t  imposons '~ lu 

mesure extdrieure # cette nouvelle coJ~dition de 3I. Carath~odory (additivitd pour 

deux ensembles ~ distance positive): 

(C~) quand distance ((~1, @2) > o, t t((~ + ( ~ ) =  tt((~) + # ( ~ ) .  

Alors, fuit  extrgmement impor tant  qui, entre autre, a permis l ' introduction par 

M. Haar  d 'une mesure dans les groupes, on d~montre que tout ensemble fermd de 

[(~] est mesurable-tt, par suite aussi tout e~se~nble de ~I. Borel. 

Prenons enfin pour espace [(~] l'espace euclidien [E] s ~ dimensions et appe- 

lons, avec M. Kolmogoroff ~, image no~ dilat6e d 'un  ensemble E de points, un 

ensemble e tel que chaque point  de E air un correspondant unique duns e, la 

distance de deux points quelconques de E n 'd tant  pus infdrieure ~ celle de leurs 

correspondants (par exemple une projection orthogonale e de E sur une varidtd 

lindaire). I1 es~ naturel  d ' imposer encore s ,u cette co~ditio~ de 3~. Kolmogoroff: 

(C~) pour route image non dilat~e e de E,  tt(e) < u ( E ) ;  

qui entralne en purticulier l ' invariance de tt par rapport  au groupe des ddplacements. 

D~s lors, j 'appellerai mesure p-dimensionnelle extgrieure duns l'espace euclidien E it .n 

dime,sions, route mesure ext6rieure duns [E], v~rifiant (C~) et (Ce), de valeur ~ sur 

un carrd unitd U (de cbtd dgul s l 'unit6 de longueur) d 'une varidtd lindaire s p 

dimensions de [E]. On ddmontre qu'une telle mesure p-dimensionelle extdrieure 

# prend, sur chaque ensemble de 1~I. Borel ~, une valeur comprise entre celles de 

deux mesures p-dimensionnelles extremes: la ~esure supdrieure e t  la mesure infd- 

rieure (qu'il ne faut  pus eonfondre avec la mesure ext~rieure et la mesure int~- 

rieure, ici dgales pour chaque tt puisqu[un ensemble de M. Borel est mesurable-tt, 

la mesure intdrieure ~))(E) ~tant ddfinie comme la borne supdrieure des mesures 

des ensembles mesurables-tt contenus duns E). 

Parmi les mesures p-dimensionneUes ext6rieures au sens ainsi prdcisd figure 

la mesure de M. Carathdodory dont  voici la construction:  on enferme l 'ensemble 

I Cf. A. KOLMOGOROFF, Beitrtige Zu r Masstheorie, Mathematische Annalen, 107, I933, 35 x--366. 
~- La ddmonstration de M. Kolmogoroff (loc. cir.) est mr relative aux ensembles analytiques; 

mais la considdration des ensembles de M. Borel nous suffit pour la suite. 
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E clans un syst~me au plus d6nombrable de sph6res ~ n dimensions; on forme 

la somme de la s6rie dont les termes sont les mesures 616mentaires des sections 

centrales ~ p dimensions de ces spheres; et l'on prend pour /~(E) la plus petite 

limite de cette somme quand le plus grand diam~tre des spheres du syst~me 

tend vers z6ro. Q u a n t  s la mesure supdrieure de M. Kolmogoroff, on peut l'ob- 

tenir en prenant 1~ borne inf6rieure des mesures ext6rieures de M. Lebesgue, 

dans une vari6t6 lin6aire ~ p dimensions de [E], des ensembles de cette vari6t6 

dont E est une image non dilat6e , ou + ~ quand il n'existe pas de tels en- 

sembles. De plus, pour tout  enseinble de M. Borel rentrant  dans le premier 

cas, on d6montre l'6galit6 des mesures sup6rieure et inf6rieure, donc l'unicitd de 

la m~ure p-dimensionnelle. 

En partieulier, consid6rons une varidtd lipschitzienne V ~ p dimensions: elle 

correspond ~ sa projection orthogonale sur une vari6t6 lin6aire convenable [e I "s 

p dimensions., par une fonction g6om6trique uniforme M : f ( m ) v 6 r i f i a n t  u n e  

condition de Lipschitz M M ' ~  K . m m ' .  Tout ensemble E de V est image non 

dilat6e d'un ensemble semblable, darts le rapport K, ~ la pro~eetion de E sur [e]. 

D'ofi r6sulte que route portion ferm6e et born6e de V admet une mesure p-di- 

mensionnelle unique et finie et que tout ensemble de M. Borel de V, dont la 

projection sur [e] (qui est encore un ensemble de M. Bore l )a  sa mesure de 

MM. Borel et Lebesgue nulle, admet une mesure p-dimensionnelle unique et nulle. 

Du fair que route mesure p-dimensionnelle d'un tel ensemble est nulle, r6sulte qu'il 

e n e s t  de m~me de chaeun de ses sous-ensembles, que ce soit ou non un ensemble 

de M. Borel. 

CHAPITRE II.  

Caract~re lin~aire du faisceau d~riv~. 

S e c t i o n  1: Vari6t~ l in~aire tangente au sens strict. 

Poursuivons, dans l'espaee euclidien [E] s n dimensions, l'6tude des points 

M de la fermeture d'un ensemble E en chacun desquels on peut mener une 

varidt~ lin~aire L(M) ~ n - - p  dimensions qui soit dtrang~re ~ la pattie bilatdrale 

du faiseeau d6riv6 q~(M). D'apr~s le thdor~me I, ces points M se r6partissent 

sur au plus une infiuit6 d6nombrable d'ensembles ferm6s E o tels qu'en chucun 

de ces points qui appartiennent s /~o, le faisceau ddriv6 q)Eo(M) soit en entier 
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~tranger ~ L(M).  Aussi est-ce par  l ' examen du cas par t icul ier  off L ( M ) e s t  

dtranger  's 1~ totalitd de q)E(M) que nous allons aborder  l 'dtude du cas g~n~ral. 

A cet effet, p renan t  L ( M )  en quelque sorte pour  pivot, cherchons la dis t r ibut ion 

des r~yons de @z(M) dans chaque wr id td  lin~aire L*(M)  passant  par L ( M )  et 

d 'une dimension de plus. D'~pr~s le thdor~me I I  (~i~o partie), les points M off 

une L*(M)  ne cont ient  pus au moins une droi te  passant  par  M qui appar t ienne  

�9 ~ @E(M), se rdpart issent  sur au plus une infinitd ddnombrable de vaxidtds lips- 

chitziennes 's p -  ~ dimensions;  et la r~retd des points M o~ une L* (M) con- 

t ien t  d 'autres  rayons de O~:(M) que deux rayons en prolongat ion  r u n  de l ' au t re  

r~sulte du lemme suivant:  

Lemme 1. - -  Etant do~,nd u~ e~semble E de points darts l'espace euelidie~ h 

u dimensions, les points M e n  chacun desquels on peut mener une varidtd lindaire 

L (M)  (~ ~--19 dimensions qui soit dtrang~re au faisceau ddrivd (DE(M)et une demi- 

~'ari~td lindaire -/1 (M) (~ n - - p  + I dimensions, limitde it L(M),  qui eontienne deux 

rayons M d  et M d '  de q)E(M), forment un ensemble de mesure p-dimensionnelle 

unique et nulle) 

En un tel  point  M, lu distance angulaire  de L(M)  et  OE(M)~ celle de M d 

et M d '  sont positives: {cot} ddsignant  une suite qui t end  vers zdro, on peut  

t rouver  un indice l o tel  que wt. soit infdrieur  s chacune d'elles. Le voisinage 

angulaire  fermd de L(M)  d'angle coto et de sommet M est alors d t ranger  s OE(M): 

nous savons t rouver  un indice i o et une combinaison finie (rio tels que Sio 

cont ienne M, ~ ,F j (M)  recouvre ce voisinuge angulaire  de L(M),  et vdrifient 
(J)o 

S~/1 ~ ,  F~ (M) A E----o. Enfin, 0 6rant un angle qui ne ddpend que de COCo sui- 
!J)o 

w n t  une loi u l t~r ieurement  pr~cisde, on peu t  t rouver  deux indices Jo et  J'o tels 

que r io(M) et Fj,o(M), d 'ouver ture  au plus dg~le s 0, eont iennent  respec t ivement  

M d  et Ms / ' .  D'apr~s les vaIeurs de ees diffdrents indices, les points M du 

lemme se rdpart issent  en au plus une infinit~ ddnombrable d'ensembles. 

Celui qui correspond aux valeurs pr~cddentes fair  par t ie  de l 'ensemble L o 

ine lus  dans b) o et vdrifiant en chacun de ses points M (E,. o ddsignant  S,-o A E)  

1~ (M) A E~o = o, ,~'~/~ Fjo (M) /~ Ezo ~ o pour  une infinitd de Si con tenan t  M 
(J)o 
et S//~ Fj,o(M)A E~.o ~ o pour une autre  infinitd. L~. premiere relat ion,  ~vons- 

i Le lecteur est encore prid d'envisager les Gas particuliers n ~ 3, P = 2 et n = 3, P = I. 
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nous vu, d6finit un ensemble ferm6; chacune des deux autres, oh l 'on fixe la 

valeur de l ' indice i, un ensemble ouvert;  donc, pour une infinit6 de valeurs de i, 

une limite complbte au sens de M. Borel d'ensembles ouverts. De plus, de cha- 

cune des deux derni~res relations r6sulte que tout  point  M de L o est point 

d 'accumulat ion de Eio en sorte que la premiere exige ~ Fj (M)/~ Eo = o: M o 6taut  
(J)o 

un point particulier du lemme appar tenant  s E o, ~ Fj (Mo) recouvre le voisinage 
(J)o 

d'angle ~olo de L(Mo): pour tout  point M de Eo et tout  point 5 ~ de Eo ou de 

E/o, M N  fair avec L(Mo) un angle sup6rieur s Wlo. Ainsi l'ensemble du lemme se 

rdpartit sur au plus une infinit~ ddnombrable d'ensembles de M. Borel (de classe 2 

au plus) situds chaeun s ur une varidtd lipschitzienne ei p dimensions. D'apr~s ce 

que nous savons d e  la mesure p-dimensionnelle de tels ensembles, il suffit aiors 

de d~montrer que pour chacun d ' eux  Eo, la projection e o fa i te  parall~lement s 

L(Mo) sur une vari6t6 tin6aire [el orthogonale et compl6mentaire, est de mesure 

de MM. Borel et Lebesgue nulle. 

Supposant  au contraire cette mesure positive, il r~sulte d 'une propri~td qui 

est ~ la base de l '6valuation des int6grales multiples donn6e par  M. Lebesgue et 

6tendue par M. Fubini  qu'il  existe une infinit6 de droites de [e], parall~les 's la 

demi-droite 6 d ' intersection de [el par 1/(Mo), sur chacune desquelles e o est de 

mesure lindaire positive. 1 Une seule d nous suffit. Sur tout  in te rv~le  de d off 

eo est de mesure positive, la th6orie de la mesure (ici lin6aire) de M. Lebesgue 

permet d 'enfermer le compl6mentaire de e o sur d dans un sys~me  d'intervalles 

(ouver~s) disjoints dont  la somme des longeurs soit inf6rieure s la longueur de 

l ' intervalle init ial:  les points de d 6trangers ~ chacun des intervalles du syst~me 

forment  un ensemble (lin6aire)jOrmd fo inclus darts eo e~ de mesure positive. 

Dans un syst~me d'axes rectangulaires dont  le premier est pris sur d (dans 

le sens de ~) et les p -- I suivants dans [el, la demi-droite M o Jo  qui, appar tenant  

@z(Mo), fair  avec L(Mo) un angle sup6rieur ~ wlo (dont nous pouvons mainte- 

nan t  supprimer l ' indice 1 o sans crainte d'ambiguit6) a des cosinus directeurs 

a ~ ( a :  I, 2, . . . ,  n) tels que a , > s i n w ,  a y : o ,  ( f l ' = 2 ,  3, . . . , P ) ,  [ a ~ [ < c o s e o  

(7 - - P  + I, p + 2, . . . ,  n). Ceux a~ + W de route demi-droite de Fjo(Mo) (d'ouver- 

ture au plus 0 et contenant  Mo~4o) v6rifient ~ , a ~ ( a ~ + w ) > c o s O ;  d'ofi, en 
c t : l  

t enant  compte de 

i Cf. S. SAKS, Thdorie de l'intdgrale, Monografje Matematyczne, 2, Warzawa, I933, P- 73. 
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t~ 
~ a ~  = ~ ( a a  -t- ?]a) ~ = I,  ~ _ ~  < 2 ( I  - -  COS e )  = 4 sin~ : "  

2 ~ 

et I~ . l  < ~ s i n -  " 
2 

En in t rodu isan t  les pa rambt res  di reeteurs  r e s p e c t i f s  Z. et 

Z ~ + e .  tels que Z~-- ~ et ~ , ~ o  (auquel cas 2,~,~--o, IZ:,I < c o r g i ~  on 

a., + V., a., ~2-' t%' 2, 3, -., ~ .  
a a + ~  a~ a ~ +  ~ 

0 
Si donc on impose  ~ ~ la p remiere  condi t ion sin co - -  2 sin - > o, il v ient  

2 

0 
2 sin 

2 

0 
sin eo - -  2 sin 

2 

(qu~ntit6 que nous poserons  6gale s e). 

D ' a u t r e  part ,  ~ deux points  m e t  m '  de fo cor respondent  dans  L'o deux points  

M(x.) et M' (x '~)  tels que x~ < x '  1 (quit te ~ ~changer  les noms des deux points), 

x~, :  x'fl, ~-o. Aussi pros de M que l 'on  veut,  on peut  t rouver  duns Fio(M) un 

, I ya' - -  Xa' Za' " ! 
point  N(y~) de E;o: en m6me temps  que x~ < ya < x , ,  on a l_~ < e 

I lYl  - -  X 1 

c'est-~-dire lye' I < ~ (Ya - -  x~) et ](Y7 - -  x~ , ) -  Z 7 (y~ - -  x~)l < ~ (Yl - -  x~). Soit  m ~ le 

point  de fo d 'abscisse  au moins  dgale s Ya et la plus faible  possible; il lui cor- 

< ' x ~ , = o .  L a  d r o i t e M  I N  respond  clans E o !e poin t  Ml(x~) tel  que Yl ~ x , -  x 1, 

fa i r  ~vec L (11/0) un angle  sup6rieur  s w: 

p 

(x; - y~)~ < o o t ~  ,o ~ (x~ - -  y,~)'~. 
~ : p + l  i ~ 1  

5Tous pouvons  alors 6valuer 

I 

(x~ - x~,) - z~ (x~ - x , ) l  -< I x  I . . . . .  ~, tJ~l + IZ~l(:,:: :t,) + I(y:, x~) z~(y~ ~)1 

F < c o t g  ~o (~I - y~)~ + ~ .~5' + o o t ~  ~o (~I - y , )  + ~ (y~ - ~ )  
[3'=2 
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Pa r  suite, quel qt~e soit le couple m m' de points de f0 (Xl < X'l), on peut 

t rouver un point m 1 de fo (Xl < x] <--x'~) qui soit associ6 ~ m selon les indgalitds 

I(x  - - - 

~ (I + V ~ - =  I COtg 0))(X 1 - -  Xl) + 2 [(Xl l - -  Xl) - -  mesfo (Xl, X~)] COtg to 

( 7 : P  + I, p + 2, . . . ,  n), off mes/o (xi, x~) ddsigne la mesure lin6aire de la partie 

de fo situ6e sur l ' intervalle m m 1. 

Les points de fo situ6s sur le segment (fermd) .m 1 m' et assoei6s s m forment  

un ensemble ferm6 d'aprbs la continuit6 des n - - p  dernibres coordonndes, en 

fonct ion de la premiere, des points de la varidt6 lipschitzienne s p dimensions 

sur laquelle est situ6 E o. S i m '  n 'en faisait  pas partie, entre son dernier point 

m" (exelu) et m' (indus), on pourrai t  t rouver  un point de fo associ6 s m", donc 

aussi s m d'aprbs l'additivi~4 des indgalit6s, contrairement  ~ la definition de m". 

quel que soit le couple ram' de points d e f o ,  pour 7-- - -P+ ~ , P §  2, 
a 

Par  suite, 

. . . ,  n~ on 

"--X7 ~/ ~ 8 ( I  -~ | Y p ~ I  e o t g  (9) -~- 2 [I - -  ep f  o (xl, X'l) ] c o t g  (9, 
ix~ - x~ 

off epfo(xl, X'l), quotient  de la mesure de fo sur l ' intervalle m m' par la 10ngueur 

de cet intervalle, est ce que M. Denjoy appelle l'Spaisseur moyem~e de l 'ensemble 

fo sur l ' intervalle ram' (rdservant le terme de densit~ au point de rue  topologique 

de Baire: ensemble non dense, dense, par tout  dense sur le continu, sur un en- 

semble parfait ,  sur tou t  ensemble parfait). On ddfinit l'6paisseur en un point 

comme la limRe, quand elle existe,  de l '6paisseur moyenne sur un intervalle 

~vanescent contenant  ce point. 

C'est un thdor~me fondamenta l  de M. Lebesgue que les points d 'un  ensemble 

off l 'dpaisseur de celui-ci n 'est  pas I forment  un ensemble de mesure nulle. ~ 

Comme f0 est de mesure positive, on peut t rouver des points off son dpaisseur 

est I; donc, quel que soit le choix ult6rieur de ~, des intervalles ram' off son 

de moins de ~ ( t g  co + ~ ) .  Pour  un re1 ~paisseur moyenne diff~re de I 

intervalle, on a 

X 1 Xl 
_ <  2 + V p - -  cotg 

1 Cf. H. LEBESGUE, Ler sur l'int~gratio~, Collection de M. Borel, Paris, Gauthier-Villars, 
I9o4, p. I24. 
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et  anssi  

Ix:' ,1 - - x r  ;~ - < 2 ~ ( I + V p - i e o t g ~ o )  
i x1  - -  x x 

car M o J  o et M o J ' o ,  ainsi  que Fjo(M ) et Fro(M), j ouen t  le m~me r~le par  r appor t  

g l ' ensemble  farm6 fo. P a r  suite, pour  7 = P  + I , p +  2, . . . ,  n, 

I z' - z,,! < ~ (~ + V p  ~ r  ~). r - - 4  - -  

Or, duns le ~riangle form6 par  ag  o do e~ M o J 'o ,  l ' angle  en Mo 6rant  d6sign6 pa r  V, 

9~ 

Z(Z'o- zo)~= Zza + Zz'a-21/Ez~ .VZz'~ cos v; 
a = l  

soit encore  

~Vy.~.t/~.~(,-~o~v)=y,(~.o-~o)-- (V~ ~-l/y,~o). 
E t  eotnme )~1 = )~'~ 

soi~ 

I, 2~, = )~'~, = o, 

n 2 4 sin~ V < ~ ( ~ , _  ;~)o = [);'r--;~:'1~ 
2 

~ = 1  7 = P + I  

--< I 6 ( , , - - p ) , 2 ( I  + 1 ; p - - I  cotg r 

sin V < 2~ (I + ] /p  - - I  CO[~g (~) V~ ~p. 
2 

Si done on impose  g 0 la nouvelle condi t ion 

soit 

0 
2 sin 

_ 2 - -  
s i n  co > 2 . . . . . . . . .  (I  + l f p  - -  I eo tg  09)V 

2 . . 0 
sin w - -  2 sin - 

2 

~ ~ J ) ,  

O) 
sin ~o sin - 

0 2 
sin < . . . . . . . . . . . . . .  

2 r 
2 s i n -  + 4 (t + I : p -  I COtg 0 1 ) i ' , , - - p  

2 

( " ) qui d 'a i l leurs  en~ralne la condi t ion d6jg rencontr~e sin 0 <  I sin ~o 
' 2 2 

contradiction ~vee V > w, ee qui 6tabl i t  le temme.  

D~s lors, sauf  en des points  dont  l'ensemble est; de mesure  

sionnelle unique et  nulle, en chaque point  M de la f e rmetu re  E 

1 5 - - 3 ' / 5 3 4 .  Aeta  mathematiea. 69. I m p r i m 6  le 13 d 6 e e m b r e  1937. 

i l y  a 

p-dimen- 

ofi l 'on 
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peut mener une vari6td lin~aire L ( M )  "s u - - p  dimensions qui soit ~trang~re 

la totalit6 du faisceau d~riv~ WE(M), dans route vari~t~ lin~aire L*(M)  passant 

par L ( M )  et d'une dimension de plus, @•(M) poss~de deux rayons et deux 

seulement qui se prolongent en une droite D passunt, par M. D'ofi r~sulte 

qu'en un point M non exeeptionnel, q)E(M) eo~'neide avee sa partie bilatdrale, car 

tout rayon de q)E(M) d6finit avee L (M) une L* (M); ensuite que ce faisceau ddrivd 

est une varidtd lindaire n6cessairement ?~ p dimensions, puisqu'6trang~re h L ( M )  

n - - p  dimensions et coup6e suivant une droite par chaque L* (M). Si @E(M), 

en effet, n'~tait, pas une vari6t,6 lin6aire, on pourrait trouver deux droites Da et, 

D_o passant par M qu! appart,iennent ~ qOE(M) et dont la vari6t,6 lin6aire "~ deux 

dimensions eont.ienne une droite D o passant par M 6trang~re s OE(M). D o, 

6t,rang~re s L(M) en tout point. M non exceptionnel, d6finirait avee L ( M )  une 

vari6t~ lin6aire L* (M) dont rintersection avec OK(M) serait une droite D dis- 

t,incte de D o. La vari6t6 lin6aire ~ deux dimensions d6finie par D et Do, donc 

cont,enue dans L*(M), couperait, L ( M )  suivant une droite D'. Tout,e vari6t6 

lin6aire L' (M) ~ n - - p  dimensions d6finie p a r D  0 et une vari6t6 lindaire s n - - p - - I  

dimensions de L (M) compl6mentaire de D', serait 6t,rang~re ~ q)E(M) puisque 

contenue dans L*(M)  sans contenir D. Et la vari6t6 lin6aire L*'(M)"2 n - - p +  I 

dimensions passant par L' (M) et, contenant D~ contiendrait aussi D~ puisque D O est 

dans L'(M), contrairement, ~ ce que nous savons des points M non exceptionnels. 

Th~or~me II ~2 i~m* pattie, cas particulie~;). - -  Etant  donnd un ensemble de 

points dans l'espaee euclidien ~ n dimensions, en chaque point de sa fermeture o~ 

l'on peut mener une vari~td lindaire 5 n - - p  dimensions qui soil db'ang~re ~ la 

totalitd du faisceau d~rivd de l'ensemble en ee point, ce faisceau d~rivd se rdduit ~, 

une varidtd lin~aire ~t p dimensions (la vari~td lindaire it p dimensions tangente au 

sens ordinaire), sauf  en des points dont l'ensemble est de mesure p-dimensionnelle 

unique et nulle. 

En particulier, les points M d'une varidtd lipschitzienne (t p dimensions off 

celle-ci n'admet, pas une ~'aridtd lin~aire tangente ie p dimensions forment un en- 

semble de mesure p-dimensionnelle unique et, nulle, ce qui justifie la d6nomina- 

tion d'ensemble exceptionnel pour p dime~sions que nous lui donnerons dans la 

suit,e a, plus g6n6ralement, que nous donnerons "2 route partie de la r6union d'au 

plus une infinit6 d6nombrable de t,els ensembles. 

1 E n t r e  uutre ,  rou te  varidte  l i p sch i t z i enne  ~ m o i n s  de p d imens ions ,  ~ t i t re  de var le t6  l ips- 

ch i t z i enne  'h p d i m e n s i o n s  par t i cu l ie re  n ' a d m e t t a n t  en  a u c u n  po in t  de vari~td l in~aire t a n g e n t e  h 

2) d i m e n s i o n s  , sera  consid~r~e c o m m e  e n s e m b l e  excep t ionne l  pou r  p d imens ions .  
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S e c t i o n  2 : Y a r i 6 t 6  l in6ai re  t angen te  au sens large.  

E tun t  donnd un ensemble E de points duns l 'espace euclidien ~ n dimen- 

sions, nous savons que les points M de sa fermeture en chacun desquels on 

peut mener  une vuridt6 lin6aire L(M) ~ n - - p  dimensions qui soit 6trung~re 

la pat t ie  bilat~rule du faisceau d6riv6 ~E(M), se r6purtissent sur au plus 

une infi~itd d~ombrable de vari~tds lipsehitzien~es V~ ~ p dimensions (thdo- 

rbme ZI, ~6r~ partie) et que,  sauf aux points d 'un ensemble exceptionnel pour p 

dimensions, en chacun de ces points M qni appart iennent  ~ V~, celle-ci admet  

une varigtd lindaire tangente T(M) "s p dimensions (thdorbme II ,  2 i6~ purtie, cas 

particulier). En ces points, lu vari6t6 lin6aire T(M) ~tant prise pour pivot, lu 

distr ibut ion des rayons de OE(M) duns chaque varidt~ lindaire passunt par T(M) 

et d 'une dimension de plus r6sulte du lemme suivant:  

Lemme 2. - -  Ceux de ces points M e n  chacun desquels on peut mener une 

demi-varidtd li~aire ouverte O(M) ~ p + I dimensions, limit~e h T(M), qui eon- 

tienne deux demi-droites M J et M J' ,  la premiere ~trang~re, la seeonde agr~gde au 

faiseeau ddrivi q)~(M), forment un ensemble exeeptionnel pour p dimension, s? 

Les points M du lemme se r6partissent en au plus une infinit~ ddnombrable 

d'ensembles /~o curuct6ris~s ehacun d 'abord par un indi te  k 0 tel que Vko con- 

t ienne M et par deux indices i o et 3"0 tels que S~o contienne M,  1)o (M) (~ranger  

.s T(M) qui ne eon~ient pus M J )  contienne M J ,  et vdrifient 5~o A Fr A E-~o.  

F~o (M) ddsignunt  l'oppos~ par le sommet de Fr (M), la rdciproeitd entre les points de 

Eo eL ceux de E;o = Sio/~ E entrulne, en tout  point N de ce dernier, F]o (N) A ~o-~o. 

N '  4tunt un point de M J ,  F]o(N') d6coupe duns T(M) un domaine elli2tique 

(E) ~ p dimensions qui, parallblement s la varidt~" lin6aire Lko ~ n ~ p  dimensions 

avec laquelle route sdcante de Vk0 fair un angle au moins 6gal s une certuine 

valeur w, se projette sur u n e  varidt6 lindaire [e] orthogonale et compl~mentaire, 

en un domaine de mgme nature  (e). Ce "domaine (e) varie contin~ment qnund on 

fair pivoter la varidtd tindaire T(M) uu$our du point M e t  quand on fair varlet  

le sommet N du demi-cbne F)o(N). Aussi peut-on trouver deux angles e et V 

tels que, pour route vuridtd lin6aire T ~ p dimensions fuisunt uvec T(M) nn 

angle (maximum de lu distance angulaire uvec T(M) d'une droite de T ) m o i n d r e  

que e et pour tout  sommet N dis tant  de N '  de moins de M N '  sin ~, les domaines 

i Le lecteur est toujours pri6 d'envisager les cas particuliers n = 3, -P = 2 et n = 3, P---- L 
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elliptiques (e) correspondants aient en c o m m u n u n e  sph~'e ~ p dimensions de [e] 

(dont nous ddsignerons le rayon par r, et par d, la distance du centre ~ la 

projection m de M). Quand N '  ddcrit M J ' ,  auquel cas N appartient au 

demi-cbne de rdvolution s n dimensions de demi-axe M J '  et d'ouverture 2~, 

r 

une homothdtie de centre M permet de conserver le rapport d" {0l} dtant 

une suite qui tend vers z6ro, nous ferons encore d6pendre l'ensemble E o 

d'un indice 1 o tel que *-->01o; enfin d'un indice i '  o e t  d'une combinaison 

finie (J)o tels que S~, o contienne M, ~ F j ( M ) r e c o u v r e  le compl6mentaire du 
(J)o 

voisinage angulaire ouvert de T(M) c'est-s de q)v~.o(M ), d'angle 01o et de 

sommet 21/.. et v6rifient S~.,o/~ ~ Fj (M) /~ Vk~ -- o. I1 rdsulte alors des conditions 
(J)o 

imposdes ~ E o qu'en chacun de ses points  M e t  aussi pros de lui que l'on veut, on 

peu t  trouver des points  N de E auxquels  correspondent des spheres de [e] ne conte- 

nant  aucun po in t  de la projection e o de Eo, dont le quotient du rayon r p a r  la 

distance d du centre de la projection m de M ne tend pas  vers zdro avee d. Et il 

suffit de ddmontrer qu'un tel ensemble Eo est un ensemble exceptionnel pour p 

dimensions. 

En effet, prenons un syst~me d'axes rectangulaires dont les p premiers 

appartiennent ~ [e] et faisons correspondre s tout point M(x~;  a = I, 2, . . . ,  n) 

de l a  varidtd lipschitzienne V~.o (dont nous pouvons maintenant supprimer rin- 

dice ]Co), un point N(y~) tel que y~, -~ x~, (a' ~ I, 2, . . . ,  n -- I), y~ --~ x~ + r cotg 0 

oh Q ddsigne la distance (qui pent ~tre nu l le )de  la projection m de M ~ l'en- 

semble e o. A deux points M(x~)  et  M ' (x '~ )  de V, qui par suite vdrifient 

n p 

- _<  c o t g  - = c o r g i "  

7 = P + l  f l= l  

off d ddsigne la distance ram', correspondent les points N(y~)  et  N ' (y '~)  tels que 

) p r ! 
y ~, - -  y~, = x ,, --  x~,, y ,~ - -  yn ---- x ~ --  x,~ + (Q' - -  Q) cotg  O. 

Or la ddfinition de la distance d'un point "s un ensemble exige (~--< $ 4-Q', 

Q ' < d + Q .  D'ofi lY',~--Y,I < - ~ c o t g w  + d c o t g 0 ;  et 
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y ,  (y'.~ - y.~)-" < ~ c o t g  ~ ~ + ~ ( co tg  ~ + c o t g  0) ~ 
] , : p +  1 

p 

= [r  ~ ~ + ( co tg  ,~ + e o t g  0) 3] y ,  (y'~ - y~)~. 
fl=l 

Ainsi la fonction g6om6trique N = g ( m ) ,  partout d6finie sur [e], v6rifie une con- 

dition de Lipschitz: N d6erit une vari6t6 lipschitzienne W ~ p dimensions. Si go, 

qui appartient ~ V e t  l+, n'6tait pas exceptionnel pour p dimensions, il con- 

tiendrait des points M en chacun desquels V e t  W admettraient chacune une 

vari6t6 lin6aire tangente s p dimensions, n6cessairement confondues car le faisceau 

d6riv6 ~.Eo(M) qui appartient s chacune d'elles ne peut 6rye enferm6, en un 

point M non exceptionnel, duns une varidt6 lin6aire ?~ moins de p dimensions 

(thdorbme II,  Ii~ ~r partie). Mais cela n'est pas possible car au centre m' d'une 

sphbre de [e] vide de points de eo, se projettent M'  et N '  tels que M'  N ' ~ "  cotg 0; 

en sorte que, aussi prbs de M que l'on veut et pour une direction M ' N '  ortho- 

gonale s [e] dent l a  limite, par cons6quen$, n'est pas tangente en M ~ V ni W, 

il existe des couples M ' N '  tels que M ' N '  ram' ne tende pas vers z6ro avec mm'=d.  

De ce lemme r6sulte que, sauf en des points dent l'ensemble est exception- 

nel pour p dimensions, en chaque point M de E off l'on peu$ mener une vari6f6 

lin6aire L (3I) ?~ ~ - - p  dimensions qui soit 6trang~re "2 la partie bilat6rale du 

faiseeau d6riv6 (/)~(M), celle-ci co'incide avec l a  vari6t6 lin6aire T(M) ?~ p dimen- 

sions; car, s'il existait une droite passant par M qui appartienne "s cette pattie 

bilat6rale sans appartenir s T(M), la vari6t6 lin6aire ?~ p + I dimensions qu'elle 

d6terminerait avec T(M) appar~iendrait en entier ~ ~ E ( M ) d o u c  ~ sa pattie 

bilat6rale qui ne pourrait 6tre 6trangbre s L(M);  et s'il existait une droite 

passant par M qui appartienne ~ T(M) sans appartenir ~ la partie bilat6rale, 

contenue dans T(M), de q)~(M), la vari6t6 lin6aire ~ n - - p  + I dimensions qu'elle 

d6terminerait avec L (M) serait 6trang~re s cette partie bilat6rale, ce qui ne peut 

avoir lieu (th6or~me II,  I ilre pattie) qu'aux points M d'au plus une infinit6 d6- 

nombrable de vari6t6s lipschitziennes s p -- I dimensions. Ainsi, en un tel point 

M .non exceptionnel, le .faisceau des droites qui sent bilat6ralement rayons d'aecumula- 

tion de l'ensemble E en M est une varidt~ lin6aire T(M)  it p dimensions; de plus, 

s'il existe en dehors de T(M) des rayons d'accumulation de E en M, ils se 

r6par t issent  en demi-cari6tds lin6aires O(M) "~ p-k- I dimensions limit6es ?~ T(M); 

ce qui conduit s appeler ensembles tangentiellement exceptionnelspourp dimensions, 
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les ensembles jusqu'ici qualifi~s simplement d'exceptionnels. Dans le seul cas 

off T ( M )  est la totalit~ du faisceau ddrivd, c'est la vari~t~ lindaire ?~ p dimensions 

tangente au sens ordinaire; mais dans tons les cas oh T ( M )  est la partie bilat&'ale 

du faisceau d~riv~, elle peut ~tre considdr~e comme la varidt~ lindaire ?~ p dimen- 

sions tangente en un sens dlargi. Un tel contact avec rensemble de la vari~t~ 

lindaire g p dimensions tangente au sens large est rompu par tout pivotement 

de la varidtd lin~aire. 

Th6oreme II (~noncd g~J~dral). - -  Etant  donnd un ensemble de points dans 

l'espace euclidien d n dimensions, les points de sa fermeture en chacun desquels on 

peut mener une varidtd lindaire ?l, n - - p  dimensions qui soit "~trang~re ~ la partie 

bilatdrale du faisceau d~riv~ de l'ensemble e~ ce point, se rdpartissent sur au plus 

une infinitd ddnombrable de varidtds lipschitziennes ?~ p dimensions (en partieulier 

de mesure p-dimensionnelle u~ique et finie). 

En chacun de ces points, saul  en ceux d'un ensemble tangentiellement excep- 

tionnel pour p dimensions I (en particulier de mesure p-dimensionnelle unique et nulle), 

la partie bilatdrale du faisceau ddriv~ de l'ensemble se r~duit 5 une varidtd lin~aire 

~ p dimensions (la vari~t~ lindaire ~t p dimensions tangente au sens large) en de]~ors 

de laquelle dt, entuellement le faisceau ddrivd e~ entier se compose d'un syst~me de 

demi-varidtds lindaires ~ p + x dime~sions limitdes it elle, dont aucun couple ne forme 

de varidt~ lin~aire complete. 

Sect ion  3: Vari~t~s lin6aires tangentes passant par un point fixe. 

Toujours dans l'espace euclidien [E] g n dimensions, proposons-nous d'dtudier 

comment se projettent, g partir d'un point fixe O, sur une vari6t6 lindaire [el g 

n -- I dimensions ne contenant pas O, les points M oh un ensemble E de points 

admet une varidt~ lindaire ~ p dimensions tangente a u sens large T ( M )  qui passe 

par le point f ixe O. D'apr~s le th~or~me II ,  ces points M se r~.partissent sur au 

plus une infinitd d~nombrable de varidtds lipschitziennes Vk g p dimensions et, 

saul aux points d'un ensemble tangentiellement exceptionnel pour p dimensions, 

en un tel point M appartenant g Vk, le faisceau d~riv6 q)vk(M ) coincide avec 

T(M) .  Ce qui famine, iei encore, le probl~me g~n~ral au m~me probl~me pour 

les seules varidtds lipschitziennes s p dimensions. Grace s une transformation 

R~union d'au plus nne infinitd ddnombrable d 'ensembles off une vari~td l ipschitzienne ~ p 

dimensions n ' admet  pas de vari~td lindaire h p dimensions tangente  an sens strict. 
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homographique (qui mani fes tement  t r ans fo rme  le faisceau ddrivd d 'un  ensemble en 

celui de l 'ensemble transformS) conservant  [e] et t r ans fo rman t  0 dans le point  

l 'infini de la direct ion D or thogonale  ~ [e], il est  permis de se placer darts ce 

dernier  cas o~1 le langage est plus commode. 

Les points M d 'une  varidtd l ipschitzienne V s p dimensions o~ celle-ci admet  

une varlet6 lindaire s p dimensions t angen te  au sens str ict  T(M) qui soit paral- 

lble ~ D, se r6part issent  en au plus une infinit4 ddnombrable d'ensembles E o 

caract~risds chacun par  un indice i 0 tel  que S~.o cont ienne M et (m ddsignant  la 

project ion or thogonale  de M sur [el, t(,~) la t race de T(M) darts [el et 7j(m) les 

demi-cbnes de r@olut ion  ~ n -  I dimensions de [e] d 'une  famille analogue ~ celle 

des / ) ( M )  darts l 'espace euclidien [E]) une combinaison finie (J)o telle que 

~, 7j(~n) rec0uvre t(,~), les 7.i('~) dtant  d 'ouver ture  au plus 6gale s un angle aign 
(J)o 

( :) donng co par  exemple co = �9 ~1i o 6rant  un point  par t icul ier  d e  E'o, prenons 

un systgme d'axes rectangulai res  d 'or igine ~o, dont  le dernier  soit  parall~le ~ D 

(auquel cas les n -  I premiers sont  darts [el), les /~ --  ~ pr6cgdents ~tant dans 

t(mo). En un  point  M(x~; ~ = I, 2 . . . .  , n) de Eo, t(-~) fa isant  avee t(~o) un  

angle moindre  que co et T ( M )  grant parall~le ~ D, T ( M )  c'es~ ~ dire ~v(M) 
cst ~tranger  ~ la r6gion angulaire  ferm6e dgfinie par  

'~--1 n - -p  

y ,  ( x : , , -  ~.)-" _< ootg ~ ~ y ,  (x,~ - x,)  ~ 
7'--n--p+ l ~=1 

et 

( x ~  - x~)' --- cot~  ~ ~ F,  (x~,  - ~,)'-' 
(~'--] 

queique faible que soit ~.~ 

II  en r~sulte qu 'en ce point  M(xa), it tout angle aigu e on peut  faire  cor- 

respondre une distance r (fonction non d6croissante de e) telle que, pour  aucun 

point  M' (X'~) de V, on n 'a i t  s imul tandment  

(x o -  xo) ~ < ,.~, ~ ( x 7 - ~ , ' ) '  < cot~ ~ y~ (~,~ - x y ,  
a--1 7"--n--p+1 ~=1 

n--1 

(~'~ - ~)~ < co t z '  ~ F, (~'o' - ~')'.  
a '= l  

1 Le leeteur est pri6 de faire des figures darts les eas particuliers n = 3, P = 2 ou Ie t  de suivre 
sur ees figures les raisonnements ultdrieurs. 
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1 qr, ~ 
~o ~tant choisi une fois pour routes (par  exemple ~o~  4 ) e t  {rk} d~signant une 

suite qul tend en d~croissant vers zdro, E o se pr~sente comme la limite pour k 

infini d'ensembles non d6croissants en chaque point M ( x , )  de l 'un desquels 

r(eo) ~ rk. Puis, e inf~rieur s e 0 ayan t  une valeur ul t~rieurement fix~e, ce der- 

nier ensemble se pr~sente ~ son tour  comme la limite pour /c' infini d'ensembles 

non ddcroissants en chaque point M(x~) de r u n  desquels, outre r(eo)--> rk, on a 

r (~) ->  r~, .  

Un tel ensemble appar t ient  s l 'ensemble E~,,~., de tous lea points M(x~) de 

S~ o/~ V tels que, pour chacun des deux couples eo, rk et ~, rk', les in~galitds 

respectives ddfinissent deux domaines (ouverts) qui ne cont iennent  ni l 'un ni l 'autre 

de po in t s  M'(x '~)  de V. Un ra isonnement  analogue h celui que nous avons fair 

dans le but d'dtablir que les ensembles du th~or~me I sont ferm~s montre que  

Ek, k' est f e rmi .  Comme il est born~ (inclus dans S~o), sa projection e~,~, sur [e] 

est aussi ferrule. La  rdunion de ces projections non d~croissantes avec chaque 

indice, qui n 'est  autre a lo r s  que lim e~ off e~ ~ lim e~,~,, et  q u i  contient  la pro- 
k~c k%o 

jection e o dont  nous nous proposons l'~tude, est image non dilat~e de l 'ensemble 

de V dont  elle est la projection, lui-m~me image non dilat~e d 'un  ensemble 

appar tenant  s une vari~t~ lin~aire ~ p dimensions; en sorte que, d'apr~s la th~orie 

de M. Kolmogoroff,  eette rdunion au plus d~uombrable d'ensembles ferm~s admet une 

mesure p-dimensionnelle unique. 

En ne considdrant des deux domaines relatifs ?~ un point M de E#, k' que 

la partie pour laquelle ] x ' ~ , -  x ,  I < r~, cos eo, les deux conditions 

(x'~ - -  x~) ~ < r~, et (x' .  - -  x . )  2 < cotg ~ eo ~ (x'~, --  x~,) ~ 

sont compldmentaires en ce sens que l 'une est v~rifi6e d~s que l 'autre ne l 'est pas. 

Par  suite le domaine d~fini par la nouvelle condit ion Ix ' ,~ - -x .  I <  rk' cos ~0, les 

deux conditions respectivement plus larges que les pr~cddentes 

y,(, , 

a ~ l  

et la condit ion commune 

n - - 1  

(.~',~ - x , )  ~ < cotg~ ~ ~ (x'c~, - xo,) ~ 

n - - 1  n - - p  

5', (x'~, - x~.) ~ < c o t g  ~ ~ ~ (x'~ - x~)-" 
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appar~ient s la r6union des deux domaines initiaux. II en est de m4me des 

domaines suivants de plus en plus restreints: 

- "~ E ( '  ] x ' , ~ - - x , ~ l < h < r k ,  cose o, ~sin s % >  x~,--x~,) ~ > h  ~tg ~ ,  
O t t = l  

~ - - 1  ~t - -  1) 

y ,  ( ~ ' , , -  x,,) ~ < e o t ~  o~ ~ (x'~ - -  x~)~; 
7'--n--p+l t~=l 

n--1 
I~',~ - x .  I < h _< ,k, cos ~0, Y, (~'~,' - -  ~')~ < ~'-~ t ~ ' ~  c o ~  ~ ~, 

;,'=n--p + l 

n--p 
h e t g  e e < ~ (~'~,~ - -  x~) ~ < r[. sin ~ eo sin e w ; 

h 
I~' , ,  - x .  I < h _< ,,~, ~os ~0, ix':., - x,,  I < G / - i  ~o.~ eot~  ~,  

rk 
I x'i~ - -  x~  I < V-ii~--~2 ~i s in  % sin r 

avec pour au moins un '~  Ix':~o--X~ol > htg~.  

Dbs lors, dans un paralldl@ip~de d'ar4tes parall61es aux axes eL de dimensions 

~'k h 
.......... sineosinr suivant les Ox~ ( f l = i ,  2, . . . ,  n - -p ) ,  V p - -  t geeo tg r  

V ,  - p  I 

suivant les O x 7, (7' = n -- 3~ + I, n - - p +  2, . . ,  n - -  1), h suivant O x, ,  s'il existe 

un point de Ek, k', les autres sont contenus dans un parall41dpipMe analogue mais 

dont les dimensions suivant les Ox~ sont h tg e. d' d6signant le diamStre de 

Sio augment6 de la plus grande des dimensions du premier parall61dpip6de, par 

juxtaposition de ceux-ci, &o peut 4tre recouvert par un nombre N d'entre eux au 

plus 6gal 

/ ~ - 2 2  i~ sin ~o sin w d | / p  - - I  

C'est dire quon  peut enfermer la projection e~.,l: dans un nombre fini N de 

spheres s n -  I dimensions de [e] de diam~re 

d =  - - p ) h 2  tg2 ~ -4- ( ] ) - -  I ) F ~ -  I t)g2 8 cotg~ c o = ] l  tg  8 ~ / ~ - - p )  -t- eotg~ 5 

arbitrairement faible avec h, de mani~re que N d p  soit au plus 4gal bo 
16--37534. Acta mathematica. 69. Imprim6 ]e 13 d6cembre 1937. 
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n--p p--1 p 

(n _ p ) - T  ( p _  I ) T  [(n - -p)  + eotg ~ w] ~ d" 
sin~'-P ~o s inn--P ~o e o t g P  - 1  w 

• t g e .  
~.n--p 

L'indiee k 6rant fix6, on peut alors ehoisir e de mani~re que ek, k' air, quel que 

soit k', sa mesure p-dimensionelle de M. Carath6odory, donc sa mesure p-dimen- 

sionelle unique, aussi faible que l'on veut; ce qui ne permet pas s sa limite e~ 

qu'iI atteint sans d6croltre quand k' augmente ind6finilnent, d'avoir sa mesure 

p-dimensionnelle unique positive. 

Th~orbme III.  - -  Dans l'esTaee euelidien ?, n dimensions, les points oft un 

ensemble de points admet une varidtd lindaire 5 p dimensions tangente au sens large 

qui passe par un point "fixe, forment un ensemble projeetioement rare pour p dimen- 

sions ?, part@ du point fixe ~ (en particulier dont la projection fi part ir  du point 

f ixe sur toute varidtd lindaire ~ ~ -  i dimenm;ons ne le eontenant pas est de mesure 

p-dimensionnelle unique et nulle). 

C H A P I T R E  III .  

Applications. 

S e c t i o n  I: Point de rue g~om~trique. 

Illustrons d'un exemple le earaet~re lin~aire de la partie bilat~rale du faisceau 

d~riv~ et demi-lin~aire ~ventuel du faiseeau ddriv~ en entier que le th6or~me I I  

met en 6vidence. Dans l'espaee euelidien ~ trois dimensions, eonsid6rons la 

frontiOre F d'une r~union de sphOres ouvertes dont aucune, ni aueune limite .he soit 

de rayon nul. L'adjonetion des spheres limites ne modifie pas la fronti~re F et 

permet de dire qu'en ehaeun de ses points M passe au moins une sphere S. 

Comme F n'a aueun point ~ l'int6rieur de S, son faiseeau d6riv6 d0e(M) n'a 

aueune demi-droite du e6t6 du plan tangent T ~ S e n  M off se trouve S. Eu 

s 'appuyant sur le fair qu'aueune sphere S n'est de rayon nul, on d6mon~re ais~- 

ment que l'existence, hors de T, d'une demi-droite de doF(M) entraine celle, en 

21/, d'une sphere autre que S; et que l'exis~ence, duns T, d'une demi-droite M J  

' R6union d 'au  p tus  une infinit6 ddnombrable  d 'ensembles  Ofl une  vari6t4 l ipschi tz ienne h p 

d imens ions  n ' adme t  pas de vari6t6 lin~aire h p dimensions  tangente  au sens str ict  ou en admet  

une qui  passe par  le point  flxe. 
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~trang~re 's OF(M) entralne celle, en M, d'une sphere autre que S, off p~n~tre 

Mz/.  D~s lors: 

a) En M ne passe qu'une sphere S (eas g~ndral) ou que des spheres tan- 

genres entre elles: le faisceau ddrivd OF(M) coincide avec le plan tangent T g 

S e n  M. 

b) En M ne passent que deux sphbres non tangentes ou que des spheres 

~angentes g une m~me droite D: selon la disposition de leurs grands cercles dans 

le plan perpendiculaire g D en M, OF(M) comprend les deux faces d'un di~dre, 

provenant en quelque sorte du repliement suivant D du plan T par suite du 

dddoublement de la sphere S; ou bien, ce repliement devenant complet, OF(M) 

devient un demi-plan limit~ g D; ou m~me ~F (M) se r~duit g D. Dans ces trois 

cas, D est la tangente g F en M au sens ~largi de droite unique ayant  avee F 

un contact bilatdral. 

c) En M passent au moins trois spheres non tangentes g une m~me droite: 

OO• comprend les trois faces d'un tribdre, ou la surface d'un demi-cSne stricte- 

ment convexe; il peut se rdduire g u n  secteur plan d'angle inf6rieur g ~, g une 

demi-droite, ou m~me g ndant (dans le cas d'un point frontigre isol6). 

Le th~or~me I I  nous apprend, pour p =  2, que les points de F se r6par- 

tissent sur au plus une infinitd dd,ombrable de surfaces lipschitziennes (en particulier 

quarrables) et que ceux off F n'admet pas de plan tangent (ici au sens ordinaire) 

forment un ensemble tangentiellement exceptionnel pour deux dimensions (en 

par~ieulier de surface nulle); puis, pour p--~ I, que ces points (b ) e t  (c)plus 

pr~cis4ment se r~partissent sur au plus une infinitd ddnombrable de courbes lips- 

chitziennes (en par~iculier rectifiables) et que ceux d'entre eux off F n'admet 

pas de tangente au sens large (dventuellement aceompagn~e de demi-plans) forment 

un ensemble tangentiellement exceptionnel pour une dimension (en particulier 

de longueur nulle); enfin, pour p ~- o, que ces derniers points (e) plus pr6cis~ment 

forment un ensemble au plus ddnombrable. 

Toujours dans l'espace euclidien g trois dimensions, abortions maintenant 

l'6tude d'un ensemble de points E tout g~ fait  arbitraire; et pour mettre en lumi~re 

la simplicitd des rdsultats du thgor~me II,  envisageons en mgme temps un simplexe 

~ trois dimensions (tdtragdre plein en rant que volume, t~tragdre ereux en rant 

que surface lat~rale). Au point de vue tangentiel, l 'ensemble /~ se comporte en 

gros comme un volume: en un point de sa fermeture, son faisceau ddrivd comprend 

la totalitd de l'espace autour du point consid~r~ (points int~rieurs du t~tra~dre 

plein), sauf en des points qui se r~partissent sur au plus une i~finitO ddnombrabte 
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de surfaces lipschitziennes (points fronti~res du t~tra~dre plein). En ces points, 

l 'ensemble E se comporte en gros comme un volume sur u~e surface fronti~re 

r~guli~re ou comme une surface rdguli~rel: son faisceau d~riv~ comprend un plan 

comme partie bilatdrale et  un demi-espace limitd s lui (points intdrieurs des faces 

du t~trabdre plein) ou rien en dehors de lui (points intdrieurs des faces du 

tdtra~dre creux), sanf en des points qui fo rment  un ensemble tangent ie l lement  

exceptionnel  pour  deux dimensions, en part icul ier  dont  la surface est unique et 

nulle (points des ax~tes du tdtra~dre plein ou creux). Dans le second cas seule- 

ment,  en ran t  que total i td du faisceau d~riv~, le plan mis en dvidence est le 

plan tangent au sens ordinaire;  mais dans les deux cas, en ran t  que par t ie  bila- 

t~rale du faisceau d~riv~, il peut  ~tre considdr~ comme le plan t angen t  au sens 

dlargi off tou t  plan ~ distance r d 'un  point  0 >>touche>> la sphere de centre  0 et 

de rayon  r qu'elle soit pleine ou creuse. Un tel  contact avec l 'ensemble duplan 

tangent au sens large est rompu par  tou t  p ivotement  du plan. 

Quant  ~ l 'ensemble exceptiounel, s'il r enfe rme l 'ensemble des points de la 

f e rme tu re  de E en chacun desquels on peut  mener  un  plan qui s o i t  4tranger  

la parole bilatdrale du faisceau d~riv~, con t ra i rement  '2 l 'exemple de la fronti~re 

F (et du t~tra~dre plein ou creux), il ne coincide g~n~ralement pas avec lui. On 

salt  en effet construire,  s la suite de M. Denjoy  (exemple I I ,  p. I71 du M~moire 

cit~ sur les hombres d~riv~s), une fonct ion cont inue y-~f (X)  qui admet,  sur un 

ensemble par fa i t  de valeurs de x (n~cessairement de mesure nulle), + ~ pour 

nombre  d~rivd supdrieur droi t  et o pour  chacnn des trois autres hombres d~riv~s 

extr6mes. Le cylindre de g~n~ratrices parall~les ~ 0 z ay an t  pour  directrice la 

courbe d%quations y = f ( x ) ,  z ~ - o  admet  alors duns son ensemble tangent ie l lement  

exceptionnel  pour  deux dimensions une infinitd non dd~ombrable de gdndratrice s. 

Or, si l 'on salt d 'un  premier  syst~me de courbes rectifiables deux s deux dis- 

jointes  que tous les points se r~part issent  s u r u n  second syst~me de courbes 

rectifiables, celui-ci au plus ddnombrable,  route  courbe du premier  syst~me est 

telle qu 'au  moins une courbe du second air avec elle une intersect ion de longueur  

positive; et comme sur une courbe rectifiable, des ensembles deux '~ deux dis- 

joints  de longueur  positive sont au plus en infinit~ d~nombrable (car sur tou t  

arc de longueur  finie l, il y en a au plus ~ de longueur  au moins dgale s 1/N), 

le premier  syst~me est aussi au plus d~uombrable. Ainsi les points M de la 

1 Par surface ,,rdguliSre% j'entends une surface ayant un plan tangent an point considdrd. 
Au contralre, du point de rue tangentiel oil nous nous sommes placds, le cylindre ayant pour 
section droite la courbe de Pdano qui remplit un carrd, se comporte en gros comme un volume. 



Les propri6t4s tangentielles des ensembles euclidiens de points. 125 

fe rmeture  de E en chacun desquels on peut  mener  un plan dont  aucune droi te  

passant  par  M n 'appar t ienne,  par  chacune de ses deux demi-droites, au faisceau 

d6riv6 de E en ~[, points qui se r6part issent  sur au plus une infinit6 d6nombrable 

de courbes lipschitziennes, et par  suite rec~ifiables, ne fo rmen t  en g6ndral qu 'une  

faible pattie de l 'ensemble tangent ie l lement  exceptionnel  pour  deux dimensions.  

II est n6anmoins int6ressant  de savoir qu 'en ces points l 'ensemble E se 

c0mporte en gros comme un .faisceau de volumes ou de surfaces sur une courbe 

fi'ontiOre r6guli~re, ou s implement  comme une courbe r~guli~re~: son faisceau d6riv6 

comprend une &'oite comme part ie  bilat6rale et un syst~me de demi-plans l'ad- 

me t t a n t  pour pivot, don t  aucun couple ne forme de plan (points int~rieurs des 

ar~tes du t6tra~dre plein ou creux) ou rien en dehors d'elle (points int6rieurs  

d 'une ar~te consid6r6e en elle-m~me), sauf en des points qui fo rment  un ensemble 

tangent ie l lement  exceptionnel  pour  une dimension, en part icul ier  dont  la longueur 

est unique et  nulle (sommets du t6tra~dre plein ou creux, ou de l'ar6te). Ici  

encore dans le second cas seulement,  en ran t  que total i t6 du faisceau d6riv~, la 

droite m{se en 6vidence est la tangente au sens ordinaire ;  mais darts les deux 

cas, en t an t  que par t ie  bilatdrale du faisceau d6riv~, elle peut  ~tre considSrde 

comme la t angen te  au sens 61argi de droi te  unique ayant  avec l 'ensemble un 

contact bilateral. Ce contact  bilat6ral de la tangente a~r sens large est rompu par  

tou t  p ivotement  de la droite. 

Enfin les points  de la fe rmeture  de E off le faisceau d6riv6 de cet ensemble 

n 'a  pas de partie bilat6rale fo rment  un ensemble au plus d6nombrable. Toutefois ,  

con t ra i rement  s l 'exemple de la fronti~re F (et du t6tra~dre plein ou creux, ou 

de l 'ar6te), ce n 'est  en g6n6ral qu 'une faible partie de rensemble  tangent ie l lement  

exceptionnel  pour  une dimension, comme le mont re  l 'exemple de la courbe d'6qua- 

t ion y ~ f ( x )  pr6c6demment consid6r6e, pour  laquelle ce dernier  ensemble cont ient  

un ensemble parfait. 

Les points off r ensemble  /~' admet  un plan tangent au sens large qui passe 

par  un point fixe formen~ ce que l 'on peut  appeler  le contou;" apparent ~ par t i r  

du point  fixe, clans l 'espace, de l 'ensemble E.  D'apr~s le th~or~me I I I ,  c 'est  un 

ensemble projec t ivement  rare pour  deux dimensions s par t i r  du point  fixe: en 

par t ieul ier  le contour apparent en projection est de surface nulle. De m~me, les 

points off E admet  une tangente au seus large qui passe par  un point fixe fo rmen t  

un ensemble projec t ivement  rare  pour  une dimension ~ par t i r  du point  fixe, dont  

1 Ici encore une courbe est ,rdguliere,, quand elle admet une tangente. On peut former des 
courbes irrdguli~res dont le comportement tangentiel est en gros celui d'un volume. 
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en particulier la projection '~ partir de ce point sur tout plan ne le contenant 

pas est de longueur unique et nulle. 

Mais il convient de se garder d'une gdn~ralisation hs au cas off la pro- 

jection serait faite, non d'un point sur un plan, mais d'une droite sur une 

droite, comme le montre l'exemple d'une surface dont le pla~ tangent est parallblc 

~ x 0 y e n  des points dont la cote z peut acqudrir route valeur: non seulement l'en- 

semble des projections sur O z n'est pas de longueur nulle, mais c'est m~me la 

totalit6 de 0 z. Etant d0nn~ sur cet axe un ensemble parfait P de mesure nulle, 

on sait en effet construire, h. la suite de /~[. Denjoy (exemple I, p. i67 du 

M6moire citd sur les hombres ddriv~s), une fonction continue croissante x - ~ f ( z )  

qni admet pour d~rivde + :~ en chaque point z de P; en ces points, la fonction 

inverse z ~=q~ (x) admet pour d~riv~e o. Et la surface de translation d'~quation 

z = ~  (x)+ ~ (y), off ~0(y) d~sigue une fonction analogue ~ ~ (x) mais relative 

un autre ensemble parfait Q de mesure nulle de O z, admet un plan tangent 

parall~le ~ x 0 y en tout point pour lequel ~0 (x) appartient s P e t  ~0 (y)~ Q. Or 

il est bien facile de construire sur 0 z deux ensembles parfaits P e t  Q de mesure 

nulle tels que la somme d'une valeur de P et d'une valeur de Q d~crive la 

totalit~ de Oz. Il suffit par exemple, dans le segment (o, I) puis ailleurs par 

translations enti~res, de prendre pour P l'ensemble parfait diseontinu de Cantor 

obtenu en retranchant ind~finiment le tiers m~dian des intervalles que l'on ren- 

contre, et pour Q l'ensemble analogue mais off l'on retranche le tiers sup~rieur, 

puisque tout d~veloppement duns le syst~me de base ~/3 est la somme de deux 

autres qui ne renferment, le premier que des o et 2, le second que des o e t  ~. 

S e c t i o n  2: Propri~t~s diff~rentielles des fonctions. 

E~ant donn~e une fonction rdelle tout ~ fa i t  atbitraire (m~me multiforme) 

d'une ou plusieurs variables r6elles, les propri~tds tangentielles de l'ensemble 

repr~sentatif dans un espace cart~sien s une dimension de plus qu'il n'y a de 

variables, entralnent pour la fonction des propri~tds diff&'entielles du premier 

ordre. Je prdf~re garder aux ~none~s leur forme gdom6trique, non sans faire 

toutefois ce t te  remarque qu'en un point de discontinuitY, les valeurs de la fonc- 

tion q u i . n e  tendent pas vers la valeur au point considdrd, donnent naissanee, 

quand le point variable tend vers ce point, s des demi-droites limites parall~les 

l'axe sur lequel sont port~es les valeurs de la fonction, qui n'appartiennent 

pas au faiseeau ddrivd de l'ensemble reprdsentatif. 
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Dans  le cas au contra i re  d 'une fonction complexe de variable complexe Z = f ( z ) ,  

entendue comme la combinaison Z - -  X(x ,  y) + i Y(x ,  y) de deux fonctions r6elles 

arbitraires,  uniformes pour  simplifier le langage dans un  cer ta in  domaine D, 

des deux variables rdelles composantes  de la variable complexe z ~ x + iy ,  la 

t raduet ion  d'uilleurs fo r t  simple me semble intgressante ~ faire. En un point  z 

J Z _  J X + i J Y de l 'accroissement  de l a  fonc- de D, les limites du rappor t  J z  J x  + i J y  

t ion '~ celui de lu variable quand ce dernier  tend  indiff~remment vers z~ro f e rm en t  

un ensemble fermi .  Lorsque cet ensemble n 'es t  pas la totalit~ du plan complexe, 

on peut  t rouver  une valeur  ~trang~re a + i ft. E t  duns l 'espace cart~sien s quatre  

dimensions Ix, y, X,  1v], l 'ensemble repr~senta t i f  de la fonet ion Z : f ( z )  admet  

au point  cor respondant  M(x,  y, X,  Y)  un faisceau d~riv~ ~tranger  s la vari~td 

lin~uire ~ deux dimensions den t  les dquations (r~elles) expr iment  (X ' - -  X )  + i( Y ' - -  Y)  
(x '  - x)  + i (y '  - y) 

a + ifl. D~s lors en un tel point,  sauf en ceux d 'un  ensemble de surface 

nulle dans l 'espace, donc a fortiori en project ion sur le p l an  [z], ce faisceau ddrivd 

se r~dui~ h une vuridt~ lindaire s deux dimensions. Si de ses ~quations, on ne 

pouvai t  t i rer  X'  -- X et Y '  --  Y en fonct ion de x '  - -  x et y' - y, c'est  qu'existe- 

ra i t  au moins une combinuison lindaire ne r en fe rman t  que x' --  x et y' - -  y; mats 

alors, pour  route direct ion du plan [z] n ' annulan t  pus cette combinaison, l 'un 

, J X  z J ] ~  I 
au moins des rappor ts  ~ ou --~z-z t endra i t  vers l 'infini avee j--~; et  dans 

l 'espace cart~sien s trois dimensions Ix, y, UI, l 'ensemble repr~senta t i f  de la fonc- 

t ion X ( x ,  y) ou Y(x ,  y) correspondante  admet t ra i t  un plan t angen t  parall~le "~ 

l 'axe des valeurs U :  X ou Y, ce qui ne pent  avoir  lieu qu 'en des points du 

plan [z] fo rman t  un ensemble de surface nulle. Pa r  suite en un point  non excep- 

t ionnel,  chacune des deux fonct ions X (x, y) et Y(x ,  y) admet  une d(~drentielle totale. 

Th~ior~me. - -  Etant donn~,e une fonetion complexe d'u~e variable eomplexe, sup- 

posde seulement uniforme daus un certain domaine du plan complexe, en chaque poi~# 

de ee domaine, sauf  en ceux d'un ensemble de surface nulle, oit le rapport de l'ac- 

croissement de la fonction 5 celui de la variable n'a pas pour limite toutes les valeurs 

complexes quand ce dernier accroissement tend ind(ffdremment vers zdro, ce rapport 

admet, dans ehaque direction autour du point, une limite unique fonction homo- 

graphique de la pente de la direction) 

1 Autrement dit, entre la totalitd du plan complexe et une circonfdrence de cercle (dventuetle- 
ment r~duite it un point) il ne pent y avoir d'interm~diaire pour l'ensemble figuratif des limites 
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Au voisinuge d'un tel point, lu transformution Z ~ - f ( z )  fuit correspondre_'~, 

des cereles infiniment petits du plan [z] centr6s en ce point, non des cercles du 

plan [Z] eomme le ferait une fonction d6rivuble, mais des ellipses. Et si, outre 

le fair de ne pas uvoir pour limites routes les valeurs complexes, on impose an 

rapport des aeeroissements d'uvoir la m6me limite d~ns deux directions diffg- 

rentes (non n6cessairement rectangulaires), on obtient une condition n6cessaire et 

suffisante d'existenee, ~ une surface nulle pros, de (a d6rivde de la fonction. 

S e c t i o n  3: Limites  d'une fonction en un point. 

Jusqu'iei, duns l'espace euclidien [E] ~ n dimensions, les ensembles E de 

points ont 6t6 pris individuellement. Consid6rons muintenant une famille de tels 

ensembles dont le paramOtre soit 616ment d'un espuee [@] ussujetti s la seule 

condition qu'il y existe un syst~me ddnombrable de voisinages ~ tels que ~ou~ 

616ment ~9~ de [~] ~ppurtienne g Fun uu moins d'entre eux et que tout  616ment 

de [f~] appartenun~ ~ deux d'en~re eux appartienne ~ un troisibme enti~rement 

eontenu duns l ' intersection des deux premiers. En prenan~ pour >>ensembles 

ouverts>> de [(~] routes les r6unions de voisinuges ~2~k, ees ensembles v6rifient: 

I. - -  Toute r6union d'ensembles ouverts es~ un ensemble ouvert; 

II. - -  L'intersection de deux ensembles ouverts est un ensemble ouvert; 

et d6finissent lu topologie de [~].1 En 0urticulier, 6rant donn6 un ensemble (~ 

d'dl6ments de [f~], 9J~ en est 616ment d'accumulation si tout ensemble ouver~ con- 

tenant  ~J~ contient ~u moins un 616ment de [~] diff6rent de 9X; et il suffit qu'il en 

soit uinsi des voisinuges ~k. Pareillement, au moyen des ensembles ouverts, et m6me 

des voisinuges, on d6finit l'int6rieur, l'ext6rieur et la fronti~re de l'ensemble (~. 

Inversement tout espaee topologique (c'est-b~-dire off est d6finie une fumille 

d'ensembles digs ouverts) satisfaisant uux axiomes I (de M. Sierpinski) et I [  uinsi 

qu'au deuxi~me nxiome de d6nombrabilit6 D~ de M. Huusdorff (ee que M. Fr6ehet 

exprime en disunt que l'espace est purfaitement sdpuruble et qui postule l'exis- 

fence d'un syst~me d6nombruble de voisinages ddfinissant lu m6me topologie que 

la famille des ensembles ouverts) est un espaee [(~]. En partieulier il en est 

uinsi de tout espuee m6trisable (e'est-b~-dire off l'on peut introduire une distance) 

du rapport des denx accroissements qu'en des points z du domaine dont l 'ensemble est de sur. 
face nulle. 

1 Cf. R. DE POSSEL, Espaces topologiques, S~minaire de Math6matiques de M. Julia, 3, I 9 3 5 -  
I936, A. 
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et eontenant un ensemble d~nombrable partout dense d'dl~ments (espaee (~3) sdpara- 

ble de M. Fr~chet). C'est dire qu'en dehors de l'espace euclidien [E] (off I'on 

peut prendre pour voisinages 2!k les sph6res Si du d~but), tes champs fonction- 

nels les plus importants, comme l'espace des polynomes, l'espace des fonctions 

enti~res complexes, l'espace des fonctions continues, l'espace des fonctions dont 

la d~rivde pi~me est continue, l'espace des fonctions de carr~ sommable (applicable 

sur l'espace de Hilbert), l'espace des fonctions mesurables, l'espace des courbes 

continues, l'espace des surfaces continues, l'espace des sdries absolument conver- 

genres, l'espace des sdries convergentes, etc . . . .  t sont autant  d'espaces [f~] dans 

lesquels on peut prendre le param~tre ~ fixant dans la famille l'ensemble E. 

De m6me qu's cet ~ldment 9J~ correspond un ensemble E de la famille, de 

m~me inversement, & chaque point M de l'un des E, on peut faire correspondre 

l'ensemble ~ des param~tres ~ des ensembles E contenant ]I .  C'est, en un sens 

~largi, une ~>fonetion>> ~(M) dont l'ctrgument est un point M de l'espace euclidien 

[El, l'Otre fonetion dtant un ensemble (~ d'~ldments de l'espace topologique [~1. 

D~s lots famille d'ensembles euclidiens de points dont le param~tre d~crit un 

espace topologique et ~)fonction de point~, appartenant ?~ cet espace, sont deux 

mani~res d'envisager une mOme correspondance entre points de l'espace euclidien 

et dl~ments de l'espace topologique. Par tant  de couples ainsi formds d'un point 

M e t  d'un ~ldment ~J~, je d~finirai les couples limites (Mo, 9~o) comme tels que 

route sphere ~S~ contenant M o et tout voisinage ~t: contenant 99~ o contiennent 

respeetivement le point et l'~ldment d'un couple (M, T~). Afin de pouvoir con- 

siddrer les 9)~ 0 correspondant "~ un mdme M o comme les >>limites)) de la fonction 

(M) qunnd M tend vers M o, je n'imposerai pas h ~ d'etre different de 99~ 0, 

quitte ~t faire rentrer dans ces limites, n'imposant pas s M, par symdtrie, d'etre 

diffgrent de ~Io, les )~valeur,s.~ ~(~1/0) et leurs dldments d'accumulation au sens de 

la topologie de [f~]. Inversement les ~I  o correspondant 's un m~me ~J~o sont les 

points communs, pour routes les valeurs k' de l'indice k telles que ~ ,  contienne 

~o ,  aux fermetures des r~unions E~, des ensembles E dont le param~tre 9) 

appartient 's ~ , .  Et le faisceau commun aux faiseeaul; d~riv~s en un tel point 

M o de ces ensembles Et:, se prdsente comme le faisceau des demi-droites de [El 

issues de M o tangentiellement auxquelles en 3[0 la limite 9)~o est atteinte par 

~(M), faisceau que nous d~signerons par O~(~[0, 99~o). 

Dans cette dtude de la manibre dont ~(M)  atteint en ~1I o ses limites, il n'y 

a pas lieu de restreindre la ddfinition de lu fonction s un ensemble E de [E] 

1 Cf. M. FRI~CttET, Les espaces abstraits, Collection de M. Borel, Paris, Gauthier-Villars, ~928. 

17--37534. Acta mathematic~t. 69. Irnprim~ le 14 ddeembre 1937. 
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ear il revient  au m6me de dire que ~ n'existe pas hors de E ou de dire que 

c'est un 616ment .~J~* 6tranger '~ [(~], qu 'on adjoint  "~ ti tre d'616ment n 'apparte-  

nant  qu 'au voisinage 9~l* form6 de lui seul, de mani~re h. const i tuer  un espace 

[~*! off il reste isol6. En particulier, revenant  t'L un seul ensemble E de [E], on 

pent  envisager la propri6t6 ~ = ~(~]I) d 'appar tenir  "s E :  la consid6ration de ~ 

et ~ *  revient  '~ celle de la fonction caractdrislique qD (M) 6gale ~ i sur E, s o 

en dehors; et le faiseeau do~(M, ~ )  ou do~c(M, I) n 'est  autre  alors que le faisceau 

d6riv6 doe (M). 

Montrons  que le faisceau do,~(M, ~).)~) ne peut  6tre Stranger ~ un faisceau 

ferm6 @(M) de demi-droites issues de M, sans qu'il en soit ainsi de l 'un au 

moins des faisceaux d6riv6s do~:k' (M) tels que ~lk' contienne ~.~)~. C'est 1s une 

extension d 'un r6sultat  classique sur les ensembles ferm,~s emboitds t au cas de 

,r qu'entralne la propri6t6 des voisinages ~ .  La d6monstrat ion 

e n e s t  analogue. Supposons que do(M) contienne des rayons de chaque doE~,(M). 

Ayan t  partag6 d0(M) en deux parties, on reconnait  que l 'une au moins d 'entre 

elles joui t  de la m6me propri6t6; car on pourrai t  sinon t rouver  deux indices k'~ 

et k'~ tels que l 'une des part ies soit 6trang~re 's do• et l 'autre ~ doEk,,_,(M); 

�9 ~e,, et ~.,~ ayant  en commun 2).)~ auraient  en commun ~.,~ contenant  .9J~; I~t,, et 

E~,: contiendruient  E~,~; dor~., (M) et dozk,(M) contiendraient  do~k.:,(M) qui n 'aurai t  

alors de rayon dans aueune des deux parties de do(M), contrairement  's l 'hypoth~se. 

Cette dichotomie peut  6tre r6p6t6e de maniSre que les parties de do(M) contenant  des 

rayons de ehaque doE~,(M) s 'emboltent  et ne i)oss~dent qu 'une demi-droite limite, 

laquelle appar t ient  '~ do(M) et "t tons les doz~:,(M) puisque ees faiseeaux sont 

ferm6s. 

Supposons alors qu'en un point M, pour au moins une limite ~))i de ~ en M, 

on puisse mener une vari6t6 lin6aire L(3[) "s n - - p  dimensions qui soit 6trano.~re 

"t. la partie bi lat6mle du faisceau do;~(M, 9)~). De ce que la partie bilat6rale 

d 'un faiseeau est l ' interseetion de ee faiseeau et de son oppos6 r6sulte, gr'~ee au 

th6or~me pr6c6dent sur les faisceaux fermds semi-emboit6s, qu'on peut t rouver  un 

indice k~ tel que ~..  contienne 93~ (par suite /!:~., contienne M) et L (M) soit 

6trang~re 's la partie bilat6rale du faisceau ddriv6 do~:~. (M). D~s lors d'apr~s le 

th6orSme I[,  les points tels que M se r6partissent sur au plus une infinit6 d6nom- 

brable de varidtds l ipschitziennes s p dimensions et, saul  en des points M dont  

' Cf. RENI:" BAIRE, Lefo~s s~tr lesfo~etions diseontimtes, Collection de M. Borel, Par is ,  Gauth ie r -  

Villars,  x9o5, p. 6 4. 
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l'ensemble est tangentiellement exceptionnel pour p dimensions, la partie bilat4- 

rule de q)~(M, .gJ~) se r4duit comme celle de @E~. (M) s une vari4t4 lin4aire T(M) 

s p dimensions. De plus, quand une demi-droite M J  est 4trangbre s @~ (M, 9)$), 

on pent trouver un indice k,2 tel que ! ~  contienne ~0~ et M J  soit 4trang~re s 

O~:~.(M) donc s 6OFf,(M) pour ~.~ eontenant ~ et contenu duns ~.~ A 93k~; et 

comme la pattie bilat4rale de qOEk~(M), contenant celle de q)~(M, 9)~) et contenu 

duns celle de ~)~k, (M), coincide ainsi qu'elles deux avec T(M), route la demi- 

vari4t4 lin4aire ouverte O(M) s p + I dimensions limit4e s T(M) et contenant 

M d  est 4trang~re s q)Ek~(M ) donc s q~(M, 9)~). Enfin en m6me temps que la 

pattie bilat4rale de q)~(M, ~9)~) se r4duit s une vari4t4 lin4aire s p dimensions 

qui passe par un point fixe, elle coincide, en un point M non exeptionnel, avec 

la vari4t4 lin4aire ~ p dimensions tangente au sens large s un certain ensemble 

Ek,. En sorte que le faisceau des demi-droites ta~gentiellement auxquelles e~ un 

point, une fonction ~ atteint l'une de ses lin~ites, jouit exactement des mOmes propri~t~s 

que le faisceau d~rivd d'un ensemble en un point. 

Mais il y a plus. Supposons qu'en un point ~I, pour deux limites O)~ et 

9J~ de ~ en M, on puisse mener deux vari4t4s lin4aires L~(M) et L~(M), d'un 

m~me nombre n - - p  de dimensions, qui soient respectivement 4trang~res aux 

parties bilat4rales des faisceaux O~(M, ~ )  et q)~(M, ~ ) .  Ces points M se 

r4partissent sur au plus une infinit4 d4nombrable d'ensembles Lo caract4ris4s 

chaeun par deux indices )~'~ et k.~ tels que ~ ,  contienne 9)~ (par suite /~, con- 

tienne M) et L~ (M) soit 4trang~re s la partie bilat4rale de q)~t. (M), ~t.~ con- 

tienne 9)~,z (par suite E~.~ contienne M) et L 2 (M) soit 4trang~re s la partie bilat4- 

rale de q)~(M).  Sauf en des points M dont rensemble est tangentiellement ex- 

ceptionnel pour p dimensions, chacun des trois ensembles Eg,, L~.~, Eo (inclus dans 

E~,/1 Et.~) admet une vari4t4 lin4aire s p dimensions tangente au sens large, la 

m~me pour les trois ensembles puisque la dernibre dolt gtre contenue dans cba- 

cune des . deux premibres. D'ofi r4sulte que la varidte l i~aire de p dimensions ~t 

aquelle se rdduit let partie bilat&'ale du faisceau q)~ (M, 93~) est  la m~me, en un 

point M ~on exceptionnel, pour toutes les limites ~ de ~ en M qui donnent lieu 5 

une telle rdductiou. 

Th6oreme IV. ~ - -  Etant donnde une .fo~ction ~(M), ddfinie en tout point M de 

1 0 b s e r v o n s  que  le t h4oreme  IV,  ob t enu  '~ pa r t i r  des  t h4o rcmes  I I  et  :[II, t es  eng lobe :  nous  

avons  d4j~t r emarqu4 ,  en  effet, qu ' en  u n  p o i n t  M les demi-droi tes  t a n g e n t i e l l e m e n t  i~ Chacune des- 

que l les  la  fonct ion  carc t4r i s t ique  ~ ( M )  d ' u n  e n s e m b l e  E (4gale '~ I su r  E ,  h o en dehors)  a t t e i n t  la  

l imi t e  I, ne  son t  au t r e s  que  les r ayons  d ' a c c u m u l a t i o n  de E en l~/. 



132 Frederic Roger. 

l'espace euelidien ~ n dimensions eomme un ensemble arbitraire d'dldmeJ~ts d'un 

espace topologique vdrifiant les axiomes LII-D,,," les points M e~2 chacun desquels, 

pour au moins une limite de ~ en M, on peut mener une varidt~ lin~aire h-n ~ p  

dimensions dont aucune droite passant par M ne permette 5 ~ d' atteindre cette limite 

en J~[ tangentiellement ~e chaeune de ses deux demi-droites, se r~partissent sur au 

plus une infinitd ddnombrable de varidtds lipschitziennes 4 p dimensions (en patti-  

culler de mesure p-dimensionnelle unique et finie). 

En  ehacun de ees points ~i, saul  en ceux d'un ensen~ble tangentiellement exeep- 

tionnel pour p dimensio1~s ~ (en particulier de mesure p-dimensionnelle unique et nulle), 

pour toutes les limites de ~ en M ~ ehacune desquelles on peut ainsi assoeier une 

varidtd lin~aire g~ n - - p  dimensioJ~s, il existe une m~me varidtd lindaire 5 p dimen- 

sions, faisceau des droites tangentiellement ~) chaque demi-droite desquelles en M la 

fonetion ~ atteint l'une queleonque de ce~' lin~ites; et s'il existe en dehors une demi- 

droite tangentiellement g~ laquelle en M q~ attei~t l'une au moins de ees limites, 

atteint aussi eette limite htngentiellement 5 chaque demi-droite de la demi-varidtd 

lindaire h p + I dimensions contenant la premiere demi-droite et limitde 5 la vari~td 

lindaire remarquable 5 p dimensions, et ne l'atteint tangentiellement gt aucune demi- 

droite de la demi.vari~t~ lin~aire (ouverte) opposde. 

Les .points M oi~ la varidtd lin~aire remarquable 5 p dimensions passe par u~ 

point .fixe, forment un ensemble projectivement rare pour p din~ensions 5 partir du 

point f ixe ~ (en particulier dont la projection 5 petrtir du point f ixe sur toute ~;aridtd 

lindaire 5 n ~ ~ dimensions ~e le co~tenetnt pets est de mesure p-dimensionnelle 

unique et nulle). 

Illustrons ceci d'un exemple dans le cas off n = 2: M grant un point d'un 

plan [P], prenons successivement pour ~(M) un point d'une droite [~], un point 

d'un plan [~], un point de l'espace de t t i lbert  [gJ]. Ce qui correspond respeC- 

tivement s une fonction rdelle de deux variables rdelles, ~ une fonction complexe 

d'une variable complexe, 's une fonction de earr~ sommable dont il n'y a pas lieu 

de pr~ciser par rapport ?~ quelles variables ni daus quel champ on int~gre mais 

que t o n  consid~re comme un ~tre (ddfini dans ce champ s un ensemble de mesure 

nulle pros) ddpendant de deux parambtres rdels (les coordonndes de M dans [P]). 

En un point M o de [P], on salt d~terminer les limites de ~ (M) quand M tend 

1 R~union d 'au  p lus  une  infinit~ d~nombrable  d 'ensembles  oh une vari~t~ l ipschi tz ienne h p 

dimensions n ' admet  pas de varidt~ lin~aire h p dimensions  tangente  au sens strict. 

R~union d 'au plus une infinit~ d6nombrable  d 'ensembles  o~l une vari~t~ l ipschitzienne ~ p 

dimensions  n ' admet  pas de varidtd lin~aire '~ p d imensions  tangente  au sens str ict  ou en admet  

une qui passe par  le poin t  fixe. 
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vers ~hro, qu'il s'agisse de limites r6elles, de limites complexes ou de limites fortes 
dans l'espace de Hilbert; puis, pour chacune de ces limites, les demi-droites 

i}loJ de [P] tangentiellement ~ chacune desquelles on peut trouver une succession 

de points M qui tendent vers 21i o et sur lesquels ~ (M) atteint en M 0 cette limite. 

Sur la mani~re dont une telle fonction ~ (qui n'est suppos6e uniforme que 

pour simplifier le langage) atteint en un point M ses limites, voici ce que nous 

apprend le th6or6me IV: 

I ~ Les points M du plan [P] en chacun desquels l'une au moins des limites 

n'est pas atteinte par ~ en M tangentiellement ~ chacune des demi-droites de 

[P] issues de ~I, se r6partissent sur an plus une infi~it6 d6nombrable de courbes 
lipschitziennes (en particulier rectifiables). 

2 ~ En ehacun de ces points _M, saul en ceux d'un ensemble tangentielle- 

ment excep~ionnel pour une dimension (en particulier dont la lo~gueur est unique 

et nulle), il existe une droite remarquable D, la seule tangentiellement s laquelle 

en M des deux cbt6s ~ atteint chacune de ses limites. 

3 ~ De plus, dbs qu'une limite est at~einte par ~ en M tangentiellement 

une demi-droite hors de D, elle l'est aussi tangentiellement s chaque demi-droite 

du demi-plan limit6 s D off se trouve la premibre et ne l'est tangentiellement 

aucune demi-droite du demi-plan (ouvert) oppose. 

4 ~ Les points M off la droite remarquable D passe par un pointfixe, forment 

un ensemble projectivement rare pour une dimension h partir du point fixe (en 

particulier d0nt la projection ~ partir du point fixe sur route droite de [ P I n e  

le contenant pas est de mesure nulle). 
5 ~ Les points M du plan [P] en ehacun desquels l'une au moins des limites 

de ~ (ou la valeur ~ (M) elle-m~me) ne peut ~tre atteinte en M tangentiellement 

s aucune droite des deux cbtds, forment un ensemble au plus ddnombrable. 
En particulier si l'on prend pour fonction ~(M)  la fonetion caract~ristique 

de la courbe C qui repr~sente dans le plan [P] la fonction continue y = f (x )  et 
si l'on porte l 'attention sur la limite I de ~ en M, le point fixe 6f.ant pris "s 

l'infini dans la direction de O y, on retrouve le th6or~me de M. /)enjoy sous la 

forme g~om~trique rappel6e au d~but. 


